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Multivariate Datenanalyse

Datum Einheit Thema

15.10.2021 Einfiihrung (0) Einfithrung

15.10.2021 Grundlagen (1) Vektoren

22.10.2021 Grundlagen (2) Matrizen |

29.10.2021 Grundlagen (3) Matrizen Il

05.11.2021 Grundlagen (4) Multivariate Normalverteilung

12.11.2021 Latente Variablenmodelle (5) Hauptkomponentenanalyse

19.11.2021 Latente Variablenmodell (6) Faktorenanalyse

26.11.2021 Pradiktive Modellierung (7) Optimierung

03.12.2021 Pradiktive Modellierung (8) Lineare Diskriminanzanalyse und Logistische Regression

10.12.2021 Pradiktive Modellierung (9) Support Vektor Maschinen

17.12.2021 Pradiktive Modellierung (10) Neuronale Netze
Weihnachtspause

07.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) T-Tests

14.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Einfaktorielle Varianzanalyse

21.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Kanonische Korrelationsanalyse |

28.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Kanonische Korrelationsanalyse I

22.02.2022 Klausur 12 - 13 Uhr, G26-H1

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Pradiktive Modellierung

Differentialrechnung und Analytische Optimierung
Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der Optimierung

Gradientenverfahren

Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Selbstkontrollfragen
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Pradiktive Modellierung

In der Psychologie méchte man gerne Dinge pradizieren, zum Beispiel

® Risiko psychiatrischer Erkrankung basierend auf Fragebogendaten
® Prognose psychiatrischer Erkrankung basierend auf Hirnbildgebungsdaten
® Psychotherapieerfolg basierend auf klinisch-psychologischen Tests

® Subjektive Wahrnehmung (Bewusstsein) basierend auf funktionellen Hirnbildgebungsdaten

Pradiktive Modellierung ist ein datenanalytisches Paradigma, das die pradiktive Rhethorik bedient.

® Die Datengrundlage ist hier oft multivariat, die Vorhersage ist oft univariat.
® Pradiktive Modellierung wird oft mit “Maschinellem Lernen” gleichgesetzt oder verwechselt.
® Pradiktive Modellierung wird oft mit “Kiinstlicher Intelligenz” gleichgesetzt oder verwechselt.

® Pradiktive Modellierung wird oft mit “Deep Learning” gleichgesetzt oder verwechselt.
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Pradiktive Modellierung

Struktur der Pradiktiven Modellierung

Modelloptimierung

Trainingdaten Testdaten
13280y #1500 ]0, 011401
IR KOR IR .
Featureselektion und Klassifikation Evaluation ? 9 %

nach Dwyer, Falkai, and Koutsouleris (2018)

Rhethorik der Pradiktiven Modellierung

Daten Trainingsdaten und Testdaten
Statistisches Modell Modell, Machine Learning Algorithmus

Schétzen von Parametern Trainieren des Modells, Lernen von Parametern, Supervised Learning
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Pradiktive Modellierung

Typische Modelle der Pradiktiven Modellierung

Neuronale Netze | Deep Learnin
| P 9 Support Vektor Maschinen

Lineare Diskriminanzanalyse
» Logistische
v Regression

20150
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Pradiktive Modellierung

Modellschdtzung- und Modellevaluationsansatz der Pradiktiven Modellierung

Datensatz

Trainingsdatensatz Testdatensatz

Pradiktionsgiite

Parameterlernen | Minimierung des Trainingvorhersagefehlers
Generalisierungsfehler

k-fache Kreuzvalidierung
Pradiktionsgiite 1
Pridiktionsgiite 2
Pradiktionsgiite 3

Pradiktionsgiite 4

2

Durchschnittliche Pradiktionsgiite als Algorithmusperfomanzkriterium

Durchschnittliche Pradiktionsgiite als AssoziationsmaB von Daten und Label

Die theoretische Analyse dieses Ansatzes heiBt “Statistische Lerntheorie” (Vapnik 2010)
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Pradiktive Modellierung

Explanatorische Modellierung vs. Pradiktive Modellierung

Explanatorische Modellierung & Wissenschaft

Bestimmung von f = argmin”f —f”

Beobachtbare Unbeobachtbare Beobachtbare
X f — Y
unabhangige Variablen wahre Funktion abhangige Variablen

Bestimmung von f = argmin”Y —f(X)”

Pradiktive Modellierung & Anwendung

® Es gibt keinen Grund anzunehmen, dass immer f = f gilt.
® Fiir ein Beispiel mit f # f. , siche z.B. Shmueli (2010).
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Pradiktive Modellierung

Technik der Pradiktiven Modellierung

Das Lernen von Modellparametern ist das zentrale Problem der Pradiktiven Modellierung

® Parameterlernen impliziert die Minimierung einer Zielfunktion (objective function).
® An der Stelle eines Minimums ist die erste Ableitung einer Funktion gleich Null.

® An der Stelle eines Minimums ist die zweite Ableitung einer Funktion positiv.

Optimierungsverfahren identifizieren Parameterwerte, fiir die diese Minimumsbedingungen gelten.

Modell Optimierungsverfahren

Lineare Diskriminanzanalyse | Analytische Optimierung
Logistische Regression Gradientenverfahren
Support Vektor Maschinen Optimierung mit Nebenbedingungen

Neuronale Netze Gradientenverfahren

Anmerkungen

® |n der statistischen Modellierung hat die Zielfunktion meist probabilistische Konnotation.
® Typische Zielfunktionen der statistischen Modellierung sind Likelihood Funktionen.

® Pradiktive Modellierung verzichtet zum Teil auf die Reprasentation von Unsicherheit.
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Pradiktive Modellierung

Differentialrechnung und Analytische Optimierung
Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der Optimierung

Gradientenverfahren

Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Selbstkontrollfragen
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Definition (Funktionenarten)

In der statistischen Anwendung unterscheiden wir

® univariate reellwertige Funktionen der Form
f:RoR,z— f(x), (1)
® multivariate reellwertige Funktionen der Form
f:R* 5 Rz f(z) = f(x1,.,Tn), (2)
® multivariate vektorwertige Funktionen der Form

fi(z1, ..., zn)
fR" 5> R™ z— f(z) = . . 3)

Fm(z1, ..., Tn)

Bemerkung

® In der Physik werden multivariate reellwertige Funktionen auch Skalarfelder genannt.

® |n der Physik werden multivariate vektorwertige Funktionen auch Vektorfelder genannt.

In diesem Abschnitt betrachten wir univariate reellwertige Funktionen.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Beispiele
Univariate, reellwertige Funktion
iR Rz f(z):=a> (4)

Multivariate (bivariate), reellwertige Funktion

2 2 2
f:R® 5> Rz f(z) :=a] + x5 (5)
0= =3+
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Definition (Ableitung)

Es sei I C R ein Intervall und
f:I >R z— f(x) (6)

eine univariate reellwertige Funktion. f heiBt in a € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

fla+h) = f(a)

f'(a) := lim (7)
h—0 h
existiert. f/(a) heiBt dann die Ableitung von f an der Stelle a. Ist f differenzierbar fiir alle = € I, so heiBt f
differenzierbar und die Funktion
f oI s Rae f(x) (8)

heiBt Ableitung von f

Bemerkungen

® Fir h > 0 heiBt M Differenzquotient.

® Der Differenzquotient misst die Anderung f(a + h) — f(a) von f pro Strecke h.
® Fiir h — 0 misst der Differenzquotient die Anderungsrate von f in a.

® f’(a) ist eine Zahl, f’ ist eine Funktion.

® Wir werden keine Grenzwertbildung zur Berechnung von Ableitungen benétigen.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Definition (Notation fiir Ableitungen univariater reellwertiger Funktionen)

Es sei f eine univariate reellwertige Funktion. Aquivalente Schreibweisen fiir die Ableitung von f und
die Ableitung von f an einer Stelle z sind

(1) die Lagrange-Notation f’ und f’(z),

(2) die Newton-Notation f und f(z),

(3) die Leibniz-Notation % und % und

(

4) die Euler-Notation D f und D f(z).

Bemerkungen

® Fiir univariate reellwertige Funktionen benutzen wir f’ und f’(x) als Bezeichner.
® |n Berechnungen benutzen wir auch die “Operator-Schreibweise” %f(m)

® Wir verstehen %f(r) als den Auftrag, die Ableitung von f zu berechnen.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Definition (Hohere Ableitungen)
Es sei f eine univariate reellwertige Funktion und
F = ©
sei die Ableitung von f. Die k-te Ableitung von f ist rekursiv definiert durch
) = (f(k’l))/ fir k > 0, (10)
unter der Annahme, dass f(kfl) differenzierbar ist. Insbesondere ist die zweite Ableitung von f definiert durch die

Ableitung von f’, also

= (11)

Bemerkungen

2

® Wir schreiben auch d‘i—2f(z) fiir den Auftrag, die zweite Ableitung von f zu bestimmen.
z

® Die nullte Ableitung f(o) von f ist f selbst.

® Ublicherweise schreibt man fiir k < 4 f, £/, £/ statt £f(1) | #(2) §(3),

® |m Allgemeinen benétigen wir nur £/ und f’/.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Theorem (Rechenregeln fiir Ableitungen)

Firi =1, ..., n seien g; reellwertige univariate differenzierbare Funktionen. Dann gelten folgende Rechenregeln:
(1) Summenregel
n n
Fiir f () := § gi(z) gitt ' (x) = E gi (). (12)
i=1 i=1
(2) Produktregel
Fir f(2) := g1(2)g2() gilt f' () = ¢} (2)g92(2) + g1(2) g5 (). (13)

(3) Quotientenregel

Fiir f(x) = g1 (x) gilt £ (z) = gl(w)gz(w)z— 91(90)92(93)‘ (14)
g2(x) 92 (@)
(4) Kettenregel
Fir f(z) := g1(92(2)) gilt f'(z) = g} (92(x))g5 (). (15)

Bemerkung

® Fiir Beweise der Rechenregeln wird auf die einschlagige Literatur verwiesen.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Theorem (Ableitungen elementarer Funktionen)

Fiir einige elementare Funktionen der Datenanalyse ergeben sich folgende Ableitungen:

Name Definition Ableitung
Polynomfunktionen f(z) = Z:L:() a;z’ f(z) = Z::l ja;zt 1
Konstante Funktion f(z) :=a f(z)y=0
Identitatsfunktion flz) == flz)y=1
Lineare Funktion f(z) :=az+b f'(z)=a
Quadratfunktion f(z) := 2?2 fl(z) =2z
Exponentialfunktion f(z) := exp(x) f/(z) = exp(x)
Logarithmusfunktion f(z) :=In(x) flz)y=21

T

Bemerkung

® Fiir Beweise wird auf die einschlagige Literatur verwiesen.
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Ableitungen elementarer Funktionen

Identitatsfunktion Lineare Funktion Quadratfunktion

/

~— f(x)=0.5x -1
f(x)= 0.5
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Differentialrechung und Analytische Optimierung

Ableitungen elementarer Funktionen

Exponentialfunktion Logarithmusfunktion
6 f
5 4 — ) =exp() / 4
f'(x) = exp(x) /
4 / 2 -
3 ,I —
2 / 0 -
/
1 - S — f(x) =
- -2 () = In(x)
0 o e f'(x) = 1/x
_l ~ _4 -
T T T T T 1 1 T T T T
-4 -2 01 2 0 1 2 3 4
X X
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

Definition (Extremstellen und Extremwerte)

Essei U C Rund f : U — R eine univariate reellwertige Funktion. Dann hat f an der Stelle zg € U

® cin lokales Minimum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit 29 €]a, b[ und

f(zo) < f(z) furallex € I NU, (16)
® cin globales Minimum, wenn gilt, dass
flzo) < f(z) firalle z € U, (17)
® cin lokales Maximum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit zg €]a, b[ und
f(zo) > f(a) firallex € INU, (18)
® Jokales Maximum, wenn gilt, dass
f(zo) > f(z) firallez € U. (19)

Der Wert zg € U der Definitionsmenge von f heiBt entsprechend lokale oder globale Minimalstelle oder Maximalstelle,
der Funktionswert f(xzg) € R heiBt entsprechend lokales oder globales Minimum oder Maximum. Generell heiBt der
Wert g € U Extremstelle und der Funktionswert f(zg) € R Extremwert.

Bemerkungen

® Extremstellen werden auch mit arg min, c y~yy f (@) oder arg max,, ¢ yny f(z) bezeichnet.
® Extremwerte werden auch mit ming ey f(x) oder max, e rny f(x) bezeichnet.
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

Definition (Notwendige Bedingung fiir Extrema)
f sei eine univariate reellwertige Funktion. Dann gilt

xo ist Extremstelle von f = f'(x0) = 0. (20)

Bemerkungen

® Wenn z( eine Extremstelle von f ist, dann ist die erste Ableitung von f in zo null.
® Sei zum Beispiel z( eine lokale Maximalstelle von f. Dann gilt

® Links von z( steigt f an, rechts von z fallt f ab.

® |n x( steigt f weder an, noch fillt f ab, also ist f'(z0) = 0.
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

Definition (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema)

f sei eine zweimal differenzierbare univariate reellwertige Funktion.

® Wenn fir zg € U C R
F'(20) = 0 und f"(x0) > 0 (21)

gilt, dann hat f an der Stelle zg ein Minimum.

® Wenn fiir zg € U C R
f'(zo) =0 und f"(x0) <0 (22)

gilt, dann hat f an der Stelle zp ein Maximum.

Bemerkung

® Eine Intuition vermittelt nachfolgende Abbildung.
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

6 -
4 -
2
| — 9= x-1y?
0 — f(x)=2x-2
(x) = 2
_2 ]

Hier ist offenbar ¢ = 1 eine lokale Minimalstelle von f(z) = (z — 1)2. Man erkennt:

Links von z¢ fallt f ab, rechts von z( steigt f an.

In o steigt f weder an, noch fillt f ab, also ist f'(xg) = 0.

Links und rechts von g und in xq ist die Anderung f’/ von f’ positiv.
Links von z( schwicht sich die Negativitit von f’ zu 0 ab.

Rechts von x( verstirkt sich die Positivitat von f’.
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

Definition (Standardverfahren der analytischen Optimierung)
f sei eine univariate reellwertige Funktion. Lokale Extremstellen von f kénnen mit folgendem
Standardverfahren der analytischen Optimierung identifiziert werden:

(1) Berechnen der ersten und zweiten Ableitung von f.

(2) Bestimmen von Nullstellen z* von f’ durch Auflésen von f’(z*) = 0 nach z*.

= Nullstellen von f’ sind Kandidaten fiir Extremstellen von f.

(3) Evaluation von f”/(z*).
= Wenn f'/(z*) > 0, dann ist z* lokale Minimumstelle von f.
= Wenn f"/(z*) < 0, dann ist z* lokale Maximumstelle von f.

= Wenn f'/(z*) = 0, dann ist z* keine Extremstelle von f.
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Differentialrechnung und Analytische Optimierung

Beispiel

Wir betrachten die Funktion

iR Rz f(z):=(z—1)2 (23)

Die erste Ableitung von f ergibt sich mit der Kettenregel zu

’ _ d 2\ _ d —
f(w)fﬂ((zfl))72(:1:71)»@(171)72:572. (24)
Die zweite Ableitung von f ergibt sich zu
" d ’ d .
(@)= —f(x)= —R2z—2)=2>0firallexz € R. (25)
dx dx
Aufldsen von f’(x*) = 0 nach z* ergibt
fla*)=0&22" —2=022" =2 2" = 1. (26)

z* = 1 ist folglich eine Minimalstelle von f mit zugehérigen Minimalwert f(1) = 0.
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Pradiktive Modellierung

Differentialrechnung und Analytische Optimierung
Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der Optimierung

Gradientenverfahren

Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Funktionenarten)

In der statistischen Anwendung unterscheiden wir

® univariate reellwertige Funktionen der Form
R Rz~ f(x), (27)
® multivariate reellwertige Funktionen der Form
f:R" 5 Rz f(z) = f(z1,..-,Tn), (28)
® multivariate vektorwertige Funktionen der Form

fi(z1, ..., Tn)
f:R®" 5 R™ z— f(z) = : . (29)

fm($17 ---;xn)
In diesem Abschnitt betrachten wir multivariate reellwertige Funktionen.

Beim Parameterlernen der Pradiktiven Modellierung ist

z € R™ ein Vektor von Parameterwerten und f : R™ — R eine Zielfunktion.
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Partielle Ableitung)

Es sei D C R"™ eine Menge und
f:D—>R,z— f(z) (30)
eine multivariate reellwertige Funktion. f heiBt in @ € D nach x; partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert
xz + he;) — f(x
2 o) e i LT hED) = 1)
oz; h—0 h

(31)

existiert. f(z) heiBt dann die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x. Wenn f fiir alle z € D, nach
T partlell dlfFerenZ|erbar ist, dann heiBt f nach x; partiell differenzierbar und die Funktion
2] 9
= 3 D—>Rw»—>—f(m) (32)
ox; oz
heiBt partielle Ableitung von f nach x;.
f heiBt partiell differenzierbar in x € D, wenn f firalle s = 1, ..., n in © € D nach x; partiell differenzierbar ist,

und f heiBt partiell differenzierbar, wenn f fiir alle ¢ = 1, ..., n in allen € D nach x; partiell differenzierbar ist.
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Multivariate Differentialrechnung

Bemerkungen

® ¢, € R™ bezeichnet den iten Einheitsvektor.
. w misst die Anderung f(x + he;) — f(z) von f pro Strecke h in Richtung e;.

® Fiir h — 0 misst der Differenzquotient die Anderungsrate von f in = in Richtung e;.

. aii f(z) ist eine Zahl, a%f ist eine Funktion.

® Praktisch berechnet man 72— f als die (einfache) Ableitung
7

d -
Ele,...z,i,l,zwl,A.A,zn(l’i) (33)

der univariaten reellwertigen Funktion

FRoR @ = for oy mig,on (@) 1= f(@1, 0 @i, oy Tn). (34)

® Man betrachtet alle z; mit j # 7 also als Konstanten.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1)
Wir betrachten die Funktion
f:RQHR,sz(z) ::z%«kzg. (35)
Weil die Definitionsmenge dieser Funktion zweidimensional ist, kann man zwei partielle Ableitungen berechnen
] 2 2] ] 2 9
—f:R" 5> R,z — — f(z) und — f : R® - R,z — — f(x). (36)
Oz Ox1q Oz Oxo

Um die erste dieser partiellen Ableitungen zu berechnen, betrachtet man die Funktion
2 2
fa,,.2 R —= R,z »—)fwz(zl):: z] + x5, (37)

wobei 2 hier die Rolle einer Konstanten einnimmt. Um explizit zu machen, dass x2 kein Argument der Funktion
ist, die Funktion aber weiterhin von xo abhangt haben wir die Subskriptnotation fz, (z1) verwendet. Um nun die

partielle Ableitung zu berechnen, berechnen wir die (einfache) Ableitung von fq,,
fh, (@) = 221, (38)

Es ergibt sich also
o 2 o o 2 2 ’
—f:R* 2> Rz~ —f(x) = — (2] + 23) = f,(z) = 2x1. (39)
Oz Oz Oz 2
Analog gilt mit der entsprechenden Formulierung von f;,, dass

o 2 9 9 2 _
—f:R* > Rz — —f(x) = — (] + 23) = f, (z) = 2x2. (40)
Oxo Oxo Oxo 1
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Zweite partielle Ableitungen)

f :R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion und %f sei die partielle Ableitung von f
nach x;. Dann ist die zweite partielle Ableitung von f nach z; und x; definiert als

2
O f(a)i= 2 (‘9 f) (41)

Bemerkungen

® Wie die zweite Ableitung ist auch die zweite partielle Ableitung rekursiv definiert2
® Zu jeder partiellen Ableitung %f gibt es n zweite partiellen Ableitungen %f, j=1,...,n.
z; z;0z;
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Satz von Schwarz)

f :R™ — R sei eine partiell differenzierbare multivariate reellwertige Funktion. Dann gilt
2? 9?
/()
ZTj 81’1

= 2.0, f(z) firalle1 < 4,5 < n. (42)

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Das Theorem von Schwarz besagt, dass die Reihenfolge des partiellen Ableitens irrelevant ist

® Das Theorem erleichtert die Berechnung von zweiten partiellen Ableitungen.

® Das Theorem hilft, Fehler bei der Berechnung zweiter partieller Ableitungen aufzudecken.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)

Wir wollen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion

f:R2~>R,z>—>f(z) ::z%«kzg. (43)

berechnen. Mit den Ergebnissen fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Funktion ergibt sich

2

dzrix1
2

dxix2
2

dzroxy
2

dxox2

Offenbar gilt

f(x)

f(=z)

f(x)

f(=z)

-2 if(x)) =2 ey =2

dxq \ Oz1 oz
-2 if<z>) =2 e =0

ox1 dxo Oz

(44)

-2 if(x)) =2 Geny=o0

dzo \ Oz1 Oz
-2 if<z>) =2 (2w =2

Ox2 dxa ek

2 52
Fyw fz) = Eyw f(=). (45)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2)
Wir wollen die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion
f:]R3 — R,z — f(z):= m?«&»zlzg + x93 (46)

berechnen.

Mit den Rechenregeln fiir Ableitungen ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

if(ﬂﬂ) -2 (12 +xize + 12\/13) = 2z1 + a2
Oxq Oz 1 ’
o 8
— f(z) = — (:cl + x122 + $2\/w3) =1 + 73, (47)
Oxo Oz
I} o 2 z2
a—zgf(x) = E (acl +z172 +x2\/m3) = zmA
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x 1 ergibt sich

8?2 8 o 8
flz) = — (Tmﬂz)) = ey (221 +22) = 2,

Ox10x1 oz

o f(=) 2 2 f(=) 2 (2z1 +@2) =1 (48)
—f(x) = — | — f(z) | = — (22 x2) =1,
Ox20x1 Ox2 Oxq Oz ! 2

82 R ) _2 —o
7813811“1)7@ Tmf<z> 7£(m1+z2)7.

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x5 ergibt sich

o o (o N_ o _,
f(z) = Oz2f(z) = e (z1 + Vo3) =1,

Ox10xo Ox1

P pay= 2 (2 pa)) = 2 o+ vEm =0 (49)
—_—f(zx) = — | — f(x = — (x z3) =0,
Odxodxo Oxg \ Ox2 Oxo ! 3

_® =22 -2 _ !
Oxzdxo =) = Oxz \ Oz2 F@) ) = oxg (@1 + ve3) = 2%’
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x3 ergibt sich

? (L) =2 (Zym) =0
Doy \das ) T om \ 2 V)T

52
Ox10z3
2

f(z) =

f(z) =

Oxo0x3
82
dx3dz3

f@) =

o o) o T
Az \ O3 dxa \ 24/T3

17} af()ia 1 -4y 1 -3
Oxs \ Oz3 . - O3 12213 - 41213 ’

Weiterhin erkennt man, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen irrelevant ist, denn es gilt

2 2
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R = =1,
Ox10xo (=) Ox20xq (=)
o2 o2
[ = =0,
8113z3f(x) Bzgazlf(x>
LS iy -
z) = T) = .
Oxgdx3 Ox30xo 2,/z3

(50)

(51)



Multivariate Differentialrechnung

Definition (Gradient)

f : R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann ist der Gradient V f(x) von f an der

Stelle x € R"™ definiert als
2 F(@)

2 1)
Vi(z):= . e R"™. (52)

22 f ()

Bemerkung

® V f(x) fasst die partiellen Ableitungen von f an der Stelle z € R™ in einem Vektor zusammen.
® Gradienten sind multivariate vektorwertige Abbildungen der Form V f : R"™ — R" 2 — V f(x).
® Wir zeigen spiter, dass —V f(z) die Richtung des steilsten Abstiegs von f in R™ anzeigt.
® Firn = 1gilt Vf(z) = f/'(x).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiele

Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f : R? — R gilt
_9_ 2
Vf(z) = (Bml f(a:)> _ ( o1\ g2, (53)
523 f(z) 2o

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f : R® — R gilt

%f(m) 2z + T2
Vf(z) = 3T2 f@) | =2 +vEs | R (54)
3T3 f@) 2\I/?Te.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)

Gradienten von f : R? — R,z — f(z) := z% + z% bei

=) ) ) ()

X2
o

-2

Z

= T
-2 -1 0 1
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Hesse-Matrix)

f: R™ — R sei ein multivariate reellwertige Funktion. Dann ist die Hesse-Matrix V2 f(x) von f an

der Stelle z € R™ definiert als

%f(w) %f(w) %f(w)
s f@) 2 f@) o s (@

V)= | orar2 o CRVTL (s5)
%f(w) %f(w) #Lzz"f(m)

Bemerkung

. VQf(r) fasst die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in einer Matrix zusammen.
® Hesse-Matrizen sind multivariate matrixwertige Abbildungen der Form V2 f : R™ — R" X" &+ V2 f(x).
® Firn =1gilt V2f(z) = f" ().
o Mit 522 f(2) = 5o f(x) fir 1 < i, j < n folgt, dass (V2f(x))" = V2f(x)
i 9%,0%; T = 3,03, x) fir 1 < 4,5 < n folgt, dass T = ).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel
Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f : R? — R gilt

V2 f(z) = le,;lf(””) azlfzf(w) _
e AN e R G 0

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f : R — R gilt

2
8;”1” f(=)

52
61112 f(z) 6I1L3

v2f(x):

a¢2¢1 f(z) 0L2¢2 fz) axz‘Lg

81311 flx) 31312 flx) 31313

2 1 0
= 1
1 0 23
—3/2
0 stz —gean

e ]R2><2

f(=@)
f(x)
f(x)

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 42



Multivariate Differentialrechnung

Definition (Glatte multivariate reellwertige Funktion)
Eine multivariate reellwertige Funktion

f:R" > Rz~ f(z) (56)
heiBt glatt, wenn ihr Gradient und ihre Hesse-Matrix existieren und fiir alle z € R"™ stetig sind.
Bemerkungen

® Der Gradient und die Hesse-Matrix einer glatten Funktion kénnten iiberall in R™ berechnet werden.
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz erster Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein t €]0, 1], so dass gilt

f@+p) = f(@)+ Vi +tp)Tp. (57)

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz zweiter Ordnung)

f : R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein t €]0, 1], so dass gilt

J@+p) = 1) + VI @) p + 307V (@ + tr)p. (59)

Bemerkung

® Wir verzichten auf Beweise.
® Nocedal and Wright (2006) bezeichnen die Theoreme als “Taylor's Theorem”, das ist ein wenig misleading.

® Vfund sz werden an einer Stelle zwischen  und = + p evaluiert.
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Multivariate Differentialrechnung

Univariate visuelle Intuition zum Mittelwertsatz 1. Ordnung

Es gibt ein ¢t €]0, 1[ mit f(z + p) = f(z) + f (= + tp)p (59)

Faoip) + fG)+f'(x+tp)p

fQ) + f'(x + tp)tp

fe T ‘
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Grundlagen der Optimierung

Definition (Optimierungsproblem)
Ein Optimierungsproblem hat die allgemeine Form

rnm f(z), (60)

a8

wobei z € R™ und f : R™ — R eine glatte multivariate reellwertige Funktion ist. Weil gilt, dass
max f(z) = min — f(x) (61)
x x

geniigt es, sich mit Minimierungsproblemen zu befassen.
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Grundlagen der Optimierung

Definition (Globale und lokale Minimierer, globale und lokale Minima)

f :R™ — R sei ein multivariate reellwertige Funktion.

® z* € R™ heiBt globaler Minimalstelle von f, wenn f(z*) < f(z) fir alle z € R™ gilt.
f(z™) € R heiBt das globale Minimum von f.

® z* € R™ heiBt lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung N von z* gibt, so dass
f(z*) < f(z) fir alle x € N C R". In diesem Fall heiBt f(z*) € R lokales Minimum von f.

® ¥ € R™ heiBt strikte lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung N von z™ gibt, so

dass f(z*) < f(x) fur alle z € N C R". In diesem Fall heiBt f(z*) € R striktes lokales
Minimum von f.

Bemerkung

® Eine Umgebung von « € R" ist eine offene Menge, die = enthilt.
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Grundlagen der Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung erster Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion. Wenn z™ eine lokale Minimalstelle von f ist, dann gilt

VF(z") = 0n. (62)

Beweis

Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Dazu nehmen wir an, dass =™ zwar eine lokale
Minimalstelle von f ist, aber ¥ f(z*) % On, ist. Dazu definieren wir zunachst p := — V¥ f(2*). Dann gilt, dass

pTViE*) = —viE)T V@) = ~11VfEM)] <o. (63)
Weil V f in einer Umgebung von x™* stetig ist, existiert ein Skalar T' > 0, so dass auch
pT Vf(a* + tp) < Ofirallet € [0, T]. (64)
gilt. Nun gilt fir £ €]0, T'] aber mit dem Mittelwertssatz erster Ordnung, dass
F@* +ip) = f@*) + Vi@ +tp) i = F@*) + I V(" + tp) firein t €], E[. (65)
Also folgt f(xz* + ip) < f(x*) fir alle £ €]0, T]. Wir haben also eine Richtung von =* weg gefunden, in der f abnimmt. Also

kann 2™ keine Minimalstelle sein, wenn ¥ f(z*) % Oy, gilt. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es moglich ist, dass =™

eine lokale Minimalstelle von f ist und V f (z*) % Op, gilt. Also muss V f(z*) = O, gelten, wenn z* eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung)

f : R™ — R sei eine glatte Funktion. Wenn z™* eine lokale Minimalstelle von f ist, dann ist
Vf(z*) =0, und V2 f(x*) ist positiv semidefinit.

Beweis

Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Wir haben schon gesehen, dass V f (z*) = 0y,
ist, wenn x* eine lokale Minimalstelle von £. ist. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir nun an, dass =* zwar eine lokale Minimalstelle

von f ist, aber dass V2f($*) nicht positiv semidefinit ist. Dann ist es moglichen einen Vektor p zu finden, so dass gilt
pT V21" <o. (66)
Weil V2 f(2*) in einer Umgebung von o * stetig ist, existiert ein Skalar T > 0, so dass
pT V2 f(x* + tp)p < Ofiralle t € [0, T]. (67)
gilt. Mithilfe des Mittelwertsatzes zweiter Ordnung gilt dann fiir alle £ €]0, T'] und ein t €]0, £[, dass

1
7 =T 2, To2
F@¥ 4 ip) = f7) +IpT VEET) + —FpT V(T +tp)p < f=7). (68)
Wir haben also wieder eine Richtung von = * weg gefunden, in der f abnimmt. Also kann * keine Minimalstelle sein, wenn V2f(a:*)
nicht positiv semidefinit ist. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es méglich ist, dass @™ eine lokale Minimalstelle von f ist

und V2 £(x*) nicht positiv semidefinit ist. Also muss V2 f (z*) positiv semidefinit sein, wenn =* eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der Optimierung

Theorem (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung)

f : R™ — R sei eine glatte Funktion und es seien V f(z*) = 0,, und V2 f(z*) positiv definit.

Dann ist ™ eine strikte Minimalstelle von f.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil die Hesse-Matrix stetig und positiv definit in =™ ist, wir ein = > 0 wahlen kdnnen, so dass v2 f(x)
positiv definit fiir alle « in

D = {z|||lz —a™|| < r} (69)
ist. Fiir einen Vektor p mit ||p|| > Ound ||p|| < 7 gilt «* + p € D. Firein t €]0, 1] gilt dann mit dem Mittelwertssatz zweiter
Ordnung, dass

1
f@* 4+ p) =f@") + VDT + =pT V2 + to)p
§ 2 (70
= ")+ ;pTvzm* + tp)p-
Weil aber z* + tp € D ist, gilt, dass p? V2 f(x* 4 tp)p > 0 ist und somit f(z* + p) > f(x*). In jeder Richtung p von

x™* weg erhoht sich also der Wert von f und damit ist ™ eine strikte Minimalstelle.
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Grundlagen der Optimierung

Theorem (Minmalstellen konvexer Funktionen)

f :R™ — R sei eine konvexe Funktion, das heiBt, fiir alle z,y € R™ gelte
FO@ + (1= Ny) < AF(@) + (1= A)f(y) fr alle A € [0, 1]. (71)

Dann ist eine lokale Minimalstelle z* von f auch die globale Minimalstelle von f.

Beweis

Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Nehmen wir dazu an, =* sei eine lokale, aber
keine globale Minimalstelle. Dann kénnen wir ein z € R™ mit f(z) < f(x™*) finden. Wir betrachten nun die Strecke, die #* und z in
R"™ verbindet, also

z =Xz 4+ (1 —N)z™ mitx €]o,1] (72)

Mit der Konvexitat von f folgt dann aber, dass
f@) M)+ 1= NfE™) < f=7) (73)

Jede Umgebung N von @* enthilt ein Stiick dieser Strecke, also gibt es immer Punkte @ € N mit f(z) < f(a*). Also ist zx keine

lokale Minimalstelle und wir haben einen Widerspruch.

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 52



Grundlagen der Optimierung

Zusammenfassung

Optimierungsproblem
min f(z) = max — f(z) fir f : R™ - R
x x

Lokale Minimalstelle

2" = argmin f(z),z" € R" & f(z") < f(x) firallexz € N CR"
Notwendige Bedingung erster Ordnung
2" = argmin f(z) = Vf(z") =0,
Notwendige Bedingung zweiter Ordnung

&* = argmin f(z) = Vf(z*) = 0, und V> f(z) positiv semidefinit
Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

Vf(x*) =0 und V2 f(x) positiv definit = z* = argmin f(z)

x
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Gradientenverfahren

Allgemeine Form von Optimierungsalgorithmen
Initialisierung

0. Wahl eines Startpunktes zg € R™.

Iterationen

Firk=0,1,2,...

1. Berechnung von x4 basierend auf Information iiber f an der Stelle x.

2. STOP, wenn Minimalstelle gefunden ist oder kein Fortschritt mehr erzielt wird.
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Gradientenverfahren

Gradientenverfahren

Initialisierung

0. Wahl von Startpunkt zg € R"™, Lernrate o > 0, Konvergenzkriteriums 6 > 0.
Iterationen

Firk=0,1,2,...

1. Setze xpy1 := K — aV f(zy).

2. STOP, wenn ||V f(xk+1)|| < &, ansonsten gehe zu 1.
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Gradientenverfahren

Theorem (Gradientenverfahren)
f:R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei z, € R™. Dann ist die Gradientenrichtung
P = =V f(ar) (74)

die Richtung des steilsten Abstiegs von f in x.

Bemerkungen

Es gibt unendliche viele mégliche Richtungen p in x .
V f(z) € R™ ist eine Richtung in der Definitionsmenge von f (Parameterraum).
Die Gradientenrichtung ist davon die Richtung, in der die Zielfunktion f am schnellsten abnimmt.

Zum Vergleich von Richtungen geniigt es, Richtungen der Linge ||p|| = 1 zu vergleichen.
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Gradientenverfahren

Beweis

Mit dem Mittelwertsatz zweiter Ordnung gilt fiir jede Richtung p und Schrittlangenparameter «, dass
1

f(@r + ap) = f(zx) + ap” Vi(zg) + 5a2pTv2f(xk + tp)p fiir ein t €]0, af. (75)

Die Anderungsrate von f in Richtung p in x, ist also der Koeffizient von «, also pTVf(zk) (man denke an
z = tw fiir einen Ort z, eine Geschwindigkeit v und eine Zeit t). Also gilt, dass die Richtung des steilsten Abstiegs
p in xp mit Lange 1 die Lésung des Optimierungsproblems

min pTVf(zk) mit der Nebenbedingung ||p|| = 1. (76)
p

ist. Wir erinnern nun zunichst daran, dass fir z,y € R™ gilt der Kosinus des Winkel zwischen = und y durch

T
x, x
cosa = ﬂ - v (77)
el [Tyl iyl
gegeben ist. Damit aber gilt, dass
T

p" Vi(zr) = llpll - [IVf (@)l cos 0 = 1-[|V f(zp)||cos 0 = ||V f(zy)]| cos 6 (78)
und somit liegt hier bei cos & = —1 eine Minimalstelle vor. Dies bedeutet aber, dass die minimierende Lange p exakt

antiparallel zu V f(zj ) und von Linge 1 sein muss. Also ist die Minimalstelle des Optimierungsproblems

—Vi(zk)
p= ———. (79)
IV f (i)l
Damit ist pk(.; := —V f(x ) aber der Richtungsvektor beliebiger Lange in der die Abnahme von f maximal ist.
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f : R? — R,z + f(z) := 27 + 23

# Funktionsdefinitionen

# Ziel funktion
£ = function(x) {
return(x[1]°2 + x[2]°2) #f(x) =2 12 +3.22

¥
# Gradient der Zielfunktion
nabla_f = function(x) {
return(matrix(c(2*x[1],2*x[2]), # \nabla f(z) := (2x_1, 20.2)°T

nrow = 2))

# Gradientenverfahren
#
# Parameter

n = # Dimension
alpha le-1 # Lernrate
delta = 1e-2 # Konvergenzkriterium

# Initialisierung

x_k = matrix(c(.61,.85), nrow = 2) # Zufdlliger Startpunkt in [0,1]°2
X x_k # Initialisierung Iteranden

£x £(x_k) # Initialisierung Funktionswerte
crt = norm(nabla_f (x_k)) # Initialisierung Kriterium

# Iterationen
while(norm(nabla_f(x_k)) > delta){

# Argumentupdate
x = x_k - alpha*nabla_f(x_k)

# Dokumentation

x = cbind(x,x_k)
fx c(£x,£(x_k))
crt = c(crt, norm(nabla_f(x_k)))
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f : R? — R,z v f(z) := z3 + =3

Ky ki
f(x) 1B
1.0 2.0
0.8 15
0.6
1.0
0.4
0.2 0.5
0.0 0.0
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
X1 k k
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Gradientenverfahren

Liniensuchverfahren als generalisierte Gradientenverfahren
Initialisierung
0. Wahl eines Startpunktes zo € R™.
Iterationen
Firk=0,1,2,...
1. Wahl einer Abstiegsrichtung pj,

. Wahl eines Lernparameters ), & ming f(zr + apk).

. Setze Tp41 = Tk + ARPK-

A WN

. Konvergenztest.

= Die Wahl sinnvoller Lernraten «y ist fiir eine gute Performanz entscheidend!

(vgl. Ostwald and Starke (2016))
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Definition (Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen)
Ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen hat die allgemeine Form

min f(z) udN. c;(z) =0,i € E,c;(z) >0,i €1, (80)
T ERM

wobei f : R™ — Rund ¢; : R™ — R,i € E U I glatte multivariate reellwertige Funktions und E, I endliche
Indexmengen sind. f heiBt Zielfunktion, die c;, 1 € E heiBen Gleichungsnebenbedingungen und die c;, i € I heiBen
Ungleichungsnebenbedingungen. Die Menge

X :={x € R"|c;(z) = 0,5 € Eund c;(z) > 0,3 € I} (81)
heiBt feasible set.
Bemerkung

® Die notwendigen Bedingungen fiir Minimalstellen bei Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen sind
fir n = 1: f/(z*) = 0 und fir n > 1: Vf(z*) = 0,. Im Folgenden fiihren wir analoge notwendige
Bedingungen erster Ordnung fiir Minimalstellen bei Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen ein.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Beispiel

Definition (Quadratisches Programm)

Ein Quadratisches Programm ist das konvexe Optimierungsproblem mit den Nebenbedingungen

1
min —z? Pz + qu udN. Az =bund — Gz +h >0, (82)
z€RM 2

wobei
® P c R™X™ eine positiv definite Matrix ist,
® g cR™ A€ RPX" b e RP sind und

® G cR™X"™ ynd h € R™ sind.

Bemerkungen

® Quadratische Programme sind Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen.

® Parameterlernen bei Support Vektor Maschinen fiihrt auf ein Quadratisches Programm.
® Optimierungstoolboxen enhalten Funktionen zur Lésung Quadratischer Programme.

® In R bietet sich das Paket quadprog an.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Definition (Lagrange Funktion, Lagrange Multiplikatoren)
Es sei

min f(z) udN. ¢c;(z) =0,i € E,c;(z) >0,i €1, (83)
T ERM

ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen. Dann ist die Lagrange Funktion dieses Problems definiert als
L:R" xRIFPYUI SR (2,)) = L(z, ) := f(z) — E Nici (). (84)
i€ EUI

Hierbei wird A € RIFVII Lagrange-Multiplikatoren Vektor genannt und die einzelnen \; € Rmiti € EU I
werden Lagrange Multiplikatorengenannt.

Bemerkung

® Die Lagrange Funktion und die Lagrange Multiplikatoren nehmen in den notwendigen Bedingungen der

Optimierung mit Nebenbedingungen eine zentrale Rolle ein.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Definition (Notwendige Bedingungen erster Ordnung)
™ sei eine lokale Lésung des Optimierungsproblems

min f(z) udN.c;(z) =0,7 € E,c;(z) > 0,7 € I. (85)
T ER™

Dann gibt es einen Lagrange-Multiplikatoren Vektor A* € RIEYII mit den Komponenten )\:, i€ EUI, sodass
die folgenden Bedingungen an der Stelle (z*, \*) € R HIEUI] gelten
VeL(x*, A*) =0
ci(z*) =0firallei € E
ci(z™) > 0firallei € I
A > Ofirallei eI

Aci(z™) =0firalei € EUI

Bemerkungen
® Die Bedingungen werden auch Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen genannt.

® Fiir einen Beweis und Regulérititsbedingungen, siehe Nocedal and Wright (2006) Section 12.4.
® Die letzte Bedingung impliziert )\Z( >0 = ci(z*) =0.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Definition (Duales Problem)

Es sei
min f(z) ud.N. ¢(z) > 0, (86)
xz€R™

ein Optimierungsproblem ohne Gleichungsnebenbedingungen, c(z) := (c1 (), ca(x), ..., cm (x)) 7 sei die multi-
variate vektorwertige Funktion der Ungleichungsnebenbedingungen und die zugehérige Lagrange Funktion und der
Lagrange Multiplikatoren Vektoren A € R™ seien durch

L:R™ xR™ 5 R, (z,\) = L(z, \) := f(z) — AT c(a). (87)
gegeben. Dann ist die duale Zielfunktion (auch duale Lagrange Funktion genannt) definiert als

q:R"™ — R, X+ ¢(\) := min L(z, \), (88)
x

und das duale Problem ist definiert als
max g(A) ud.N. XA > 0. (89)
AER™

Bemerkung

® Duale Probleme sind manchmal einfacher zu I8sen als die (primiren) Ausgangsprobleme.

® Duale Probleme sind fiir das Parameterlernen von Support Vektor Maschinen zentral.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Theorem (Schwache Dualitat)

Fiir jede Losung & von

min f(z) ud.N. c(z) > 0, (90)
Tz ERM

und jedes X > 0 gilt, dass
a(X) < f(@). (91)

Beweis
Mit den Definitionen von g, A > 0, und c(z) > 0, gilt, dass

q(X) = min f(z) — Xe(x) < £(z) = AT e(z) < f(2). (92)

Bemerkung

® Das Theorem besagt, dass der optimierte Wert des dualen Problems eine untere Grenze fiir den optimalen
Wert der Zielfunktion des Ausgangsproblems ist.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Theorem (Starke Dualitét)

Gegeben seien das Optimierungsproblem

min f(z) ud.N. c(z) >0 (93)
T ER™

und seine zugehdrigen notwendigen Bedingungen erster Ordnung

4

=

\2:2/\

|

4

A

a8
g =
vV v

0
0

(94)
0
0

mit Ve(z) = (Ver(z), Vea(x), ..., Vem (x)) € RMX™ . % sei eine Lésung des Ausgangsproblems und f
sowie —c;,i = 1,2, ..., m konvexe Funktionen auf R, die in Z differenzierbar sind. Dann ist jedes X, fiir das

(Z, X) die notwendigen Bedingungen des Ausgangsproblem erfiillt, eine Lsung des dualen Problems

Bemerkungen

® Die optimalen Lagrange Multiplikatoren des Ausgangsproblems sind Lésungen des dualen Problems.

® SVM Training als Quadratisches Programm benétigt das Konzept der starken Dualitat.
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Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Beweis

Wir nehmen an, dass (Z, \) die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein Minimum des Ausgangsproblem
erfiillen und dass L (-, ) konvex und differenzierbar ist. Dann gilt fiir jedes € R™, dass

L(z,X) > L(Z,X) + V2 L(Z, ) (z — &) = L(Z, A), (95)
weil V. L(Z, ) = 0. Also gilt fir die duale Zielfunktion

q( ) = i’nf L(z,\) = L(&, \). (96)

Mit der letzten der notwendigen Bedingungen erster Ordnung folgt weiterhin

a(N) = L(#,3) = £(3) = AT e(@) = £(2) (o7)
SchlieBlich gilt mit dem Theorem zur Schwachen Dualitdt, dass g(\) < f(Z) fur alle A > 0. Also folgt mit
q(X\) = f(&), dass X eine Losung des dualen Problems ist. m}
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Pradiktive Modellierung

Differentialrechnung und Analytische Optimierung
Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der Optimierung

Gradientenverfahren

Grundlagen der Optimierung mit Nebenbedingungen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie das allgemeine datenanalytische Vorgehen im Rahmen der Pradiktiven Modellierung.

2. Nennen Sie drei in der Pradiktiven Modellierung typischerweise vewendete Verfahren.

3. Erlautern Sie den Begriff der k-fachen Kreuzvalidierung.

4. Erlautern Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede explanatorischer und pradiktiver Modellierung.

5. Warum ist die Kenntnis von Optimierungsprinzipien im Rahmen der Pradiktiven Modellierung wichtig?
6. Definieren Sie die Begriffe der univariat-und multivariat-reellwertigen Funktion.

7. Definieren Sie Begriff der multivariaten vektorwertigen Funktion.

8. Definieren Sie den Begriff der Ableitung f’(a) einer Funktion f an einer Stelle a.

9. Definieren den Begriff der Ableitung f’ einer Funktion f.

10. Erliutern Sie die Symbole f/(x), f(x), d{i(;), und %f{z)

11. Definieren Sie den Begriff der zweiten Ableitung f’/ einer Funktion f.
12. Geben Sie die Summenregel fiir Ableitungen wieder.

13. Geben Sie die Produktregel fiir Ableitungen wieder.

14. Geben Sie die Quotientenregel fiir Ableitungen wieder.

15. Geben Sie die Kettenregel fiir Ableitungen wieder.
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Selbstkontrollfragen

16. Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(z) := 3z2 + exp (712) — z In(x)

17. Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(x) := % Z:l:l(ml - H)Z fir p € R.
18. Definieren Sie die Begriffe des globalen und lokalen Maximums/Minimums einer Funktion.
19. Geben Sie die notwendige Bedingung fiir ein Extremum einer Funktion wieder.

20. Geben Sie die hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum einer Funktion wieder.
21. Geben Sie das Standardverfahren der analytischen Optimierung wieder.

22. Bestimmen Sie einen Extremwert von f(x) := exp (—%(w — p,)2) fir p € R.

23. Berechnen Sie die (ersten) partiellen Ableitungen der Funktion
2 12, 2
f:R* > R,z — f(x):=exp -3 (zl +z2) (98)

24. Berechnen Sie die zweiten partiellen Ableitungen obiger Funktion f.
25. Geben Sie den Satz von Schwarz wieder.
26. Definieren Sie den Gradienten einer multivariaten reellwertigen Funktion.

27. Geben Sie den Gradienten obiger Funktion f an und werten Sie ihn in z = (1, 2)T aus.
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Selbstkontrollfragen

30. Definieren Sie die Hesse-Matrix einer multivariaten reellwertigen Funktion.

31. Geben Sie die Hesse-Matrix obiger Funktion f an und werten Sie sie in z = (1, 2)T aus.

32. Definieren Sie die allgemeine Form eines Optimierungsproblems.

33. Was sind = und f eines Optimierungsproblems in der Pradiktiven Modellierung?

34. Warum betrachtet man in der Theorie der Optimierung nur die Minimierung?

35. Definieren Sie die Begriffe der globalen und lokalen Minimalstellen einer multivariaten reellwertigen Funktion.
36. Geben Sie die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir ein Minimum von f : R™ — R an.
37. Geben Sie die notwendige Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f : R™ — R an.
38. Geben Sie die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f : R — R an.
39. Geben Sie das Theorem zu Minimalstellen konvexer Funktionen an.

40. Formulieren Sie den Algorithmus des Gradientenverfahrens.

41. Geben Sie das Theorem zum Gradientenverfahren wieder.

42. Erlautern Sie die Bedeutung der Lernrate o« > 0 und des Konvergenzkriteriums § > O im Gradientenverfahren.
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