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Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsszenario

® Zwei oder mehr Stichproben (oft Gruppen genannt) experimenteller Einheiten.

® Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N (u;, X) der Daten.

® u; €R™ i=1,...,kund & € R"™*™ p.d. unbekannt.

® Absicht des inferentiellen Testens der Nullhypothese identischer Gruppenerwartungswerte.

Generalisierung des Zweistichproben-T2-Tests bei unabhingigen Stichproben mit einfacher
Nullhypothese fiir mehr als zwei Stichproben

Anwendungsbeispiele
® BDI/Glukokortikoid Analyse von drei Gruppen psychiatrischer Patient:innen nach PA, CBT,ST

o Inferentielle Evidenz fiir Gruppenerwartungswertunterschiede?

o Evidenz fiir unterschiedliche Therapiewirksamkeit?
® Gruppenvergleich von Testdaten bei gutem, befriedigendem, ungeniigenden Studienabschluss

o Inferentielle Evidenz fiir Gruppenerwartungswertunterschiede?

o Evidenz fiir Studienerfolgspradiktivitat der Testdaten?
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsbeispiel

Nach Rudolf and Buse (2020) Kapitel 4, vgl. Einheiten zur Pradiktiven Modellierung
Datensatz zum Verhiltnis psychologischer Testdiagnostik und Studienerfolg

Faktor Studienerfolg mit k = 3 Leveln (Ungeniigend, Befriedigend, Gut)

Datendimension m = 2 mit y;; € R? (yij, Intelligenztestscore, yi;, Mathematiktestscore)

# Einlesen des Datensatzes aus Rudolf & Buse (2019) Multivariate Verfahren
library("foreign")
s = read.spss(file.path(getwd(), "11_Daten", "studienerfolg.sav"), to

frame = T)

# Datenpraprozessierung

m =2 # Datendimension von Interesse
k =3 # Anzahl Gruppen
1 =15 # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
Y = array(din = c(m,1,k)) # Datenarrayinitialisierung
Y[,,1] = rbind(S$X1[S$Gruppe == "ungeniigend"], # Y {15 1} Intelligenztestscore
S$X2[S$Gruppe == "ungeniigend"])  # Y_{1j_2} Mathematiktestscore
Y[,,2] = rbind(S$X1[S$Gruppe "befriedigend"], # Y_{2j_1} Intelligenztestscore
S$X2[S$Gruppe == "befriedigend"]) # Y_{2j_2} Mathematiktestscore
Y[,,3] = rbind(S$X1[S$Gruppe == "gut"], # Y_{3j_1} Intelligenztestscore
S$X2[S$Gruppe "gut"]) # Y_{3j_2} Mathematiktestscore
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsbeispiel

Datendeskription

Y_bar_i = array(din = c(m,k)) # Stichprobenmittelarray
C_i = array(dim = c(m,m,k)) # Stichprobenkovarianzmatrizenarray
j1 = matrix(rep(1,1), nrow = 1) #1_{1F
I1 diag(1) # Einheitsmatriz I_1
J1 matrix(rep(1,1°2), nrow = 1) # 1_{11}
for (i in 1:k){ # Gruppeniterationen
Y_bar_il,i] = (1/1)*(Y[,,i] %% j_1) # Stichprobenmittel \bar{Y}_i
c_il,,i] = (1/-1))*(I[,,1i] '/*/. (I_1-(1/1)*J_1) %% t(Y[,,i1))} # Stichprobenkovarianzmatriz C_i
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Modellformulierung und Modellschatzung

Definition (Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse)
Firi=1,..., k sei
Yit, o, Yy ~ N(pi, 3) 1

eine Stichprobe eines multivariaten Normalverteilungsmodells von GréBe I mit unbekanntem Erwartungswertparameter
w; € R™ und unbekannten Kovarianzmatrixparameter 3 € R™ X" p.d. Dann heiBt (1) Klassisches Modell der

einfaktoriellen Varianzanalyse. Die GesamtstichprobengroBe bezeichnen wir mit n := kl. Aquivalent sei
Yij = pi +ei5 mitegj ~ N(Opm,3) firi=1,...,kund j =1,...,1, (2)

wobei
® ; die Stichproben und j die experimentellen Einheiten indizieren,
® | die StichprobengréBen und n := Ik die GesamtstichprobengrdBe sind,
. Y,,-j beobachtbare Zufallsvektoren sind,
® ; € R™ feste Erwartungswertparameter der Stichprobenvariablen sind, und
® ¢;j unabhingige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen mit 3 € R™X™ pd. sind.

Dann heiBt (2) Generatives Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse.
Bemerkungen

® Der Einfachheit halber setzen wir hier identische StichprobengréBen voraus.

® Die Kovarianzmatrixparameter aller Stichproben werden als identisch vorausgesetzt.

® Wir verzichten auf einen Beweis der Aquivalenz von (1) und (2).

® Die Gesamtheit aller Stichprobenzufallsvektoren bezeichen wir mit Y := {Y;;}i—1, .. k,j=1,...,1-
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Modellformulierung und Modellschatzung

Theorem (Parameterschatzer der einfaktoriellen Varianzanalyse)

Firi =1, ..., k sei mit
Yi1, .., Yy ~ N(ps, 3) (3)

fir u; € R™ und = € R™X™ p.d. das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse gegeben. Dann ist firi = 1, ..., k

1
. 1
L = ? E Yi; (4)
Sl

ein unverzerrte Schatzer des Erwartungswertparameters p; und

ko1
) g= lkl—kzz(yﬁiﬂi) (Yij*ﬂz‘)T (5)

i=1 j=1

ein unverzerrter Schitzer des Kovarianzmatrixparameters 3.

Bemerkungen
® [i; ist das Stichprobenmittel der iten Gruppe.

® 3 ist die mit (Ik — k) skalierte Within Group Sum of Squares Matrix (siehe unten).
® Anstelle eines Beweis validieren wir die Aussage des Theorems mithilfe einer Simulation.
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Modellformulierung und Modellschatzung

Parameterschatzer der einfaktoriellen Varianzanalyse

estimate = function(Y){

# Diese Funktion evaluiert die Parameterschitzer einer einfaktoriellen
# Varianzanalyse basierend auf einen m © 1 @ k Datensatz Y.

#

# Input

# Y :ma U ek Datenarray

#

# Output

# $mu_hat  : mz k \mu_i Parameterschitzer

# $Sigma_hat : m @ m \Sigma Parametschitzer

#

# Dimensionsparameter

d = dim(Y) # Datensatzdimensionen

n a[1] # Datendimension

1 d[2] # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
k = d[3] # Anzahl Gruppen

# Erwartungswertparameterschitzer
mu_hat_i = matrix(apply(Y,3,rowMeans), nrow = m)

# Kovarianzmatrizparameterschitzer
Sigma_hat = matrix(rep(0,m*m), nrow = m)
for(i in
for(j in 1:1){
Sigma_hat = Sigma_hat + (1/(1xk-k))*(Y[,j,i] - mu_hat_i[,i1) %% t(Y[,j,i] - mu_hat_i[,il)

# Outputspezifikation
return(list(mu_hat_i = mu_hat_i, Sigma _hat = Sigma_hat))}
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Modellformulierung und Modellschatzung

Parameterschatzer der einfaktoriellen Varianzanalyse

# R Pakete
library (MASS)
library(matlib)

# Modellparameter
X z

1 =15

m =2

mu_i = matrix(c(1,2,2,1,3,2.5), nc
Sigma = matrix(c(1,.5,.5,1) , ncol = m)
# Simulationsparameter und Arrays

nsm = le2

mu_hat_is array(dim = c(m,k,nsm))

Sigma_hats = array(din = c(m,m,nsm))
# Simulationen
for(s in 1:nsm){

# Datengeneration
= array(dim = c(m,1,k))
for(i in 1:k){

Y[,,i]l = t(mvrnorm(1l,mu_i[,il,Sigma))
}
S = estimate(Y)
mu_hat_is[,,s] = S$mu_hat_i
Sigma_hats(,,s] = S$Sigma_hat

¥

# Eruartungswertschdtzung
E_hat_mu_i_hat apply(mu_hat_is , c(1,2), mean)
E_hat_Sigma_hat = apply(Sigma_hats, c(1,2), mean)

33 % LR * 3

*

3 W

multivariate Normalverteilungen
Matrizalgebra

Anzahl Gruppen
Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
Datendimensionalitdt
Erwartungswertparameter
Kovarianzmatrizparameter

Anzahl Simulation
\hat{\mu}_i Array
\hat{\Sigma} Array

Datenarray
Datengeneration
Parameterschitzung

\hat{\mu}_i
\hat{\Sigma}
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Modellformulierung und Modellschatzung

Parameterschatzer der einfaktoriellen Varianzanalyse

100 Simulationen

4
——  Wahre, aber unbekannte, Parameter
Geschatzte Parameterschatzererwartungswerte
3 -
= 2 e
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0 \ \ \ \
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Y
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Modellformulierung und Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

Parameterschatzung
# Parameterschdtzung

S = estimate(Y)

# Ausgabe
print (S$mu_hat_i)

> [,11 [,2]1 [,3]
> [1,] 51.9 58.5 66.5
> [2,] 47.4 62.5 61.7

print (S$Sigma_hat)

> [,11 [,2]
> [1,] 87.6 -14.9
> [2,] -14.9 348.3
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Anwendungsszenario und Datendeskription
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Modellevaluation

Uberblick

Primares Ziel der einfaktoriellen Varianzanalyse ist zumeist das Testen der Nullhypothese
Ho:py=po == pup. (6)
Die Nullhypothese gesagt also, dass zwischen den Gruppen keine Erwartungswertparameterunterschiede bestehen. Die
Alternativhypothese lautet somit
Hy :pi, # pj, fiir mindestens ein Paar (7, j) mit ¢ # j und mindestens ein c mit 1 < ¢ < m. 7)
Die Alternativhypothese besagt also, dass sich mindestens zwei Erwartungswertparameter in mindestens einer ihrer
Komponenten unterscheiden.

Kritische Wert-basierte Tests der Nullhypothesen kénnen mit verschiedenen Teststatistiken (Wilks' A, Pillai Statisik)
konstruiert werden. Diesen Teststatistiken ist gemein, dass sie auf eine Generalisierung der vom univariaten Fall
bekannten Quadratsummenzerlegung zuriick gehen. Wir fiihren also zunichst diese sogenannte Kreuzproduktsum-
menmatrizenzerlegung ein und betrachten dann die durch die Wilks’ A und die Bartlett-Pillai-Spur induzierten Tests
anhand der Gliederung (1) Teststatistik und Test, (2) Analyse der Teststatistik und (3) Testumfangkontrolle.

Einen Uberblick iiber die Modellevaluation bei der univariaten einfaktoriellen Varianzanalyse gibt (12) Varianzanalysen.
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Modellevaluation

Theorem (Kreuzproduktsummenmatrizenzerlegung)

Firi =1,...,kund j = 1, ..., bezeichne Y;; den jten Stichprobenvektor der iten Stichprobengruppe eines

einfaktoriellen Varianzanalysemodells. Weiterhin seien

7223/] und Y; Z (8)

i=1 j=1

das Gesamtstichprobenmittel und das ite Gruppenstichprobenmittel, respektive. SchlieBlich seien

\NT
T:= Zz—l ZJ_I ( Y) (Y’ij = Y) die Totale Sum of Squares Matrix
k — _ _ _\T
IBE— Z 1 l (Yi = Y) (Yi = Y) die Between Group Sum of Squares Matrix
i=

k 1 > \T T .
W = Zi:l Zj:l (Yij — Yi) (Y” — Y1) die Within Group Sum of Squares Matrix.

Dann gilt
T =B+ W. 9)
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Modellevaluation

Bemerkungen

® T ¢ R™X™ reprisentiert die totale Variabilitit der Datenvektoren um das Gesamtstichprobenmittel.

® B € R™X™ reprasentiert die Variabilitit der Gruppenstichprobenmittel um das Gesamtstichprobenmittel.
® W € R™X™ reprasentiert die Variabilitat der Datenvektoren um ihre jeweiligen Gruppenstichprobenmittel.
® Die totale Variabilitat wird hier also in zwei unabhingige Beitrage von Variabilitat zerlegt.

® W heiBt auch Residualvariabiliat, weil sie die verbleibende Variabilitdt nach Schatzung der Gruppenerwartungs-
wertparameter quantifiziert und gilt das

W = (lk — k)S. (10)

® Die Kreuzproduktsummenmatrixzerlegung ergibt sich anhand von algebraischen Identitidten wie unten gezeigt.
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Modellevaluation

Beweis
kool
T = Z (Vij = V(v =T
i=1 j=
kool
— ZZ(YM Y+ Y - V)Y — Vi + v - )T
i=1 j=1
kool
= ZZ ((Yij —Y;) + (Y; — Y)) ((Y,7 —Y;) + (Y — ?))T
i=1 j=1
kool
= Z Z ((Yij -V = YT 2y - Y - DT+ (% - N - ?)T)
i=1 j=1
k L L l
= Z Z(Yij - V) (Y5 — )T+ ZQ(YM -y -7+ Z(?i -V -7
i=1 j=1 j=1 j=1
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Modellevaluation

Beweis (fortgefiihrt)

k L !
=Z Vg =Yy = )T 42 Z(Y” -v) | & - vy - - 0T
i=1 =1 j=1
k 1 ! !
=Z Z(Yij -V - v 42 Z Yij *;ZYU ¥ =T+ uy; -V - )
i= j=1 j= j=1
k 1 i i
:Z Z(YU R R EET Y 723/1-]- - T 1y, -y v - )T
i= j=1 j=1 j=1

k

l
= E E (Yij — Y (Y5 — vpT vy - vy - 7T

i=1 \j=1

k kool

- Zz({q - T+ ZZ(YU DT
i= i=1 j=1

=B+ w
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Modellevaluation

sos = function(Y){

# Diese Funktion evaluiert die Kreuzproduktsummenmatrizen T,B,H e
# einfaktoriellen Varianzanalyse basierend auf einen ma 1 @ k Datensatz Y.

#

# Input

# Y :me 1 ak Datenarray

#

# Output

# $Y_bar m & 1 Gesamtmittelwert

# $Y bar_i : m o k Gruppenmitteluerte

# $T :mz m Total Sum of Squares Matriz

# $B m z m Between Group Sum of Squares Matriz

# $W mz m Within Group Sum of Squares Matriz

#

d = dim(Y) # Datensatzdimensionen

m = d[1] # Datendimension

1 = d[2] # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
k = d[3] # Anzahl Gruppen

# Mittelwerte

Y bar_i = matrix(apply(Y,3,rowMeans), nrow = m) # Gruppenstichprobenmittel
Y_bar = matrix(rowMeans(Y_bar_i) , nrow = m) # Gesamtstichprobenmittel
# Totale sum of Squares Matric

T = matrix(rep(0,m*m), nrow = m)

for(i in 1:k){

for(j in 1:1){
T =T+ (Y[,j,i] - Y_bar) %*% t(Y[,j,il - Y_bar)}}

# Between Sum of Squares Matriz
B = matrix(rep(0,m*m), nrow = m
for(i in 1:k){

=B + 1x(Y_bar_i[,i] - Y_bar) %% t(Y_bar_i[,i] - Y_bar)}

# Within Sum of Squares Matriz
W = matrix(rep(0,m#m), nrow = m)
for(i in 1:k

for(j in

1:1
=W+ (Y[ j,il - Y_bar_il[,il) %% t(Y[,j,il - Y_bar_i[,i1)}}

# Outputspezifikation
return(list(Y_bar i = Y_bar_i, ¥ bar = Y.bar, T =T, B = B, W = W)}
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Modellevaluation

Uberblick zu Teststatistiken und ihren Verteilungen

Basierend auf der Kreuzproduktsummenmatrixzerlegung 7' = B + W wurden eine Reihe von Teststatisken fiir
Hypothesentests der Nullhypothese Hg : 1 = - - - u, vorgeschlagen. Wir betrachten hier (nur)
o W] - _ -1
Wilks' A = ————— und Pillai's V :=tr ((B+ W) "B (11)
|B + W|

Im Gegensatz zur T2 -Teststatistik und zur F-Teststatistik der univariaten Varianzanalyse sind die Verteilungen von A
und V' nur fiir bestimmte Anwendungsszenarien, d.h. kleine Werte der Datendimensionalitidt m und die Anzahl der
Gruppen k, analytisch exakt beschreibbar und fiihren, wie im Fall der T2 Teststatistik auf f-Verteilungen.

Fiir Anwendungsszenarien mit gréBeren Werten von m und oder k existieren lediglich Approximationen der Verteilungen
von A und V/, die fiir unendlich groBe Stichprobenumfange n — oo exakt sind und wiederum durch f-Verteilungen

gegeben sind.

Anderson (2003), Kapitel 8 gibt eine Einfiihrung in die Approximationstheorie fiir multivariate Modelle, das Wissen
um die exakten Verteilungen der Teststatistiken um 1970 wird von Rao (1972) zusammengefasst. Im Sinne der
Anwendung unterscheiden sich Testentscheidungen basierend auf exakten oder approximativen Verteilungen von Wilk's
A und Pillai’s V' nicht. Zur Absicherung dieser Aussage mogen im konkreten Fall von m und k Simulationen wie im

Folgenden diskutiert helfen, Unterschiede zwischen A und V' und der Approximation ihrer Verteilungen abzuschatzen.
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Definition (Wilks' A)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die Between Sum of Squares Matrix B
und die Within Sum of Squares Matrix W definiert wie oben. Dann ist die Wilks' A Teststatistik

definiert als
1w
= (12)
|B+ W|

wobei | - | die Determinante bezeichnet.

Bemerkungen

® Intuitiv misst A das Verhaltnis von Residualvariabilitdt und Gesamtvariabilitat.

® Ohne Beweis halten wir fest, dass A € [0, 1]

® FirYy=---= 71L7:)7gi|tB:Omm und damit A = 1.

® Fiir steigende Unterschiede zwischen den Y; nimmt | B 4+ W| gegeniiber |W| zu, A also ab.
® Kileine Werte von A sprechen also fiir eine Abweichung von der Nullhypothese.
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Theorem (Eigenwertform von Wilks' A)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse, die Between Sum of Squares Matrix B, die
Within Sum of Squares Matrix W und Wilks' A definiert wie oben. Weiterhin seien A1, ..., A5 die

Eigenwerte von W ~1 B. Dann gilt
s
1
A= H [y (13)
i=1

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die Matrix W ! B ist das multivariate Analogon zu 285
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Theorem (Spezielle Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen)
Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und Wilks’ A definiert wie oben und es gelte auBerdem
Ho:pp =pg=---=ppbzw. Hy: a1 =ag =+ =ap =0 (14)

Dann sind fiir die in den ersten beiden Tabellenspalten aufgefithrten Spezialfllen die in der dritten Tabellenspalte
aufgefiihrten Statistiken f-Zufallsvariablen und zwar mit den in der vierten Tabellenspalte aufgefiihrten Parametern.

Datendimension m Gruppenanzahl k& Statistik f-Verteilungsparameter
Beliebig 2 %% m,n—k—m+1
Beliebig 3 IT/XK/X % 2m,2(n —k —m+41)

1 Beliebig 1ZAnk k—1,n—k
2 Beliebig %m 2(k — 1),2(n — k — 1)

Bemerkungen

® Die Verteilungen gehen zuriick auf Wilks (1932).
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Simulation spezieller Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen

# Szenarioparameter
= led

c(3,3,1,2)

c(2,3,4,4)

# Szenariensimulationen

library (MASS)

nsc = length(M)

P = matrix(rep(NaN,nsm*nsc), ncol = nsc)
for(sc in 1:nsc){

# Modellparameter
n =M

[sc
k K[sc]
n N[sc]
mu_i = matrix(rep(1,m), nrow = m)

Sigma = diag(m)

# Datensimulationen
for(sm in 1:nsm){

# Datengeneration
Y = array(din = c(m,1,k))
for(i in 1:k){
YI,,i] = t(mvrnorm(1,mu_i,Sigma))}

# Analyse
s = sos(Y)
L = det (S$W)/det (S$W + S$B)

# Szenarioabhingige Statistik ("Prifgréfe”)
i c

Datensimulationsanzahl
Datendimension
Gruppenanzahl
Datenpunkte pro Gruppe
Gesamtanzahl Datenpunkte

LR L XN

R Paket fir multivariate Normalvertesilungen
Szenarienanzahl

Statistik ("Prifgréfe”) Array
Szenarioiterationen

EE

Datendimension

Gruppenanzahl

Gesamtanzahl Datenpunkte

Identische Gruppeneruartungswertparameter bei H_O
Identische Gruppenkovarianzmatrizparameter

LR L XN

Datenanarrayinitialisierung
Gruppeniterationen
Datensimulation

EE

# Stichprobenmittel und Sum of Squares Matrizen
# Wilks' Lambda

if ){p = ((1-L)/L)*((n-k-m+1)/m)}

else if(sc 2){p = ((1-sqrt(L))/sqrt(L))*((n-k-m+1)/m)}
else if(sc 3){p = ((1-L)/L)*((n-k)/(k-1))}

else if(sc 4){p = ((1-sqrt(L))/sqrt(L))*((n-k-1)/(k-1))}

# Statistikrealisation
P[sm,sc] = p }}

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 27



Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Simulation spezieller Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen

m=3k=2 m=1k=4

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Statistik Statistik

m=3,k=3 m=2k=4

Statistik Statistik

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 28



Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Theorem (Approximative Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und Wilks’ A definiert wie oben und es gelte auBerdem die

Nullhypothese

Ho:p1=p2=---=ppbzw. Hy: a1 =ag = - =ap =0, (15)
Dann ist die Statistik
1— AL/t vy (16)
= N
mit 1
vy :=m(k — 1) und v := wt — E(M(k —1) —2) (17)
sowie

1
'Lu::nflfg(m+k)undt:: (18)

approximativ f-verteilt mit Freiheitsgradparametern 1 und va.

Bemerkungen

® Die Approximation geht zuriick auf Rao (1951).
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Simulation approximativer Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen

# Szenarioparameter

11brary(MASS

nsm =

M c(S 3,4,9)

K 5(4,9,4.4)

1 =15

N 1K

nsc = length(M)

TAU = matrix(rep(NaN,nsm#nsc), ncol = nsc)
NU matrix(rep(NaN,2*nsc) , ncol = nsc)
WL = seq(0,1,len = 1e3)

TL = matrix(rep(NaN,length(WL)*nsc), nrow = nsc)
for(sc in 1:nsc§{

# Hodellparaneter
M

m [sc]
k K[sc]
n Nlsc]
mu_i matrix(rep(1,m), nro

Sigma = diag(m

# Varianzanalyse Parameter

W = n-1-(1/2) *(m+k)

t sqrt ((m~2+(k-1) "2-4) / (m"2+ (k-1) “2-5))
nu_1 m* (k-1)

u. wrt-(1/2) * (w* (k-1) -2

2 )
?L[sc,] ((1-WL" (1/%)) /WL" (1/%))* (nu_2/nu_1)

# Datensimulationen
for(sm in 1:nsm){

# Datengeneration
= array(din = c(m,1,k))
for(i in 1:k){
[,,il = t(mvrnorm(l,mu_i,Sigma))}

# VurzanzanaLyse
s

s(Y)
det(S$w)/det(S$w + S$B)

L -
tau = ((1-L~(1/%))/L"(1/t))*(nu_2/nu_1)
TAU(sm,sc] = tau

NU[1,sc] = nu_1

NU[2,sc] = nu_2}}

# # R Paket fir multivariate Normalverteilungen
Datensimulationsanzahl
Datendimension
Gruppenanzahl
Datenpunkte pro Gruppe
Gesamtanzahl Datenpunkte
Szenarienanzahl
Statistik Array
Parameter Array

Wilk's Lambda Values
\tau(\Lambda) Array
Szenarioiterationen

I3 N W W W R R R

Datendimension
Gruppenanzahl

Gesamtanzahl Datenpunkte

Identische Gruppeneruartungswertparameter bei H_O
Identische Gruppenkovarianzmatrizparameter

RS

w
t

\nu_1

\nu_2
\tau(\Lambda)

LR L TN

Datenanarrayinitialisierung
Gruppeniterationen
Datensimulation

3% %

Stichprobenmittel und Sum of Squares Matrizen
Wilks' Lambda

Statistik

Statistik

\nu_1

\nu_2

LR LR
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

7 als Funktion von A : A |= 71

20
— m=3,k=4,n=15
— m=3,k=9,n=15
m=4,k=4,n=15
15 m=9,k=4,n=15
=10
57
0 T T T T \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Simulation approximativer Hy Verteilungen von Wilks' A Transformationen

m=3,k=4

m=4,k=4

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 20 3.0
Statistik Statistik

m=3k=9

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 20 3.0
Statistik Statistik
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Definition (Wilks' A-basierter Test, Testumfangkontrolle, p-Wert)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und die Wilks’ A basierte Teststatistik 7 mit

Verteilungsparametern vy, v2 wie oben definiert. Weiterhin sei der kritische Wert-basierte Test

1 7>k
A(Y) = 1{rspy = 0 - <i (19)
T —

definiert. ¢ ist genau dann ein Level-ao-Test mit Testumfang o, wenn
-1
k= k(,o = F (1—&0;”1,”2) (20)
ist und der p-Wert einer realisiertern 7-Teststatistik 7 ergibt sich zu

p-Wert =P(7 > 7) =1 — F(F;v1,v2) (21)

Bemerkungen

® Ein Beweis kann in Analogie zum Einstichproben—Tz—Test Fall gefiihrt werden.

® Wir validieren die Testumfangkontrolle mithilfe von k”O in untenstehender Simulation.
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Testumfangkontrolle

Wahl von ko beim =3,k =4,n =15 = v1 = 9,v2 = 132 und a9 = 0.05.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

F(1;9,132) f(1;9,132)
. 1-qo — 1.0
_ 0.8 -
1 0.6
_ 0.4 -
- 0.2 P(t>Kq,) = 0o
Kq Kag S
T T — T 1 0.0 T T o —
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
T T
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Testumfangkontrolle

# Szenarioparameter
nsm = led

= ¢(3,3,4,9)
c(4,9,4,4)
15
1xK
0.05
length (M)
TAU = matrix(rep(NaN,nsm*nsc), ncol = nsc)
NU matrix(rep(NaN,2#nsc) , ncol = nsc)
KA rep(NaN, nsc)
PHI = matrix(rep(0,nsm*nsc) , ncol = nsc)
# Simulationen
for(sc in 1:nsc){
# Modellparameter
= M[sc]
k = Klsc]
n = N[sc]
mu_i = matrix(rep(1,m), nrow = m)
Sigma = diag(m)
# Varianzanalyse Parameter
= n-1-(1/2) *(m+k)
t = sqrt((m 2% (k-1)"2-4)/ (m"2+(k-1) "2-5))
nu_1 = mx(k-1)
nu_2 = wrt-(1/2)* (m* (k-1)-2)
KA[sc] = qf (1-alpha_0,nu_1,nu_2)
# Datensimulationen
for(sm in 1:nsm){
Y = array(din = c(m,1,k))
for(i in 1:k
[,,i] = t(mvrnorm(l,mu_i,Sigma))}
= sos(Y
L = det(S$W)/det (S$W + S$B)
tau = ((1-L~(1/t))/L"(1/t))*(nu_2/nu_1)
PHI[sm,sc] = tau > KA[sc]}}

> Kritische Werte H
> Geschédtzte Testumfénge:

1.95 1.55 1.82 1.57
0.0526 0.0477 0.0513 0.0502

# Datensimulationsanzahl
# Datendimension

# Gruppenanzahl

# Datenpunkte pro Gruppe
# Gesamtanzahl Datenpunkte
# \alpha_0

# Szenarienanzahl
# Statistik Array
Parameter Array
Kritische Werte
Testarray

33 %

*

Szenarioiterationen

Datendimension

Gruppenanzahl

Gesamtanzahl Datempunkte

Identische Gruppeneruartungswertparameter bei H_O
Identische Gruppenkovarianzmatrizparameter

LR L TN

w
t

\nu_1

\nu_2
kritischer Wert

EE LT

Datenanarrayinitialisierung
Gruppeniterationen

Datensimulation

Stichprobenmittel und Sum of Squares Matrizen
Wilks' Lambda

Statistik

Test

33 W W W R
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Praktisches Vorgehen

Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von k Gruppendatensatzen y11, ..., Y17, Y21, ---» Y2, - -
Ykl ---» Yk Realisationen von Y;; ~ N(p;, X) mit unbekannten Parametern pn; € R™ i=1,...,k
und € R™*™ pd. sind.

Man méchte entscheiden ob Hg : 1 = - - - = pup eher zutrifft oder eher nicht.

Man wahlt ein Signifikanzniveau «g und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhéngigen
kritischen Wert k:ao. Zum Beispiel gilt bei Wahl von g := 0.05,m = 3,k = 4,] = 15 und somit
n = 60 sowie v1 = 9, v = 132, dass kag = F~1(1—-0.05;9,132) ~ 1.95 ist.

Anhand der Wilk's A Statistik sowie m, k und n berechnet man man den realisierten Wert der 7-Teststatistik,

den wir hier mit 7 bezeichnen.
Wenn 7 gréBer als kao ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens g - 100 von 100 Fillen die
Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.

SchlieBlich ergibt sich der assoziierte p-Wert der realisiertern 7-Teststatistik ¥ zu

p-Wert =P(t > 7) =1 — F(Fv1,v2) (22)
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Anwendungsbeispiel

Einfaktorielle Varianzanalyse mit R's 1m() und Manova()

# Einlesen des Datensatzes aus Rudolf & Buse (2019) Multivariate Verfahren

library(foreign)

library(car)

D = read.spss(file.path(getwd(), "11_Daten", "studienerfolg.sav"), to a.frame = T)
model = 1m(cbind (D$X1,D$X2) ~ D$Gruppe, D) # Modellspezifikation
Manova(model, test.statistic = "Wilks") # Einfaktorielle Varianzanalyse
>

> Type II MANOVA Tests: Wilks test statistic

> Df test stat approx F num Df den Df Pr(>F)

> D$Gruppe 2 0.61 5.76 4 82 0.00039 ***

> -

> Signif. codes: 0 ’**x’ 0.001 ’x%’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1
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Modellevaluation mit der Wilks" A Statistik

Anwendungsbeispiel
Einfaktorielle Varianzanalyse mit sos()
# Einlesen des Datensatzes aus Rudolf & Buse (2019) Multivariate Verfahren
11brary("fore1gn“)
= read.spss(file.path(getwd(), "11_Daten", "studienerfolg.sav"), to.data.frame = T)

# Datepraprozessierung
=9

m # Datendimension von Interesse
k 3 # Anzahl Gruppen
1 15 # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
n k¥l # Gesamtdatenpunktanzahl
Y array(din = c(m,1,k)) # Datenarrayinitialisierung
Y[,,1] = rbind(D$X1[D$Gruppe 'ungeniigend"], # Y_{1j_1} Intelligenztestscore
D$X2[D$Gruppe # Y_{13j_2} Mathematiktestscore
Y[,,2] = rbind(D$X1 [D$Gruppe # Y {2j_1} Intelligenztestscore
D$X2 [D$Gruppe # Y_{2j_2} Mathematiktestscore
Y[,,3] = rbind(D$X1 [D$Gruppe # Y _{3j_1} Intelligenztestscore
D$X2 [D$Gruppe # Y_{3j_2} Mathematiktestscore
# Einfaktorielle Varianzanalyse
s = sos(Y) # Sum of Squares Matrizen
L det (S$W) /det (S$W + S$B) # Wilks' Lambda
w n-1-(1/2) * (m+k #w
t sqrt ((m"2x(k-1)"2-4)/(m"2+(k-1)"2-5))  # ¢
nu_1 m* (k-1) # \nu_1
nu_2 wkt=(1/2) * (m* (k-1)-2) # \nu_2
tau ((1-L~(1/%)) /L~ (1/%))*(nu_2/nu_1) # Teststatistik
P 1-pf (tau,nu_1,nu_2) # Uberschreitungswahrscheinlichkeit
# Ausgabe
cat("Wilks' Lambda L T
"\ntau ", tau,
"\nnu_1 ", nu_1,
"\nnu_2 ", nu_2,
"\nP(tau > tau_tilde)", P)
> Wilks’ Lambda 0.61
> tau 5.76
> nu_1 4
> nu_2
> P(tau > tau_tilde) 0 000392
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Anwendungsszenario und Datendeskription
Modellformulierung und Modellschatzung
Modellevaluation

® Wilks" A

* Pillai's V

Selbstkontrollfragen

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 39



Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Definition (Pillai's V' Statistik)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die Between Sum of Squares Matrix B
und die Within Sum of Squares Matrix W definiert wie oben. Dann ist die Pillai’s V' Statistik

definiert als
1% ::tr((B+W)*1B) (23)

wobei tr(-) die Spur, also die Summe der Diagonalelemente, einer Matrix bezeichnet.

Bemerkungen

® Die Pillai's V' Statistik betrachtet die Diagonalelemente von T-B
® Ein hoher Wert von V spricht also fiir einen groBen Anteil der Between-Varianz an der Gesamtvarianz.

® Fiir einen hohen Wert von V' wiirde man also die Nullhypothese B = 0, , verwerfen.
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Theorem (Eigenwertform der Pillai's V' Statistik)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse, die Between Sum of Squares Matrix B, die
Within Sum of Squares Matrix W und die Pillai's V' Statistik definiert wie oben. Weiterhin seien
A1, ..., As die Eigenwerte von W' B. Dann gilt

s N
V= 24
E Tr N (24)

i=1

footnotesize Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die Matrix W ™! B ist das multivariate Analogon zu SS(Q%
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Theorem (Approximative Hy Verteilungen von Pillai's V' Transformationen)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und Pillai’'s V' definiert wie oben und es gelte
auBerdem die Nullhypothese

Ho:py =pe=---=ppbzw. Hy: g =g =+ = ap = Opy. (25)
Weiterhin seien die Parameter
1 1
s:=min(k — 1, m), t := §(|k717m\ —1) und w := E(nfkfmfl) (26)

definiert. Dann ist
Q2w +s+ 1)V
T=— (27)
2t+s+1)(s—V)
approximativ f-verteilt mit Freiheitsgradparametern

v1:=s(2t+s+1)und vy :=s(2w+ s+ 1) (28)

Bemerkungen

® Die Approximation geht zuriick auf Pillai (1955).
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Simulation approximativer Hy Verteilungen von Pillai's V' Transformatione

# Szenarioparameter

library (MASS)

11brary(mat11b)

nsm =

M c(3,3,4,9)

K c(4,9,4,4)

1 15

N 1xK

nsc = length(M)

TAU = matrix(rep(Nal,nsm*nsc), ncol = msc)
NU = matrix(rep(NaN,2*nsc) , ncol = nsc)
for(sc in 1:nsc§{

# Modellparameter
= =

k
n = N[sc
mui_i = matrix(rep(1,m), nrow = m)

Sigma = diag(m)

# Varianzanalyseparameter
s = min(k-1,m

t (1/2)*(abs(k~ -m)-1)
w (1/2)*(n-k-m-1)

nu_1l = s*(2*t+s+l)

nu_2 = s*k(2xu+s+1)

# Datensimulationen
for(sm in 1:nsm){

# Datengeneration
Y =array(din = c(m,1,k))
for(i in 1:k){
[,,i] = t(mvrnorm(1,mu_i,Sigma))}

# Varianzanalyse
s sos(Y)

v = sum(diag(inv(S$B+S$W) %*% S$B))
tau = ((2xw+s+1)*V) / ((2xt+s+1) *(s-V))
TAU[sm,sc] = tau

NU[1,sc] = nu_l

NU[2,sc] = nu_2}}

# R Paket fir multivariate Normalverteilungen
# R Paket fur Matrizalgebra
Datensimulationsanzahl
Datendimension
Gruppenanzahl

Datenpunkte pro Gruppe
Gesamtanzahl Datenpunkte
Szenarienanzahl

Statistik Array
Parameter Array
Szenarioiterationen

I3 I N RN R

Datendimension
Gruppenanzahl

Gesamtanzahl Datenpunkte

Identische Gruppenerwartungswertparameter bei H_O
Identische Gruppenkovarianzmatrizparameter

EE LT

&+

\nu_1
\nu_2

33 W

Datenanarrayinitialisierung
Gruppeniterationen
Datensimulation

3%

Stichprobenmittel und Sum of Squares Matrizen
Pillai's V

Statistik

Statistik

nu_1

\nu_2

LRSS
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Simulation approximativer Hy Verteilungen von Pillai's V' Transformationen

m=3,k=4 m=4,k=4

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0
Statistik Statistik

0.0 1.0 20 3.0 0.0 1.0 20 3.0
Statistik Statistik
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Definition (Pillai's V' -basierter Test, Testumfangkontrolle, p-Wert)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und die Pillai's V' basierte Teststatistik 7 mit
Verteilungsparametern vy, v2 wie oben definiert. Weiterhin sei der kritische Wert-basierte Test

1 >k
d(Y) = 1{r>py = {0 7 <k (29)
T —

definiert. ¢ ist genau dann ein Level-a-Test mit Testumfang «, wenn
-1
k:i=kay:=F (1 - ao;vi,v2) (30)
ist und der p-Wert einer realisiertern 7-Teststatistik 7 ergibt sich zu

p-Wert =P(r > 7) =1 — F(F;v1,v2) (31)
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Testumfangkontrolle

Wahl von ko beim =3,k =4,n =15 = v1 = 9,v2 = 168 und a9 = 0.05.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

F(1;9,168) (1;9,168)
. 1-qo — 1.0
_ 0.8 -
1 0.6
_ 0.4 -
- 0.2 P(t>Kq,) = 0o
Kq Kag S
T T — T 1 0.0 T T o —
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
T T
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Testumfangkontrolle

# Szenarioparameter

library (MASS)
11brary(mat11b)
nsm =
= c(3 3,4,9)
K = c(4,9,4,4)
1 =15
N = 1*K
alpha_0 = 0.05
nsc = length(M)
KA = rep(NaN, nsc)

PHI

matrix(rep(0,nsm*nsc), nco

# Szenariosimulationen
for(sc in 1:nsc){

# Modell- und_Varianzanalyseparameter

KATsc]

M[sc]

K[sc]

N[sc]

matrix(rep(1,m), nrow =
diag(m)

min%k-l,m)

(1/2)*(abs (k-1-m)-1)
(1/2)*(n-k-m-1)
sx(2xt+s+1)

sx(2xu+s+1)

qf (1-alpha_0,nu_1,nu_2)

m)

# Datensimulationen
for(sm in 1:nsm){

# Datengeneration und Varianzanalyse
Y

= array(din = c(m,1

,k))

for(i in 1:k

[,,i] = t(mvrnorm(1,mu_i,Sigma))}
= sos(Y

v = sum(diag(inv(S$B+S$W) %*% S$B))

tau = ((2xu+s+1)*V) / ((2xt+s+1) * (s-V))

PHI[sm,sc] = tau > KA[sc]}}

> Kritische Werte H
> Geschédtzte Testumfénge:

1.95 1.55 1.82

1.57
0.0526 0.0477 0.0513 0.0502

* 33 I W I N W N

3 I B I NI N R

33 W MW R

R Paket fur multivariate Normalverteilungen
R Paket fir Matrizalgebra
Datensimulationsanzahl
Datendimension
Gruppenanzahl

Datenpunkte pro Gruppe
Gesamtanzahl Datenpunkte
Signifikanzlevel
Szenarienanzahl

kritische Werte

Testarray

Szenarioiterationen

Datendimension

Gruppenanzahl

Gesamtanzahl Datenpunkte

Identische Gruppeneruartungswertparameter bei H_O
Identische Gruppenkovarianzmatrizparameter

s

t

w
\nu_1
\nu_2
kritischer Wert

Datenanarrayinitialisierung
Gruppeniterationen

Datensimulation

Stichprobenmittel und Sum of Squares Matrizen
Pillai's V

Statistik

Test
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Praktisches Vorgehen

Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von k Gruppendatensatzen y11, ..., Y17, Y21, ---» Y2, - -
Ykl ---» Yk Realisationen von Y;; ~ N(p;, X) mit unbekannten Parametern pn; € R™ i=1,...,k
und € R™*™ pd. sind.

Man méchte entscheiden ob Hg : 1 = - - - = pup eher zutrifft oder eher nicht.

Man wahlt ein Signifikanzniveau «g und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhéngigen
kritischen Wert k:ao. Zum Beispiel gilt bei Wahl von g := 0.05,m = 3,k = 4,] = 15 und somit
n = 60 sowie v1 = 9, v = 168, dass kag = F~1(1—-0.05;9,168) ~ 1.94 ist.

Anhand der Pillai's V' Statistik sowie m, k und n berechnet man man den realisierten Wert der 7-Teststatistik,

den wir hier mit 7 bezeichnen.
Wenn 7 gréBer als kao ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens g - 100 von 100 Fillen die
Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.

SchlieBlich ergibt sich der assoziierte p-Wert der realisiertern 7-Teststatistik ¥ zu

p-Wert =P(t > 7) =1 — F(Fv1,v2) (32)
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Anwendungsbeispiel

Einfaktorielle Varianzanalyse mit R's 1m() und Manova()

# Einlesen des Datensatzes aus Rudolf & Buse (2019) Multivariate Verfahren

library(foreign)

library(car)

D = read.spss(file.path(getwd(), "11_Daten", "studienerfolg.sav"), to.data.frame = T)
model = 1m(cbind (D$X1,D$X2) ~ D$Gruppe, D) # Modellspezifikation
Manova(model, test.statistic = "Pillai") # Einfaktorielle Varianzanalyse
>

> Type II MANOVA Tests: Pillai test statistic

> Df test stat approx F num Df den Df Pr(>F)

> D$Gruppe 2 0.404 5.31 4 84 0.00073 #***

> -

> Signif. codes: O ’*¥%’ 0.001 ’%%’ 0.01 ’%’ 0.05 ’>.” 0.1 > * 1
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Modellevaluation mit der Pillai's V' Statistik

Anwendungsbeispiel
Einfaktorielle Varianzanalyse mit sos()

# Einlesen des Datensatzes aus Rudolf & Buse (2019) Multivariate Verfahren
library(foreign)
11brary(mat:11b)

= read.spss(file.path(getwd(), "11_Daten", "studienerfolg.sav"), to.data.frame = T)

# Datepriprozessierung
=2

m # Datendimension von Interesse
k 3 # Anzahl Gruppen
1 15 # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
n kx1 # Gesamtdatenpunktanzahl
Y array(dim = c(m,1,k)) # Datemarrayinitialisierung
Y[,,1] = rbind(D$X1 # Y_{1j_1} Intelligenztestscore
$X2 D! # Y_{1j_2} Mathematiktestscore
Y[,,2] = rbind(D$X1[D$ # Y_{2j_1} Intelligenztestscore
D$X2 [D$ # Y_{2j_2} Mathematiktestscore
Y[,,3] = rbind(D$X1[D$ # Y_{3j_1} Intelligenztestscore
D$X2[D§ # Y_{37_2} Mathematiktestscore
# Einfaktorielle Varianzanalyse
s = sos(Y) # Sum of Squares Matrizen
v sun(diag(inv(S$B+S$W) %% S$B)) # Pillai's
s min(k-1,m) #s
t (1/2) *(abs (k-1-m)-1) #t
W = (1/2)*(n-k-m-1) #w
nu_1 s*(2%t+s+1) # \nu_1
nu_2 s*(2*uts+1) # \nu_2
tau ((2xu+s+1) *V) / ((2xt+s+1) *(s-V)) # Statistik
P = 1-pf(tau,nu_1,nu_2) # Uberschreitungswahrscheinlichkeit
# Ausgabe
cat("Pillai's V @ 5
"\ntau ", tau,
"\nnu_1 ", nu_1,
"\nnu_2 ", nu_2,
"\nP(tau > tau_tilde) ", P)
Pillai’s V 0.404
tau 5.31
nu_1 4

VVVVYV

nu_2 84
P(tau > tau_tilde) 0.000732
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Anwendungsszenario und Datendeskription
Modellformulierung und Modellschatzung
Modellevaluation

® Wilks" A

® Pillai's V

Selbstkontrollfragen

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 51



Selbskontrolfragen

1. Erlautern Sie das Anwendungsszenario einer multivariaten einfaktoriellen Varianzanalyse.

2. Definieren Sie das Klassische Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse.

3. Geben Sie das Theorem zur Kreuzproduktsummenmatrixzerlegung wieder.

4. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der T', B und W Matrizen der Kreuzproduktsummenmatrixzerlegung.
5. Geben Sie einen Uberblick zu den Teststatistiken der einfaktoriellen Varianzanalyse und ihren Verteilungen.
6. Definieren Sie die Wilk's A Teststatistik.

7. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der Wilk's A Teststatistik.

8. Definieren Sie die Pillai's V' Teststatistik.

9. Erladutern Sie die intuitive Bedeutung der Pillai's V' Teststatistik
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