Multivariate Verfahren

MSc Kilinische Psychologie und Psychotherapie
MSc Umweltpsychologie/Mensch-Technik-Interaktion
MSc Psychologie

Joram Soch | Wintersemester 2026 /2027



(4) Multivariate Normalverteilungen



Uberblick

Die multivariate Normalverteilung ist zentraler Bestandteil vieler Modelle.
Sie ist die multivariate Generalisierung der univariaten Normalverteilung.
Die Motivation von Normalverteilungsannahmen liegt immer im Zentralen Grenzwertsatz:
® Probabilistische Terme reprasentieren die Summation sehr vieler Prozesse, die durch die de-

terministischen Bestandteile eines Modell, also eine mechanistische wissenschaftliche Theorie,
nicht erklart werden.

® Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist die Summe dieser Prozesse normalverteilt.
Dariiberhinaus hat die Normalverteilung giinstige mathematische Eigenschaften, die auch in der
Quantifikation subjektiver Unsicherheit genutzt werden kdnnen.

Zur Erarbeitung der Inhalte dieser Einheit bietet sich eine Wiederholdung von Zufallsvektoren an (vgl.
Einheit (4) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz und Einheit (4) in Allgemeines
Lineares Modell).
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Zufallsvektor)

(2, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, §) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-
dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

&1 (w)
E:0 o X wb E(w) = : (1)
£u(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{weQé(w)e St eA firalle SeS8. 2)

Bemerkungen

® ¢ ist hier eine univariate, vektorwertige Abbildung.
Das Standardbeispiel fir (X', 8) ist (R™, B(R™)).

® Wir verzichten auf eine explizite Einfithrung n-dimensionaler o-Algebren wie B(R™).
® Ohne Beweis halten wir fest, dass £ messbar ist, wenn die Funktionen £, ..., §,, messbar sind.
L]

Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.

Ein ein-dimensionaler Zufallsvektor (n := 1) ist eine Zufallsvariable.
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

£1()

QA P) EQ-X,we E(w) = :
$n(®@)

(X, S, Pg)

P(£71(S)) = P({w € Q|¢(w) € S}) =:P¢(S)
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Diskreter Zufallsvektor, Multivariate WMF)

¢ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X. £ heiBt diskreter Zufallsvektor, wenn der Ergebnisraum

X endlich oder abzahlbar ist und eine Funktion
pe: X = [0,1],2 1 pe(x) (3
existiert, fur die gilt
(1) Zlexpé(z) =1 und
(2) Pe(§=2) =pe(x) firalle zeX.

Ein entsprechende Funktion p, heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht hiufig auch einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF)
Ein Zufallsvektor £ heiBt kontinuierlich, wenn R™ der Ergebnisraum von ¢ ist und eine Funktion
pe: R" = Ryg, |—>p5(1'), (4)

existiert, fir die gilt

(1) jﬂ;n pe(z)dz =1 und

(2) Pe(zy <E<my) = f:zl "'f:Z" Pe(s1500,8,) dsy .. ds,.
1 n

Eine entsprechende Funktion p, heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.
® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.

® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren:

] T
Pe(§=2) =Pz << ) :/ / Pe(81, 05 8,) dsy ...ds,, = 0. (5)
] zn
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Definition (Erwartungswert eines Zufallsvektors)
¢ sei ein m-dimensionaler Zufallvektor. Der Erwartungwert von & ist definiert als der m-dimensionale
Vektor

E(¢) := : . (6)

Bemerkung

® Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist der Vektor der Erwartungswerte seiner Komponenten.
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Definition (Erwartungswert einer Zufallsmatrix)

= sei eine durch die spaltenweise Konkatenation der m-dimensionalen Zufallsvektoren &1, ..., &,

gebildete Zufallsmatrix. Dann ist der Erwartungwert von = ist definiert als die m x n Matrix
E(6) -~ E()

: b ()
2 (flm) a (gnm)

Bemerkung

® Der Erwartungswert einer Zufallsmatrix ist die Matrix der spaltenweise konkatenierten Erwar-
tungswerte E (&), ..., E(&,).
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Theorem (Eigenschaften von Erwartungswerten)

(1) (Linear-affine Transformation einer Zufallsmatrix) = sei ein m x n-dimensionale Zufallsmatrix und es seien
A eRX™ BeRY™P und C € RXP. Dann gilt

E(AZB +C) = AE(E)B +C. (8)

(2) (Linear-affine Transformation eines Zufallsvektors) £ sei ein m-dimensionaler Zufallvektor und es seien A € R™*™
und b € R™. Dann gilt
E(AE +b) = AE(&) + b. 9)

(3) (Lineare Kombination zweier Zufallsvektoren) & und v seien m-dimensionale Zufallvektoren und es seien
A, B € R"*™, Dann gilt
E (A€ + Bv) = AE(€) + BE(v). (10)

Bemerkungen

® Die Aussagen sind im Wesentlichen analog zu den Eigenschaften des Erwartungswerts bei Zufallsvariablen.
® Eigenschaft (2) ist ein Spezialfall von Eigenschaft (1).
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Beweis

(1) Wir halten zunachst fest, dass fir ¢ = 1,...,0 und j = 1,...p mit den Regeln von Matrixmultiplikation und

Matrixaddition und der Linearitat des Erwartungswertes von Zufallsvariablen gilt, dass

m n m n
E(AZB+C);; =E (Z > ais by + cl-j> =373 0 E(E, )by + ¢y (11)
r=1s=1 r=1s=1

Dann aber gilt mit der Definition des Erwartungswerts einer Zufallsmatrix, dass

E(AEB + C) = (E(AZB + O)ij)1<i<t,1<j<p

m n
= > ay (g, )b +Cij>

r=1s=1 1<i<l,1<j<p

ST 12

m n ( )
- (S aete n) ) creres

r=1s=1 1<i<l,1<j<p
= AE(E)B+C.
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Fiir ¢ = 1, ..., n gilt mit der Definition des Erwartungswert eines Zufallsvektors und der Linearitat des Erwartungs-

wert einer Zufallsvariable, dass

m m
E(AE+b); =E (Z aij5j+b,.) =" aiEE) + b (13)
J=1 =1
Also gilt
Zm al;ﬂfﬂ + b1 Z]”;l alj[(ﬁj) by
E(AE +b) = = : +| ¢ | = AE(¢) +b. (14)
S ang £(e;) + S ansEE))  \by
(3) Fiir ¢ = 1, ..., nngilt mit der Definition des Erwartungswert eines Zufallsvektors und der Linearitit des Erwartungs-

wert einer Zufallsvariable, dass

E(Ag+ Bu), € (zam i3 b) =S () + 30 (). (15)
2 =1 J=1 =1

j=1

Also gilt
Sy angE (&) + 20 bigE (vy)
E(AE + Bo) = ; = AE(€) + BE(v). (16)
E;'71:1 anjE (5]') + z;”:l bn;E (”J)
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Definition (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors)

¢ sei ein m-dimensionaler Zufallvektor. Dann ist die Kovarianzmatrix von £ definiert als die m x m
Matrix

CO) =E((§—E@)(E-EE)T). (17)

Bemerkungen

® Die Kovarianzmatrix ist formal analog zur Kovarianz zweier Zufallsvariablen definiert.
® Der juBere Erwartungswert ist der Erwartungswert einer Matrix, die inneren diejenigen von

Vektoren.

Multivariate Verfahren | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 16



Erwartungswerte und Kovarianzen

Theorem (Eigenschaften der Kovarianzmatrix)

£ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor und C(&) sei seine Kovarianzmatrix. Dann gelten

(1) (Elemente) Die Elemente von C(§) sind die Kovarianzen der Komponenten von &,

€)= (C(&,&5))

1<i,j<m
(2) (Kovarianzmatrixverschiebungssatz) Es gilt
C(&) =E(&T) —E©OE©OT.
(3) (Linear-affine Transformation) Fiir A € R™*" und b € R™ gilt
C(AE +b) = AC(¢)AT.

(4) (Matrixeigenschaften) C(&) ist symmetrisch und positiv-semidefinit.

Bemerkungen

® Die Diagonalelemente von C(£) sind die Varianzen der Komponenten von &, da
V(&) = C(&;, &) fur i=1,..,m.

® Eigenschaften (2) und (3) sind im Wesentlichen analog zu den Eigenschaften der Varianz.
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Beweis
(1) Es gilt

C(E) =E((-E@)NE-EENT)

((
T
() UJ((&) o)
een)) \en) e
) T
(( wo) )
fm—E 5," sm—mm)
(( )51[5@1) smtﬁ<5m>))
e~ E(Em)

sl—ul E&) (61— EE))(En —EEn) )
(En—EE)(E —E€D) o (Em — EEm)(Em — EEm)
= (E((& —E€)) f]fm]))))&m
= (&) 1y
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Mit den Eigenschaften von Erwartungswerten gilt

(e—EE)E-EE)T)

€T —¢E(©T —E©eT +EQEOT)

&™) —E©EOT —EQEET + E©EE©)T
&T) —E©E@ET.

€)=

(22)

Il
A A A A
—_~ e~~~

(3) Mit den Eigenschaften von Erwartungswerten gilt
C(AE +b) = E (A& + b— E(AE +b))(AE + b — E(A¢ +b)T)
=F ((A£ +b— AE(E) —b)(AE+b— AE(¢) — b)T)
=E((A¢-EQ)NAE-E©)NT)
=E(A(€—-E@©)(E—E€)TAT)
= AE((€—E@©)(—E@©)T) AT
= AC(6)AT.

(23)
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Beweis (fortgefiihrt)

(4) Die Symmetrie von C(§) folgt aus der Symmetrie der Kovarianz einer Zufallsvariable mit

C(&;, &) = C(&j,€&;) furalle i,5=1,..,m. (24)

Um die positive Semidefinitheit von C(€) nachzuweisen, ist zu zeigen, dass ™ C(£)a > O fiir alle a € R mit a # 0,,.
Sei also a € R™ mit a # 0. Dann gilt mit Aussage (3) fir A == aT € R1X™, dass

aTC(¢)a =C(aTe). (25)

Weiterhin gilt mit der Definition der Kovarianzmatrix aber, dass

C(aTe) = E ((aTe—E(aTe)?) =V (aTe). (26)

Da die Varianz der Zufallsvariable aTE aber nicht-negativ ist, folgt

aTC(&)a=V(aTe) >0 (27)

und damit die Positiv-Semidefinitheit von C(§). m}
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Erwartungswerte und Kovarianzen

Definition (Korrelationsmatrix eines Zufallsvektors)

¢ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor. Dann ist die Korrelationsmatrix von £ definiert als die

m X m Matrix

C(:,¢))
RE) = (p;). . = | — 28
(E) (P J)lSLJSm /7\/(51) /v<£]> o ( )

Bemerkungen

® Mit V(&;) =C(&;,&;),%=1,...,m ergeben sich die Diagonaleintrige der Korrelationsmatrix zu 1.
® Esgelten p;; € [-1,1] fir 1 <4,j<mund p;; =1 fir L <i<m.
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Multivariate Normalverteilungen

Definition (Normalverteilte Zufallsvariable)
£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

p:R— Rsg,z b p(x) := (29)

1 ( 1 ( )2)
——ex ——(x— .
V2ro? P 202 a
Dann sagen wir, dass £ einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Erwartungswertparameter j1 € R und
Varianzparameter o2 > 0 unterliegt und nennen £ eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit { ~

N(p, 02) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

N(z;u,oj) = \/er7 exp (7Ti2(z 7;4)2) . (30)

Bemerkungen

® Es gelten E(€) = p und V(£) = o2,
® Der Parameter p entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.
® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.

® ¢~ N(0,1) heiBt auch standardnormalverteilt.
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Multivariate Normalverteilungen

Visualisierung univariater Normalverteilungsdichtefunktionen

N(x; 0,1) N(x; =2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 05
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 & 0.1
0.0 0.0 0.0
-0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X X X
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Multivariate Normalverteilungen

Theorem (Konstruktion bivariater Normalverteilungen)

¢1 ~ N(0,1) und {3 ~ N(0, 1) seien zwei unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien
p1,po €ER, 01,09 >0 und p €] — 1, 1[. SchlieBlich seien

&1:=01G +m
: (31)
§a =09 (PCl + 1*%7242) + -

Dann hat die WDF des Zufallsvektors & := (EI,EQ)T, also der gemeinsamen Verteilung von & und &5, die Form

5 1 1 \
2 Ty—1
p:R* =R ,m»—>pm::7exp<77(zf X (x— ) 32
2000 8(E) = e oxp (g e~ TR e =), (@)
wobei
2
ni=2, pe=(") uwd = 71 P72}, (33)
M2 pPO20] )
Bemerkungen

® Fiir einen Beweis, sieche DeGroot and Schervish (2012), S. 338-339.
® Man nennt die gemeinsame Verteilung von &; und &, bivariate Normalverteilung.
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Multivariate Normalverteilungen

Konstruktion bivariater Normalverteilungen
Realisierungen von ¢ = (¢1,&,)T

— Isokonturen (Linien gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte) von p

10

X2

Animation zur Konstruktion
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Multivariate Normalverteilungen

Definition (Multivariate Normalverteilung)

£ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R" und WDF

1 1
p:R™ = Ryg, z > plz ::7@(}3(7—17#’1‘2’1@7#)). 34
>0 ) ST 5 ) (34)
Dann sagen wird, dass & einer multivariaten (oder n-dimensionalen) Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
1 € R™ und positiv-definitem Kovarianzmatrixparameter 3 € R™*™ unterliegt und nennen & einen (multivariat)
normalverteilten Zufallsvektor. Wir kiirzen dies mit £ ~ N(u,X) ab. Die WDF eines multivariat normalverteilten
Zufallsvektors bezeichnen wir mit

N(ws1,%) =~ exp (—3 (0= w5 o — ). (35)

NCREPE p(-

Bemerkungen

® Der Parameter p1 € R™ entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.

® Die Diagonalelemente von X spezifizieren die Breite der WDF beziiglich £, ..., &,

® Das (i, j)te Element von X sperzifiziert die Kovarianz on §; und 5]-.

® Der Term l/m ist die Normalisierungskonstante fiir den Exponentialfunktionsterm.
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Multivariate Normalverteilungen

Visualisierung bivariater Normalverteilungsdichtefunktionen

w=(1,1)T, & € R2%2 wie im Abbildungstitel vermerkt.

[0.20 0.1501 [0.20 0.000) [0.20-0.1501)
EO 15 DZUE EO 00 UZUB ;0 15 0203
20 ) ) 2.0 ) ) 2.0 )
15 4 15 4 15+
<'1.0 <'1.0 X'1.0
06
0.5 0.5 0.4 0.5
02
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20
X1 X1 X1
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Multivariate Normalverteilungen

Realisierungen bivariater normalverteilter Zufallsvektoren

p=(1,1)T, £ € R2*Z wie im Abbildungstitel vermerkt.

[0.20 0.1501 [0.20 0.000) [0.20-0.1501)
fo.15 0.200 Fo.00 0.200 2015 0200
2.0 A . 20 ° w 2.0 &
° &
15
L]
£1.0
05
00

0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20
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Multivariate Normalverteilungen

Theorem (Erwartungswert und Kovarianzmatrix)

& ~ N(u,X) sei ein multivariate normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertparameter p € R™ und Kovarianz-

matrixparameter 3 € R"*" p.d. . Dann gelten fiir den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von &, dass

E€=p und C€)=X. (36)
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis. Verweise befinden sich im Anhang.
® Das Theorem ist die direkte Generalisierung der Eigenschaften univariater normalverteilter Zufallsvariablen
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Multivariate Normalverteilungen

Theorem (Linear-affine Transformation)

& ~ N(p,X) sei ein multivariat normalverteilter n-dimensionaler Zufallsvektor und es sei v := A + b
mit A € R"™*™ und b € R™. Dann gilt

v~ N(Ap+0b, AZAT) . (37)

Bemerkung

® Fiir einen Beweis, siche Anderson (2003), Abschnitt 2.4 oder die Verweise im Anhang.
® Die linear-affine Transformation eines multivariat normalverteilten Zuallsvektors ergibt wieder einen multivariat
normalverteilten Zufallsvektor. Die Parameter des resultierenden normalverteilten Zufallsvektors ergeben sich

dabei aus den Parametern des urspriinglichen Zufallsvektors und den Transformationsparametern.
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Multivariate Normalverteilungen

Linear-affine Transformation

1
ni=2, pi= <1>,E:

0.20 0.15 A -2 1 b 1
0.15 0.20 -1 2 -1

E~N(W 2) U ~N(Ap+b, AZAT)

3 7 3 7

2 2 .

14 14

X 0 - = 0

-1 4 ~1 4

2 >

-3 T T T T 1 -3 T T T T 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X1 Y1
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Multivariate Normalverteilungen

Multivariate Normalverteilungen und Eigenanalyse

uw=(1,1)T, £ € R2*2 wie im Abbildungstitel vermerkt.
— Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von £ ~ N(u, X)

— \/A;v;, Eigenwert-skalierte Eigenvektoren von X

[0.20 0.1501 [0.20 0.000) [0.20-0.150)
EU 15 OZUE ED 00 OZDB go 15 0203
20 e O 20 o0 5 20 i -
04
15 4 15 4 15+
08
<'1.0 <'1.0 X'1.0
06 Q
0.5 0.5 0.4 0.5 0.6
02
0.2
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20
X1 X1 X1
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Marginale und bedingte Verteilungen

Multivariate Normalverteilungen haben die Eigenschaft, dass auch alle anderen assoziierten Ver-
teilungen Normalverteilungen sind, deren Erwartungswert- und Kovarianzmatrixparameter aus den

Parametern der jeweils komplementiren Verteilung errechnet werden kdnnen.
Insbesondere gelten:

(1) Die uni- und multivariaten Marginalverteiltungen multivariater Normalverteilungen sind Normal-
verteilungen.

(2) Die uni- und multivariaten bedingten Verteiltungen multivariater Normalverteilungen sind
Normalverteilungen.

(3) Wie alle gemeinsamen Verteilungen lassen sich multivariate Normalverteilungen multiplikativ
in eine marginale und eine bedingte Verteilung zerlegen. Diese sind bei multivariaten Normal-
verteilungen auch Normalverteilungen, deren Parameter aus den Parametern der gemeinsamen

Verteilung errechnet werden kénnen und umgekehrt.

Die Resultate dieses Abschnitts sind insbesondere fiir generalisierte ALMs zentral, bspw. Linear
Mixed Models bzw. Hierarchische Normalverteilungsmodelle, die Varianzkomponentenschatzung und
die Bayesianische Inferenz bei Normalverteilungsannahmen. Sie spielen aber auch im Rahmen der
Schatzung kanonischer Korrelationen eine Rolle (siehe Einheit (7) Kanonische Korrelationsanalyse).
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Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Marginale Normalverteilungen)
13

= mit € := (&1, ..,&m) T und v := (vy,...,v,) T sei ein (m + n)-dimensionaler normalverteilter Zufalls-
v
vektor mit Erwartungswertparameter
w= 3 € Rmtn, (38)
Hoy
wobei /1 € R™ und p,, € R™, und Kovarianzmatrixparameter
= 255 257—’ € R(m+n)x(m+n)_ (39)
Zve Zov

wobei E&{ € Rmxm, Eﬁv € Rmxn, Ev{ € R™X™ ynd Sou € RTX7

Dann sind £ € R™ und v € R™ normalverteilte Zufallsvektoren und es gilt:

&~ N(pg,Sge) und v~ N(py, Byy)- (40)

Bemerkungen

® Die Marginalverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind auch Normalverteilungen.
® Die Parameter der Marginalverteilungen ergeben sich aus den Parametern der gemeinsamen Verteilung.
® Fiir Beweise, siche z.B. Mardia, Kent, and Bibby (1979), Kapitel 3 oder Anderson (2003), Kapitel 2.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Marginale Normalverteilungen

m:=1n:=1, p:= ! L Y= 010 0.08
2 0.08 0.15

N(z 1, ) N(X e, Zee) N(Y: Hor Zoo)
3.0 4 5 5
02
25 - 44 4 -
2.0
34 3
>15
2 A 2
1.0 4
05 kN 1
0.0 T T T T 1 o T T T T o T T T T
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
X X y
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Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Bedingte Normalverteilungen)
13

€= ) mit &€ := (&1, ..., &m) T und v = (vq,...,v,) T sei ein (m + n)-dimensionaler normalverteilter Zufalls-
v

vektor mit Erwartungswert- und Kovarianznmatrixparameter

= (M5> und X = (255 E&") s (41)
Hy e Sow

wobei g € R™, p1,, € R™ und Bge € R™X™, e, € R™X7, B e € RP™ B, € R
Dann ist die bedingte Verteilung von & gegeben v eine m-dimensionale Normalverteilung

&lv ~ N(pg, Zejo) (42)
mit Erwartungswertparameter
Hejo = e + ZeuSop (Y — py) €R™ (43)
und Kovarianzmatrixparameter
o = Bee — Sev Do Sug € RMX™. (44)

Bemerkungen

® Die Parameter einer bedingten (multivariaten) Normalverteilung ergeben sich aus den Parametern einer
gemeinsamen multivariaten Normalverteilung. Im Zusammenspiel mit den vorherigen Theoremen kénnen die
Parameter bedingter und marginale Normalverteilungen aus den Parametern der komplementaren bedingten

und marginalen Normalverteilungen bestimmt werden.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Bedingte Normalverteilungen

m:=1n:=1, p:= ! LY 0.12-0.09
2 0.09 0.12

p(x,y) =N((% ¥)"; Ke, v, Z¢.0) p(xly) = N(x; Hejo, Zejo) p(xly) = N(x; pey, Zepo)

y=15 y=28

34 y=28 15+ 15 4

> 1.0 4 1.0 4
0.5 05
o T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X X

Multivariate Verfahren | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 39



Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Gemeinsame Normalverteilungen)

&:=(£1,...,&,)T sei ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor
€~ N(pe,Beg) mit pe €R™ und  Bge € R (45)
und v == (v1,...,v,,) T sei ein n-dimensionaler bedingt normalverteilter Zufallsvektor
v[€ ~ N(AE+b,8,,) mit X, € R sowie A€R"™ ™ und beR". (46)

Dann ist der (m + n)-dimensionale Zufallsvektor ¢ := <£> gemeinsam normalverteilt
v

¢~ N(pe,v X 0) (47)

mit Erwartungswertparameter

— He m+n

= eR 48
v (Aﬂs +b) (48)

und Kovarianzmatrixparameter

T
Eg . ( E& E&A T) € Rim+n)x(m+n) (49)
’ AZge  Zyy + AT A

Bemerkungen

® Eine marginale und eine bedingte multivariate Normalverteilung induzieren eine gemeinsame Normalverteilung.
® Die Parameter der gemeinsamen Verteilungen ergeben sich als linear-affine Transformation der Parameter der
induzierenden Verteilungen.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Gemeinsame Normalverteilungen

m:=1,n:=1, e = 1, E& =02, A:=1,b:=1,%,,:=0.1

P(X) =N(x; b, Z2¢) P(ylx) =N(y; Ax-+b, %) P, ¥) =N(( V) b0 Z5,0)
2.0 20 7 4 9
x=1
34
15 15
2 4
10 10 - :
14
0.5 0.5
04
0.0 T T T T 1 0.0 T T T T 1 -1 T T T T 1
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
X y X
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Marginale und bedingte Verteilungen

Beispiel: Gemeinsame Normalverteilung von KorpergréBe und Koérpergewicht

x; ~ N(170,10%) und y; ~ N(z; —100,122) fir i=1,..,n (50)

; 1 1 1
o (%) on [0, (100 100 fir i=1,..,n (51)
vi 70 100 244

=

o

o
|

[o2]
o
|

Korpergewicht [kg]

40

140 150 160 170 180 190 200
KorpergrofRRe [cm]
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Erwartungswerte und Kovarianzen

Multivariate Normalverteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

10.
11.

12.
13.

Geben Sie Definition eines Zufallsvektors wieder.

Geben Sie die Definition eines kontinuierlichen Zufallsvektors mit multivariater WDF wieder.
Geben Sie die Definition des Erwartungswerts eines Zufallsvektors wieder.

Geben Sie die Definition der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors wieder.

Was reprasentieren die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

. Was reprasentieren die Nichtdiagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

Geben Sie die Definition der Korrelationsmatrix eines Zufallsvektors wieder.

Geben Sie die Definition eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors wieder.

Erldutern Sie die Definition eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors.

Welche Werte haben der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix eines normalverteilten Zufallsvektors?

Visualisieren Sie die WDF eines 2-dimensionalen normalverteilten Zufallsvektors mit den Parameterwerten

und X := . (52)

Generieren Sie 100 Realisierungen aus dieser Verteilung und visualisieren Sie diese.

Geben Sie das Theorem zur linear-affinen Transformation multivariater Normalverteilungen wieder.
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Anhang

Beweise einiger in dieser Vorlesung nicht bewiesener Theoreme (englisch):

Linearitat des Erwartungswerts einer Zufallsvariable

Zusammenhang zwischen Kovarianzmatrix und Erwartungswerten

Symmetrie und Positiv-Semidefinitheit der Kovarianzmatrix

Erwartungswert eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors

® Kovarianzmatrix eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors

Linear-affine Transformation eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors

Marginale Verteilung einer multivariaten Normalverteilung

Bedingte Verteilung einer multivariaten Normalverteilung

® Gemeinsame aus marginaler und bedingter multivariate Normalverteilung
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https://statproofbook.github.io/P/mean-lin
https://statproofbook.github.io/P/covmat-mean
https://statproofbook.github.io/P/covmat-symm
https://statproofbook.github.io/P/covmat-psd
https://statproofbook.github.io/P/mvn-mean
https://statproofbook.github.io/P/mvn-cov
https://statproofbook.github.io/P/mvn-ltt
https://statproofbook.github.io/P/mvn-marg
https://statproofbook.github.io/P/mvn-cond
https://statproofbook.github.io/P/mvn-jmc
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