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Anwendungsszenarien

Klinische Psychologie und Psychotherapie

Vorhersage der Treatmentresponse bei Psychotherapie basierend auf klinischen Tests

® Featurevariablen: (@) BDI-Il Wert, 1(21) Glucorticoidplasmawert

® Targetvariable: y(i) = 0 No Treatmentresponse, y(i) = 1 Treatmentresponse
® ¢ =1,...,60 Patient:innendatenpunkte (vgl. Peacock et al. (2025))

Umweltpsychologie

Vorhersage der Effektivitit einer umweltpsychologischen Intervention basierend auf Kampagnenmerkmalen

® Featurevariablen: 1(‘{) Didaktische Qualitat, m!;)

® Targetvariable: y(!) = 0 Geringe Effektivitat, y(¢) = 1 Hohe Effektivitat
® ;=1,...,60 Kampagnendatenpunkte (vgl. Wein (2025))

Emotionalisierung

Kognitive Neurowissenschaft
Vorhersage eines wahrgenommenen visuelle Bewegungsreizes bei binokulérer Rivalitat

® Featurevariablen: m(li) BOLD Signal Voxel 1, w(;) BOLD Signal Voxel 2
® Targetvariable: ym = 0 Bewegung nach links, y(” = 1 Bewegung nach rechts
® ;=1,...,60 Wahrnehmungsintervalle (vgl. Kamitani & Tong (2006))
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Anwendungsszenarien

Normalisierte Featurevariablenwerte und Targetvariablenwerte
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Anwendungsszenarien

Neuronale Netze (Neural Networks)

® AKA Kiinstliche Neuronale Netze (Artificial Neural Networks).
® Keine Modelle fiir biologische neuronale Netze.
® Mathematische Modelle zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen.

Typische Visualisierungen

Gewichtungen

Eingabe a'

!
Aktivierungsfunktion

Neteingabe Aktivierung

Schwellenwert

!
Winmi_y+1
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Anwendungsszenarien

Zur Geschichte neuronaler Netze

Anfange

® McCulloch & Pitts (1943) | Analyse der mit biologischen Neuronen méglichen logischen Operationen.
® Rosenblatt (1958) | Implementation eines Mustererkennungsalgorithmus in einem friihen Computer.
® Minsky & Papert (1969) | Mathematische Analyse der logischen Stérken und Schwichen eines Perzeptrons.

= Erster Winter Neuronaler Netze

Erste Renaissance

® Hopfield (1982) | Mehrschichtige neuronale Netze beleben das Interesse an neuronalen Netzen erneut.
® Rumelhart et al. (1986) | Popularisierung des Backpropagation Algorithmus.
® Hauptinteresse in den 1990er und 2000er Jahren im Machine Learning gilt aber SVMs und Bayesian Inference.

= Zweiter Winter Neuronaler Netze

Zweite Renaissance

® 2009 - 2012 | Schmidhuber (2015) gewinnen Klassifikationswettbewerbe mit neuronalen Netzen.

® LeCun et al. (2015) | Neuronale Netze unter dem Label “Deep Learning” wieder sehr in Mode.

® 2015 - 2025 | Viele Menschen verwechseln die Begriffe “Kiinstliche Intelligenz” und “Neuronales Netz".
® Ostwald & Usée (2021) | Beweis der Validitit des Backpropagation Algorithmus in Matrixform.
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Anwendungsszenarien

Neuronale Netze und Pradiktive Modellierung

Explanatorische Modellierung < Grundlagenforschung

Bestimmung von ¢ := argmin||$ — ¢|

Beobachtbare Unbeobachtbare Beobachtbare
x  — ¢ — y
unabhangige Variablen wahre Funktion abhangige Variablen

Bestimmung von f = argmingerlly — f(x)Il, F beliebig

Pradiktive Modellierung & Anwendungsorientierte Forschung

= Neuronale Netze zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen im pradiktiven Sinn.
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Anwendungsszenarien

Universelle Approximationstheoreme
Topologische Aussagen tiber die Dichten von Funktionenrdumen (vgl. Friedman (1970)).

Neuronale Netze kdnnen eine Vielzahl von Funktionen sehr genau approximieren, wenn

® die Anzahl der Neurone gegen Unendlich geht (arbitrary width case) bzw.

® die Anzahl der Neuronenschichten gegen Unendlich geht (arbitrary depth case).

Arbitrary width case = Cybenko (1989), Hornik (1991), Leshno et al. (1993), Pinkus (1999)
Arbitrary depth case = Lu et al. (2017), Hanin (2019), Kidger & Lyons (2020)
Universelle Approximationstheoreme sind Existenzaussagen, keine Konstruktionsaussagen.

= Parameter neuronaler Netze miissen durch Gradientenverfahren gelernt werden.
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Anwendungsszenarien

Beispiel eines Universellen Approximationstheorems

Theorem (Universelles Approximationstheorem nach Kidger (2020))

X sei eine kompakte Teilmenge von R™, o : R — R sei eine nicht-affine stetige und zumindest in einem Punkt
stetig differenzierbare Funktion mit einer von Null verschiedenen Ableitung in diesem Punkt. F'sei die Menge der
neuronalen Netze f mit Inputdimension m, Outputdimension nj. und einer beliebigen Anzahl verdeckter Schichten
mit jeweils m + nj, + 2 Neuronen und Aktivierungsfunktion o, sowie der Identitatsabbildung als Aktivierungsfunktion
der Outputschicht. Dann existiert zu jeder stetigen multivariaten vektorwertigen Funktion

g: X =R,z g(z) (1)
ein neuronales Netz f € F, so dass fiir ein beliebig kleines € > 0 gilt, dass

sup | f(z) — g(x)]| < e. @
zeEX

Bemerkungen

® Das Supremum sup kann intuitiv als Maximum verstanden werden.

® | - | bezeichnet eine Metrik (Abstandsfunktion) auf R"™k.

® Fiir jedes x € X wird der Abstand zwischen dem Wert von g und dem Wert von f also beliebig klein.
® Man sagt dazu auch, dass F'im Raum der stetigen multivariaten vektorwertigen Funktionen dicht ist.
® Man kann das Theorem sicherlich noch praziser formulieren und sollte es beweisen.

® Wir verzichten hier darauf und fiihren das Theorem nur als “intuitives Beispiel” auf.
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Funktionale Architektur

Definition (Potentialfunktionen)

W e Rmx(n+1) gej eine Matrix, die wir Wichtungsmatrix nennen und a € R sei ein Vektor, den wir Aktivierungsvektor
nennen. Dann nennen wir eine Funktion der Form

@ : RmX(H) S RT  RM (W, a) s B(W, a) = W - (‘1’) 3)

eine bivariate Potentialfunktion. Fiir ein festes a € R™ nennen wir eine Funktion der Form
O, RX(HD) S RMOW s &, (W) = B(W, a) (4)

eine Wichtungsmatrix-variate Potentialfunktion. Weiterhin nennen wir fiir eine feste Matrix W € R™*("+1) eine

Funktion der Form
Py : R - R™ a > Pyyla) == 2(W,a) (5)

eine Potentialfunktion. SchlieBlich nennen wir z := ®y;/(a) einen Potentialvektor.

Definition (Aktivierungsfunktion)
Wir nennen eine multivariate vektorwertige Funktion der Form

T:R® 5 R,z 2(2) == (0(21), -+, 0(20)) T, (6)
mit

c: R R,z 0(z;) = a; firallei=1,...,n, (7)

eine komponentenweise Aktivierungsfunktion und die univariate reellwertige Funktion o eine Aktivierungsfunktion.
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen

Name

Definition

Ableitung

Standard logistic

Hyperbolic tangent

RelLU

Leaky RelLU

1

(%) = Trexpray

o(z;) := tanh(z;)

(%) = max(0, 2;)
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o'(z) = (Trexp(z)2

o’(z;) = 1 —tanh?(z;)

, %<0
z; =0

, 2 >0

) 0.01, 2 <0
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen
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Funktionale Architektur

Definition (k-schichtiges neuronales Netz)
Eine multivariate vektorwertige Funktion
fiRYO SR,z fa) =y ®

heiBt k-schichtiges neuronales Netz, wenn f von der Form

Pl 2
Wl 51 w2 W3
f:R —— R™M Z o rm Y jra —» R"2 ——
k ok
L sk—1 e
. RMk—1 RMk—1 [Rnk R, (9)
ist, wobei firl =1,....k
-1
Ol kM1 5 R0l e oL (alL) = W @ = (10)
we we 1
Potentialfunktionen und
S RM - R™M, 24 — Sl(2l) = a! (11)

komponentenweise Aktvierungsfunktionen sind. Fiir ein € R™0 nimmt ein k-schichtiges neuronales Netz den Wert
flz) =M@k L (SF @b (SRR (81 (@1 (@) ) € R (12)

an.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

® Die Vektoren al = (a%ly vy al,,,l)T € R™,1=0,1,...,k heiBen Aktivierungsvektoren der lten Schicht.

® Die Komponenten af; €R,i=1,...,n;,l=0,1,..., k heiBen Aktivierungen der lten Schicht.

Die Schicht mit Index I = 0 und Dimension n heiBt Inputschicht.

Der Aktivierungsvektor mit Index I = 0 heiBt Input und wird mit x := a¥ bezeichnet.

Die Schicht mit Index [ = k und Dimension n heiBt Outputschicht

Der Aktivierungsvektor mit Index | = k heiBt Output und wird mit y := a¥ bezeichnet.

Die Schichten mit den Indizes [ =1, ..., k — 1 heiBen verdeckte Schichten (hidden layers).

. wi/ € R sei der ijte Eintrag der Iten Wichtungsmatrix, d.h.

W= (wh))1<icn1<jen, q+1 € R far 1 =1, k. (13)
. wéj heiBt (synaptisches) Gewicht der Verbindung von Neuron j in Schicht [ — 1 und Neuron % in Schicht .
® Firi=1,...,n; heiBt Wing_q1+1 Bias von Neuron i in Schicht [.
L]

Die letzte Spalte von W enkodiert also die Biases fiir die Neuronen in Schicht 1.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

Auf der Ebene einzelner Neurone ergibt sich damit folgende Nomenklatur:

® Das Potential von Neuron i in Schicht [ fir i =1,...,n; und I =1, ..., k ist gegeben durch

m-1

l_ L =1

z; = Zl Wiy + Wipy 141 € R.
=

® Die Aktivierung von Neuron ¢ in Schicht [ fir i =1,...,n; und [ =1, ..., k ist gegeben durch

n_1
I _ I l-1
a;=o0 ( Z wiiag T+ wi.’nlile) eR,
J=1

(14)

(15)

® Die Aktivierung aé kann als die mittlere Feuerungsrate des iten Neuron in der lten Schicht verstanden werden.
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Funktionale Architektur

Gewichtungen

Eingabe a!

Aktivierungsfunktion

Neteingabe Aktivierung
as?t
o(z) a;
as?
Schwellenwert
-1
an, w}

ing_1+1
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Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,ny=2,n; =3, ny =3,n3 =2, Standard logistic function ¢

1
0 a1
0 ai 1 1
a 0 a az
= | a _
1 12 1 H
1
1 B 1 2 2 2 2
wip Wiz Wig Wi Wiz Wiz Wi
wt = | wd wh wi w? = | w3 wi wi wi
1 1 1 2 2 2 2
W31 W32 Wi3 W31 W32 Wiz Wi
2 S
21 = Z% 22 = Z%
Z:}: Zf
1 2
o(z1) o (1)
£z = | o(z 22(2%) o(23)
1 2
o(z3) a(z3)
Es gilt 2 = a® und a® = .
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Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,ny=2,n; =3, ny =3,n3 =2, Standard logistic function o

2 2
2 2
3 3
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—_— e | —
1 1 1 1
w! w? w#
1 1 .
2 2
N o 2,
T2 3 T234 1234
2t 22 2
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2 2
3 3 2
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oi(zh) $2(2%) o3(2%)

e =
w o~

Es gilt 2 = a® und a® = 4.
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Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,ny=2mn =3, ny =3,n3=2

® Die Biases sind hier nicht visualisiert.
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Lernen

Uberblick

Anhand eines Trainingsdatensatzes werden die Parameter eines neuronalen Netzes wie folgt gelernt:

Zunichst wird eine Funktion definiert, die misst, inwiefern sich bei einem gegebenen Inputvektor
und Zielvektor der Output des neuronalen Netzes basierend auf einem Wert der Parameter
unterscheidet. Diese Funktion nennt man eine Kostenfunktion oder Zielfunktion.

® Der summierte Wert der Kostenfunktion lber alle Trainingsdatenpunkte wird dann durch
Veranderung der Parameter minimiert, sodass Parameterwerte gefunden werden, fiir die die
Abweichung zwischen Zielvektor und Output des neuronalen Netzes bei gegebenem Inputvektor
moglichst gering ist.

® Zur Minimierung der Kostenfunktion wird tblicherweise ein Gradientenverfahren benutzt.

® Zur Berechnung der in diesem Verfahren auftretenden Zielfunktionsgradienten wird ein kompu-
tational effizienter Algorithmus eingesetzt, der die spezielle Struktur neuronaler Netze ausnutzt

und unter dem Namen Backpropagation Algorithmus bekannt ist.

In der Folge wollen wir die Aspekte dieses Lernprozesses genauer betrachten.
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Lernen

Definition (Trainingsdatensatz)
Ein Trainingsdatensatz fiir ein neuronales Netz ist eine Menge
D= {(@,y ")}, (16)

wobei (Y € R"0 Featurevektor und y'Y) € R Zielvektor genannt werden.

Bemerkungen
® Im Kontext der zuvor betrachteten multivariaten Verfahren gilt hier ng = m.

® Typische Zielvektorformate beim Training neuronaler Netze sind
y'» € {0, 1} fiir bindre Klassifikationsprobleme,
y' € {0, 1}k mit Z::k1 y; = 1,y > 1 fiir ng-fache Klassifikationsprobleme,

Yy e R, ny > 1 fiir Regressionsprobleme.
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Lernen

Definition (Trainieren eine neuronalen Netzes)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und 2 sei ein Trainingsdatensatz. Dann bezeichnet der Begriff
des Trainierens den Prozess der Adaptation der Wichtungsmatrizen W', ...,W* des neuronalen
Netzes mit dem Ziel, ein Abweichungskriterium zwischen der Ouptutaktivierung f(x@) und dem
assoziierten Wert des Zielvektors ¢ iiber alle Trainingsdatenpunkte (I(i),y“)),i = 1,...,n des

Trainingsdatensatzes 2 hinweg zu minimieren.

Bemerkungen

® Wir erinnern an das Ziel f := argminfEFHy— f(;v)" der pradiktiven Modellierung.
® Das erwdhnte Abweichungskriterium wird in Form von Kostenfunktionen definiert.
® Wir benétigen noch den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion.
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Lernen

Definition (Wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und x sei ein Input von f. Dann ist Wichtungsmatrix-variate neuronale

Netzfunktion f, von f definiert als die Funktion
Fp : RPLXM0HD) o RPEX(ME—1 D) | R (WL L WR) o £ (WL WR)
= SR(@F(Wk, shL @kt (wh=L L (w2, 2l (@t (W, 2)) ),  (17)
wobei fir I =1, ..., k, ! die bivariate Potentialfunktion bezeichnet, die der Potentialfunktion (Di}vl in der Definition

des neuronalen Netzes entspricht. Weiterhin definieren wir fiir | = 1, ..., k, die Wichtungsmatrix-variate neuronale
Netzfunktion der lten Schicht fL fiir festes fixed W* € R™*("~1"Vm mit £ =1, ...,k und £ # [ als

£L Rt L gk Wl LW = fLWY, L, W), (18)

Bemerkungen

® Die Definition von f in der Definition eines k-schichtiges neuronales Netzes ist eine Funktion des Inputs « bei
festen Wichtungsmatrizen wi, .., W!. Zum Trainieren eines neuronalen Netzes ist es aber entscheidend, bei
festem Input den Output des neuronalen Netzes bei Variation der Parameter Wl, ey W' zu monitoren. Dies
motiviert den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion: Die Definition von f, in (17) ist
eine Funktion der Wichtungsmatrizen W1, ..., Wl bei festem Input .
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Lernen

Definition (Output-spezifische Kostenfunktionen)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und y sei ein Zielvektor von f. Dann wird eine multivariate reelwertige

Funktion der Form

Output-spezifische Kostenfunktion genannt.

Bemerkung

cy Rk — R, ak cy(ak)

(19)

® Eine Output-spezifische Kostenfunktion ¢, misst die Abweichung des Outputs aF eines neuronalen Netzes von

einem Zielvektor y. Untenstehende Tabelle fiihrt zwei typische Beispiele fiir Output-spezifische Kostenfunktionen

und ihre Gradienten, die in der Folge wichtig werden, auf.

Quadratische Kostenfunktion

Definition
X ne o,k .
cy(ak) = %Zj,]‘l(a_’; 7yj)2

Cross-entropy Kostenfunktion

Definition

uy(ak) :

nj. "
721-:"1 Yj lnaz’? +(1—y;)In(1— u?)

Gradient
ky.— k
Vey(a®) = (“_i 7y‘,-)]_:]

Gradient

3 Y5 1-y;
Vuy(uk) = <7a—i + 717(1%)
J i/ i
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Lernen

Output-spezifische Kostenfunktionswerte fiir y = (0,1)7 bei logistischer Aktivierungsfunktion

Quadratische Kostenfunktion Cross entropy Kostenfunktion

az

® Beide Funktionen haben ihr Minimum bei a = y.
® Die Pfeile bilden die skalierten Gradientenwerte der jeweiligen Funktion ab.
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Lernen

Definition (Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktionen)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, f,. sei die zugehdrige wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion, = und
y seien Inputs und Outputs des neuronalen Netzes, D sei ein Trainingsdatensatz und ¢, sei eine Output-spezifische
Kostenfunktion. Dann heiBt eine multimatrixvariate reellwertige Funktion der Form

Cay RM1X(ng+1) o ...« D?”kx(7Lk—1+1> - R,

Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion.

Bemerkung

® Eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion c,,, misst die Abweichung des Outputs aF eines neuronalen
Netzes von einem Zielvektor y mithilfe einer Output-spezifischen Kostenfunktion Cy fiir einen festen Input x als

Funktion der (also bei variablen) Wichtungsmatrizen.
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Lernen

Definition (Gewichtsvektor)

f sei ein k-schichtige neuronales Netz mit n; X n;_; + 1-dimensionalen Gewichtsmatrizen W 1=1,..,k und es sei

g
pi= mylni_g+1). (21)

=1

die Anzahl der Gewichtsparameter des neuronalen Netzes. Dann heiBt

W= (vec (Wl)>1<l<k €RP (22)

der Gewichtsvektor des neuronalen Netzes.

Bemerkung

® Die Vektorisierung und Konkatenation der Wichtungsmatrizen im Sinne des Gewichtsvektors erlaubt es, dass
Trainieren eines neuronalen Netzes als ein Standardoptimierungsproblem einer multivariaten (nicht multimatrix-

variaten) reellwertigen zu formulieren.
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Lernen

Definition (Additive Kostenfunktion)

D sei ein Trainingsdatensatz und Cyy Sei eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion. Dann nennt man eine

multivariate reellwertige Funktion der Form

1 ¢ 5
cp i RP 5 RW - cp(W) i= = Zcz%u)(wl, ., WF) (23)
eine additive Kostenfunktion.

Bemerkung

® Die additive Kostenfunktion ist die zentrale Zielfunktion beim Trainieren eines neuronalen Netzes.

® cop ist eine multivariate reellwertige Funktion, es liegt also ein Standardoptimierungsproblem vor.

® Wir nehmen dabei stillschweigend an, dass die sinnvolle Aufteilung des Gewichtsvektors W auf die Wichtungs-
matrizen Wl, Wk in der Auswertung der Funktion cq geschieht.
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Lernen

Definition (Batch Gradientenverfahren fiir neuronale Netze)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz mit Gewichtsvektor W, D sei ein Trainingsdatensatz bestehend aus n
Trainingsdatenpunkten, und ¢y, sei eine additive Kostenfunktion mit assoziierter Trainingsexemplar-spezifischer
Kostenfunktion c;,,. Dann ist ein Gradientenverfahren zur Minimierung der additiven Kostenfunktion cs (und damit
zum Lernen der Parameter von f) definiert durch

Initialisierung

Wahl eines Startpunktes W) und einer Lernrate o > 0.

Iterationen
Fir j=1,2,... setze
wh) = wi-1) — % z": Ve (i), (Wh - WE), (24)
wobei -
Ve @y W WE) = (Vg0 W W) (25)
fir ¢ =1, ..., n den Gradienten der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktio; ;ezeichnet
Bemerkungen

o W) wird in (22) in die negative Richtung des Gradientenmittelwerts iiber Trainingsdatenpunkte adaptiert.
Wird der Gradientenmittelwert dagegen nur liber eine zufallig gewahlte Teilmenge der Trainingsdatenpunkte
berechnet, so spricht man von einem stochastischen Gradientenverfahren.
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Selbstkontrollfragen
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus
Der Backpropagation (BP) Algorithmus dient der numerischen Bestimmung der Komponenten

%)

W(;my(wl, o WEY firalled =1,...,n,5=1,..,n_; + 1, und [ =1, ... k. (26)
ij

des Gradienten Vc,lm (W1, ...,Wk) der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktion.

y(i)

Prinzipiell kénnen diese partiellen Ableitungen numerisch durch

W W) Cay (W s W W) = (W, W, ...,W’C)’

—C,
o1 Cxy
aLLi]» €

(27)

mit
o Whi=W!'4+1le,
® ciner Matrix 1£j € R*(m-1%1) aus Oen mit einer 1 an der ’wéj Stelle in W' und

® einem Schrittweitenparameter ¢ > 0

approximiert werden (vgl. Definition der partiellen Ableitung).
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus

Dieses Vorgehen wiirde fiir jede Iteration des Gradientenverfahren und fiir jeden Trainingsdatenpunkt

k
K:=1+ an (ny_y +1) (28)
=1
Auswertungen der Trainingsdatenpunkt-spezifischen Kostenfunktion c,, und somit von f erfordern.
Man nennt die Auswertung von f fiir einen Trainingsdatenpunkt = einen Forward Pass.

Die zentrale Eigenschaft des Backpropagation Algorithmus ist es, fiir die Auswertung von Ve, die
Anzahl der notwendigen Forward Passes pro Gradientenverfahrensiteration von K auf 1 zu reduzieren.

Um dies zu erreichen, nutzt der Backpropagation Algorithmus einen sogenannten Backward Pass, der
die gleiche komputationale Komplexitat wie der Forward Pass hat und auf einer multivariate Version
der Kettenregel der Differentialrechnung sowie der repetitiven funktionalen Architektur neuronaler
Netze beruht.

Der Backpropagation Algorithmus reduziert die Anzahl nétiger Passes zur Auswertung von Vcry also

von K Forward Passes auf 1 Forward Pass und 1 Backward Pass.

Multivariate Verfahren | © 2026 Joram Soch & Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 36



Backpropagation

Theorem (Backpropagation Algorithmus)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, W} € R™*™~1 seien fiir [ = 1, ..., k Matrizen, die durch das Entfernen der
letzten Spalte der Wichtungsmatrizen W' € R"™*™~111 entstehen, Cyy sei eine Trainingsdatenpunkt-spezifische
Kostenfunktion, ch(ak) sei der Gradient der Output-spezifischen Kostenfunktion, $!(z!) := (o"(zll), ey a’(z{il))T
sei der Vektor der Aktivierungsfunktionenableitungen ausgewertet an der Stelle 2! und El(zl) die komponentenweise
Aktivierungsfunktion evaluiert an der Stelle z'. Dann kénnen die partiellen Gradienten von gy hinsichtlich der
Wichtungsmatrizen W fiir | = k,k—1,...,1 mit folgendem Algorithmus berechnet werden:

Initialisierung
Setze WhH1:= (1 0) und 6*¥*1 := Ve, (ak).
Iterationen
Firl=k,k—1,k—2,...,1, setze
T ~
5l ((W.Hl) ,51+1> o 5l (29)

und

VotCay(Wh oo, Wh) = vec (81 (51 H)T 1)), (30)

mit Rekursionstermination durch £0(20) := T und dem Hadamard-Produkt o.

Fiir weitere Details und einen Beweis verweisen wir auf Ostwald & Usée (2021).
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Backpropagation

Simulation und Analyse mit Matlab Implementation (Ostwald & Usée (2021))

® Neuronales Netz mit k = 3,ng = 2,n; =3, ng = 3,n3 = 2.
® Trainingsdatensatz anhand eines LDA Modells simuliert.

" . 60> ~ J———"
3 D = {21, y"} “ ~ e () 12
10!
0 20 40 60 80 100
2 W — W)
1
2 0 > 40 60
% Vep (W)
-1 °
-2 20 40 60 80
<y =(0,1) 0 Trainingsdatensatzpridiktionsakkuratheit
(i) —
¥ =(1,0)
-3 ’ 80
3 2 10 1 2 3
z 60
0 20 40 60 80 100
Iteration j
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Anwendungsszenarien
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Training
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Anwendungsbeispiel
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Anwendungsbeispiel

Normalisierte Featurevariablenwerte und Targetvariablenwerte

3.0
o y=0 ° .
e y=1 °
2.5 - d
° 0 L4
204 "% .
..
o o C e %
o L]
x1.5 . oo . * °
°® e o ° o, °
10 7 ° ..... * L] L]
« o ° .
0.5
(]
0.0 T — T T 1
00 05 10 15 20 25 3.0
X1
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Anwendungsbeispiel

Normalisierte Featurevariablenwerte und Targetvariablenwerte

x_1 x_2 y
0.74 1.40 1
0.22 0.72 1
0.82 2.29 1
2.07 1.15 0
1.71 1.53 1
1.77 1.07 1
1.95 2.70 0
2.18 2.53 0
0.93 1.20 1
1.34 1.07 0
2.35 1.64 0
1.43 0.91 1
1.66 111 0
0.28 1.59 1
2.13 0.52 0
1.37 1.22 1
0.89 2.14 0
0.88 1.40 0
0.98 2.04 1
1.93 0.90 1
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther & Fritsch (2010))

® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

library(neuralnet) # R Paket
set.seed (1) # random number seed
D = read.csv("13-Daten/13-klassifikationsdatensatz.csv") # Datensatz
mn = neuralnet(y ~x_1+x2, # y~{(i)}, x"{(i)} Definitionen
data =D, # Datensatz
hidden = 2 # 2 Neurone in 1 verdeckte Schicht
err.fct = "ce", # Cross-Entropie Kostenfunktion
linear.output = FALSE) # Sigmoide Aktivierungsfunktion
R = data.frame(x_1 = nn$covariate[,1], # x_1
x_2 = nn$covariatel[,2], # x_2
y = nn$response, #Y
PRE = as.numeric(nn$net.result[[1]] > 0.5)) # Trainingsdatenklassifikation

print(sprintf ("Pradiktionsakkuratheit = %0.2f", mean(R$PRE == R$y))) # Trainingsdatenklassifikationsaccuracy

[1] "Prédiktionsakkuratheit = 0.72"
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther & Fritsch (2010))
® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

x1

%’V‘ﬂ“qvv

—20.16608

Error: 23.45107 Steps: 5302
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther & Fritsch (2010))

® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

# Leave-one-out cross-validation
set.seed(1)

D = read.csv("13-Daten/13-klassifikationsdatensatz.csv")
K = nrow(D)
y_pred = matrix(rep(NaN, Kx2), nrow = K)
for(k in 1:K){
D_train = D[-k,]
D_test =Dl k,]
y_pred[k,1] = t(D[k,3])
nn = neuralnet(y ~ x_1+x_2,
D_train,
hidden = 2,
err.fct = "ce",
linear.output = FALSE)
pred = predict(nn, D_test)
y_pred[k,2] = as.numeric(pred[, 1] > 0.5)}
tp = sun(y_pred[y_pred[,1] == 1,2] == 1)
tn = sum(y_pred[y_pred[,1] 0,2
£p = sum(y_pred[y_pred[,1] 0,2
fn = sum(y_pred[y_pred[,1] == 1,2]
AcC = (tp+tn)/(tp+fp+tn+fn)
SEN = tp/(tp+fn)
SPE = tn/(tn+fp)

cat ("Accuracy ", ACC, ", Semsitivity: " , SEN,

Accuracy 0.65 , Semsitivity:

0.7647059 , Specificity:

, Specificity:

0.5

", SPE)

P  E e E e

random number generator seed
Datensatz

Anzahl Cross Folds
Pradiktionsperformancearray
K-fold LOOCV
Trainingsdatensatz
Testdatensatz
Testdatensatzfeaturevektorlabel
y {(1)}, x7{(i)} Definitionen
Trainingsdatensatz

1 verdeckte Schicht, 2 Neurone
Cross-Entropie Kostenfunktion
Sigmoide Aktivierungsfunktion
Testdatenpunktpridiktion
Klassifikationsregel

(1,11

1€0,0) |

1(0,1)1

1(1,0)1

Accuracy

Sensitivity

Specificity

Ergebnisausgabe
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Anwendungsszenarien

Funktionale Architektur

Lernen

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die zentralen Ideen Universeller Approximationstheoreme im Kontext neuronaler Netze.

2. Geben Sie die Formel fiir das Potential zé eines Neurons 7 in einer Schicht [ eines neuronalen Netzes wieder
und erlautern Sie die verschiedenen Komponenten dieser Formel und ihre intuitive Bedeutung.

3. Geben Sie die Formel fiir die Aktivierung aé eines Neurons 7 in einer Schicht ! eines neuronalen Netzes wieder
und erlautern Sie ihre Bestandteile und deren intuitive Bedeutung.

4. Erlautern Sie das prinzipielle Vorgehen zum Trainieren eines neuronalen Netzes.
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