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Motivation

® |n der Anwendung von Verfahren der pradiktiven Modellierung zeigt sich haufig, dass die
Kombination einer groBen Anzahl von Features (Pradiktorvariablen) m bei einer geringen
Anzahl von Beobachtungen n (z.B. Proband:innen) suboptimale Ergebnisse (z.B. geringe
Klassifikationsaccuracy) ergeben.

® Ohne dass dieses Phanomen wirklich ganz verstanden wére, werden dieses und &hnliche
Phanomene in der ML und KI Anwendungsliteratur haufig als Curse of Dimensionality bezeichnet
(vgl. Altman & Krywinski (2018)).

Eine Méglichkeit dem Curse of Dimensionality zu begegnen ist es, die Anzahl an Features/Pradik-
torvariablen bei gleichbleibender Anzahl von Beobachtungen zu reduzieren. Man nennt dieses

Vorgehen auch Featurereduktion oder Featureselektion

Intuitiv wird dabei eine Datenmenge aus einem hochdimensionalen Raum (d.h. viele Variablen)
in einen niedrigdimensionalen Raum (d.h. weniger Variablen) transformiert, wobei gehofft wird,
dass die in den Daten enthaltenen Informationen weitgehend erhalten bleiben. Man bezeichnet

dies auch als Datenkompression (vgl. Dwyer et al. (2018)).

® Eine klassische Methode zur Dimensionsreduktion ist die Anwendung der Hauptkomponente-
nanalyse (Principal Component Analysis, PCA), das Hauptthema dieser Einheit. Fiir einen
Uberblick zu weiteren Dimensionsreduktionsmethoden, siehe z.B. van der Maaten et al. (2009).
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Motivation

Visuelle Intuition zum Curse of Dimensionality
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Die gleiche Anzahl an Datenpunkten deckt in héherdimensionalen Radumen weniger Raum ab

Datenverteilungscharakteristika konnen in hoherdimensionalen Raumen entsprechend weniger gut bestimmt werden.
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Motivation

Hauptkomponentenanalyse = Principal Component Analysis (PCA)

PCA kann zur Featurereduktion genutzt werden.

® “Features” sind die Komponenten multidimensionaler Zufallsvektoren.

® Korrelierte Features reprasentieren redundante Information.

PCA generiert ein korrelationsfreies Featureset durch lineare Featurekombination.

Die Durchfiihrung einer PCA basiert auf

® ciner Orthonormalzerlegung der Stichprobenkovarianzmatrix und

® ciner anschlieBenden Vektorkoordinatentransformation.

Manche Autor:innen verstehen PCA als eigenstandige Datenanalysemethode (Greenacre et al. (2022))
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Vektorkoordinatentransformation

Intuition zum Begriff der Vektorraumbasis

Die Vektormengen

O )

sind zwei von unendlich vielen méglichen Basen des R2.

Jeder Punkt € R? kann eindeutig als Linearkombination
T =ajb) + agby (2)

der Elemente by, by von B oder By dargestellt werden

Die Koeffizienten aq, as einer solchen Linearkombination heiBen die Koordinaten von x beziiglich der Basis.

Da die Vektoren in By und By orthonormal sind, nennt man diese Basen Orthonormalbasen.

By wird kanonische Basis von R? genannt.
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Vektorkoordinatentransformation

Theorem (Vektorkoordinatentransformation)

B, = {vy,...,v,,} und B, := {wyq, ..., w,,} seien zwei Orthonormalbasen eines Vektorraums. A € R™*"™ sei

die Matrix, die durch die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B, in der Basisdarstellung

beziiglich der Basis B,, ergibt. Dann kénnen die Koordinaten x;,% = 1, ..., m eines Vektors x beziiglich der Basis
B, in die Koordinaten &1, ..., &,, des Vektors beziiglich der Basis B,,, durch

i=ATz (3)
transformiert werden. Analog kénnen die Koordinaten &1, ...,&,, des Vektors hinsichtlich der Basis B,, in die
Koordinaten 1, ..., z,, des Vektors hinsichtlich B,, durch

T =AZ. 4)

transformiert werden.

Bemerkungen

® Das Theorem erlaubt die Berechnung von Vektorkoordinaten beziiglich einer anderen Orthonormalbasis.
® Fiir die Berechnung muss zunichst die Matrix A gebildet und dann (nur) entsprechend multipliziert werden.
® Wir verzichten auf einen Beweis und demonstrieren das Theorem an einem Beispiel.

Ein Vektor wird hier als fester Punkt in R™ betrachtet; die Komponenten (Zahlen) des Vektors
werden dagegen nur als Koordinaten beziiglich einer spezifischen Basis interpretiert.
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Vektorkoordinatentransformation

Beispiel

Wir nehmen an, dass wir die Koordinaten von = = (1/3, 2/3)T € R? hinsichtlich der kanonischen Orthonormalbasis
B, :={eqy, ey} in die Koordinaten beziiglich der Basis

1 _ 1
o {(E) ()
V2 V2

transformieren wollen. Die Basisdarstellungen der in Vektoren B,,, beziiglich der Basisvektoren in B,, sind

L _ L
(f) =aj ((1)) + a9y <(1)> und ( f) =ajo (é) +ags ((1)) . (6)
V2 V2

Die Projektionsfaktoren der Orthogonalprojektionen der Vektoren in B,, auf die Vektoren in B, sind

1 1 1
ay] = ﬁ:"ﬂl = ﬁaﬂn:*ﬁsam— ﬁ

Die Transformationsmatrix A € R”"*™ in obigem Theorem ergibt sich also zu

A= (@1 2] _ % - ) ®)
a1 G ﬁ

Die Vektorkoordinatentransformation von « € R? ergibt sich also zu
L 1
- 3 0.70
- V2 3 :
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Vektorkoordinatentransformation

Intuition zum Begriff der Vektorkoordinatentransformation

_1 1
( 1) 1.00 -;((1)) . (0.33) (1)
~\0.66
1, 1
& =) 0
1.00 0.66 f-------- :’—,;.\ 1.00
0.70
= ’
) 02 \_() | @
, 0.00 ' I
T 1
0.00 0.33 1.00

Man beachte, dass z und ¥ am

selben Ort in R? liegen.
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Hauptkomponentenanalyse

Definition (Hauptkomponentenanalyse)
C(&) sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors £&. Dann heiBt die Orthonormalzerlegung
C(¢) = QAQT, (10)
wobei
® Q € R™*™ die Matrix der spaltenweisen Konkatenation der Eigenvektoren von C(£) und

® A € R™*™ die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigenwerte bezeichnen,
die Hauptkomponentenanalyse von C(£) und die Spalten von Q heiBen die Hauptkomponenten von C(&). Der
‘m-dimensionale Zufallsvektor
£=0Q%¢ (11)
heiBt Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Zufallsvektor.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten von &.
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Hauptkomponentenanalyse

Theorem (Basiseigenschaften der Hauptkomponentenanalyse)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(§) = 0,,, und es sei
€(6) = QAQT, (12)

die Hauptkomponentenanalyse von C(§). Dann gelten:

(1) Die Spalten von @, also die Hauptkomponenten von C(€), bilden eine Orthonormalbasis von R".

(2) Multiplikation mit QT transformiert die Koordinaten von ¢ beziiglich der kanonischen Basis von R” in
Koordinaten beziiglich der Hauptkomponenten von C(&).

Bemerkungen

® Werte von ¢ werden iiblicherweise zunichst hinsichtlich der kanonischen Basis von R verstanden.
® Die Hauptkomponentenanalyse resultiert in einer alternativen Orthonormalbasis fiir méglichen Werte von &.

. 5 entspricht den Koordinaten von § beziiglich dieser alternativen Orthonormalbasis.
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis

(1) Mit Theorem Eigenschaften von Basen gilt, dass jede Menge von m linear unabhingigen Vektoren Basis eines
m-dimensionalen Vektorraums ist. Weiterhin gilt mit Theorem Orthonormalitat und lineare Unabhangigkeit, dass m
orthonormale Vektoren in R auch m linear unabhingige Vektoren in R sind. Damit sind die Spalten von Q m
linear unabhingige Vektoren in R und folglich eine Basis von R

(2) Wir betrachten das Theorem Vektorkoordinatentransformation und setzen B,, := {eq,...,e,,} und B, :=
{q1, -, qm } mit den Spalten qq, ..., g, € R™ von Q. Dann gilt, dass Q € R™*™ die Matrix ist, die sich durch
die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B, in der Basisdarstellung beziiglich der Basis B,,

ergibt, denn fiir i = 1, ..., m gilt, dass die Basisdarstellung von q; beziiglich der kanonischen Basis B,, gegeben ist

durch
Z(ql ejlej = th i€ = (13)

Aquivalent ist natiirlich jeder Vektor ¢ € R™ schon immer identisch mit der Basisdarstellung von ¢ beziiglich der kanon-
ischen Basis. Damit aber folgt mit Theorem Vektorkoordinatentransformation direkt, dass der Hauptkomponenten-
projizierte Zufallsvektor

£=QTe (14)

aus den Koordinaten des Vektors beziiglich der Hauptkomponenten von C(§) besteht.
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Hauptkomponentenanalyse

Theorem (Kovarianz der Hauptkomponentenanalyse)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(£) = 0,,, und es sei
C(¢) = QAQT, (15)
die Hauptkomponentenanalyse von C(§). Dann gelten
(1) Die Kovarianzmatrixﬂdes Hauptkomponenten-transfor:nieﬂrten Zufallsvektors ist die Diagonalmatrix A, es gilt
also insbesondere V(&;) = A; fiir i = 1,...,m und C(&;,&;) =0 fur i # 5,1 <4,5 <m.

(2) Die Summen der Varianzen der Komponenten von £ und der Komponenten von E sind identisch,

m m

SV = > VE). (16)
i=1 i=1

Bemerkungen

® Bei Annahme von A1 > Ay > -+ > A, mit zugehorigen Eigenvektoren qq, ..., g, gilt
V(1) > V(&) > > V(E) & V(a]€) > V(gF€) > - > V(ghe). an

und q{& maximiert die Varianz der unkorrelierten Linearkombinationen der Komponenten von & mit orthonor-
malen Koeffizientenvektoren.

® Die paarweise nicht-identischen Kovarianzen der Komponenten von 5 sind Null, die Komponenten von E sind
also unkorreliert und reprasentieren keine redundante Information.

® Die Gesamtvarianz der Komponenten von & und gsind identisch, wobei Gesamtvarianz hier im Sinne der Summe
der Varianzen der jeweiligen Komponenten zu verstehen ist.
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis

(1) Wir erinnern zunichst daran, dass die inverse Matrix einer orthogonalen Matrix @ durch QT gegeben ist. Mit

QQT=QTQ = I1,, gilt dann, dass
€6 = QAQT & QTC(Y)Q = QTRAQTQ « QTC(9)Q = A. (18)
Weiterhin gilt, dass mit E(£) = 0,,, die Kovarianzmatrix von £ gegeben ist durch
(&) —E (€~ E©) (€~ E©)") =E(¢¢7). (19)

Damit ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix des PCA-transformierte Vektors E = QT§ aber, dass

o -E((E-£d) (E-£d))

E((QTe-E@QT9) (QTe-EQTY)") o)

=E((QT¢ (QTET) QTE (¢67) @ = QTr()Q = A.

(2) Wir erinnern daran, dass schon fiir jede symmetrische Matrix mit verschiedenen Eigenwerten, also auch fiir

positiv-semidefinite Matrizen mit verschiedenen Eigenwerten die Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist. Also gilt

((
—E((Q"e- Q"E®) (@ - QE®)”)
(t

hier insbesondere fiir die Eigenwerte A1, ..., A, von C(&)

SVE) =tr(C(€) =D A =D V(&) (21)
i=1 =1
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Hauptkomponentenanalyse

Theorem (Projektionseigenschaften der ersten Hauptkomponente)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(§) = 0,,, und es sei
C(¢) = QAQT, (22)

die Hauptkomponentenanalyse von C(§). g1 € R sei die erste Spalte von Q, also der erste Eigenvektor von C(§),

mit zugehérigen Diagonalelementen Ay von A, also dem gréBten Eigenwert von C(§). Dann gelten
(1) Unter allen Orthogonalprojektion von & auf Vektoren v € R™ der Lange |[v| = 1 hat der Projektionsfaktor
a=q{¢ (23)
der Orthogonalprojektion von & auf g; die groBte Varianz.

(2) Unter allen Orthogonalprojektionen &, := (vT€)v von € auf Vektoren v € R™ der Linge |[v] = 1 mit erwartetem
quadratischem Fehler

E(&) =E (¢ - &?) (24)

hat die Orthogonalprojektion von & auf die erste Hauptkomponente g1, 21 = (qTﬁ)q den geringsten erwarteten

quadratischen Fehler.

Bemerkungen

® Man sagt auch oft etwas ungenau, dass die erste Hauptkomponente/der erste Eigenvektor “die Varianz maximiert

und den (Rekonstruktions)fehler minimiert”.
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis
(1) Die erste Aussage entspricht der Lésung des restringierten Optimierungsproblems

max V (vTé) unter der Nebenbedingung vTv = 1. (25)
veR™

Zu seiner Lésung geben wir zunichst eine Reprasentation der Varianz des Projektionsfaktors ’UT£ durch die Kovari-

anzmatrix von £ an und l6sen das Problem dann analytisch mithilfe seiner Lagrangefunktion.

Es gilt zunichst aufgrund von £ = 0,,, und damit C(§) = E (£§T>, dass

o)’ (26)
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis (fortgefiihrt)
Das restringierte Optimierungsproblem hat also die Form

max vTC (€) v unter der Nebenbedingung vTv = 1. (27)
veR™M

Die Lagrangefunktion dieses Problems hat entsprechend die Formel
L:R™ xR, (v,1) = L(v,1) == vTC (&) v — I(vTv - 1) (28)
wobei wir mit I € R den Lagrangemultiplikator fiir die Nebenbedingung vy — 1 = 0 bezeichnen. Pragmatisches

Ableiten der Lagrangefunktion hinsichtlich v und Nullsetzen ergibt dann

) .
g L(v:) =0

9 1 s B
<:>%<v cEv—Iiwv-1))=0 (29)
<2C(¢)v—2lv=0
< C(¢v=1lv.
Also ist an der Stelle der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum von L, dass v ein Eigenvektor von C(&) mit
Eigenwert [ ist. Weiterhin gilt an der Stelle der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum aufgrund der Nebenbedingung,

dass
CEv=lwerCEv=0llveV (vT&) =hwlvev (vTﬁ) =1 (30)

Der groBte Eigenwert von C (&) ist aber Ay und der entsprechende Eigenvektor, der das Optimierungsproblem I5st
damit q; .
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Die zweite Aussage entspricht der Lésung des restringierten Optimierungsproblems

min FE(§,) unter der Nebenbedingung vy =1. (31)
veR™

Zu seiner Lésung geben wir zunéchst eine Représentation der erwarteten quadratischen Fehlers mithilfe der Kovarianz-

matrix von £ an fithren die Lésung dann auf die Lésung des unter (1) betrachteten Problems zuriick. Es gilt aufgrund
von & = 0,,, und damit C(§) = E (ﬁfT), dass

B(&,) =E

=E

le - &,[2)

(€-&)T(E-E)

= (e%e—267¢, + Elev)

= (£7¢ - 26TwTe)v + (vT&)v) T(0TE)w)
= (67 - 2(0Tg)(eTw) + (vT(€Tv)) (vTE)v)
=E(
=E(

(
(

)(
€T —2(0Tg)(eTv) + (7€) (€Tv) (vTw) ) (32)
T —2(0Tg) (€T) + (7€) (€T))
E(¢7¢ - (0Tg)(£Tv))
€T —vT(eeT))
&Te) —oTE (67) v
£Te) —vTe(g)v
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Hauptkomponentenanalyse

Beweis (fortgefiihrt)
Mit £ (fTﬁ) > 0 wird das Minimum von
E(g,) =E (§T§) — vTC(&)v unter der Nebenbedingung vTv = 1 (33)
dann aber fiir das Maximum von
A% (ng) unter der Nebenbedingung vlv=1. (34)

angenommen und ist durch Wahl von v = q; gegeben.
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Hauptkomponentenanalyse

Visualisierung der Projektionseigenschaften der ersten Hauptkomponente fiir

m=2,&~ N(u,X), o Realisierungen von &, — Erste Hauptkomponente ¢;

20 .

0.5

0.0 T T T 1
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Definition (Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes)

C € R™*™ sej die Stichprobenkovarianzmatrix eines Datensatzes X € R"**" bestehend aus unabhingigen Real-
isierungen x; € R™ mit j =1, ..., n eines m-dimensionalen Zufallsvektors £. Dann heiBt die Orthonormalzerlegung

C=QAQT (35)
wobei
® @ € R™*™ die spaltenweise Konkatenation der Eigenvektoren von C' und
® A € R™*™ die Diagonalmatrix der zugehdrigen Eigenwerten bezeichnen,

die Hauptkomponentenanalyse von C' und die Spalten von @ heiBen die Hauptkomponenten von C. Fir j=1,...,n
heiBt der m-dimensionale Vektor
=@y (36)

Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Datenvektor und der m X n-dimensionale

Datensatz
X:=Q"Tx (37

heiBt Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Datensatz.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten des Datensatzes X.
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Theorem (Eigenschaften der Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes)
C € R™*™ sei die Stichprobenkovarianzmatrix eines Datensatzes X € R™*", es sei X = 0,,, und es sei
C=QAQT, (38)

die Hauptkomponentenanalyse von C. Dann gelten:

(1) Die Spalten von Q, also die Hauptkomponenten von C, bilden eine Orthonormalbasis von R"™.

(2) Multiplikation mit QT transformiert die Koordinaten der Datenvektoren a:j,j =1, ...,n beziglich der kanonis-

chen Basis von R™ in Koordinaten beziiglich der Hauptkomponenten von C.

Bemerkung

® Ein Beweis ergibt sich analog zum Beweis von Theorem Basiseigenschaften der Hauptkomponentenanalyse.
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Theorem (Stichprobenkovarianz der Hauptkomponentenanalyse)
C € R™*™ sej die Kovarianzmatrix eines Datensatzes X € R™*™, es sei X = 0,,, und es sei
C=0AQT, (39)

die Hauptkomponentenanalyse von C. Dann gelten

(1) Die Stichprobenkovarianzmatrix des Hauptkomponenten-transformierten Datensatzes ist die Diagonalmatrix A.
Es gilt also insbesondere, dass die Stichprobenvarianz der iten Komponente der ij gegeben ist durch \; fiir

i=1,...,m und dass die Stichprobenkovarianz der iten und kten Komponenten der ij gleich 0 ist.

(2) Die Summen der Stichprobenvarianzen der Komponenten der x; und der Komponenten der ij sind identisch.

Bemerkung

® Ein Beweis ergibt sich analog zum Beweis von Theorem Kovarianz der Hauptkomponentenanalyse.
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes mit m = 5 und n = 20

o or W oN e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

o or @ N e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes mit m = 5 und n = 20

Die Summe der Diagonalemente von C' und C ist hier 19.2.
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Definition (Dimensionsreduzierter transformierte Datensatz)
X € R™*™ sej ein Datensatz, C sei seine Stichprobenkovarianzmatrix,
C=QAQT (40)

sei die Hauptkomponentenanalyse von C' und es gelte A} > Ay > .- > X, fiir die Diagonalelemente von A.
SchlieBlich sei fiir k < m Q. die Matrix, die aus Q durch Streichen der Spalten k + 1, ..., m entsteht. Dann nennt
man

Xp = QX erbxn (41)

einen dimensionsreduzierten transformierten Datensatz.

Bemerkung

® Die Definition ist durch das Theorem zu den Projektionseigenschaften der HKA motiviert.
® Man kann ein analoges Theorem fiir die HKA eines Datensatzes formulieren und beweisen.
L Xk = QéX entspricht einer (k x n) = (k x m) - (m x n) Matrixmultiplikation.

. ch ist der Datensatz, der aus X durch Streichen der (k + 1)-ten bis m-ten Zeile ensteht.
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

PCA-dimensionsreduzierte Datensitze

S L MM
Xy

1 - L D

.
:
: H
: 2
: o

L
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Definition (Rekonstruierter Datensatz, Datenrekonstruktionsfehler)
X € R"™*™ sei ein Datensatz und fiir k < m sei

X = QTX erbxn (42)
ein dimensionsreduzierter Datensatz. Dann heiBt

Xp = QpXy € R0 (43)

rekonstruierter Datensatz und
e =|vec(X — X)[2 >0 (44)

heiBt Datenrekonstruktionsfehler.
Bemerkungen
® X; = Q X}, entspricht einer (m x n) = (m x k) - (k x n) Matrixmultiplikation
® Fiir M € R™*™ ist vec(M) € R™"™ der Vektor, der durch Stapeln der Spalten von M entsteht.

® Fiir k=m gilt QX;, = QQTX = X und damit e = 0.
® Der Datenrekonstruktionsfehler ist das Stichprobenanalogon zum erwarteten quadratischen Fehler.

Multivariate Verfahren | © 2026 Joram Soch & Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 32



Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Eigenwerte (“Scree-Plot”) und Rekonstruktionsfehler
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Rekonstruierte Datensatze
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Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Rekonstruktionsfehler
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Motivation

Vektorkoordinatentransformation

Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse und Dimensionsreduktion

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem wieder.

2. Erlautern Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem.

3. Geben Sie die Definition der Hauptkomponentenanalyse wieder.

4. Geben Sie das Theorem zu den Basiseigenschaften der Hauptkomponentenanalyse wieder.

5. Geben Sie das Theorem zur Kovarianz der Hauptkomponentenanalyse wieder.

6. Geben Sie die Definition der Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes wieder.

7. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften einer Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes wieder.
8. Geben Sie das Theorem zur Stichprobenkovarianz der Hauptkomponentenanalyse wieder.

9. Erlautern Sie das Prinzip der Dimensionsreduktion mithilfe der Hauptkomponentenanalyse.
10. Geben Sie die Definition eines dimensionsreduzierten transformierten Datensatzes wieder.

11. Geben Sie die Definition eines rekonstruierten Datensatzes und des Datenrekonstruktionsfehlers wieder.
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Vektorraumbasen
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Vektorraumbasen

Definition (Linearkombination)

{v1,vg, ..., 03} sei eine Menge von k Vektoren eines Vektorraums V. Dann ist die Linearkombination
der Vektoren in vy, vy, ..., v, mit den skalaren Koeffizienten a, a,, ..., a;, definiert als der Vektor

a;v; €V. (45)

i

I
-

Bemerkung

® Als Beispiel seien in R2

2 1 0 .
vy = , Vg = , U3 = und aq := 2, a9 :=3,a3 :=0. (46)
1 1 1
Dann ergibt sich

w = ayv] + agvy +agvy =2+ (i) +3- (1) +0- (2) = (;1) + (g) + (8) = (;) . (47)
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Vektorraumbasen

Definition (Lineare Hiille und Aufspannen)
V sei ein Vektorraum und es sei W := {wy, ..., w;,} C V. Dann ist die lineare Hiille von W definiert
als die Menge aller Linearkombinationen der Elemente von W,

k
a;w;|ay, ..., a; sind skalare Koeffizienten } (48)
i=1

Span(W) := {

Man sagt, dass eine Menge von Vektoren W C V einen Vektorraum V aufspannt, wenn jedes v € V'
als eine Linearkombination von Vektoren in W geschrieben werden kann.

Bemerkungen

® \Wenn eine Menge W von Vektoren einen Vektorraum aufspannt, dann kann jedes Element des Vektorraums

durch eine Linearkombination der Elemente der Menge W gebildet werden.
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Vektorraumbasen

Definition (Lineare Unabhéngigkeit)

Vsei ein Vektorraum. Eine Menge W := {w;,w,, ..., w;,} von Vektoren in V heiBt linear unabhingig,
wenn die einzige Reprasentation des Nullelements 0 € V durch eine Linearkombination der w € W die

triviale Reprasentation
0 = a w; + aywy + -+ apwy, mit a; =ay = =a, =0 (49)

ist. Wenn die Menge W nicht linear unabhéangig ist, dann heiBt sie linear abhingig.

Bemerkungen

® Prinzipiell miisste man fiir jede Linearkombination der w € W priifen, ob sie Null ist.

® Die beiden folgenden Theoreme zeigen, dass es auch einfacher geht.
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Vektorraumbasen

Theorem (Lineare Abhangigkeit von zwei Vektoren)

V'sei ein Vektorraum. Zwei Vektoren v, v, € Vsind linear abhangig, wenn einer der Vektoren ein
skalares Vielfaches des anderen Vektors ist.

Beweis

vy sei ein skalares Vielfaches von vy, also

v = Avg mit X # 0. (50)
Dann gilt
v — Avg = 0. (51)
Dies aber entspricht der Linearkombination
ajvy +agug =0 (52)
mit a; = 1 # 0 und ay = —X # 0. Es gibt also eine Linearkombination des Nullelementes, die nicht die triviale

Reprasentation ist, und damit sind v und vg nicht linear unabhangig.
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Vektorraumbasen

Theorem (Lineare Abhangigkeit einer Menge von Vektoren)

V sei ein Vektorraum und wy, ..., w;, € V sei eine Menge von Vektoren in V. Wenn einer der Vektoren
w; mit i = 1,..., k eine Linearkombination der anderen Vektoren ist, dann ist die Menge der Vektoren

linear abhangig.

Beweis

Die Vektoren wy, ..., wj sind genau dann linear abhingig, wenn gilt, dass Zle a;w; = 0 mit mindestens einem

a; # 0 . Es sei also zum Beispiel a; # 0. Dann gilt

i=1 i=1,i#j
Also folgt
k
ajw; = — Z a;w;
i=1,i4j
und damit
k k
_ 1 1
wm et 3 aw=— 3 @t

i=1,i#j i=1,i#j

Also ist w; eine Linearkombination der w; fiir i = 1,..., k mit ¢ +7J.
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Vektorraumbasen

Theorem (Orthonormalitat und lineare Unabhangigkeit)

qy, -5 q,y, seien orthonormale Vektoren in R™, es gelte also

1 i=j
Tq. = fir 1 <i4,7 <m. 56
i 4 0 i4j <i4,j < (56)
Dann sind die ¢y, ..., q,,, linear unabhangig.

Beweis
Fir¢=1,...,m gilt, dass
a1qr +agqe + -+ @y @y = Oy,
 (a1qy + aqy + -+ ayap)’ = 0%,

& (a1q1 + agqy + - + ;@) Tg; = 01 g

(57)
m
Y
o3 atn -0
=1
< a; =0.
Die einzige Reprasentation des Nullelements 0,,, durch eine Linearkombination der gy, ..., q,, ist also die triviale

Reprasentation und die qy, ..., q,, sind linear unabhangig.
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Vektorkoordinatentransformation

Definition (Basis)
V' sei ein Vektorraum und es sei B C V. Dann heiBt B eine Basis von V, wenn
® die Vektoren in B den Vektorraum V aufspannen und

® die Vektoren in B linear unabhangig sind.

Bemerkung
® Vektorrdume haben in der Regel unendlich viele Basen.

® Wir zeigen unten, dass die Forderung der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren einer Basis impliziert, dass die
Darstellung eines Vektors in V durch die Linearkombination der Vektoren in B eindeutig ist.
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Vektorraumbasen

Theorem (Eigenschaften von Basen)

V'sei ein Vektorraum. Dann gelten folgende Eigenschaften fiir Basen von V.
® Alle Basen von V haben die gleiche Kardinalitdt und diese wird die Dimension von V genannt.

® Jede Menge von m linear unabhangigen Vektoren ist Basis eines m-dimensionalen Vektorraums.

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis des sehr tiefen Theorems.
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Vektorkoordinatentransformation

Definition (Basisdarstellung und Koordinaten)

B :={by,...,b,,} sei eine Basis eines m-dimensionalen Vektorraumes V und es sei v € V. Dann heiBt

v = f: c;b; (58)

die Darstellung von v beziiglich der Basis B und die Koeffizienten ¢y, ..., c,, heiBen die Koordinaten

die Linearkombination

von v beziiglich der Basis B.
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Vektorraumbasen

Theorem (Eindeutigkeit der Basisdarstellung)

Die Basisdarstellung eines v € V beziiglich einer Basis B ist eindeutig.

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Vektorraum von Dimension m ist. Nehmen wir an,
dass zwei Darstellungen von v beziiglich der Basis B existieren, also dass

v=ajb; + -+ ay,b,

(59)
v=c1by + o+ by,
Subtraktion der unteren von der oberen Gleichung ergibt
0=(ay —cy)by + -+ (am — cm)bm, (60)

Weil die by, ..., by, linear unabhingig sind, gilt aber, dass (a; —¢;) = 0 fir alle s = 1

beiden Darstellungen von v beziiglich der Basis B identisch.

...,m und somit sind die

O

Bemerkung

® Die lineare Unabhangigkeit von Basisvektoren garantiert also, dass ein Vektor zu einer gegebenen Basis nur eine

Darstellung, also insbesondere nur ein einziges Set an Koordinaten cq, ..., ¢, hat und nicht etwa mehrere.
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Vektorraumbasen

Definition (Orthonormalbasis von R™)

Eine Basis B := {qy, ..., ¢, } von R™ heiBt Orthonormalbasis von R™, wenn B eine Menge orthonor-

maler Vektoren ist, wenn also gilt, dass

T 1i=j .
q; 9; = 0 Cfir1<id,j<m.

i#j

Bemerkungen

® Bei einer Orthonormalbasis von R™ sind die Basisvektoren orthonormal.

® Man beachte, dass eine Basis von R™ nicht aus orthonormalen Vektoren bestehen muss.

(61)
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Vektorraumbasen

Beispiel (Orthonormalbasis von R?)

Es ist

- {30)

eine Orthonormalbasis von D?Q, denn Bj ist eine Basis und besteht aus orthonormalen Vektoren. Dabei erkennt man

die Orthonormalitat der Elemente von Bj zunachst an

(1 o) ((1)) =1-140-0=14+0=1
(0 1)((1)):0-0+1-1:0+1:1 (63)

(1 o ((1)) =1.040-1=0+0=0

Da die Orthonormalitit zweier Vektoren in R? ihre lineare Unabhangkeit impliziert, sind die Elemente von By auch
linear unabhéngig. Wir wollen schlieBlich noch nachweisen, dass die Elemente von By den Vektorraum R2 aufspannen,
dass also jedes v € R? durch eine Linearkombination der Elemente von B, geschrieben werden kann. Dazu sei
v = (v1,v9)T € R? beliebig. Dann aber gilt

1
V= ) = cy +co 0 fiir ¢y == vy und cg 1= vg (64)
vy 0 1

und damit ist By eine Orthonormalbasis von R2.
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Vektorraumbasen

Theorem (Kanonische Basis von R™)

Es sei
B:= {cl, ...,cmlelj =1 fiirr i = j und €i; = 0 fur i # j} C R™. (65)

Dann ist B eine Orthonormalbasis von R und wird die kanonische Basis von R™ genannt.

Beweis

Im Sinne der Definition einer Basis miissen wir zeigen, dass die Elemente von B linear unabhingig sind. Dies folgt
aber direkt aus der Orthonormalitdt der Elemente von B. Weiterhin miissen wir zeigen, dass die Elemente von B den
Vektorraum R aufspannen, dass also jeder Vektor v € R™ als Linearkombination der Elemente von B geschrieben

werden kann. Sei also v € R™ beliebig. Dann kann v := (vq, ..., vm,)T geschrieben werden als
m
v= Z cije; mit ¢; = v;. (66)
i=1
O
Bemerkungen
0 0
® Die kanonische Basis von R3 ist zum Beispiel B := of,{11],10
0 0
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Vektorraumbasen

Beispiel (Eine nichtkanonische Orthonormalbasis von R2)

1 _1
(D)
V2 V2

eine Orthonormalbasis von [RQ, denn Bs ist ebenfalls eine Basis von R2 und besteht ebenfalls aus orthonormalen
Vektoren. Dabei erkennt man die Orthonormalitat der Elemente von By zunichst an

Neben By ist auch

1
SIS T (/- [ S S S S
(% W)(%>_\/§ T ARCENCIE R

2
%
1
1 (Ve :,1>,(,1) 10t 1.1
(ﬁﬁ)(%>(z )+t =5t =t (68)
1
1 oaN(wvz)_o_t ot ot 1 1.1
(-7 ﬁ)(%)f Bt s e 2t

Da die Orthonormalitit zweier Vektoren in R? ihre lineare Unabhangkeit impliziert, sind die Elemente von By auch
linear unabhangig. Es bleibt also nachzuweisen, dass die Elemente von B den Vektorraum R2 aufspannen, dass also
jedes v € R? durch eine Linearkombination der Elemente von B, geschrieben werden kann.
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Vektorraumbasen

Beispiel (Eine nichtkanonische Orthonormalbasis von R? fortgefiihrt)

Sei also v € R™ beliebig. Dann gilt, dass

1 _1
v = (Ul> :cl(‘?>+cz( ﬁ) fiir ¢y ::g(vl + vg) und co ::\/75(1)271)1), (69)
v v G

denn dann ist

-

l\::

1 1 -1
= (v +vg) 1 5 (vg — 1) 1
_ ( 3 (01 +vg) = 3 (vg *U1))
(v +v9) + §(vg —v1) (70)
U1+ 502 — —UQ + )

(vl+ v2+ u27—ul

Damit ist By eine Orthonormalbasis von R2.
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Vektorraumbasen

Kanonische und nichtkanonische Orthonormalbasen B; und B, von R?

D oL@ ®

1

1.00 Bl 1.00

1.00
Im Rahmen der Hauptkomponentenanalyse sind wir daran interessiert, basierend auf den Koordinaten eines Vektors
beziiglich einer Basis die Koordinaten desselben Vektors beziiglich einer anderen Basis zu berechnen. Dazu fiihren wir
im Folgenden die Begriffe der Orthogonalprojektion, der Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis und der

Vektorkoordinatentransformation ein.
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Vektorraumbasen

Definition (Orthogonalprojektion)

x und ¢ seien Vektoren im Euklidischen Vektorraum R™. Dann ist die Orthogonalprojektion von x
auf q definiert als der Vektor

q"
T =aq mit a:= ——, (71)
q"q
wobei der Skalar a Projektionsfaktor genannt wird.
Bemerkungen
® Per definition ist £ = ag mit a € R der Punkt in Richtung von g der = am nahesten ist.
® Diese minimierte Distanzeigenschaft impliziert die Orthogonalitit von g und = — Z.
® Die Formel von a folgt direkt aus der Orthogonalitit von  — Z und ¢, da gilt
(ITI
qT(szc):0©qT(xfaq):0©qufaqTq:0®a:T4 (72)
q°4q

T,
® Wenn q die Lange ||g|| = v/qTq = 1 hat, dann gilt a = ‘l‘lqu?z =q"x.

® Die Orthogonalprojektion von = auf ¢ wird manchmal auch einfach als Projektion von x auf q bezeichnet
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Vektorraumbasen

Orthogonalprojektion
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Vektorraumbasen

Theorem (Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis)

Es sei 2 € R™ und es sei B :={qy, ..., q,,} eine Orthonormalbasis von R™. Dann ergeben sich fiir i = 1,...,m die

Koordinaten c; in der Basisdarstellung von z beziiglich B als die Projektionsfaktoren
c;=alg; (73)

in der Orthogonalprojektion von z auf g;. Aquivalent ist die Basisdarstellung von z beziiglich B gegeben durch

m

z=> (zTq;)q; (74)
i=1
Beweis
Firi=1,...,m gilt
m m m
e=3 e alr=ay cjgjafe=3 cjale; e qfe=ci e ci=aTy (75)
=1 =1 =1
Bemerkung
® Hinsichtlich der kanonischen Basis von R™ ergibt sich offenbar ¢; = 2Te; = x; firi=1,...,m.
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