3 Eigenanalyse

3.1 Mathematische Grundlagen

In der Vorlesung haben wir die Begriffe des Eigenwerts und des Eigenvektors einer quadra-
tischen Matrix A € R™"™ kennengelernt. Dabei ist ein n-dimensionaler Vektor v # 0,, ein
Eigenvektor von A, wenn fiir ihn mit einem passenden Figenwert A € R gilt:

Av=v. (1)

Ein Eigenvektor v von A wird also durch A um einem Faktor A verlangert. Per Konvention
betrachten wir nur Eigenvektoren mit der Lange 1, d.h. ||v]| = y/v? + ... + v = 1. Jeder Eigen-
vektor hat einen zugehorigen Eigenwert, die Eigenwerte verschiedener Eigenvektoren kénnen
jedoch identisch sein.

Auf Grundlage der Eigenanalyse kann eine symmetrische Matrix S € R™ ™ diagonalisiert
werden: In der Orthonormalzerlegung wird die Matrix S geschrieben als

S =QAQT, (2)

wobei ) € R™ " eine orthogonale Matrix ist, deren Spalten die Eigenvektoren von S sind, und
A € R™*™ eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintrage die Eigenwerte von S sind.

Die Orthonormalzerlegung kann auch auf nicht-symmetrische Matrizen Y € R™*™ verallgemei-
nert werden: In der Singuldrwertzerlegung wird die Matrix Y geschrieben als
Y =USVT, (3)

wobei U € R™*" und V' € R™*™ orthogonale Matrizen sind und S € R™*" eine Diagonalmatrix
ist, deren Diagonaleintriage die Singuldrwerte von Y genannt werden.

Der Zusammenhang zwischen der Singuldrwertzerlegung einer Matrix Y = USVT und der
Eigenanalyse besteht darin, dass die Spalten von U die Eigenvektoren von YY T, die Spalten
von V die Eigenvektoren von Y'Y und die quadrierten Diagonaleintrige von S die zugehorigen
Eigenwerte sind.



3.2 Analyse in R

Wir beginnen zunéchst mit der Definition und Eigenanalyse einer 2 x 2 Matrix. Erklaren Sie
die Funktion und Details des folgenden R-Codes:

# Definition Matrix
A = matrix(c(2,1,
1,2),
nrow = 2,
byrow = TRUE)

# Eigenanalyse
EA = eigen(A)

# Eigenwerte von A
print (EA$values)

# Eigenvektoren von A
print (EA$vectors)

3.3 Erste Programmieraufgabe

Uberpriifen Sie nun die Ergebnisse der Eigenanalyse, indem Sie die skalierten Eigenvektoren
A;v; mit den Matrixprodukten Av, vergleichen. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

¢ Extrahieren Sie die Eigenwerte der Matrix A aus dem Feld EA$values. Speichern Sie die
Figenwerte als Variablen 1_1 und 1_2.

o Extrahieren Sie die Eigenvektoren der Matrix A aus dem Feld EA$vectors. Speichern
Sie die Eigenvektoren als Variablen v_1 und v_2.

e Berechnen Sie die Matrixprodukte Av; und Av,. Speichern Sie die Ergebnisse als Varia-
blen Av_1 und Av_2.

e Geben Sie die Ergebnisse ihrer Analyse aus. Sie sollten folgende Ergebnisse erhalten:

Eigenwert 1 : 3

Eigenvektor 1 : 0.7071068 0.7071068
Eigenwert mal Eigenvektor : 2.12132 2.12132
Matrix mal Eigenvektor : 0 2.12132 2.12132
Eigenwert 2 1

Eigenvektor 2 : -0.7071068 0.7071068
Eigenwert mal Eigenvektor : -0.7071068 0.7071068
Matrix mal Eigenvektor : -0.7071068 0.7071068



3.4 Abbildung in R

Im néchsten Schritt sollen die Ergebnisse visualisiert werden
Code und die daraus resultierende Abbildung:

# Abbildungsparameter

library(latex2exp)

par(
family
mfcol
pty
bty
1wd
las
mgp
Xaxs
yaxs
font.main
cex
cex.main

# Plot-Objekt
plot (NULL,
xlab
ylab
x1lim
ylim
grid()

"sans",
e(ly,1)
"S",

Illll,

1)

1)
c(2,1,0),
Ilill,

llill,

TeX("$x_1$"),
TeX("$x_23%"),
c(-2.6, 2.6),
c(-2.6, 2.6))

# Pfeildarstellung der Eigenvektoren

arrows (
x0
yO
x1
yi
angle
length
lwd
col
xpd

c(0,0),
c(0,0),
c(v_1[11, v_2[1]),
c(v_1[2], v_2[2]),

= 20,
= 0.4,

2 b
c("black", "black"),
TRUE)

# Pfeildarstellung der Matrixprodukte

arrows (
x0
yO
x1
yi
angle
length
1lwd
col
xpd

c(0,0),
c(0,0),
c(Av_1[1], Av_2[1]),
c(Av_1[2], Av_2[2]),

= 20,
=0.1,

1:
c("gray" s "gray") s
TRUE)

. Erkldren Sie den folgenden R-



# Annotation

text( 1/sqrt(2), 0.9, TeX("$v_1$"))
text(-1/sqrt(2), 0.9, TeX("$v_2$"))
text ( 2, 2.3, TeX("$Av_1 = \\lambda_1 v_1$"))
text ( -1, 0.3, TeX("$Av_2 = \\lambda_2 v_2$"))
# Speicherung
dev. copy2pdf (
file = "Abbildungen/Eigenanalyse_1.pdf",
width =6,
height = 6)
Avy =V
2
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Abbildung 1. Eigenvektoren und Eigenwerte der 2 x 2 Matrix A.



3.5 Zweite Programmieraufgabe

Im letzten Schritt soll der in der Vorlesung besprochene Zusammenhang zwischen Eigenanalyse
und Singulérwertzerlegung anhand des in der ersten Seminarsitzung vorgestellten Datensatzes
nachvollzogen werden. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

e Laden Sie die FADE-Scores und SAME-Scores aller Personen aus der Datei
FADE_SAME.csv. Sie konnen hierzu den R-Code aus Abschnitt 2.4 des Arbeitsblatts (2)
Matrizen verwenden.

o Fiihren Sie mithilfe der R-Funktion svd() eine Singuldrwertzerlegung der Matrix Y
durch. Extrahieren Sie die orthonale Matrix U aus dem Feld $u, die orthonale Matrix V'
aus dem Feld $v und die Singuldrwerte aus dem Feld $d.

« Fiihren mithilfe der R-Funktion eigen() eine Eigenanalyse der Matrix Y1Y durch. Ex-
trahieren Sie die Eigenwerte aus dem Feld $values und die Eigenvektoren aus dem Feld
$vectors.

e Vergleichen Sie die Resultate von Eigenanalyse und Singuldrwertzerlegung. Sie sollten
folgende Ergebnisse erhalten:

Eigenwerte von Y'T Y:

[1] 1947.31208 394.75182 198.62226  28.62049
Quadratierte Singulédrwerte von Y:

[1] 1947.31208 394.75182 198.62226  28.62049
Eigenvektoren von Y'T Y:

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.8410288 0.04781132 -0.25261755 0.4759926
[2,] 0.0416124 0.14868382 0.90661494 0.3926969
[3,] 0.4912875 -0.48452722 0.33485097 .6416734
[4,] 0.2226556 0.86072096 0.04591896 .4554946

| |
o O

Spalten von V aus Singulédrwertzerlegung:

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.8410288 -0.04781132 0.25261755 -0.4759926
[2,] 0.0416124 -0.14868382 -0.90661494 -0.3926969
[3,] 0.4912875 0.48452722 -0.33485097 0.6416734
[4,] 0.2226556 -0.86072096 -0.04591896 0.4554946



3.6 Liickentext

Fiillen Sie mit den in der Ubung gewonnenen Erkenntnissen den folgenden Liickentext aus und
préasentieren Sie die Ergebnisse im Seminar:

Liickentext: Eine Diagonalmatrix ist eine Matrix, bei der . Eine orthogonale
Matrix ist eine Matrix, die . Im Rahmen der Eigenanalyse einer n x n Matrix
A sind die Eigenwerte und die Eigenvektoren -dimensionale
Vektoren. Es gilt die Gleichung = . Fiir eine n x m Matrix
Y (n > m) mit der Singulirwertzerlegung Y = USVT ist U eine orthogonale Matrix der
Grofe , V eine orthogonale Matrix der Grofle und S eine

der Grofie n x m. Die Diagonaleintrage von S sind die der

Eigenwerte der Matrix

3.7 Maogliche Klausurfrage

Présentieren Sie im Seminar folgende Klausurfrage und erkléren Sie die richtige Antwort:

Frage: A € R™*" sei eine quadratische Matrix und v sei ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A. Welche Aussage ist nicht notwendigerweise korrekt?

a) A ist ein Skalar.

)

b) v ist ein n-dimensionaler Vektor.

c¢) v wird durch A um den Faktor A verldngert.
)

d) v ist ein Einheitsvektor.

3.8 Kinderwitz

Why is 6 so nervous?

‘6 8 L oSneddy lIomsuy
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