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Grundlagen

Klassische Testtheorie

Probabilistisches Modell von Item- und Summenwerten eines psychologischen Tests
Zentrale Beitrage von Gulliksen (1950) und Lord & Novick (1968)
Modell der Form
Beobachteter Wert = Wahrer Wert + Messfehler (1)

Haufig als ,,Messfehlertheorie" beschrieben

Erkldrung von Antwortmustern durch einen nicht-direkt observierbaren ,wahren Wert"

Im Gegensatz zum ALM wird auch der ,wahre Wert" als Zufallsvariable modelliert

Meist verteilungsfrei und mit einem Fokus auf Erwartungswerten und (Ko)Varianzen formuliert
Modellierung von intra- und interindividueller Variabilitat

Spezialfall des faktoranalytischen Modells, enger Bezug zu Linear-Mixed-Effects-Modellen

Grundlage der Schatzung von Reliabilitdt und interner Konsistenz psychologischer Tests

= Retest-Reliabilitdt, Cronbach’'s «, Spearman-Brown-Formel
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Grundlagen

Standarddatenstruktur der Testtheorie und Fragebogendatenanalyse

Beobachtung von Werten von m Testmessungen von n Testpersonen

Table 1: 20 Testpersonen X 4 Testmessungen

Testperson Testmessung 1 Testmessung 2 Testmessung 3 Testmessung 4
1 13 43 41 34
2 48 34 23 32
3 10 24 11 29
4 43 42 27 48
5 32 29 31 38
6 23 44 23 22
7 27 15 47 31
8 42 19 10 38
9 30 47 49 37
10 30 29 15 42
11 19 37 32 30
12 16 29 15 40
13 18 32 49 47
14 24 15 48 26
15 30 49 20 18
16 46 34 26 48
17 50 15 45 32
18 34 48 22 28
19 46 15 49 35
20 46 33 34 39
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Grundlagen

Definition (Wahrer Wert, beobachteter Wert und Messfehler)

Firi=1,...,nund j =1,...,m ist der wahre Wert (True score) einer Testperson 1 fiir eine Testmessung j als
Zufallsvariable 7;j modelliert. Ein mdglicher Wert ¢;; dieser Zufallsvariable ist definiert als bedingter Erwartungswert
des beobachteten Werts (observed score) der Testperson fiir diese Testmessung

tig o= E(yjlmiz = tij)- (2)
Der Messfehler einer Testperson fiir diese Testmessung ist definiert als die Zufallsvariable

€ij = Yij — tiz- (3

Bemerkungen

Ausgangsdefinition der klassischen Testtheorie nach Novick (1966) und Lord & Novick (1968).

Eine Testmessung mag aus einem Item oder der Summe mehrerer ltems bestehen.

Erst im m-Komponentenmodell werden wir ltemscores und Summenscores unterscheiden.

Man beachte, dass Tijs

Man beachte, dass ¢;; € R eine Konstante ist.

yi; und £;; Zufallsvariablen sind

Die Definition von tij ist zirkular, da tij mithilfe von tij definiert wird.

Die implizit vorhandene bedingte Verteilung F(yij‘Tij = ti]) wird Propensititsverteilung genannt.

Die Propensitatsverteilung modelliert intraindividuelle Variabilitdt beobachteter Werte bei festem wahren Wert.

Die klassische Ausgangsdefinition findet sich weiterhin in vielen Lehrbiichern zur Testtheorie
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Grundlagen

Definition (Bedingter Erwartungswert)

Gegeben sei ein Zufallsvektor = := (z1,xz5) mit Ergebnisraum X := X; x X5, WMF oder WDF p(x1,x5) und
bedingter WMF oder WDF p(xq|x5) fiir alle x5 € X5. Dann ist der bedingte Erwartungswert von x1 gegeben
Ty = Xgo definiert als

® E(zq|zg =xg) := leeXl x1p(x1|x3), wenn z ein diskreter Zufallsvektor ist.

® E(zq|zg =x9) := le x1p(x1|x9) dx1, wenn x ein kontinuierlicher Zufallsvektor ist.

Bemerkungen

Man vergegenwartige sich die Definitionen von bedingter Verteilung und Erwartungswert.

Der bedingte Erwartungswert ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen in einer bedingten Verteilung.

3

Obige Definition definiert den bedingten Erwartungswert fiir einen festen Wert x4 von xo.

Bei einem festen Wert x5 von x5 ist E(z|zo = x5) damit ein fester Wert.

Allgemein ist E(x|z5) allerdings eine Zufallsvariable, da x5 eine Zufallsvariable ist.

Analog definiert man bedingte Varianzen, bedingte Kovarianzen und bedingte Korrelationen.

Bedingte Kovarianzen und bedingte Korrelationen waren im Kontext partieller Korrelationen Thema.
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Grundlagen

Bedingter Erwartungswert - Beispiel

Fiir einen zweidimensionalen Zufallsvektor z := (z1, z3), der Werte in X := X x Xy mit X7 :={1,2,3,4} und
X5 ={1,2,3} annehme, seien bedingte WMFen fiir p(x1|x5) wie folgt gegeben:

p(x1lx2) xp=1 x9=2 x,=3
p(xy = 1|xg) 1 1 0
p(x1 =2xg) 0 2 1
p(x1 = 3|xa) 3 0 1
p(xy =4lx2) 1 0 1

Dann ergeben sich die bedingten Erwartungswerte

1 1 11

E(zq|zg =1) = Z xlp(xl‘szl)zl.Z+2.Q+3.,+4.Z:I
x1€X1]

E(aileg =2)= > (x1]xg =2) =1 152 3.044.0=2

112 = 2) = X1p(X1lx2 = 2) = 3 3 =3 (4)

x1€Xq

1 1 1 9

E =3)= = =1- 2. = 44 =2

(z1|zy = 3) Z x1p(xq|xg = 3) 0+ 3 +3 3 + 3= 3

x1€X,
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Grundlagen

Motivation der klassischen Ausgangsdefinition nach Novick (1966) und Lord & Novick (1968)

® Novick (1966) und Lord & Novick (1968) wollten sich einer Diskussion zur Interpretation des wahren Werts
entziehen. Hatten sie den wahren Wert einer Testperson als Realisierung einer latenten Zufallsvariablen definiert,
so hatten sie sich der Frage stellen miissen, wie diese latente Variable zu interpretieren sei. Anstelle einer
Diskussion zur metaphysischen Bedeutung der Zufallsvariable Tij haben sie eine operationalistische Definition
des wahren Werts versucht, die auf beobachtbaren GréBen basiert. Dabei ist die Kernidee, dass der wahre
Wert einer Testperson fiir eine Testmessung der ,,Durchschnitt der beobachteten Werte" einer Testperson iiber

,wiederholte Testmessungen unter identischen Bedingungen* ist.

Zur Bedeutung des wahren Werts zitieren Lord & Novick (1968), S. 29 - 30 Lazarsfeld (1959):

,Angenommen, wir fragen eine Testperson, Herrn Brown, wiederholt, ob er die Vereinten Nationen befiirwortet;
nehmen wir weiter an, dass wir ihm nach jeder Frage ,das Gehirn waschen’ und ihm dann dieselbe Frage
erneut stellen. Da Herr Brown unsicher ist, wie er zu den Vereinten Nationen steht, wird er manchmal eine
befiirwortende und manchmal eine ablehnende Antwort geben. Nachdem wir dieses Verfahren viele Male
durchgefiihrt haben, berechnen wir anschlieBend den Anteil der Male, in denen Herr Brown die Vereinten

Nationen befiirwortet hat.”

Diese Proportion wollen Novick (1966) und Lord & Novick (1968) dann als wahren Wert verstehen.
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Grundlagen

Probleme der klassischen Ausgangsdefinition nach Novick (1966) und Lord & Novick (1968)

® Eine anti-metaphysische Grundhaltung ist nicht durchhaltbar: zum einen handelt es sich bei der ,wieder-
holten Testmessung unter identischen Bedingungen* um ein idealisiertes, in der Realitat nicht durchfiihrbares,
Gedankenexperiment. Zum anderen definieren Novick (1966) und Lord & Novick (1968) den wahren Wert
auch gerade nicht als (endlichen) Mittelwert einer Messreihe, sondern als idealisierten Erwartungswert einer

Zufallsvariablen. Als operationalistische Definition iiberzeugt die klassische Ausgangsdefinition nicht.

Die klassische Ausgangsdefinition hat die Entwicklung einer Standardmessfehlertheorie, wie sie beispielsweise
das allgemeine lineare Modell fiir die Analyse von Tests und Fragebdgen darstellt, aber betrichtlich erschwert.
Es werden keine Fehler angenommen, sondern diese ergeben sich als Differenz wahrer und beobachteter Werte.
Diese, gegeniiber den Standardtheorien ,,umgekehrt" aufgezogene Theorie mag einer der Griinde sein, warum
die Klassische Testtheorie bis heute lediglich in der Psychologie und wenig dariiber hinaus von Bedeutung ist.

In der Benennung der impliziten Verteilung [P(yij\rij = t,;j) als Propensititsverteilung klingt die Propensitatsin-
terpretation von Wahrscheinlichkeiten als kausal bedingte ,Verwirklichungstendenzen”, die, im Gegensatz zur
frequentistischen Interpretation auch im Einzelfall Sinn ergeben, an. Allerdings unterstellen Propensitatsverteilun-
gen kausale Prozesse, die in der Regel nicht spezifiziert und damit auch nicht beobachtbar sind, und fiihren

damit letztlich auch wieder auf metaphysische Aussagen (vgl. Borsboom (2009)).
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Grundlagen

Charakter der im Folgenden gewahlten Formalisierung der Klassischen Testtheorie

® Ansatz des modell-basierten Realismus zur Modellierung eines n x m Datensatzes.

® Moderne Formulierung als Modell mit latenten (nicht-direkt beobachteten) Zufallsvariablen
® Explizite Nutzung von t;; := E(y;;|7;; = t;;) in Beweisen.

® Ahnliche Darstellung z.B. in Foster (2020)

Uberblick
(1) Formulierung des Modells multipler Testmessungen
(2) Formulierung eines Vereinfachten Modells multipler Testmessungen
(3) Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen beziiglich einer Testmessung
(4) Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen beziiglich zweier Testmessungen
(5) Formulierung des Modells paralleler Testmessungen
(6) Formulierung des Modells kongenerischer Testmessungen
(7) Reliabilitdt von Testmessungen und parallelen Testmessungen.
(8) Formulierung des m-Komponententestmodells
(9) Cronbach’s o und Gesamtreliabilitat
(10) McDonald's einfaktorielles kongenerisches w
(11) Spearman-Brown-Formel
(12) Itemanalyse anhand der Gleichungen (1) und (2) aus Smith et al. (2000)
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Das Modell multipler Testmessungen

Definition (Modell multipler Testmessungen)

Firt=1,...,nund j=1,...,m seien 7;j eine Zufallsvariable, die den wahren Wert der iten Testperson in der jten
Testmessung modelliere, und Yij eine Zufallsvariable, die den beobachteten Wert der iten Testperson in der jten

Testmessung modelliere. Dann nennen wir die gemeinsame Verteilung der Tij und Yij mit der Faktorisierungseigenschaft

n m
P (T115 Y115+ Tnmo Ynm) = | | ([P<Tilv<--v7—im) II P('Uij""ij)) (5)
i=1 =1
das Modell multipler Testmessungen, wenn gilt, dass
m m
P(T115 s T1im) || Pajl7)) = = P(Tn1s o Tm) [ ] PWngl7ng)- (6)
j=1 j=1
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Das Modell multipler Testmessungen

Bemerkungen

® Das Modell macht keine speziellen parametrischen Verteilungsannahmen.

® Die gemeinsame Verteilung der Tijr Yij faktorisiert iiber Testpersonen i =1,...,n.

® & Unabhangkeitsannahme liber Testpersonen hinsichtlich wahrer und beobachteter Werte

® Fir i =1, ..., n faktorisiert die gemeinsame Verteilung der 7;1, ..., T, liber j =1, ..., m nicht immer.
L]

<> Die wahren Werte einer Testperson kdnnen zusammenhingen (Parallelitit, 7-Aquivalenz, ...,)

Fiir jedes ¢ = 1,...,n sind die y;; fiir j =1,..., m bedingt unabhéngig gegeben 7;;.

< Der wahre Wert in Testmessung k # j beeinflusst den beobachteten Wert in Testmessung j nicht.

<> Der beobachtete Wert in Testmessung k # j beeinflusst den beobachteten Wert in Testmessung j nicht.

Die Marginalverteilungen P(7;1, ..., Tj,) H;":l P(y;|7;7) sind identisch fir i = 1,..., n.

<> Die Daten einer Testperson werden als unabhingig realisiert aus einer , Populationsverteilung"

m

P(rats oo Tom) [ | Pwajlrey)- ™
j=1
® Das e Subskript soll hier die Unspezifitat beziiglich einer Testperson symbolisieren.
® Fiir eine Testmessung, also fiir m := 1, gilt nach Definition des Modells multipler Testmessungen
n n
P(T11, Y115 -+ Tnts Un1) = | | P(ri1,wi1) = [[ P(rs0)P(wiaalmin)- (8)
i=1 i=1
® Dabei sind die gemeinsamen Marginalverteilungen P(7;1,y;1) nach Definition identisch.
® Bei m := 1 entsprechen die wahren und beobachteten Werte also unabhéngigen Realisierungen aus
P(Te1)P(Yer1lTe1) 9
L]

Verzichtet man auf die Subskripte o1, so gelangt man zum Vereinfachten Modell der Klassischen Testtheorie.
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Das Modell multipler Testmessungen

Definition (Vereinfachtes Modell der Klassischen Testtheorie)

T sei eine Zufallsvariable, die die Verteilung der wahren Werte zu einer Testmessung in einer Population beschreibe,
und y sei eine Zufallsvariable, die die Verteilung der beobachteten Werte dieser Testmessung beschreibe. Dann heiBt
die gemeinsame Verteilung von 7 und y,

P (r,y) = P(r)P(ylr) (10)

das vereinfachte Modell der Klassischen Testtheorie.

Bemerkungen

Gegeniiber dem Modell multipler Testmessungen treten weniger Zufallsvariablen und Indizes auf.

3

Die Redundanz der Gleichheit vieler Verteilungen im Modell multipler Testmessungen tritt nicht auf.

n beobachtete Testwerte werden als Teilbeobachtungen von Ziehungen aus P (7, y) gedacht.

Fiir die Unabhangigkeit Giber Testpersonen mag man auch schreiben

(T1,91); o (Tns Yn) ~ P(7, 7). (11)

Die obige Notation ist analog zu beispielsweise der wohlbekannten Schreibweise

Y1y Yn ~ N(u, 0?). (12)
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Das Modell multipler Testmessungen

Ein Beispieldatensatz fiir n = 5 Testpersonen bei einer Testmessung ist etwa

Die 7; Werte sind dabei ,virtuell”, also im Modell simulierbar, aber in der Anwendung nicht vorhanden.

Viele wichtige Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen ergeben sich schon basierend auf P (7, y).
Das Modell sieht einfacher zu handhaben aus als das Modell multipler Testmessungen

Man findet das Vereinfachte Modell der klassischen Testtheorie oft in Lehrbiichern.

Aber: Wenn mehrere Personen und mehrere Testmessungen ins Spiel kommen, wird unklar, wovon die Rede ist.
Aber: Schitzer der Modellparameter beruhen immer auf allen beobachteten Werten Y1js - Yng-

Wir werden nach Bedarf zwischen beiden Modellformulierungen hin und her wechseln.

Die Modellformulierung im Sinne des Modells multipler Testmessungen ist unser Standardfall.
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Das Modell multipler Testmessungen

Theorem (Eigenschaften beziglich einer Testmessung)
Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen. Dann gelten fiir alle i = 1,....,nund alle j =1, ...,m
(1) E(eyjlmij=ti5)=0
(2) E(ey5) =0
(3) C(rij,ei5)=0
(4) V(yij) = V(735) + V(es;)

(5) C(yij: ij) = V(i5)

Bemerkungen

® Die Aussagen beziehen sich auf die Verteilung einer Testperson ¢ (und damit auf alle Personen i =1, ..., n).
® 1 bezieht sich auf die bedingte Verteilung von €ij bei einer Testmessung j.

® 2 -5 beziehen sich auf Eigenschaften der Marginalverteilungen von Tijr Yijs €ij bei einer Testmessung j.

® |m Sinne des Vereinfachten Modells der Klassischen Testtheorie werden obige Eigenschaften oft auch als

E(elr=t)=0, E(e)=0, C(r,e)=0, V(y)=V(r)+V(e)undC(y,7)=V(1) (13)

geschrieben.
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Das Modell multipler Testmessungen

Bemerkung zu E(e|7 =t) =0 und E(g) =0

® Die Tatsache, dass der bedingte Erwartungswert des Messfehlers 0 ist, folgt aus der Definition des wahren
Werts. Dies ist ein anderer Ansatz als anzunehmen, dass der bedingte Erwartungswert des Messfehlers 0 ist.
Weil der bedingte Erwartungswert des Messfehlers fiir jeden wahren Wert O ist, ist auch sein (marginaler)

Erwartungswert 0.
Bemerkung zu C(7,¢) =0

® C(r,e) = 0 impliziert natiirlich auch p(7, &) = 0. Hohe oder niedrige wahre Werte sind also nicht systematisch

mit hohen oder niedrigen Messfehlerwerten assoziiert.
Bemerkung zu V(y) = V(1) + V(¢)

® Die Varianz beobachteter Werte kann additiv in Beitrdge der Varianz des wahren Werts und des Messfehlers

zerlegt werden. Diese Eigenschaft des Modells ist fiir eine Eigenschaft der Reliabilitat essenziell.
Bemerkung zu C(y, 7) = V(7)

® Die Kovarianz der beobachteten Werte und der wahren Werte einer Testmessung entspricht der Varianz der

wahren Werte. Diese Eigenschaft des Modells ist fiir eine weitere Eigenschaft der Reliabilitat essenziell.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis

Zum Beweis von (1) bis (5) setzen wir zur Vereinfachung der Notation im Sinne des Vereinfachten Modells der

klassischen Testtheorie zunachst
Y=y, T i= 7;; und analog ¢ := t;; sowie Y :=Y;;, T =T ;; (14)
firallei=1,...,n und j=1,...,m. Wir betrachten weiterhin (nur) den diskreten Fall, setzen also die Existenz
einer Wahrscheinlichkeitsmassefunktion p der Form
p(t,y) = p(ylt)p(t) (15)

voraus. Dabei schreiben wir Werte, die die Zufallsvariable 7 annimmt, als £ und Werte, die die Zufallsvariable y

annimmt der Einfachheit halber ebenfalls als y. Der kontinuierliche Fall folgt dann jeweils analog.
(1) Es gilt
E(elr=t):=E(y—T1|T=1)
=Y (y—t)pylt)

yey
= wpylt) = Y to(ylt)
yeY yey (16)
=E(ylr=t)—t > pylt)
=
—t—t-1
=o0.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Es gilt
E(e) :=E(y—7)
=> > (y—tpty)
yeY teT

=33 (w—t)p(ylt)p(t)

teT yeY

=33 up(lt)p(t) — tp(ylt)p(t)

teT yey

=3 > p®) (wplylt) — tp(ylt) (a7)

teT yey

= p(t) (Z yp(ylt) =ty p(ylt))

teT yey yey

=D pt)(t—t-1)

teT

= n(t)-0

teT
=0.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)
(3) Es gilt
C(r,e) =E((r —E(7))(e — E(e)))
=E((r —E())e)
=E((r—Em)(y—1))
=3 > (t—EM)y—1)pt,y)

yey teT
=3 > (t—E(m)(y—t)p(ylt)p(t)
teT yey
= S P —E) Y (- 0 p(lt)
teT yey (18)
= )t —E(7) D (yplylt) — tp(ylt)
teT yeY
=" p(t)(t—E(7) (Z yp(ylt) —t > p(ylt>)
teT yey yey
=D p®)(E—E(T)(t—t-1)
teT
=Y pt)(t—E(7)-0
teT
=o0.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)
(4) Mit Theorem Varianzen spezieller Linearkombinationen sowie Aussage (3) des Theorems gilt
V(y) =V(r+€) = V(1) + V(e) + 2C(1,e) = V(1) + V() +2- 0 = V(7) + V(e) (19)

(5) Mit Theorem Kovarianzverschiebungssatz, Theorem Erwartungswert bei linear-affiner Kombination, Aussage (2)
des Theorems und der Tatsache, dass mit Aussage (3) des Theorems auBerdem folgt, dass

E(e7) = E(re) = C(7,¢) + E(1)E(e) =0+ E(7) - 0=0 (20)
gilt
y7) — E(y)E(7)
(T+e)r)—E(T +e)E(T)
72 4+ er) — (E(7) + E(e)) E(T)

+E(e7) — E(7)2 — E(e)E(7) 1)
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Das Modell multipler Testmessungen

Theorem (Normalverteilungsbeispiel)
Esseii=1,...,n, m:=1 mit
P(7i1) = N(u, 1) und P(y;1|751) == N(731,1) (22)
Dann gelten
(1) Ply;1) = N(p,2)
(2) Plealmn) = N(0,1)
(3) Ples) = N(0,1)
(4)

4) C(m1,€41) =0

Bemerkungen

® Das Beispiel entspricht Exercise 2.17 in Lord & Novick (1968)

® Der Ansatz im Beispiel entspricht einer modernen Formulierung eines probabilistischen Modells.

® Die Beispieldefinitionen induzieren eine gemeinsame Normalverteilung von 7;1 und y;1.

Die Beispieldefinitionen und €;1 := y;1 — E(y;1|7;1) induzieren eine 7;; bedingte Normalverteilung von &, .

Dies und die Beispieldefinitionen induzieren eine gemeinsame Normalverteilung von 7;1 und ;7.

Die Aussagen folgen dann mit den Eigenschaften gemeinsamer Normalverteilungen.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis
Zur Vereinfachung der Notation setzen wir 7:= 7,1,y 1= ¥y;1,€ = €;1-

(1) Wir betrachten die durch
P(r) = N(p, 1) und P(y|7) = N(7, 1) (23)

induzierte gemeinsame Verteilung von 7 und y, wobei offenbar
P(y|7) = N(a-7+b,1) mita:=1und b:=0 (24)

gilt. Aus dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen ergibt sich dann zunachst, dass

R (Y R PR ) R (Y ) I
Aus dem Theorem zu marginalen Normalverteilungen ergibt sich dann durch Ablesen y ~ N(p,2).
(2) Wir betrachten P(e|7 = t) fiir einen beliebigen Wert ¢ € R. Dann gilt
e:=y—tmity~ N(t1) (26)
Mit dem Theorem zur linear-affinen Transformation normalverteilter Zufallsvektoren gilt dann
e~ N(t—t,12-1) = N(0,1) (27)

Die Tatsache, dass dies fiir alle mdglichen Werte von T gilt, ist gerade Aussage (2).
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgesetzt)
(3) und (4) Wir betrachten die durch
P(r) = N(g,1) und P(e|7) = N(0,1) (28)
induzierte gemeinsame Verteilung von 7 und &, wobei offenbar
P(e|r) = N(a-7+b,1) mit a:=0und b:=0 (29)

gilt. Aus dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen ergibt sich dann zunichst, dass

O (s b bt ) =~(@6 )

Aus dem Theorem zu marginalen Normalverteilungen ergeben sich dann durch Ablesen

e~ N(0,1) und C(7,e) = 0. (31)
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Das Modell multipler Testmessungen

Simulation des Normalverteilungsbeispiels mit p := 1 fiir n := 10*
n = led # Personenanzahl
n =1 # Testmessungsanzahl
mu =1 # Ervartungswertparameter wahrer Wert
Tau = matrix(rep(NalN, n*m), nrow = n) # Wahrer Wert Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Beobachteter Wert Array
E = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Messfehler Array
for(i in 1:n){ # Tteration iiber Testpersonen
for(j in 1:m){ # Iteration iiber Testmessungen
Tauli,j] = rnorm(1,mu,1) # Wahrer Wert Realisierung
Y[i,j] = rnorm(1,Tauli,jl,1) # Beobachteter Wert Realisierung
E[i,j1 = Y[i,j] - Tauli,jl}} # Messfehler Realisierung
e_hat_es = mean(E[,1]) # Ervartungswertschitzung Messfehler
c_hat_ts_es = cov(Tau[,1],E[,1]) # Kovarianzschitzung wahrer Wert, Messfehler
v_hat_os = var(Y[,11) # Varianzschétzung beobachteter Wert
v_hat_ts = var(Taul,1]) # Varianzschitzung wahrer Wert
v_hat_es = var(E[,1]) # Varianzschétzung Messfehler
#

c_hat_os_ts = cov(Y[,1],Taul,1]) Kovarianzschitzung beobachteter Wert, wahrer Wert

Panels der untenstehenden Abbildung der Simulation
A) Analytische und simulierte marginale Verteilung von ;1
B) Analytische und simulierte marginale Verteilung von €;;

C) Analytische und simulierte gemeinsame Verteilung von ;1 und €;1.
D) Simulationsbasierte Schatzer relevanter Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen
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Das Modell multipler Testmessungen

Simulation des Normalverteilungsbeispiels mit p := 1 fiir n := 10*

A YN 2) B o0 =N(O.1)

c P(ti £0) D

2 4 0 1 2 3 4 £e) €ee) Vo) V@) Ve €00
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Das Modell multipler Testmessungen

Eine Linear Mixed Model Version des Normalverteilungsbeispiels

Wir betrachten das obige Normalverteilungsbeispiel konkret fiir n := 5 Testpersonen. Dann gilt fiir die gemeinsame

WDF von 7y1,¥11,---, T51, Y51 nach Definition des Modells multipler Testmessungen

5 5
P (T11, 721, T31, a1, T51, Y11, Y21, Y31, Y1, ¥s1) = || P (min) [ p Warlmin) (32)
i=1 i=1
Mit
Ti1
5 21
Hp(‘rﬂ):N 731 &7 =p+mn; mitn, ~N(0,1) uiv. firi=1,...,5 (33)
i=1 -
1
T51
und
Y11
5 Y21
TI2@ilmi) =N | a1 | & yi1 =Ty + &1 mit g1 ~ N(0,1) wiv. firi=1,...,5 (34)
i=1
Ya1
Ys1

T51

ergibt sich eine hierarchische Linear Mixed Model Darstellung.
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Das Modell multipler Testmessungen

Theorem (Eigenschaften beziiglich zweier Testmessungen)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen. Dann gelten fiir alle Testpersonen @ =1, ...,n und alle Testmes-
sungen j und k mit 1 < j, k < m und j # k, dass

(1) C(yij) Yirlmij = tij, Tin = tix) = 0,

(2) Clesj, eiklmij = tij, Tk = tix) =0,

(3) C(egj,€ix) =0,

(4) C(7ij,€i%) =0 und

(5) C(yij» yir) = C(Tij> Tik)-
Bemerkungen

® Aussage (1) bezieht sich auf die bedingte gemeinsame Verteilung von y;; und y;;,.

Aussage (2) bezieht sich auf die bedingte gemeinsame Verteilung von &;; und &5

Aussagen (3) bis (5) beziehen sich auf die jeweiligen Marginalverteilungen.

® Im Sinne des einfachen Modells der Klassischen Testtheorie werden obige Eigenschaften oft auch als
Clyjryklmj=tj m=1tx) =0, Clej,eplmj=1t; 7 =1;) =0, (35)
Clej,er) =0, C(rj,ex) =0, C(y;,yx) = C(7j,71) (36)

geschrieben.

Aussagen (1) - (4) werden manchmal unter dem Begriff der Lokalen Unkorreliertheit subsummiert.
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Das Modell multipler Testmessungen

Bemerkung zu C(y;, y|m; = t, T = t) =0

® Gegeben die wahren Werte kovariieren die beobachteten Werte zweier Testmessungen nicht.
® In der auf die wahren Werte bedingten Verteilung zweier beobachteten Werte kovariieren diese nicht.

Bemerkung zu C(ej, e|T; = t;, T = 1) =0

® Gegeben die wahren Werte kovariieren die Messfehler zweier Testmessungen nicht.

® In der auf die wahren Werte bedingten Verteilung zweier Messfehler kovariieren diese nicht.
Bemerkung zu C(ej, ) = 0

® Uber alle wahren Werte hinweg kovariieren die Messfehler zweier Testmessungen nicht.
® In der marginalen Verteilung zweier Messfehler kovariieren diese nicht.

Bemerkung zu C(7;,€y) =0
® Die wahren Werte einer Testmessung j und der Messfehler einer Testmessung k kovariieren nicht.
Bemerkung zu C(y;, yi) = C(7;, 7%)

® Die (marginale) Kovarianz zweier Testmessungen entspricht der (marginalen) Kovarianz der wahren Werte.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis
Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in den Beweisen auf das ¢ Subskript. Wir betrachten weiterhin nur
den diskreten Fall und setzen die Existenz der marginalen Wahrscheinlichkeitsmassefunktion

P(tj, yjstrs i) = Pt tr)p(y 1t )p(Yglty) (37)
und folglich auch der bedingten Wahrscheinlichkeitsmassefunktion
Pt Yy trsyk) Pty t)p(y;lt)p(yklte)

p(t), ) p(t), tr)

voraus. Dabei bezeichnen wir mit ¢, t;, Werte, die die Zufallsvariablen 7, 75, annehmen kénnen und der Einfachheit
halber mit y,;, yj, Werte, die die Zufallsvariablen y;, y annehmen kdnnen. Der kontinuierliche Fall folgt dann wieder

(Y, ykltjs tg) = = p(y;lt;)p(yglty) (38)

analog.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)
(1) Es gilt

Clyjuplmy=tpme=t) = Y. > (y;j—Elmj =) (wk — Eklme = te)p(y;lt,)p(uglte)
Y;€Yj ypEYk

ST i —tplty) D (e — ti)p(ylty)

y;€Y; Y€k
= > (yrtj)p(y,,-\t,)( > vepyilt) =t Y. p(zml%))
y;€Y; YkEY ) YREY ) (39)
= > (y;—t)ply;lt) (tp — tp - 1)
y;€Y;
= > (yj—tj)p(y;lt;) -0
y;€Y;
=o.
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Wir bestimmen zunéchst E(ejeg|7; = t;, 7, = t,). Es gilt

E(ejeglmj =t 76 = tr) = E((y; — ) (Y — 7 )|7j = tj, % = tg)
> Wi — )k — tip(y;lt)p(vklte)

Y;€Y yREYk

= > (i—tpplyslty) Y (wk—tr)p(yrlts)

y;€Y; YREY L

= > (yj—tp)p(yjlt;) ( Z vep(uklty) =ty > P ykﬁk) (40)

yj€Y; YREY YREI )

37ty —t)p(y;lty) (b —ty, - 1)

v;i€j

37 (= t)p(yjlt)

yj€Y;

=0

Mit Theorem Verschiebungssatz der bedingten Kovarianz und Aussage (1) des Theorem Eigenschaften beziiglich einer

Testmessung folgt dann

Clej,eplmj =tj, 7 = tg) = Elejeglmy = tj, 7p = tg) — E(gjlmy = tj)E(eg|ry =t,) =0-0-0=0.  (41)
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)

(3) Wir bestimmen zunéchst E(e jey,). Mit dem Beweis von Aussage (2) ergibt sich

E(ejer) = E((y; — 7)Yk — k)

S>> > (it e — tr)p(y;lt)p(urltr)p(ty, te)

tGET j €T Y €Y j up€Yy,

37 (yi = Eylmy =) (i — E(ugl i = te)p(y;lt)p(urlte)p(t, tr,)
tiET k€T yj€Y j yREY )

=3 > E((yy—m)(uk — m)lmy =ty T = tg) pltj, ) (42)

t; e’T fke’Tk

Z Z [E(ajsk.h‘j =tj, T = tk) p(t;, ty)

t;€T jthET )

> 0-p(tyte)

;€T jthET ),

=0

Mit Theorem Kovarianzverschiebungssatz und Aussage (2) von Theorem Eigenschaften beziiglich einer Testmessung
ergibt sich dann
Clej, ex) = E(ejex) — E(e;)E(ex) =0—-0-0=0. (43)
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Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)

(4) Mit dem Kovarianzverschiebungssatz Theorem Kovarianzverschiebungssatz und Aussage (2) von Theorem

Eigenschaften beziiglich einer Testmessung gilt
C(rj,ex) = E(rjeg) — E(1)E(e)
=E(rjer) —E(1) - 0
= E(7;(yr — 1))

=2 2 X2 il tep(ultn)p(t, )
t1ET RS k upTy

=3 4 Y pltt) S (ke oyt

ti€T 5 €Ty YREY L
(44)
= >t > p(t]ntk-)( > vep(ltr) —te Y p(yk\tk))
ti€T; €Ty YE€YL Y€k

= Dt > pltjite) (ty—tp- 1)

tETj  tETy,

STt > pltjite)-0

tETj  tETy,

0.

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 36



Das Modell multipler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)

(5) Wir halten zunichst fest, dass mit Aussage (4) durch Vertauschen der Indizes und Theorem Symmetrie der

Kovarianz auch
C(ty,e5) =C(ej, 7,) =0 (45)

gilt. Mit Theorem Kovarianz bei paarweiser Addition und Aussage (3) gilt dann

C(y;, yr) = C(7j + &5, i, + €1)

= C(7j, 1) + C(1j,ex) + C(ej, 7)) + Clej, ex) (46)
=C(rj,7,)+0+0+0
= C(7j, Tp)-
O
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Das Modell multipler Testmessungen

Normalverteilungsbeispiel
Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell multipler Testmessungen.

Firi=1,...,n seien
P(7i1, Ti2) = P(ria|i1)P(741) (47)
mit
P(7i1) == N(1,1) und P(7;5|71) := N(741 +1,0.25) (48)

Die Verteilung des wahren Werts von Testperson 7 in Testmessung j = 2 héngt also explizit von der Verteilung des

wahren Werts von Testperson 7 in Testmessung j = 1 ab.

Weiterhin seien

P(yi1l7mi1) = N(7i1, 1) und P(y;2|70) == N(7;2,0.25) (49)

Die Propensitatsverteilungen von Testperson 7 in Testmessung j = 1 unterscheiden sich also von der von Testperson

i in Testmessung j = 2.
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Das Modell multipler Testmessungen

Simulation des Normalverteilungsbeispiels fiir n := 10°

c_hat_el_e2 = cov(E[,11,E[,2])
c_hat_t1_e2 = cov(Tau[,1],E[,2])
c_hat_y1_y2 = cov(Y[,11,Y[,2])
c_hat_t1_t2 = cov(Tau[,1],Tau[,2])

Kovarianzschdtzung Messfehler 1, Messfehler 2
Kovarianzschdtzung wahrer Wert 1, Messfehler 2

Kovarianzschatzung beobachteter Wert 1, beobachteter Wert 2

n = leb # Personenanzahl
m =2 # Testmessungsanzahl
mu =1 # Wahrer Werte Erwartungswertparameter
Tau = matrix(rep(NalN, n*m), nrow = n) # Wahrer Wert Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Beobachteter Wert Array
E = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Messfehler Array
for(i in 1:n){ # Iteration iiber Testpersonen
Tau[i,1] = rnorm(1,1,1) # Wahrer Wert Realisierung fiir j =1
Y[i,1] = rnorm(1,Tauli,1],1) # Beobachteter Wert Realisierung fiir j = 1
E[i,1] = Y[i,1] - Tau[i,1] # Messfehler Realisierung fiir j =1
Tauli,2] = rnorm(1,Tauli,1] + 1,.5) # Wahrer Wert Realisierung fiir j = 2
Y[i,2] = rnorm(1,Tauli,2],.5) # Beobachteter Wert Realisierung fiir j = 2
E[i,2] = Y[i,2] - Tau[i,2]} # Messfehler Realisierung fiir j = 2
#
#
#
#

Kovarianzschitzung wahrer Wert 1, wahrer Wert 2
Panels der untenstehenden Abbildung der Simulation

A) Marginale Unkorreliertheit der Messfehler beziiglich zweier Testmessungen

B) Marginale Unkorreliertheit des wahren Wertes und des Messfehlers beziiglich zweier Testmessungen

C) Marginale Kovarianz der beobachteten Werte beziiglich zweier Testmessungen
D) Marginale Kovarianz der wahren Werte beziiglich zweier Testmessungen
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Das Modell multipler Testmessungen

Simulation des Normalverteilungsbeispiels fiir 7 := 10°, 500 Stichprobenpunkte dargestellt

A e 50) =-0.001 B ey o12) =-0.002
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Grundlagen

Das Modell multipler Testmessungen
Das Modell paralleler Testmessungen
Modelle kongenerischer Testmessungen
Reliabilitat

Interne Konsistenz

Itemanalyse

Selbstkontrollfragen
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Das Modell paralleler Testmessungen

Bisher haben wir im Modell der multiplen Testmessungen keine Aussage zu den Verhaltnissen der True-Scores iiber
verschiedene Testmessungen hinweg gemacht. Wir haben einerseits angenommen, dass fiir die Marginalverteilung

der Testmessungen bei einer Person i keine Unabhiangigkeit gelten muss, dass also im Allgemeinen gilt, dass fur

i=1,....,n
m
P(Tits o Tim) # [ P(7s5) (50)
J=1
Andererseits haben wir die Form mdéglicher Abhangigkeiten zwischen den True-Scores 7;q, ..., T;,, bislang nicht

genauer spezifiziert.

Die Klassische Testtheorie betrachtet in dieser Hinsicht einige Spezialfille, die sich im Allgemeinen durch funktionale

Abhéngigkeiten zwischen ;7 und 79, ..., 7;,,, der Form
Ty = f(m1) fir f:R—=Rund j=2,...,m. (51)
auszeichnen. Wir betrachten im Folgenden den Fall, dass f := idg, dass also insbesondere fiir Realisierungen ¢;; von

Tij gilt, dass

tij =idg (t;1) =ty fir j=2,...,m, (52)

dass also die Werte der True-Scores einer Person iiber Testmessungen identisch sind. Die Klassische Testtheorie
bezeichnet solche Testmessungen als parallele Testmessungen. Eine weitere Form der funktionalen Abhangigkeit, die

wir hier nicht weiter vertiefen wollen, ist der Fall, dass es sich bei f um eine linear-affine Funktion handelt, dass also
Ty = f(Ti1) =aty +bfira,beRund j=2,...,m. (53)

Die Testtheorie bezeichnet solche Testmessungen als kongenerisch.
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Das Modell paralleler Testmessungen

Definition (Modell paralleler Testmessungen)

Firi=1,...,nund j=1,...,m sei

® 7, eine Zufallsvariable, die den wahren Wert der iten Testperson in jeder Testmessung j = 1, ..., m modelliere,
® y;; eine Zufallsvariable, die den beobachteten Wert der iten Testperson in der jten Testmessung modelliere,
O €ij = Yij —Ti die Zufallsvariable, die den Messfehler der iten Testperson in der jten Testmessung modelliere.

Dann heiBt die gemeinsame Verteilung der 7; und Yij mit den Faktorisierungseigenschaften

n m
P (T2, Y115 - YLmo -+ Tros Ul -+ Ynm) = | | <[P(Ti) P(yi;lmi ) (54)
=i

i=1

das Modell paralleler Testmessungen, wenn gilt, dass

(1) P(ry) = = P(ry),
@) Plyajlry) = - = P(ynglry) fir alle 1 < j < m,

3) E(y. t;) = E(yplm =t;) :=¢t; firalle1<i<n,1<j,k<m,
(4) V( 1/1]\7'1 =t;) =V(yjp|mi =t;) firalle 1 <i<n,1<j,k<m.
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Das Modell paralleler Testmessungen

Bemerkungen

® Fiir Testperson ¢ und Testmessungen j = 1, ..., m wird zunichst ein wahrer Wert t; von P(7;) realisiert.

® Fir Testperson 4 und Testmessung j wird dann ein beobachteter Wert y;; anhand von P(y;;|7; = t;) realisiert.
® Die Werte des wahren Wertes einer Testperson werden liber Testmessungen als identisch angenommen.

® Die Varianz der beobachteten Werte einer Testperson zwischen Messungen geht nur auf die Propensitat zuriick.
® Bei einer Testmessung entspricht das Modell paralleler Testmessungen dem Modell multipler Testmessungen.

® Das Theorem Eigenschaften beziiglich einer Testmessung gilt also analog.
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Das Modell paralleler Testmessungen

Theorem (Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen. Dann gelten fiir alle 2 =1,...,n und alle j,k mit 1 < j,k<m
und j # k, dass

(1) E(yij) = Eyir)
(2) V(yij) = VY(yir)
(3) Cleijreik) =0
(4) C(mj,e) =0
(5) C(yiz: yir) = V(73)

Bemerkungen
® Bei Paralleltestmessungen sind alle Erwartungswerte der beobachteten Werte einer Person identisch.
® Bei Paralleltestmessungen sind alle Varianzen der beobachteten Werte einer Person identisch.
® Aussagen (3) und (4) gelten analog im Modell multipler Testmessungen beziiglich zweier Testmessungen.
® Aussage (5) besagt insbesondere, dass C(yij, y;x) fiir beliebige j und k identisch zu V(7;) sind.
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Das Modell paralleler Testmessungen

Beweis
Zum Beweis setzen wir zur Vereinfachung der Notation zunichst
Vi =Yij Yk =Yk Ti= Tt =0, =Y, =Y und T :=T; (55)

fiir alle 2 = 1, ..., n. Wir betrachten weiterhin (nur) den diskreten Fall, setzen also die Existenz einer Wahrschein-

lichkeitsmassefunktion p, ,, der Form
p(t, v, yr) = p(y;[t)p(yrlt)p(t) (56)

voraus und bezeichnen dabei mit ¢ einen Wert, den die Zufallsvariable 7 annimmt und der Einfachheit halber mit
Yj» Yk Werte, die die Zufallsvariablen Yj» Yk annehmen kénnen. Der kontinuierliche Fall folgt dann analog.

(1) Mit der Gleichheit der bedingten Erwartungswerte im Falle paralleler Testmessungen gilt

=3 Z y;p(y;lt)p(t) = ZE(y]\T—t =30 > weplykltip(t) = E(yp).
eT

teT y]€ j teT yreYy,

(2) Mit Theorem lterierte Varianz ergibt sich

V(y;) =V (E(y;|m) + E (V(y;lm)) = V (E(yglm) + E(V(yglr)) = V(yg)-
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Beweis (fortgefiihrt)
(3) Wir bestimmen zunichst E(ejey). Mit Aussage (2) des Theorems zu den Eigenschaften des Modells multipler
Testmessungen bei einer Testmessung gilt

E(ejer) = E((y; — T)(yp — 7))

=33 > (i Ok — Hp(Op(y;|tp(yklt)

teT Y;€ H Y€k

=3Pt > Y (- Bk — Oply;B)p(yklt)

teT Y€ Ykl

=Y p) Y (i —tply;lt) D (yr—tp(yglt)

teT Y;€Y5 YREY )
(57)

= Zp(ﬂ( > yplylt—t > p(uﬁ) ( > wkplylt) =t Y p(yk\t))

teT vy vy YREY YREYg
=D p)(t—t)(t—1)

teT
=> p(t)-0-0

teT
=o.
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Das Modell paralleler Testmessungen

Beweis (fortgefiihrt)

Mit Theorem Kovarianzverschiebungssatz und wiederum mit Aussage (2) von Theorem Eigenschaften beziiglich einer

Testmessung folgt dann

Clej,ex) = E(ejer) —E(e;)E(ex) =0-0-0=0 (58)

(4) Mit Theorem Kovarianzverschiebungssatz und wiederum mit Aussage (2) von Theorem Eigenschaften beziiglich

einer Testmessung folgt dann

=>"tp(t) > (v — tp(yxlt)

teT YREY (59)
= tp(t)( ST wepyrlt) —t > p(w#))
teT YREY L Y€K
=) tp(t)(t—1)
ier
= tp(t) -0
ier
=o.
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Beweis (fortgefiihrt)

(5) Wir halten zunichst fest, dass mit Aussage (4) des Theorems neben C(7, £,) = 0 durch Austausch des Index und

Theorem Symmetrie der Kovarianz auch
C(r,e;) =Clej,7) =0 (60)

gilt. Mit Theorem Kovarianz bei paarweiser Addition und Aussage (3) des Theorems gilt dann
Clyj y) =C(T +e5, 7 +eg)
=C(r,7) + C(7,ex) + Clej, 7) + C(ej, €p)
=C(r,7)+04+0+0 (61)
=C(r,7)
=V(7).
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Das Modell paralleler Testmessungen

Normalverteilungsbeispiel
Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell paralleler Testmessungen. Fiir i = 1, ..., n seien

P(7;) = N(1,1) und P(y;1 |7

P(yialy) == N(7;,1) (62)

Fiir Testperson 4 gibt es also nur eine Zufallsvariable des wahren Werts fiir alle Testmessungen und die Propen-

sitatsverteilungen unterscheiden sich zwischen Testmessungen nicht.

Simulation des Normalverteilungsbeispiels fiir n = 10°

n = le5 # Personenanzahl
m =2 # Testmessungsanzahl
Tau = matrix(rep(NaN, n) , nrow = n) # Wahrer Wert Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Beobachteter Wert Array
E = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Messfehler Array
for(i in 1:n){ # Personeniterationen
Tau[i] = rnorm(1,1,1) # Wahrer Wert Realisierung fir j = 1,2
for(j in 1:m){ # Testmessungsiterationen
Y[i,jl = rnorm(1,Taulil,1) # Beobachteter Wert Realisierung
E[i,j] = Y[4i,3j] - Taulil}} # Messfehler Realisierung
e_hat_ol_o2 = apply(Y, 2, mean) # Ervartungsvertschitzung Beobachteter Wert 1, Beobachteter Wert 2
v_hat_ol_o2 = apply(Y, 2, var) # Varianzschitzung Beobachteter Wert 1, Beobachteter Wert 2
c_hat_el_e2 = cov(E[,11,E[,2]) # Kovarianzschatzung Messfehler 1, Messfehler 2
c_hat_t_e2 = cov(Tau LE[,21) # Kovarianzschitzung Wahrer Wert 1, Messfehler 2
c_hat_y1_y2 = cov(Y[,11,Y[,2]) # Kovarianzschdtzung Beobachteter Wert 1, Beobachteter Wert 2
v_hat_t = var(Tau) # Varianzschétzung Wahrer Wert
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Das Modell paralleler Testmessungen

Simulation des Normalverteilungsbeispiels fiir n = 10°, 500 Stichprobenpunkte dargestellt

Cepe)=0 €y ye) =100

e e12) = 0001

A) Unkorreliertheit der Messfehler beziiglich zweier paralleler Testmessungen
B) Unkorreliertheit des wahren Wertes und des Messfehlers beziiglich zweier paralleler Testmessungen
C) Kovarianz der beobachteten Werte beziiglich zweier paralleler Testmessungen
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Grundlagen
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Das Modell paralleler Testmessungen
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Integration von Faktoranalyse und Klassischer Testtheorie nach Jéreskog (1970) und Jéreskog (1971)

Ausgangspunkt kongenerischer Testmodelle ist ein einfaktorielles Normalverteilungsmodell der Faktorenanalyse fiir

eine Testperson und m ltems,

Y1 Ky b €1
y=p+Ler+es = |+ |zt mit & ~ N(0,®),e ~ N(0,,,¥) und & L e. (63)
Ym Hm, lm Em
Mit der Definition
Tj = p e (64)

gilt dann insbesondere, dass
yj=pjtljztej=r;+e;firallej=1,...,m (65)
bzw. unter Beriicksichtigung der Personenindizes
Yij = pj iz +ei =1 +efirallei=1,...,nundj=1,...,m. (66)

Grundlage der kongenerischen Testmessungsmodelle ist also die Darstellung des wahren Wertes einer Testperson in einer
Testmessung als testmessungsspezifische linear-affine Funktion eines latenten testpersonenspezifischen Faktors. Durch
Restriktionen an die Parameter p, L und W kénnen dann verschiedene Modelle kongenerischer Testmessungen definiert
werden, die sich durch funktionale Abhangigkeiten zwischen den wahren Werten der Testmessungen auszeichnen.
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Uberblick iiber die Modelle kongenerischer Testmessungen

Bezeichnung peR™ | LeR™*| weRm*m Ti=f(R) | ajk bj | V(75)
Essentiell kongenerisch | u L diag(v);) g+ bt | mj— lJ,l);k ,% bgk\/(fk)
Kongenerisch 0, L diag(v;) bjix Tk - ILZ b?k_\/(rk)
Essentiell T-3quivalent | 1,, diag(v;) aj + T Hj— Bk - V(7g)
T-3quivalent 0, 1,, diag(v;) Tk - - V(7g)
Essentiell parallel I 1,, Pl aj + Tk i — Bk - V(7g)
Parallel 0, 1, Pl Th - - V(Ty)

Nach Millsap & Everson (1991)
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Theorem (Essentiell kongenerische und kongenerische Testmodelle)

Gegeben sei das einfaktorielle Normalverteilungsmodell der Faktorenanalyse fiir eine Testperson und m Items mit

nichtverschwindenden Faktorladungen iy, ...,1,,
y=p+Lx+emitz~ N0, ®),e~N(0Op,,¥),zLeund ¥ :=diag(¢;) (67)

Dann wird das Modell in Gleichung (67) auch als essentiell kongenerisches Testmodell bezeichnet. Im Sinne der

klassischen Testtheorie gilt fiir die wahren Werte T und 7y, zweier Testmessungen j und k insbesondere, dass

Lipg l;
Tj = aji + by Ty wobei ajy = p; — # und by := li fir alle j,k=1,...,m mit j # k. (68)
k k
Fiir die Varianzen gilt
V(ry) = b2,V(r), (69)

sodass V(7;) und V(7y) im Allgemeinen nicht ibereinstimmen. Gilt in Gleichung (67) auBerdem, dass y = 0,,, so

wird das Modell als kongenerisches Testmodell bezeichnet. In diesem Fall gilt insbesondere, dass
1.
Tj = bjp Ty wobei by, = Z—J fiir alle j,k=1,...,m mit j # k. (70)
k

Fiir die Varianzen gilt
V(ry) = b3V(p), (71)

sodass V(7;) und V() im Allgemeinen nicht iibereinstimmen.
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis

Im Fall des essentiell kongenerischen Testmodells gilt, dass

Tj =+ lw und T = py, + L fir alle j, k=1, ..., m mit j # k. (72)

Dann gilt
Tk:HkJrlkﬁ”@z:iTk*%: (73)

und damit
Tj =+ (iTk7 7—:) =+ %ka % = — % + %Tk:ajk+bjk7k (74)

Also ist die Funktion f: R — R, die T als Funktion von 7y, darstellt, eine linear-affine Funktion der Form
f(t) = ajp + byt fur alle t € R. (75)

Entsprechend gilt
V(rj) = V(ajp + bjrk) = b‘jﬂ/(m)- (76)

Fir b?k # 1 folgt insbesondere, dass V(7;) # V(7).
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis (fortgesetzt)

Im Fall des kongenerischen Testmodells gilt unter der zusétzlichen Annahme p = 0,,,, dass

7j =l und T} = [y fir alle j,k=1,...,m mit j # k. (77)
Dann gilt
1
=l e r=—1p (78)
Uk
und damit
= L b (79)
=l =T | = T =bag
Ty i\l Tk I, k ik Tk

Also ist die Funktion f: R — R, die T als Funktion von 7y, darstellt, eine lineare Funktion der Form
f(t) = byt fir alle t € R. (80)

Entsprechend gilt
V(ry) = V(bjpm) = b3 V(). (81)

Fir b]2k # 1 folgt insbesondere, dass V(7;) # V(7).
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Theorem (Essentiell 7-4quivalente und 7-aquivalente Testmodelle)
Gegeben sei das einfaktorielle Normalverteilungsmodell der Faktorenanalyse fiir eine Testperson und m Items
y=p+Lz+emitz~N(O,P),e~ N0y, ¥),z Le, L:=1, und ¥ :=diag(y;). (82)

Dann wird das Modell in Gleichung (82) auch als essentiell T-dquivalentes Testmodell bezeichnet. Im Sinne der
klassischen Testtheorie gilt fiir die wahren Werte 7; und 7, zweier Testmessungen j und k insbesondere, dass

Tj = aji + Ty wobei ajp := p; — py, fir alle j, k=1,....,m mit j # k. (83)

Fiir die Varianzen gilt
V(rj) = V(7g). (84)

Gilt in Gleichung (82) auBerdem, dass p = 0,,,, so wird das Modell als T-dquivalentes Testmodell bezeichnet. In

diesem Fall gilt insbesondere, dass

Tj =Ty firalle j,k=1,...,m mit j # k. (85)
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis

Im Fall des essentiell T-dquivalenten Testmodells gilt, dass

Ti=pjtxund T =pp+x fir alle j,k=1,...,m mit j # k. (86)

Dann gilt
T =M+ TS T =T, — p (87)

und damit
Tj= Myt T — Mg = B~ gt TR = Qg+ T (88)

Also ist die Funktion f: R — R, die T als Funktion von 7y, darstellt, eine linear-affine Funktion der Form
f(t) =aj; +tfirallet € R. (89)

Entsprechend gilt
V(r;) =V(aji + 13) = V(). (90)
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis (fortgesetzt)

Im Fall des 7-dquivalenten Testmodells gilt unter der zusétzlichen Annahme p = 0,,,, dass

7j=wund 7 =z fir alle j,k=1,...,m mit j # k. (91)
Damit gilt
Tj =T} (92)

Also ist die Funktion f: R — R, die T als Funktion von 7y, darstellt, die Identitatsfunktion

f(t) =t firalle t € R. (93)

Entsprechend gilt
V(7)) = V(rg). (94)
O
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Theorem (Essentiell parallele und parallele Testmodelle)
Gegeben sei das einfaktorielle Normalverteilungsmodell der Faktorenanalyse fiir eine Testperson und m Items
y=p+Lx+emitz~N(0O,®),e~N(@Op,,¥),zLe L:=1, und ¥:=3I,. (95)

Dann wird das Modell in Gleichung (95) auch als essentiell paralleles Testmodell bezeichnet. Im Sinne der klassischen

Testtheorie gilt fiir die wahren Werte Tj und 74, zweier Testmessungen j und k insbesondere, dass
Tj = ajk + T), wobei ajy i= p; — puy fiir alle j, k=1,...,m mit j + k. (96)

Fiir die Varianzen gilt
V() = V(7p)- (97)

Fiir die Messfehlervarianzen und die Varianzen der beobachteten Werte gilt auBerdem
V(ej) = V(eg) = ¥ und V(y;) = V(y)- (98)

Gilt in Gleichung (95) auBerdem, dass p = 0,,,, so wird das Modell als paralleles Testmodell bezeichnet. In diesem
Fall gilt insbesondere, dass
Tj =1 firalle j,k=1,...,m mit j # k. (99)
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis

Im Fall des essentiell parallelen Testmodells gilt, dass

Tj=pj+zund 7 = py, +a firalle j,k=1,...,m mit j # k. (100)

Dann gilt
T =M+ TS T =T — pg (101)

und damit
Tj= Myt T — Mg = B — g TR = Qg+ T (102)

Also ist die Funktion f: R — R, die T als Funktion von 7y, darstellt, eine linear-affine Funktion der Form

f(t) = aj +t furalle t € R. (103)
Entsprechend gilt
V(r;) =V(aji +13) = V(7). (104)
Aus U := oI, folgt auBerdem
V(ej) = V(eg) = 9. (105)

Mit y; = 7; 4+ €; und yj, = 7 + €, folgt damit

V(yj) = V(1)) + V(e;) = V(ri) + V(eg) = Viwg)- (106)
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Beweis (fortgesetzt)

Im Fall des parallelen Testmodells gilt unter der zusétzlichen Annahme u = 0,,,, dass

7j = und 7 =z fir alle j,k=1,...,m mit j # k. (107)
Damit gilt
Tj= Tk (108)

Also ist die Funktion f: R — R, die 7; als Funktion von 7, darstellt, die Identitatsfunktion

f(t) =t firalle t € R. (109)
Entsprechend gilt
V(7j) = V(7y)- (110)
Aus V¥ := oI, folgt auBerdem
V(e;) = V(eg) = ¥ (111)
Mit y; = 7; +&; und yp, = T + €}, folgt damit
V(y;) = V(75) + V() = V(7y) + V(eg) = V(yp)- (112)
[m]
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Modelle kongenerischer Testmessungen

Bemerkungen

® Essentiell parallele Testmessungsmodelle sind nicht parallel im strikten Sinn: Bei essentiell parallelen Testmes-
sungsmodellen gilt 7;; = p; + x;, wahrend parallele Testmessungsmodelle 7;; = x; =: 7; voraussetzen.

® Das zuvor definierte Modell paralleler Testmessungen ist im Allgemeinen nicht notwendigerweise normalverteilt;
das parallele kongenerische Testmessungsmodell ist eine normalverteilte parametrische Spezialisierung.

® Mit Personenindizes hat das parallele kongenerische Testmessungsmodell die Gestalt

(113)

Yij = ®; + €55 = T + €45 mit 7; 1=

® Weil €; ~ N(0,,,%I,,) gilt und die Messfehler unabhangig vom Faktorwert sind, sind die beobachteten Werte

bedingt auf 7; unabhangig, sodass
m
P(Wi1s - Yimlm) = [ [ Plyijlmi) (114)
J=1

zur Faktorisierung des zuvor definierten Modells paralleler Testmessungen kongruent ist.
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Reliabilitat

Testgutekriterium Reliabilitat

,Ein Test ist dann reliabel, wenn er das Merkmal, das er misst, exakt, d.h. ohne Messfehler misst. Vor dem
Hintergrund der Klassischen Testtheorie unterscheidet man die Retest-Reliabilitat, die Paralleltest-Reliabilitét, die
Testhalbierungs-Reliabilitat (Split-Half-Reliabilitdt) und die Innere Konsistenz eines Tests."

Moosbrugger & Kelava (2012), Kapitel 2

wUnter Reliabilitat wird die Genauigkeit einer Messung verstanden. Ein Testverfahren ist perfekt reliabel, wenn die
damit erhaltenen Testwerte frei von zufilligen Messfehlern sind. Das Testverfahren ist umso weniger reliabel, je groBer
die Einflisse von zufélligen Messfehlern sind*

Moosbrugger & Kelava (2012), Kapitel 6
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Reliabilitat

Testgiitekriterium Reliabilitat

Die Reliabilitat ist definiert als die quadrierte Korrelation von beobachtetem und wahrem Wert.

3

Anhand der Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen ergeben sich verschiedene Interpretationen.

Die Interpretation nach Moosbrugger & Kelava (2012) findet sich auch.

Messfehlerfreie Testmessungen sind allerdings sicherlich nur ein nicht zu erreichendes Ideal.

Wir betrachten zunichst die Reliabilitdt von Testmessungen im Modell multipler Testmessungen.

Allerdings ergibt sich dabei keine Méglichkeit, die Reliabilitdt von Testmessungen empirisch zu messen.

Zentral ist dann die Definition der Paralleltestreliabilitit. Diese ist empirisch messbar.

Bei der Retest-Reliabilitat handelt es sich um eine spezielle Paralleltestreliabilitat.

Innere Konsistenz und Split-Half-Reliabilitat betrachten wir im Abschnitt Interne Konsistenz.
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Reliabilitat

Definition (Reliabilitt einer Testmessung)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,

n n
P(T1j:Y1js -+ Trgo Ung) = L] P(ijs wij) = [ ] Plwijlmip)P(rs5) (115)
=1 i=1

i

wobei nach Definition des Modells gilt, dass
P(T14,y15) = - = P(Tpjs Ynj)- (116)
Die Reliabilitit der Testmessung j ist dann definiert als

R; = P(?/ijﬁﬁ‘j)z fiir ein beliebiges 1 <7 < n. (117)

Bemerkungen

® Vor dem Hintergrund des vereinfachten Modells der Klassischen Testtheorie schreibt man auch R = p(y, 7)?
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Reliabilitat

Bemerkungen (fortgesetzt)

Die Reliabilitat einer Testmessung ist als quadrierte Korrelation von beobachtetem und wahrem Wert definiert.

Mit —1 < p(y”, Tij) < 1 folgt direkt, dass 0 < R] <1.

® R; =0 impliziert p(yij, 7'1;]') = 0, also die Unkorreliertheit von beobachtetem und wahrem Wert.

® R; =0 impliziert also, dass der beobachtete Wert hinsichtlich des wahren Werts nicht aussagekréftig ist

® R; =1 impliziert p(y;;, 7;;) = +1, also die linear-affine Abhéngigkeit von beobachtetem und wahrem Wert.

. R]- = 1 impliziert also, dass der beobachtete Wert hinsichtlich des wahren Werts aussagekraftig ist.

Weil wahre Werte nur indirekt beobachtbar sind, wird eine alternative Form zu Reliabilitatsschatzung genutzt.
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Reliabilitat

Theorem (Eigenschaften der Reliabilitit einer Testmessung)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,
n
P(T15:Y1js -+ Trgs Ung) = |1 P@ijl7i)P(7s5)-
i=1

Dann gilt fir die Reliabilitat R; der Testmessung j, dass

_ Vlmy)
(1) Rj= V)

_ Vieij)
@) Ry=1= Viyij)

furalle 1 <i<mn.
Beweis

(1) Mit Aussage (5) von Theorem Eigenschaften beziiglich einer Testmessung gilt

L2

. Clyij» 7ij) Cly;j,7ij)% V(r;;)? V(7i;)

- o N2 VRN > "y _ ) _ Ly
Ry = plbigemig)” = (S(yi_z>8('fiy')>

(2) Mit Aussage (4) von Theorem Eigenschaften beziiglich einer Testmessung gilt dann weiter
Vlyig) = V(eyy) _ Vlyy)  Viey) V(eiy)

i)
L= J == = = .
Ri V(yi;) V(yij) V(y;j) (vi5) V(yj)

<

- V(y)V(Tij) — V(i )V(ri) — Vi)

(118)

(119)

(120)

O
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Reliabilitat

Bemerkungen

® Da 7;; und £;; nicht direkt beobachtbar sind, sind (1) und (2) nur von theoretischem Interesse.

® Die Reliabilitat einer Testmessung ist der Anteil der Varianz des wahren Werts an der des beobachteten Werts,

R; = = (121)

® lIst V(7;;) =0, so ist auch R; =0, ist V(g;;) = 0 soist R; = 1.
® Rj > 0 impliziert also, dass der wahre Wert eine von Null verschiedene Varianz (iiber Testpersonen) hat.

® Die Reliabilitat entspricht auch 1 minus dem Anteil der Varianz des Messfehlers an der des beobachteten Werts.
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Reliabilitat

Definition (Reliabilitit einer Paralleltestmessung)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,

n n
P(T1, Y1js - T Ung) = || P(7iswi5) = [ [ P(ra)P(yslms) (122)
=1 =1

wobei nach Definition des Modells gilt, dass
P(71,y15) = - = P(7y, Ynj)- (123)
Die Reliabilitit der Paralleltestmessung j ist dann definiert als

Rj = p(yij,ri)Q fiir ein beliebiges 1 < i < n. (124)

Bemerkungen

® In Bezug auf das vereinfachte Modell der Klassischen Testtheorie schreibt man auch hier R = p(y, 7)?
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Reliabilitat

Theorem (Paralleltestreliabilitat)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen. Dann gelten

1) R = ) firalle 1< j < m.

= Vi)
Vieg;) .. .
(2) Rj=1— V(’!}Z‘) firalle 1 <j<m.

(3) Rj = p(yij, vir) = Ry, fur alle 1 < j,k < m mit j # k.

Bemerkungen

Aussagen (1) und (2) sind analog zum Theorem der Reliabilitat multipler Testmessungen.

Aussage (3) des Theorems begriindet die Paralleltest- und Retestreliabilitatsschatzung.

3

Man sagt dazu vereinfachend, dass ,die Korrelation paralleler Testmessungen gleich ihrer Reliabilitat ist".

Zur Messung der Reliabilitdt nutzt man eine Schatzung der Korrelation zweier paralleler Testmessungen.

Die Klassische Testtheorie begriindet dieses Vorgehen durch Annahme von wahren Werten und Messfehlerwerten.
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Reliabilitat

Beweis

(1) Mit Aussage (5) Theorem Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen gilt

2
Cly;i,7; Clyzi, )% )2 .
R, = plygjomi)? = Wipmi) \ _ Cwipm)” V()2 V(m) (125)
S(yi;)S(75) V(yi V() V(yipV(m)  Viyig)
(2) Mit Aussage (4) von Theorem Eigenschaften beziiglich einer Testmessung gilt
R, - Vry) _ Vlwiy) =Vieig)  Vlyy)  Viey) 1 W(“:iﬂ' (126)
V(yij) V(y;5) V(yi;)  V(vij) V(yij)
(3) Mit Aussagen (2) und (5) von Theorem Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen gilt
V(r; C(Wijr vik) C(Wij> vik)
R; = \/(( f)) = AR = S = p(Yij> Vik) (127)
Yigh Vi) Vi) Vi) VY (k)
und dass ebenso e ) o )
V(7; Yij» Yik Yij» Yik
() _ W) Wi b (Wi i) (128)

R, = = = =
T Vi) T Vi) Vi) VW) P
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Reliabilitat

Normalverteilungsbeispiel

Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell paralleler Testmessungen. Firallei=1,...,n
seien in Wahrscheinlichkeitsdichteform, wobei wir der notationellen Einfachheit halber auf das ¢ Subskript verzichten

wollen,

p(t) = N(t;0,0%) und p(y1[t) == N(y1;t, 02) und p(ya|t) == N(ya; t, 02)

(129)

Fiir Person i gibt es also nur eine Zufallsvariable des wahren Werts fiir alle Testmessungen und die Propensitatsverteilun-

gen unterscheiden sich zwischen Testmessungen nicht.

Dann gilt zunachst mit dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen mit A :=1 und b:=0

0.2
p(t)p(y1lt) = p(t,y1) = N ((;1) ; (g) , (o‘é

und weiterhin mit A := (1 O) und b:=0
t 0 o2
p(t,y1)p(y2lt) = p(ty1,y2) = N | |1 || 0|, | oF
Y2 0 a2
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072. + 05) ) (130)
o2 o2
02 + 02 a2 (131)
o2 o24o?


https://www.ipsy.ovgu.de/ipsy_media/Methodenlehre+I/Sommersemester+2025/Allgemeines+Lineares+Modell/04_Normalverteilungen.pdf

Reliabilitat

Normalverteilungsbeispiel (fortgefiihrt)

Damit gilt dann durch Ablesen am Kovarianzmatrixparameter von p(t, y1,¥ys), dass

C(yq, o2 o2
Pyr,yp) = YD) _ T = 7 (132)

T NuDVV(a)  VoRtolyJoZtol ol+o?

Insbesondere gilt also auch fir j =1,2

2 912
_ s Clwpm \© Cypn?: () o2
Rj = plyj, )" = <S<yj>5<r> = VyVin) (02 aBiel T oReer Punv) (%)

Gilt also beispielsweise 02 := 1.0 und 02 := 0.2, so ergibt sich fiir die Paralleltestreliabilitat

1.0
1.0+0.2

Man beachte, dass es sich hierbei um eine auf Grundlage der Modellparameter bestimmte GréBe, nicht um eine

Rj = p(y;, )% = p(y1,y2) = ~0.83. (134)

basierend auf beobachteten Daten geschitzte GréBe handelt.
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Definition (Paralleltestreliabilitatsschatzer)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen fiir n Testpersonen und zwei Testmessungen j = 1,2,

n
P(T1, Y11, Y125 -+ Tn» Un1s Un2) = | | P(rs)Pws173)P(wsol 75) (135)

i=1

Dann wird der mit den Stichprobenmitteln

Lo Lo
gro=— > yipund o= — Y ypo (136)
nia (st

definierte Stichprobenkorrelationskoeffizient

- i r Wi *yl)(yzz Y2)
12 :
\/n T 2ieg (Win *y1>2\/ Sy Wiz — 52)?

Paralleltestreliabilitatsschitzer genannt und haufig mit r;; bezeichnet.

(137)

Bemerkungen

® R bietet mit der cor() Funktion eine Méglichkeit, Stichprobenkorrelationskoeffizienten zu berechnen.
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Normalverteilungsbeispiel (fortgefiihrt)

Simulation des Normalverteilungsbeispiels fir n := 30

p(t;) = N(t;;1,02) und P(Yijlti) == Nlyij; ti o2) fiir j = 1,2 mit 02 := 1.0 und o2 := 0.2 fir i =

n = 30 # Personenanzahl
m =2 # Testmessungsanzahl
sigsqr_tau =1 # wahrer Wert Varianz
sigsqr_eps = .2 # Messfehlervarianz
R_12 = sigsqr_tau/(sigsqr_tau+sigsqr_eps) # Paralleltestreliabilitat
Tau = matrix(rep(NaN, n) , nrow = n) # wahrer Wert Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # beobachteter Wert Array
E = matrix(rep(NaN, n#m), nrow = n) # Messfehler Array
for(i in 1:n){ # Personeniterationen
Taul[il = rnorm(1,1,sqrt(sigsqr_tau)) # wahrer Wert Realisierung fir j = 1,2
for(j in 1:m){ # Testmessungsiterationen
Y[i,jl = rnorm(1,Taulil,sqrt(sigsqr_eps)) # beobachteter Wert Realisierung
E[i,j] = Y[i,j] - Taulil}} # Messfehler Realisierung
r_12 = cor(Y[,11,Y[,21) # Reliabilitédtsschétzer
Paralleltestreliabilitat R_12 ¢ 0.8333

Paralleltestreliabilitatsschitzer r_12 : 0.8153
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Praxis der Paralleltestreliabilitatsschiatzung

Die Items einer Paralleltestform miissen gleichzeitig anders und 3hnlich zum Originaltest sein.

Je ahnlicher die Items, desto groBer sollte der zeitliche Testabstand sein, um Lerneffekte zu vermindern.

Je unihnlicher die ltems, desto kiirzer sollte der zeitliche Testabstand sein, um systematische Einflisse zu verringern.

Bei Leistungstests ist dies zum Teil méglich

® Fiir manche Aufmerksamkeits- und Schuleignungstests existieren Parallelformen
® Fiir manche Subtests von Intelligenztests existieren Parallelformen

Praktisch werden Teststichprobenmittel, -standardabweichungen, und -korrelationen bestimmt
Ahneln sich Stichprobenmittel und -varianzen bei hoher Korrelation, so schlieBt man auf Parallelitit

Bei Personlichkeitsfragebdgen oder klinischen Tests gestaltet sich dies eher schwierig

® Meist sind diese Tests gerade durch ihre speziellen Items charakterisiert

® Es missten groBe Pools dhnlicher Items existieren

Moosbrugger & Kelava (2012), Kapitel 6, Pospeschill (2022), Kapitel 6
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Praxis der Retestreliabilitatsschatzung
Derselbe Test wird an derselben Stichprobe zweimal durchgefiihrt.
Die Korrelation der Messwerte iiber beide Darbietungen wird berechnet und als 74; bezeichnet.

Es wird vorausgesetzt, dass die Annahmen des Modells paralleler Testmessungen gelten.

® Der wahre Wert einer Testperson bleibt iiber die Testmessungen hinweg konstant
® Die bedingten Varianzen der beobachteten Werte bleiben iiber Testwiederholungen konstant

Mégliche Anderungen der wahren Werte im Zeitverlauf

® Unsystematische Verdnderungen oder situative Faktoren, die iiber Testpersonen unterschiedlich ausgepragt
sind, wie z.B. interindividuell unterschiedliche Ubungseffekte, Tagesformen, instabile Merkmale oder Erin-
nerungseffekte verringern die Retestreliabilitdt. Kurze Test-Retest-Intervalle minimieren dabei unsystematische
Merkmalsverénderungen, aber maximieren Erinnerungseffekte und vice versa.

Systematische Veradnderungen oder situative Faktoren, die alle Testpersonen gleich betreffen, dndern die

Retestreliabilitat nicht. Im Modell der multiplen Testmessungen entspricht dies den hier nicht weiter vertieften

wesentlich T-dquivalenten Testmessungen.

Moosbrugger & Kelava (2012), Kapitel 6, Pospeschill (2022), Kapitel 6
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Potentielle Dynamiken wahrer Werte von n = 5 Testpersonen iiber Testmessungen

. Zeitich stabiles Merkmal B. Zeilich instabiles Merkmal

M\

Tost Rotost Tost Rotost
C. Systomatisher Effkt 0. Unsystematischer Efokt
S 6
5 '/- e
§34 ° . 3q - .
H - —
1 ‘/‘ 27 "
IR 14 -
T T T T
Tost Retost Tost Rotost
Zeitpunkt Zeitpunkt

Nach Pospeschill (2022), Kapitel 6

A Identische wahre Werte bei einem stabilen Merkmal = Hohe Reliabilitat
B Variierende wahre Werte bei einem instabilen Merkmal = Verringerung der Reliabilitat
C Identische linear-affine Transformation des wahren Werts = Hohe Reliabilitat
D Variable positiv linear-affine Transformation des wahren Werts = Verringerung der Reliabilitat
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Grundlagen

Das Modell multipler Testmessungen
Das Modell paralleler Testmessungen
Modelle kongenerischer Testmessungen
Reliabilitat

Interne Konsistenz

Itemanalyse

Selbstkontrollfragen
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Interne Konsistenz

Motivation

BDI-Il Interne Konsistenz (Hautzinger et al. (2006))

In Tabelle 2 sind bisherige Ergebnisse zur internen Konsistenz (Cronbach’s c) des BDI Il aufgelistet. In psychiatrischen
Stichproben lag die interne Konsistenz im Bereich von 0.89 < o < 0.94, in nichtklinischen Stichproben im Bereich
von 0.84 < o < 0.91.

Tabelle 2: Ergebnisse zur internen Konsistenz des BDI 11 aus internationalen Studien

Studie Stichprobe Cronbach’s o
Psychiatrische Stichproben

Beck et al. (1996) 500 ambulante Patienten %2
Beck, Steer et al. (1996) 140 ambulante Patienten 91
Steer et al. (1998) 840 ambulante Patienten 92
Steer et al. (1999) 210 ambulante Patienten 90
Steer et al. (2000) 130 stationéire Geriatriepatienten 89
Amau et al. (2001) 340 ambulante Patienten 94
Krefetz et al. (2002) 100 stationiire jugendliche Patienten (12-17 Jahre) 92
Kumar et al. (2002) 100 stationiire jugendliche Patienten (12-17 Jahre) 94
Krefetz et al. (2003) 200 jugendliche Paticnten (13-17 Jahre) 89
Nichtpsychiatrische Stichproben

Osman et al. (1997) 230 Studenten 90
Steer & Clark (1997) 160 Studenten 89
Dorios et al. (1999) 1022 Studenten 91
Whisman et al. (2000) 576 Studenten 89
Leigh&Anthony-Tolbert (2001) 36 taube Studenten 88
Grothe et al. (2005) 220 medizinische Ambulanzpatienten 90
Nichtenglischsprachige Stichproben

AlMusawi (2001) 200 arabische Studenten 84
Coelho et al. (2002) 775 portugiesische Erwachsene 89
Kojima et al. (2002) 766 japanische Erwachsene 87
Bonilla et al. (2004) 351 spanische Studenten 88
Ghassemzadeh et al. (2005) 125 iranische Studenten 87

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 83



Interne Konsistenz

Vorbemerkungen

yi; bezeichnete bisher die Zufallsvariable zur Modellierung des beobachteten Werts der jten Testmessung der iten
Testperson, wobei wir m Testmessungen j =1, ...,m und n Testpersonen ¢ = 1, ..., n angenommen haben.

= Wir haben bisher offen gelassen, ob mit der jten Testmessung ein Test oder ein Item gemeint ist.
= In diesem Abschnitt identifizieren wir die jte Testmessung nun mit dem jten ltem eines Tests.

Yij bezeichnet also nun die Zufallsvariable zur Modellierung des beobachteten Werts des jten Items der iten Testperson

in einem Test, wobei wir weiterhin m Items 5 = 1,...,m und n Testpersonen 7 = 1, ..., annehmen.

Insbesondere gehen wir davon aus, dass fiir jede Testperson eine Summe von beobachteten Werten durch Summation
iiber die Items eines Tests gebildet wird. Die Zufallsvariable zur Modellierung dieser Summe von beobachteten Werten

bezeichnen wir mit
m

Y=Y vy (138)
=

Wir fassen diese Voriiberlegungen in der Definition des m-Komponententestmodells zusammen.
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Interne Konsistenz

Definition (m-Komponententestmodell)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen fiir ¢ = 1, ..., n Testpersonen und j = 1, ..., m Testmessungen.

Fir i =1,...,n seien
O g5 6= Z;":l Yyij die Summe der beobachteten Werte und

o =" 7;; die Summe der wahren Werte.

% j=1
Dann heiBt die gemeinsame Verteilung der y,; und 7; fiir ¢ = 1,..., n mit der Faktorisierungseigenschaft
n n
P(T1s s T U1 o Un) = || Plriswi) = [ P(wslma)P(73) (139)
i=1 i=1
das m-Komponententestmodell, wenn gilt, dass
P(r1,y1) = = =P(7n, ¥n)- (140)

Bemerkung

® Die m Komponenten eines Tests entsprechen seinen m ltems.

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 85



Interne Konsistenz

Definition (Reliabilitaten von m-Komponententestmodellen)
Gegeben sei ein m-Komponententestmodell.

(1) Fiir j =1, ..., m ist die Reliabilitdt der jten Testmessung definiert als

V(rgy) .. . _ )
= fiir ein beliebiges 1 < i < n. (141)
V(yij)
(2) Die Gesamtreliabilitdt des m-Komponententestmodells ist definiert als
V(1
flm L G st 12 o, (142)
V(wi)

Bemerkung

® Die Definitionen nutzen die erste Umformung der im vorherigen Abschnitt genutzten Definition.

® In R]- gehen die Varianzen des jten wahren Werts Tij und jten beobachteten Werts Yij ein.

® In R gehen die Varianzen der Summe 7; der wahren Werte und der Summe y; der beobachteten Werte ein.

® Wenn das m-Komponententestmodell einen psychologischen Test bestehend aus m Items modelliert, dann
wird RJ auch [temreliabilitit des jten ltems und R Reliabilitit des Tests genannt.
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Interne Konsistenz

Cronbach’s a

Grundlage der Bestimmung von Cronbach’s « ist die Idee der Testhalbierungs-Reliabilitat

® Besteht ein Test aus vielen Items, so kann eine Testhilfte als Paralleltest der anderen angesehen werden.

® Die Korrelation der Testhalften ist dann ein MaB fiir die Paralleltestreliabilitat.

Die resultierende Testhalften-Korrelation ist aber nur die Reliabilitit eines Tests halber Lange

Grundsatzlich erhdht sich die Reliabilitat eines Tests paralleler ltems mit zunehmender Testldnge

® Die Varianz der Messfehler erhéht sich linear, da Messfehler nach Annahme unabhingig sind.

® Die Varianz der wahren Werte erhéht sich quadratisch, da wahre Werte nach Annahme kovariieren.

Die Split-Half-Korrelation muss also auf die volle Testldnge aufgewertet werden.
® Dies ist mit der von Spearman (1910) und Brown (1910) entwickelten Formel méglich

Man kann einen Test natiirlich auch in mehr als zwei Teile teilen und alle Paralleltestkorrelationen bestimmen.
® Cronbach’s « bildet die Situation ab, in der alle Items als Paralleltests betrachtet werden.

Wir betrachten in der Folge die Spearman-Brown Formel und ihre Eigenschaften als Spezialfall von Cronbach’s .
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Definition (Cronbach’s «)
Gegeben sei ein m-Komponententestmodell. Dann heiBit

m (1 B Z;n:l V(yij)

m—1

fiir beliebiges 1 <i<n
V(y;) )

Cronbach’s o oder Koeffizient .

Bemerkungen

. V(yl-]-) ist die Varianz der beobachteten Werte fiir Testpersonen ¢ = 1,...,n und ltems j =1, ...

® V(y;) ist die Varianz der Summe der beobachteten Werte fiir Testpersonen i =1,...,n.
® Die Formel wurde durch Cronbach (1951) als Coefficient cx popularisiert
® Frithere Anwendungen finden sich zum Beispiel in Hoyt (1941) und Guttman (1945)
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Interne Konsistenz

Bemerkungen (fortgesetzt)

® Da nach Annahme des Modells multipler Testmessungen die Verteilungen der beobachteten Werte iiber Personen
identisch sind, wird Cronbach’s @ haufig auch geschrieben als

m Z;‘i] V(y;)
a=—"_[1-=2L 28 (144)
m—1 V(y)
® Zum Verstdndnis von « unterstellen wir im Folgenden, dass die Anzahl der Items hoch, also 77‘1"11 ~ 1 ist.
® Nach Theorem Varianz einer Linearkombination gilt dann allgemein
m—1 m
V(y) = ZV v +23 > Clypup) (145)
J=1 k=j+1
® Sind die beobachteten Werte in diesem Fall (marginal) unabhingig, so gilt
Clyj,yp) =0 firalle 1 <j,k<m (146)

® Bei groBem m und Unabhingigkeit der beobachteten Werte gilt also
ST Vyy) T Vi)
a~1-[1- 202 =([1-=L——]=0 (147)
( V) SV,
® Induziert ein gemeinsamer wahrer Wert andererseits marginale Kovarianzen C(yj, yi) > 0, so folgt

m—1 m Zm \/(yj)
Zwy] +2> Y Clyjme) >>Z\/yj W@Oéd%l (148)

j=1 k=j+1
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Theorem (Cronbach’s « und Gesamtreliabilitat)
Gegeben sei ein m-Komponententestmodell mit Gesamtreliabilitait R. Dann gilt fiir Cronbach’s «, dass
a <R (149)

und Gleichheit tritt insbesondere dann ein, wenn die Testmessungen des m-Komponententestmodells parallel sind.

Bemerkungen

® Cronbach’s « ist eine untere Grenze fiir die Gesamtreliabilitit eines m-Komponententestmodells.

® Die Gesamtreliabilitdt eines m-Komponententestmodells ist mindestens so groB wie Cronbach’s «.

® Die Gesamtreliabilitat eines m-Komponententestmodells kann gréBer als Cronbach’s « sein.

® Fiir parallele Testmessungen (ltems) ist die Gesamtreliabilitit eines m-Komponententestmodells gleich a.
® Der Beweis des Theorems geht unter anderem auf Novick & Lewis (1967) zuriick.
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Beweis
Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir auf die explizite Auszeichnung der Testpersonen ¢ = 1,...,n und
setzen
m m
Y= i Ty = Ty = gy und 7= YTy (150)
=1 j=1
sowie m
V(r) m 25 V(y;))
=—~uda=——|[1— ————|. (151)
V(y) m—1 V(y)

Wir gehen in vier Schritten vor.

(1) (Summendarstellung) Wir schreiben zunichst die Summe von m Zahlen um. Speziell gilt fiir reelle Zahlen

Ty eee Ty, dass

Yor= LS S . (152)
2 2,2
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Beweis

Anstelle eines Beweises betrachten wir den Fall m := 4. Dann gilt

3 4 4 4
IPICISIE ( ) ORCEEEES SR o <T3+Tk.>>
.5

k=1+1 k=2+1 k=3+1

4 4 4
(Z<n+m+2w+m > mm)
k=2 k=3 k=4

(1 +72) + (11 +73) + (11 + 74) + (T2 + 73) + (T2 + 74) + (T3 + 74))

w| =
w \

Wl

(153)
(ri+m+7)+(o+7mo+m)+ (3 +73+73) + (14 +74+74))

=Wl Wl

=3 (371 + 379 + 373 + 374)

=T1+Tag+ T3+ Ty

4
= ij
Jj=1
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Beweis (fortgefiihrt)

(2) (Kovarianzungleichung fiir den wahren Wert) Wir leiten nun im Modell multipler Testmessungen eine Ungleichung
her. Dazu betrachten wir im Modell multipler Testmessungen die Varianz der Differenz zweier wahrer Werte 7; und
Tk. Mit Theorem Nichtnegativitit der Varianz und Theorem Varianzen spezieller Linearkombinationen ergibt sich

V(1 — 1) 2 0% V(1) + V(1) — 2C(7;, T) 2 0 V(1) + V(1) = 2C(75, 7%) (154)
Weiterhin ergibt sich fiir beliebige 1 < j, k < m parallele Testmessungen, dass
V(7 =) = V(£(m1) = fre(r1)) = V(1 — 1) = V(0) = 0. (155)
In diesem Fall ergibt sich in obiger Ungleichung und ihrer Anwendung im Folgenden also Gleichheit.

(3) (Varianzungleichung fiir die Summe wahrer Werte) Wir betrachten nun die Varianz der Summe der wahren Werte
im m-Komponententestmodell. Mit Theorem Varianz einer Linearkombination der Summendarstellung, aus (1) und

der Kovarianzungleichung fiir den wahren Wert aus (2) ergibt sich zunichst
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Beweis (fortgefiihrt)

*ZV(TJ +22 z Clrj, )

=1 k=j+1
1 m—1 m m—1 m
e Z (V(‘rj)+\/(7’k)) +2 Z Z C(7j, )
j=1 k=j+1 J=1 k=j+1
1 m—=1 m m—=1 m
mel Z 2C(7j, 1) Z Z 2C(7j, 1)
=1 k=j+1 =1 k=j+1
et m (156)
1
:(m71+1> 3 20(r,7)
J=1 k=j+1
1 m—1 m—1 m
7(m71 mfl) 2C(mj )
J=1 k=j+1
1+m—1"
R Z 3 2l
J=1 k=j+1
m—1 m

I
dE
g/
1]
S
3
2
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Beweis (fortgefiihrt)

Mit Aussage (5) von Theorem Eigenschaften beziiglich zweier Testmessungen und wiederum mit Theorem Varianz

einer Linearkombination gilt dann

m M=l om
V(r)z :{: jg: 2C(75, 73,)
J=1 k=j+1
m m—1 m
=7 Z > 2C(yji )
J=1 k=j+1

(157)

<

(5] £rw)

om
T m-—1
m

- (waWw))

J=1
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Beweis (fortgefiihrt)

(4) (Gesamtreliabilitit) Wir betrachten schlieBlich die Gesamtreliabilitit im m-Komponententestmodell. Es ergibt sich

R=

[\

Y(r)
V(y)
m (V(y) =XV (yj))
V(y)

m_(V(y) S V(v) (158)
m—1\ V(y) V(y)

m 1 27;1 v (yj)
m—1 V(y)
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Definition (Cronbach’s o Schatzer)

Gegeben sei das m-Komponententestmodell mit beobachteten Werten Yij fir ¢ = 1,...,n Testpersonen und
j=1,...,m Testkomponenten (Items). Dann ist ein Schétzer fiir die Varianz des jten Items gegeben durch
1 & 2 1 &
2 . U it Y= — ..
85 =7 z; (wij— ;)" mitg;:= " z;yw (159)
&= =

und ein Schatzer fiir die Varianz der Testsummenscores ist gegeben durch

m

y 2 mit y; = Zy,j und y = Zy, (160)

m 2

~ m Zj:lsi
=2 _([1==E1L). 161
a mfl( S2 (161)

Bemerkung

® Zur frequentistischen Verteilungstheorie dieses Schiatzers, siehe z.B. Kristof (1963), Feldt (1965), Feldt et al.
(1987), Van Zyl et al. (2000), Yuan & Bentler (2002).
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Simulation im Modell paralleler Testmessungen

n:=30,m := 21 mit P(1;) := N(1,1), P(y;;|7;) :== N(7;,4) firi=1,...,n,j=1,..,m.  (162)

a = (@/(m-1))*(1 - (siv/vsi))

Direkte Berechnung von Cronmbach's alpha

library (psych) # R Paket zur Testanalyse
set.seed(0) # Reproduzierbarkeit
n =30 # Personenanzahl
n =21 # Itemanzahl
mu =1 # Wahrer Wert Erwartungswertparameter
Tau = matrix(rep(NaN, n), nrow = n) # Wahrer Wert Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Beobachteter Wert Array
for(i in 1:n){ # Iteration iiber Testpersonen
Tau[i] = rnorm(1, mu, sqrt(1)) # Wahrer Wert Realisierung
for(j in 1:m){ # Iteration iiber Items
Y[i,j] = rnorm(1, Taul[il, sqrt(4))}} # Beobachteter Wert Realisierung
vsi = var(apply(Y, 1, sum)) # Stichprobenvarianz der beobachteten Wert-Summen
siv = sum(apply(Y, 2, var)) # Summe der Item-Stichprobenvarianzen
#
#

alpha(Y, warnings = F)

)
o
"

Cronbach's alpha (manuell) : 0.866
Cronmbach's alpha (psych) : 0.866

Berechnung von Crombach's alpha mit psych
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Theorem (McDonald's einfaktorielles essentiell kongenerisches w)
Gegeben sei das essentiell kongenerische Testmodell. Dann gilt fiir die Gesamtreliabilitdt R, dass
2
(Sfab) @
2
(Tl y) @+ TR, v

und wird als McDonald's einfaktorielles kongenerisches w bezeichnet.

R= (163)

Bemerkungen

® Neben dem obigen w gibt es auch ein hierarchisches wj, und ein totales w;
® wy, und w; basieren auf hierarchischen Testmodellen, die hier nicht behandelt werden.
® Offenbar ist zur Berechnung von w eine Schitzung der Faktorenanalysemodellparameter nétig.

® Unterschiedliche Faktorenanalysemodellparameterschitzer kénnen zu unterschiedlichen w-Schatzwerten fiihren.
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Interne Konsistenz

Beweis

Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir wie im Abschnitt Modelle kongenerischer Testmessungen auf die

Auszeichnung der Testpersonen durch Subskripte ¢ = 1, ..., n. Es gilt dann fiir die Gesamtreliabili

BRGHE V(S )
R= Vo) = m (164)

Wir betrachten zunachst die Varianz der Summe der wahren Werte. Mit der Definition der wahren Werte im essentiell
kongenerischen Testmodell und Theorem Kovarianz von Linearkombinationen von Zufallsvariablen gilt, dass

v (;TJ) =V (Z (H:'*ljﬂ”))

=1
m m
=v (Zu,+lez>
J=1 J=1
m m m m
:C( uj-%—Zl]w,Zuj-%—leac)
=1 =1 =1 =1 (165)
m m m m
:C(Z[IJ+ lj.’IJ,Z/Lk‘FZlkT)
g=1 =1 k=1 k=1
m m
=C (Z Lz, Z lkz>
=1 k=1
m.m
=3 > LilC(=, @)
j=1k=1
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Interne Konsistenz

Beweis(fortgefiihrt)

Weiter gilt dann

m

(l]-lkC(w,x)>)

5
= »m <m (lﬂm@))
(

(166)
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)

Weiterhin gilt fiir die Varianz der Summe der beobachteten Werte mit Theorem Kovarianz von Linearkombinationen

von Zufallsvariablen und wiederholter Anwendung von Theorem Kovarianz bei paarweiser Addition

(EnEm)

¢ (yjome) (167)

[l

Ms

<.
I
—

o
NgE!

Il
—
.
3|
—

C (‘rj +E5, Tk +sk)

INgERiNgEn
T

<
Il

==
I

—

Mz

(C(Tj,7k> +C(7j,ex) + Clej, Tr) + C(Ej,&‘k)) .

Fiir die verbleibenden Kovarianzen gilt mit der Definition der wahren Werte im essentiell kongenerischen Testmodell,

wiederum unter Anwendung von Theorem Kovarianz von Linearkombinationen von Zufallsvariablen, dass
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)

C(7j, ) = Clpj + Lz, py + ) = Uil Clz, @) = Ll V(z) = Ll @ fir alle j,k mit 1 < j,k<m (168)

C(7j,ex) = Cluy + 1z, ep) =1;C(z,ep) =0 fir alle j,k mit 1 < j, k<m (169)
Clej, i) = Clej, pp + lpx) = [C(ej, ) = O fur alle j, k mit 1 <j,k<m (170)
sowie
0 firj#k
Clej,ex) = Clejrep) = { L (171)
P, firj=k
Entsprechend folgt
m m.om
v (Z yj) =33 " (Clrjy i) + Clrjrex) + Clejo i) + Clejrer))
J=1 J=1k=1
m m
=33 (Llk® +0+0+Clej,ep))
J=1k=1
m m m m (172)
= (1Lle®) + > Clejien)
=1k=1 =1k=1
m 2 m
= <sz) D+ ;.
J=1 J=1
Durch Einsetzen von Zahler und Nenner in die Definition der Gesamtreliabilitat ergibt sich schlieBlich
2
V(X" T Mo @
_ ( ]1.7): ( J1./) (173)

V(S v) (xr, z_,-)z e+YT W
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Interne Konsistenz

Schétzung von w in obigem Normalverteilungsmodell paralleler Testmessungen

# McDonald's einfaktorielles kongenerisches Omega mit psych

library (psych) # psych

psycho = omega(Y, nfactors = 1, plot = FALSE) # Einfaktorielle Omega-Berechnung mit psych

L_p = as.numeric(psycho$schmid$sl[, 1) # Faktorladungsmatrixschitzer

Psi_p = as.numeric(psycho$schmid$sll, "u2"]) # Fehlerkovarianzmatrixschitzer

Phip =1 # psych Standardisierung

omega_f = ((sum(L_p)~2)*Phi_p)/((sum(L_p)~2)*Phi_p+ sum(Psi_p)) # Omega fiir \Phi := 1 und die obigen Schétzer
omega_p = psycho$omega.tot # direkte Extraktion von Omega aus psych Ausgabe

# McDonald's einfaktorielles kongenerisches Omega mit lavaan

library(lavaan) # lavaan

colnames(Y) = paste0("y", 1:m) # Itemnamen fiir lavaan

model = paste0("y =~ ",paste(colnames(Y), collapse = " + ")) # Einfaktorielle CFA Spezifikation fir lavaan
fam = cfa(model, data = as.data.frame(Y)) # Schétzung der CFA mit lavaan

theta_l = lavInspect(fam, what = "est") # Extraktion geschitzter Parameter

L1 = theta_l$lambda # Faktorladungsmatrixschatzer

Phi_1 = theta_l$psi # Faktorvarianzschétzer

Psi_1 = theta_l$theta # Fehlerkovarianzmatrixschétzer

omega_l = (sum(L_1)"2+%Phi_1)/(sum(L_1) 2%Phi_l+sum(Psi_1)) # Omega fiir die obigen Schitzer

McDonald's einfaktorielles kongenerisches Omega (psych) : 0.87
McDonald's einfaktorielles kongenerisches Omega (Formel) : 0.87
McDonald's einfaktorielles kongenerisches Omega (lavaan) : 0.868
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Interne Konsistenz

Theorem (Spearman-Brown-Formel)

Gegeben sei ein m-Komponententestmodell mit parallelen Testmessungen, Reliabilitdit R und Komponentenreliabilitaten
Ry, ...,R,,. Dann gilt
mRy

Re ——l___
1+ (m—1)Ry

(174)

Bemerkungen

Die Testhalbierungsreliabilitat ergibt sich als der Spezialfall m = 2.

Sei dazu Ry die durch p(y;1,¥y;2) gegebene Paralleltestreliabilitit. Fiir die Gesamttestreliabilitat ergibt sich

2-Ry 2p(Yi1, Yiz)

= = 175)
1+@2-DRy 1+ p(y1,yi2) (
® Fir Ry = 0.7 ergibt sich beispielsweise
2-0.7
R=—"—- ~0.82 176
1+0.7 (176)
® In der Praxis unterscheidet man folgende Methoden zur Testhalbierung:
® Odd-Even: Eine Testhélfte besteht aus den ungerade, die andere aus den gerade nummerierten Items

Zeitpartitionierung: Der Test wird in zwei Abschnitte geteilt, deren Bearbeitung die gleiche Zeit beansprucht.

Itemzwillinge: Es werden Itemzwillinge konstruiert und zufallig einer der Testhalften zugeordnet.
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Interne Konsistenz

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass nach Theorem Cronbach’s o und Gesamtreliabilitdt und durch Annahme paralleler

oM <172]‘:1V(yj>) (a77)

Testmessungen gilt, dass

m—1 V(y)

(1) (Summe der Varianzen der beobachteten Werte bei Parallelitit) Nach Theorem Eigenschaften des Modells paralleler
Testmessungen sind die Varianzen aller beobachteten Werte iiber Testmessungen bei parallelen Testmessungen identisch.

Es gilt also
> Vi) = > Viyn) = mV(yy) (178)
Jj=1 Jj=1
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)
(2) (Varianz der Summe der beobachteten Werte bei Parallelitit)

Mit Theorem Varianz einer Linearkombination gilt

72\’31] +2Z Z Cly;,vr)

j=1 k=j+1
() & m=1 m
=Y Vly)+2 Z > Cyiv2)
J=1 7=1 k=j+1
m—1 m
=mV(y1) +2C(y1,p0) Y, D, 1 (179)
j=1 k=j+1
(b) m(m—1)

= mV(y1) +2C(y1,y2) 3

=mV(yy) + mim —1)p(y1, y2)VV(y1)vVV(y2)
2 mV(yy) +m(m — 1)p(y1, y2)vV/V (1) VV(y1)

@ V(yy) + mlm — DR V(g)

=mV(yy) (1 +(m—1)Ry)
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)

Dabei gilt

. Li) mit Aussage (5) von Theorem Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen, dass
Clyj,yr) = V(7) fir alle j,k mit 1 < j,k<m (180)

also, dass die Kovarianzen der beobachteten Werte beliebiger Paare paralleler Testmessungen identisch und
damit insbesondere identisch zu C(y1, y2) sind,

b)
. L: mit der unter (4) per Induktionsbeweis gezeigten Identitit

m—1 m
SPEES oo
J=1 k=j+1

(c
. :) mit Aussage (2) von Theorem Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen,

(d
® = mit Aussage (3) von Theorem Paralleltestreliabilitat
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)
(3) (Einsetzen in Cronbach’s o)

Einsetzen ergibt dann

V(y)

o _m (1722;&@_»)

- m¥(yy)
! m\/(yl)(lJr(mfl)Rl))

1
1= 1+(m71)R1)
1+ (m—1)Ry 1 ) (182)

1+(m—-1)R; 1+(m—1)Ry

1+(m—1)R;—1
1+ (m—1)Ry

I
3
e e N

. m (m—1)Ry
T m—1 1+(m-1R,
_ mRy

T IH(m-1DRy
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)
(4) (Induktionsbeweis der Doppelsummenform)
Es bleibt zu zeigen, dass

=P, (183)

2 12 2 2 22-1)
ZI:ZZI:ZI:ZI:I:T P, (184)

Zu Demonstrationszwecken betrachten wir auch m := 3. Hier gilt

3-1 3 2 3 3 3 3 3 3(3 — 1)
Sa = - - - _3_°0"Y _p
S50 SRTD 3 SR T SETED T SEES SYEEIE L
J=lk=5+1  j=lk=jt+1 k=11 k=2t : ;
(2) Induktionsschritt: Es gelte nun fiir ein m > 2

m—=1 m

-~ ~ m(m—1)
Sm* Z Z 1*#

=1 k=j+1

Il
o)

m (186)
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)

Dann gilt nach Definition fiir m + 1

m+1-1 m+1

Smi1i= », >, 1

J=1 k=j+1
m m+l
::2{3 ji: 1
J=1k=j+1
m—1 m+1 m+1
i+ >

Jj=1 k=j+1 k=m+1

(’"f b 1) a1

=1 k=j+1

(187)
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Interne Konsistenz

Beweis (fortgefiihrt)

Dann aber gilt nach der Induktionsschrittannahme

Smt1=Sm +m

=P, +m

m(m—1)
2
m(m—1) 4 2m
2 2
m(m—1)+2m
2
m2 —m+2m
2
m2+m
2
m(m+1)
2
(m+1)((m+1)—1)
2

+m

(188)

m+1
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Interne Konsistenz

Normalverteilungsbeispiel

Wir betrachten den Fall eines m-Komponententestmodells mit m parallelen Testmessungen. Fir alle i =1,...,n

seien in Wahrscheinlichkeitsdichteform, wobei wir wiederum auf das Subskript 7 verzichten wollen
pty) == N(t1;1,02),tg = t1, ooty =15 (189)
sowie
p(y1lt1) = N(y1;t1,02), ..o, (ymlt1) = N(ymst1,02) (190)

Per definition gilt im m-Komponententest mit parallelen Testmessungen fiir die Gesamtreliabilitat

m
_vin _V(Zham)
Rim ) - (1on)
Vov(ST )
Fiir den Zahler halten wir fest, dass mit der Identitidt der wahren Werte im Modell paralleler Testmessungen gilt

\% (i Tj) =V (i Tl) =V (mr) =m?V(r) = m2c2 (192)

J=1 J=1

=
3

<
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Interne Konsistenz

Normalverteilungsbeispiel (fortgefiihrt)

Fiir den Nenner betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der gemeinsamen Verteilung von 71, Y1, ..., Y,
die in Generalisierung des im Abschnitt Reliabilitdt betrachteten Normalverteilungsbeispiels die folgende Form hat:

ty 1 UZ U,zr 07%
1 o2 o240 o2
Pt Y1, Um) = N y} T I Y N (193)
ym/ \1J \o? o2 . ol+ol

Um nun die Varianz der Summe der beobachteten Werte zu bestimmen, bestimmen wir mithilfe des Theorem

zur linear-affinen Transformation eines normalverteilten Zufallsvektors die Kovarianzmatrix des durch die Matrix

A= (O 1 .. 1) € RIX(m+1) transformierten Zufallsvektors (T15Y1s-ees ym)T, also die Kovarianzmatrix
von
T1
m
Syi=(0 1 .. |¥" (194)
J=1 :
Ym
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Interne Konsistenz

Normalverteilungsbeispiel (fortgefiihrt)

Es ergibt sich

012, 012, 03 0 0
(0 1 1) o‘% o‘% + a? ‘ 672— = (ma,z. ma72. + ag moz + Ug) .
B S YA 1
=m (mo’% + a?)
= TI’LQO'E + mag
Fiir die Gesamtreliabilitat ergibt sich folglich
_Yo _ V(S5 m) - m?d? (195)
V(y) v (27/’;1 Z!j) m202 + mo2
Gilt also beispielsweise 02 := 1.0 und o2 := 0.2, so ergibt sich fiir R bei m := 21 parallelen Testmessungen
2
N (21)2(-211.)0 ;;; 02 44141142 = 0.990566 (196)

Basierend auf der im Abschnitt Reliabilitdt bestimmten Itemreliabilitat Ry = Q ergibt sich mithilfe der Spearman-

Brown-Formel dasselbe Ergebnis

mRy

I}

1.
21- +9

R =
1+(m71)R1

= 0.990566. (197)

2
1+20- -0
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Interne Konsistenz

Normalverteilungsbeispiel

n = lel
m =21
k =2
sigsqr_tau = 1

sigsqr_eps = 0.2

R_1 = sigsqr_tau/(sigsqr_tau + sigsqr_eps)

R = ((m~2)*sigsqr_tau)/(((m~2)*sigsqr_tau + m*sigsqr_eps))
SBF = (m*R_1)/(1 + (m-1)*R_1)

Tau = matrix(rep(NaN,n) , nrow = n)

Y = array(NaN, dim = c(n, m, k))

for(i in 1:n){
Tauli] = rnorm(1,1,sqrt(sigsqr_tau))
for(t in 1:k){
for(j in 1:m){

Y[i,j,t] = rnorm(1,Taulil, sqrt(sigsqr_eps))}}}

R_tt = cor(apply(Y, c(1, 3), sum))[1,2]

Itemreliabilita
Gesamtreliabilit&t nach Normalverteilungsbeispiel :
Gesamtreliabilitét nach Spearman-Brown-Formel

Korrelation der Summenscores iiber Paralleltests

Anzahl Testpersonen
Anzahl Testmessungen
Anzahl Testwiederholungen
Varianz der wahren Werte
Varianz der Messfehler
Itemreliabilitat

Gesamtreliabilitdt nach Beispiel

L A B

Gesamtreliabilitdt nach SB-Formel

# Initialisierung wahre Werte

*

Initialisierung beobachtete Werte

*

Iteration iiber Testpersonen

# Realisierung wahrer Werte pro Testperson

*

Iteration iiber parallele Testwiederholungen

*

Iteration iiber parallele Testmessungen

# Realisierung beobachteter Werte

*

Korrelation der Summenscores

0.8333333
0.990566
0.990566
0.9940101
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Grundlagen

Das Modell multipler Testmessungen
Das Modell paralleler Testmessungen
Modelle kongenerischer Testmessungen
Reliabilitat

Interne Konsistenz

Itemanalyse

Selbstkontrollfragen
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Itemanalyse

Definition (Vereinfachtes m-Komponententestmodell)

Gegeben sei das vereinfachte Modell multipler Testmessungen fiir j = 1, ...m. Dann heiBt die gemeinsame Verteilung

der y; und 7; mit der Faktorisierungseigenschaft

m
P(T1s oo T Y15 -0 Um) = P71, o0 Tm) [ P(wsl7y) (198)
J=1
das vereinfachte m-Komponententestmodell und die beobachteten Werte vy, ..., y,,, der Testmessungen die /tems

des m-Komponententestmodells. Weiterhin bezeichnen wir mit

¢ y=y"

j=1Yi den Summenscore und

C p= Z;’;l 7; die Summe der wahren Werte

Bemerkung

® Im vereinfachten m-Komponententestmodell wird die Testperson ¢ nicht ausgzeichnet.
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Itemanalyse

Definition (ltemkennwerte)
Gegeben sei das vereinfachte m-Komponententestmodell und eine Zufallsvariable u. Dann heiBen
o [E(yj) die Schwierigkeit des j-ten Items,

® V(y;) die Varianz des j-ten Items,

S(yj) die Standardabweichung des j-ten Items,

p(yj, yp.) die Korrelation zwischen dem j-ten und k-ten Item,
® p(yj,y) die Trennschirfe des j-ten ltems

® Rji= p(rj,yj)2 die Reliabilitit des j-ten Items

Bemerkung

® Es handelt sich im Wesentlichen um die iiblichen Definitionen von Kennwerten von Zufallsvariablen.
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Itemanalyse

Theorem (Erwartungswert und Varianz eines Summenscores)
Gegeben sei das vereinfachte m-Komponententestmodell. Dann gelten
(1) E@y) =7, Ey))

@) V() = X7 Vi) + 257 S0 e k) S(;)S (k)

Beweis

Die Aussage (1) ergibt sich unmittelbar aus Theorem Erwartungswert bei linear-affiner Kombination Fiir die Aussage

(2) gilt mit Theorem Varianz einer Linearkombination, dass

m m—1 m
Vy) =Y V) +2 >, > Clyjuk) (199)
=1 et

Die Definition der Korrelation liefert dann die gewiinschte Aussage, da

Cly;,
(Y, uk) = % < Clyj, yr) = p(yj: y£)S(y;)S(yk) (200)
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Itemanalyse

Theorem (Spearman-Brown-Formel in mittlerer Inter-ltem-Korrelationsform)

Gegeben sei das vereinfachte m-Komponententestmodell mit parallelen Items und Inter-Item-Korrelationen p(yj, Yi) =

p fir alle 5,k mit 1 < j,k < m und j # k. Sei weiterhin

1 e, o 2 m=1 m
T mZom Z > Pl k) = mZ—m 2 > plyj vk) (201)
J=lk=1 j=1 k=j+1
k#j
die mittlere Inter-ltem-Korrelation. Dann gilt
mp
R=1+m-17 202
1+ (m—1)p (202)

Bemerkungen

® Es handelt sich um Gleichung (1) in Smith et al. (2000).
® p berechnet die mittlere Inter-ltem-Korrelation nur iiber ltempaare mit j # k.
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Itemanalyse

Beweis

Wir halten zunéchst fest, dass durch Vernachlissigung des Personenindex ¢ mit Theorem Paralleltestreliabilitat fiir die
Reliabilitdt des j-ten Items gilt, dass

R; = p(yj, y) = Ry fir alle j,k mit 1 < j,k<mund j#k (203)

also insbesondere auch
Py, yk) =Ry fiir alle j,k mit 1 < j,k<mund j#k (204)

Die mittlere Inter-ltem-Korrelation ergibt sich dann zu

m.om 1 m m 1
p= ZZPijyk mZZRlzm‘(mz—m)Rlle (205)
m = 1t L it

k#j
Aus der Spearman-Brown-Formel fiir parallele Testmessungen ergibt sich dann unmittelbar die gewiinschte Aussage,

da mit Theorem Spearman-Brown-Formel fiir parallele Testmessungen gilt, dass

mRy mp
R= = = 206
1+(m—1)R; 1+(m—1)p (206)
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Itemanalyse

Theorem (Vollversions-Kurzversions-Korrelation)

Seien
I, :={1,..,m}, I} C I,,0 < || < || (207)

die Itemindexmengen einer Vollversion und einer Kurzversion eines vereinfachten m-Komponententestmodells. Die
Mengen beobachteter Werte separater Realisierungen der Vollversion und der Kurzversion seien definiert als

Yy ={yyj i€ L}, Yi = {yxj | 5 € I} (208)

Die zugehérigen Summenscores seien definiert als

Yy = D Yupr ¥k = D Yk (209)

Jely JeIy

Die zugehérigen Mengen wahrer Werte seien definiert als

Ty :={1yjlj€ I}, T = {1y | j € Iy} (210)
Fiir die Summen der wahren Werte gelte
TVE Y T k= ) T Py, i) = 1 (211)
jely Jely

Die Summenfehlerwerte der Vollversion und der Kurzversion seien definiert als
Ey =Yy — Ty, €k = Yk — Tk- (212)

Weiterhin gelte bei separaten Realisierungen der Vollversion und der Kurzversion

C(7y,ex) = 0,C(7y, €y) = 0,C(ey, €x) = 0. (213)
Die Reliabilitdten der Vollversion und der Kurzversion seien mit Ry, bzw. Ry bezeichnet. Dann gilt
P(Yvs Yi) = VRkRy- (214)
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Itemanalyse

Beweis
Mit den Annahmen des Theorems, Theorem Kovarianz bei paarweiser Addition, Theorem Symmetrie der Kovarianz

und Definition Reliabilitdten von m-Komponententestmodellen gilt, dass

P(Yys yi) = 75%%)”?1‘))
~ C(ry + ey, T tex)
S(yv)S(yk)
_ C(ry, 1) + C(ry, £1) + Cley, i) + Cley, €1)
S(yv)S(yik)
_ Cv,mid)
S(yv)S(yi)
_ Clvmd)  S(ry)S(mi) (215)
S(yv)S(yk)  S(7y)S(7i)
_ C(Tvﬁk) S(ry) S(Tk)
" S(r)S(m) S(wy) Sy
T T Tk
v ) V(yv V(yy)
1 SRR
= VR Ry
[m}
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Grundlagen

Das Modell multipler Testmessungen
Das Modell paralleler Testmessungen
Modelle kongenerischer Testmessungen
Reliabilitat

Interne Konsistenz

Itemanalyse

Selbstkontrollfragen

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 125



Selbstkontrollfragen |

. Skizzieren Sie die Klassische Testtheorie und ihre Bedeutung fiir die Fragebogendatenanalyse.
. Geben Sie die Definition eines bedingten Erwartungswerts wieder.

. Geben Sie die Definitionen von wahrem Wert, beobachteten Wert und Messfehler wieder.
Erlautern Sie den Begriff der Propensitatsverteilung im Kontext der Klassischen Testtheorie.

. Geben Sie die Definition des Modells multipler Testmessungen wieder.

Erldutern Sie das Modell multipler Testmessungen.

. Geben Sie die Definition des Vereinfachten Modells der Klassischen Testtheorie wieder.
Erldutern Sie das Vereinfachte Modell der Klassischen Testtheorie.

. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften beziiglich einer Testmessung wieder.

Erldutern Sie das Theorem zu den Eigenschaften beziiglich einer Testmessung.

[Erea—
H O ©O®NO U A WN R

. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften beziiglich zweier Testmessungen wieder.

-
g

Erlautern Sie das Theorem zu den Eigenschaften beziiglich zweier Testmessungen.

=
Rl

Erlautern Sie den Begriff der parallelen Testmessungen.
Erlautern Sie die Bedeutungen von

Ty = idR(7Ti1) und t;; = idg(t;;) firi=1,...,nund j=2,...,m (216)

im Kontext paralleler Testmessungen.
15. Geben Sie die Definition des Modells paralleler Testmessungen wieder.
16. Erlautern Sie das Modell paralleler Testmessungen.
17. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen wieder.
18. Erlautern Sie das Theorem zu den Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen.
19. Geben Sie die Definition der Reliabilitat einer Testmessung wieder.
20. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften der Reliabilitat einer Testmessung wieder.
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21. Erlautern Sie die drei dquivalenten Formen der Reliabilitit einer Testmessung im Modell multipler Testmessungen.
22. Geben Sie die Definition der Reliabilitat einer Paralleltestmessung wieder.

23. Geben Sie das Theorem zur Paralleltestreliabilitat wieder.

24. Warum ist die Annahme paralleler Testmessungen fiir die empirische Messung der Reliabilitat zentral?

25. Geben Sie die Definition des Paralleltestreliabilitatsschatzers wieder.

26. Erlautern Sie das praktische Vorgehen zur Durchfiihrung einer Paralleltestreliabilitdtsschatzung.

27. Erlautern Sie das praktische Vorgehen zur Durchfiihrung einer Retestreliabilitatsschatzung.

28. Diskutieren Sie mégliche Probleme der Validitat einer Retestreliabilitatsschatzung.

29. Geben Sie die Definition eines m-Komponententestmodells wieder.

30. Erlautern Sie die Gemeinsamkeiten des Modells multipler Testmessungen und des m-Komponententestmodells.
31. Erlautern Sie die Unterschiede des Modells multipler Testmessungen und des m-Komponententestmodells.
32. Geben Sie die Definition der Reliabilititen von m-Komponententestmodellen wieder.

it und Cronbach’s a.

33. Skizzieren Sie den intuitiven Zusammenhang zwischen einer Testhalbierungsreliabili
34. Geben Sie die Definition von Cronbach’s « wieder.

35. Erlautern Sie die Intuition zu Cronbach’s « basierend auf dem Theorem zur Varianz einer Linearkombination.
36. Geben Sie das Theorem zu Cronbach’s « und der Gesamtreliabilitit eines m-Komponententestmodells wieder.
37. Wann ist die Gesamtreliabilitit eines m-Komponententestmodells mit Cronbach’s « identisch?

38. Geben Sie die Definition des Cronbach’s o Schitzers wieder.

39. Geben Sie das Theorem zur Spearman-Brown-Formel wieder.

40. Erlautern Sie die Spearman-Brown-Formel mit Bezugnahme auf die Testhalbierungsreliabilitat.
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Wahrscheinlichkeitstheoretische Erganzungen

Theorem (Erwartungswert bei linear-affiner Kombination)

x sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Komponenten x4, ..., ,, und Ergebnisraum X := X x---x X,,. Weiterhin

sei

n
f:X—=Zze f(z):=ag+ Z”’i"”i fir ag, ...,a, €R. (217)
i=1
eine linear-affine Kombination der Komponenten von x. Dann gilt

E(f(z)) = E (ao +3 u.izi) —ag+) a;E(;). (218)
i=1 i=1

Beweis

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir ZX‘EX‘ als ZX‘.
(3 3 1
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Beweis (fortgefiihrt)

n
E(f(z)) =L (ao +> aixi)
i=1
=E(ag +ajzy + -+ apzy,)
=33 g + a1xs + - anxn)P(K1, s Xp)

X1 Xn

—Z Zuopxl,..4.,xn)+a1x1p(x1,..4,xn,)+“'+anxnp(x1,..4,xn)
Xn

:Z"'Z‘lop(xlv--<axr1 +Z Zalxlpxlv- o Xp) o +Z > anxp(x, s xy)

Xl Xn Xn (219)
:a()Z"'ZP(Xlw---vxn)+a1Z D BESTICIPNE RS +flnz anp(xlv--- n)

X1 Xn *n
:ao+alzX1Z---Zp R N D Y ---Zp(xl,m,xn)
X1 X2 Xn Xn—1 X1

=ag+a; Y x1p(x1) ++a, Y x,p(xy,)
q o

=ag +aiE(zy) + - + apE(zy,)

n
=ag+ Y a;E(z;)
i=1
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Theorem (lterierter Erwartungswert)
Gegeben sei ein Zufallsvektor = := (21, z5). Dann gilt

E(zy) = E(E(z1|zg)) - (220)

Beweis
Wir beschranken uns auf den Beweis fiir einen diskreten Zufallsvektor. Es gilt

E(z) = Y x1p(x1)

x1€Xq

= > x1 y plxxa)

x1€X]  x9€Xy

S x> plxalxa)p(xa)

x1€X]  x9€Xy

> x1p(xq[x9)p(x2) (221)

x1€X1 x0€X9
> > xap(xalxa)p(x2)

x9€X9 x1€X]

= Y E(zilzy = xa)p(x2)

xg€Xp

= E(E(zq|zz)) -
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Theorem (Nichtnegativitat der Varianz)

x sei eine Zufallsvariable. Dann gilt
V(z) > 0. (222)

Beweis
Wir betrachten den Fall einer diskreten Zufallsvariablen. Dann gilt zunachst
(x —E(z))? > 0 fiir alle x € X. (223)

Weiterhin gilt fir die WMF p von z, dass

p(x) > 0 fiir alle x € X. (224)
Also folgt
p(x)(x — E(z))? > 0 fiir alle x € X. (225)
Damit gilt dann aber
V()= Y p(x)(x—E(z))2 >0, (226)
xeX

Analog zeigt man die Nichtnegativitat der Varianz bei kontinuierlichen Zufallsvariablen.
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Theorem (Verschiebungssatz der bedingten Varianz)

Gegeben sei ein Zufallsvektor x := (x1,x5). Dann gilt

V(z1|wg = xg) = E (23|23 = x3) — E(w1|22 = x3)2 (227)

Beweis
Wir beschranken uns auf den Beweis fiir einen diskreten Zufallsvektor.
V(zy|zy =x0) = E ((Il — E(wy]wg = x2))° [og = Xz)
= (x} - 2% E(zy |3 = xp) + E(m1 |73 = x0)2 |3 = x3)

37 p(xalxa) (x3 — 2x1 E(mwg = xo) + E(z1]zg = x2)?)

x1EX]

= > =2plxlxo)— D 2xE(@ilws = xo)p(xilxo) + Y E(zqlwe = x0)%p(xqxa)
x1€X] x1€X; x1€X;

=E(z}lzg =xg) —2E(z1|mg =x) Y xip(x1lx2) + E(my|me =x2)% D plxqlxa)

x1€X1 x1€Xq
= E(z}|zg = x9) — 2E(q |wg = x9)E(zq |22 = X9) + E(21]mg = x9)% - 1
= E(z}|zy = xg) — 2E(z1|wg = x5)% + E(zy |2y = xp)?

= E(z}|zg = xg) — E(z |2y = xp)?

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 133



Wahrscheinlichkeitstheoretische Erganzungen

Theorem (lterierte Varianz)
Gegeben sei ein Zufallsvektor x := (x1,z5). Dann gilt

V(zy) = E(V(z1|z2)) + V(E(z1|22)) (228)

Beweis

Wir beschranken uns auf den Beweis fiir einen diskreten Zufallsvektor. Mit Theorem Kovarianzverschiebungssatz,

Theorem lterierter Erwartungswert und Theorem Verschiebungssatz der bedingten Varianz gilt
V(zy) = E(23) - E(zy)?
2
=E(E(23wg)) — E(E(z1]22))

= Y plxo)E(xdlas = xp) — E(E(zy |22))?

x9€Xo
= Y p(xo) (V(z1lzy = xo) + E(mq]mp = x5)%) — E(E(z1]w))? 209
x9€Xo ( )
= Y poVl@iles =x9)+ D plxg)E(eles = x9)2 — E(E(@y]ey))
x9€Xo x9€X9

= E(V(w1]25)) + (E (E(@1]22)2) — E (E(2122))%)

=E(V(z1|z2)) +V (E(z|z2))
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Theorem (Kovarianz von Linearkombinationen von Zufallsvariablen)

Gegeben seien n Zufallsvariablen x1, ..., z,, und n + 1 reelle Konstanten ag,ay, ..., a,, sowie m Zufallsvariablen
21, -.vy Zy und m 4 1 reelle Konstanten bg, by, ..., b,,,. Dann gilt
n m n m
Clag+) ajmibo+ > bz ZZazb]C z;, 25) (230)
i=1 =1 i=1j=1
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Beweis

n m
Clag+ Z a;x;, by + Z bjz;
i=1 g=1 "
n n m m
= (‘IOJrZ“iIi’[E("OJrZ“izi)) b0+2b]-z]-—|E b0+Zb]‘z]-
i=1 i=1 j=1 j=1
n n m m
(a0+2aizi—ao—[(2aizi)) b0+zb]-z]-—bo—[ ijz]-
i=1 i=1 J=1 J=1

n n R m
(Z ajw; = ;ai[(ri)) (Zlbjzj - glbj[(ZJ’)))

=

=E

e

E

/~

n

Il

=
S
Il 3

m
a;x; Z ZaxlzblE])—ZaIEJ.)ZbJZJJrZa[EI)ZbI[(Z)
Jj=

1

3 m 3 m
a;z; Z ) —E (2%21 Z bJIE(z]-))
j=1 = j=1

i

Z a;E(z Z ) +E (Zlui[(wi) _Zlb][(zj))
1= Jj=

I

(%
n m n o m n m
= Zab[(zzz])—ZZZab[(wz)[E ZZ ibjE(w)E(z)
i=1j=1 i=1j= i=1j5=1
n m
=3 > aghj (Elwzj) — 2By E(z) + E(z)E(z5))
i=1j=1
nom
=303 agbsE (2 — E(w)) (25— E(z;))
i=1j=1
n m
=2 > aibiCleg, )
i=1j=1
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Theorem (Kovarianz bei paarweiser Addition)

x|, Ty, 21, 29 seien vier Zufallsvariablen. Dann gilt

C(z1 + ®2, 21 + 22) = C(z1, 21) + C(z1, 22) + C(z2, 21) + C(z2, 22). (231)

Beweis

Es seien n := 2, m = 2,a9 = by := 0 und a; = b; := 1 fiir i = 1,2. Dann gilt mit Theorem Kovarianz von

Linearkombinationen von Zufallsvariablen

2 2
C(xy+x9,21 +29)=C (ao + Za,;a;,, by + Z bv,,-zj)
i=1 =1

Il
i
Mo T2

Il
-

a;b;C (z,“ zj) (232)

Il
“MN

Il
A

€ (wir2)
J

=C(my,21) + C(21,22) + C(2g, 21) + C (22, 22) -
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Theorem (Symmetrie der Kovarianz)

x1 und x5 seien zwei Zufallsvariablen. Dann gilt

C(xq, z3) = C(z2, 1) (233)

Beweis

Mit der Kommutativitat der Multiplikation gilt

Clzy,22) = E((z1 — E(z1)) (w2 — E(z2))) = E((x2 — E(z))(z1 — E(21))) = C(z2, 1) (234)
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Theorem (Kovarianzverschiebungssatz)

x1 und x5 seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(z1, z2) = E(zy22) — E(21)E(2). (235)

Beweis
Mit der Definition der Kovarianz gilt
C(zy, m2) = E((z1 — E(1))(wg — E(z2)))
=E (212 — 21 E(2s) — E(z1)2 + E(z1)E(22))
=E(zy22) — E(z1)E(xg) — E(zy)E(z) + E(zy)E(zg)
=E(zy79) — E(z1)E(zg).

(236)
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Theorem (Varianz einer Linearkombination)

Gegeben seien n Zufallsvariablen x1, ..., x,, und n + 1 reelle Konstanten ag,aq, ..., a,. Dann gilt
n n n—1 n
Viag+Y am; | =Y a?V(z)+2Y . Y a;a;C(z; 3 ). (237)
i=1 i=1 i=1 j=it1
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Beweis

Mit V(z) = C(x, z) und Theorem Kovarianz von Linearkombinationen von Zufallsvariablen gilt zunéchst

n n
v ((L0+Zaimi) <a0+z TiA,(LOﬁ»Zaimi)
i=1 i=1
n n
( + Z a;x;, ag + Z ajzj)
i=1 =1

n
= Z a;a;C(z;, x;)

i=1j=1
n n n n
= Z a;a;C(z;, z; +Z Za a;C(z;, x5)
i=1j=1 i=17=1 238
J=i J#i (238)
n n n
=Y a;a;iClza) + )Y aa;Cw;, ;)
i=1 i=1j=1
J#i
n n n
= Za?\/(zl) + Z Z a;a;C(z;, ;)
i=1 i=1j=1
J#i
n n—1 n
= Za?\/(zl) +2 Z a;ja;C(z;, @),
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Beweis (fortgefiihrt)

Dabei wurde in der vierten Gleichung die Doppelsumme in solche Terme aufgespalten, fiir die ¢ = j und fiir die ¢ # j,
und in der siebten Gleichung ausgenutzt, dass

a;a;C(z;, z;) = aja;C(zj, ;). (239)

Wir verdeutlichen die daraus folgende Identitat

ZZGZGJ zi,T ])722 Z a;a;C(z;, xj), (240)

i=1 j=i+1

am Beispiel n = 3 untenstehend. Analog mag man sich vorstellen, iiber alle Elemente auBer der Diagonalelemente
der i = 1,...,n Zeilen und j = 1,...,n Spalten einer symmetrischen Matrix mit Eintrdgen a;a C(:v“z ) zu
summieren. Die linke Seite oberer Glelchung entspricht dann dem zeilenweisen Vorgehen der Summationsbildung
fiir alle Spalteneintrage auBer dem, der in der Spalte der jeweils betrachteten Zeile steht, d.h. dem Diagonaleintrag.
Die rechte Seite der obigen Gleichung entspricht dann dem Vorgehen, die Symmetrie der Matrix auszunutzen, also
die Tatsache zu beriicksichtigen, dass die Eintrage der Matrix rechts oberhalb und links unterhalb der Diagonalen
identisch sind, sodass es geniigt, die Eintrage der oberen linken Halfte aufzuaddieren und zu verdoppeln. Dabei
werden fiir jede Zeile ¢ = 1,...,n nur gerade die Spalten j =i + 1, ..., n betrachtet, die rechts von der Diagonale
stehen und ihre Eintrdge aufsummiert. In der letzten Zeile steht dabei nur ein Diagonalelement, das nicht zur Summe

gehort, weshalb der Index der duBeren Summe nur bis n — 1 lauft.
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Beweis (fortgefiihrt)

Konkret ergibt sich zum Beispiel fiir n := 3:

3 3
3N aaC(w, )
i=1j=1
J#i
= Z aja;C(zy,zj) + Z aza;C(zy,x;) + Z aza;C(x3, x;)
j=1 j=1 j=1
J#1 J#2 J#3

= ajayC(zy, v3) + ajazC(zy, x3) + aga; C(wg, x1) + agazC(zy, z3) + aza1C(z3, 71) + azasC(xs, x3)
= ayasC(zy, @) + aga1C(zy, 1) + ajazC(zy, x3) + aza;Cxg, 1) + agazC(wy, x3) + agasC(ws, v3)
=2a1a5C(z, w2) + 2a1a3C(x 1, ¥3) + 2a9a3C(w2, z3)

=2(ay1asC(zy, x3) + aja3C(zy, x3) + agazC(zg, x3))

3 3
=2 (Z aya;C(zy,zj) + Z aza;C(zy, zj))
. et

J=2 J
3 3
:2( Z aja;C(zy,zj) + Z aga]‘I:(zZ,wj))
=141 j=2+1
2 3
:22 Z a;a;C(z;, ;).
i=1j=it1
(241)
[}
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Theorem (Varianzen spezieller Linearkombinationen)

(1) (Varianz bei Addition zweier Zufallsvariablen). Gegeben seien zwei Zufallsvariablen = und z. Dann gilt
V(z + z) = V(x) + V(z) + 2C(x, 2). (242)

(2) (Varianz bei Subtraktion zweier Zufallsvariablen). Gegeben seien zwei Zufallsvariablen = und z. Dann gilt

V(z — z) = V(z) + V(z) — 2C(=z, 2). (243)
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Beweis

(1) Es seien n := 2, 1 := x, x5 := 2, ag := 0, ay = 1 und ag := 1. Dann gilt mit Theorem Varianz einer

Linearkombination

V(z + z) = V(ag + a1x1 + agxs)

2
=V (a(]JrZaimi)
% +22 Z a;a;C(z;, x;)

‘Mw

i=1 i=1 j=i+1
2

= Za \/(zi)JrQZ Z a;a;C(z, aj)
i=1 i—1j—¢+1

(244)

aV(z;) +2 Z a;a;C(zy, ;)
j=1+1

tg~ e

V(z;) +22a1u (z1,24)

i
-

= a%V(zl) +a2V(zy) + 2a1a9C(xy, o)
=12.V(z)+12-V(2) +2-1-1-C(x, 2)
=V(z) + V(z) + 2C(z, z).
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Beweis (fortgefiihrt)

(2) Es seien n:= 2, &1 := @, x9 := 2, ag := 0, a := 1 und ay := —1. Dann gilt mit dem Theorem zur Varianz

einer Linearkombination von Zufallsvariablen

V(x —z) =V(ag+ a1z1 + asxs)
2
=V (a() + Z‘H%‘)
V(z;) +22 Z a;a;C(z;, z;)

i=1 j=i+1

(zL)JrZZ Z a;ja;C(z;, xj)

i= 1] i+1

I
Mm

Il
-

M~ lM“

(245)

a?V(z;) +2 Z a;a;C(zy, ;)
j—1+1

V(x; +22a1u (z1,25)

|
-

l\jm

-

= a?V(zy) + a3V(zy) + 2a1a5C(2q, 9)
=12.V(z) + (=1)2-V(2) +2-1- (1) - C(z, 2)
=V(z)+V(z) — 2C(z, z).
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Theorem (Verschiebungssatz der bedingten Kovarianz)
Gegeben sei ein Zufallsvektor @ := (x1, @9, x3). Dann gilt

C(z1, zo|w3) = E(2122|23) — E(21|3) E(22|23) - (246)

Beweis

Ein Beweis ergibt sich durch die Ersetzung der entsprechenden Erwartungswerte im Beweis von Theorem Kovari-
anzverschiebungssatz durch die entsprechenden bedingten Erwartungswerte.

O
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