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Einfihrung

Mehrebenen-Parallelgruppendesign

(a) Individual Randomized Trial

(c) Fully Nested Individual
an ized Tris

(d) Cluster Randomized Trial (€) 2/1 Partially Nested Individual Randomized Trial

Randomize Intact Groups Randomize Individuals

Wmmamm e
R

Cox et al. (2025)
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Einfihrung

Mehrebenen-Parallelgruppendesign
Treatment- und Kontrollbedingung bei hierarchisch verschachtelt experimentellen Daten

Je nachdem, auf welcher Ebene Treatment zugewiesen wird, sind verschiedene Bezeichnungen im Umlauf

Repeated-measures design Treatment variiert innerhalb von Proband:innen
Individual-randomized design Treatment auf Proband:innenebene

Group-randomized design Oft synonym zu Cluster-randomized

Cluster-randomized design Treatment auf Cluster-Ebene, z.B. Klinik

Nested cluster-randomized design Mehrere Cluster-Ebenen, Treatment auf einer dieser Ebenen

Letztlich ist die detaillierte Beschreibung des Designs entscheidend.

® Wir betrachten hier nur orthogonale balancierte Designs.
® Diese Designs sind analytisch schatz- und evaluierbar, aber natiirlich idealisiert.

® Nichtsdestotrotz nutzen wir ihrer numerische ldentifikation mithilfe von nlme.
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Einfihrung

Mehrebenen-Parallelgruppendesign

Wie bei Hausern zahlen wir Ebenen von unten nach oben.

Ebene 1 / Level 1 ist die unterste Beobachtungsebene.

Ebene 3 / Level 3 ist die Ebene, in der Ebene-2-Einheiten verschachtelt sind.

Ebene 2 / Level 2 ist die Ebene, in der Ebene-1-Einheiten verschachtelt sind.

Als konkretes Beispiel betrachten wir im komplexesten Fall drei Ebenen

Ebene Bezeichnung Beispiele
3 Interventionsleitende Therapeut:innen
2 Proband:innen Patient:innen
1 Messungen Pre-/Post

Nachhaltigkeitscoaches Teamleitungen
Mitarbeitende Biirger:innen

EMA-Zeitpunkte Tagebuchdaten
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Einfihrung

Definition (Hierarchisches balanciertes orthogonales LMM)

Ein Linear Mixed Model
y=XB+Zb+e (1)

heiBt hierarchisches balanciertes orthogonales LMM, wenn

die Beobachtungen in ¢ = 1, ..., I Ebenen mit jeweils e; Einheiten verschachtelt sind,

jede Einheit auf Ebene i + 1 dieselbe Anzahl u; an Untereinheiten auf Ebene ¢ besitzt, also
e;=ejpqu;firi=1,... , Imtey ;=1 (2)

gilt, und

die marginale Datenkovarianz eine orthogonale Blockstruktur besitzt, d.h. dass es symmetrische, idempotente
und paarweise orthogonale Matrizen Q1, ..., Q41 und positive reelle Zahlen Ay, ..., A7 gibt, so dass

I+1 I+1

Qi =TI, und C(y) = Y Q. (3)
=1

=1
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Einfihrung

Bemerkungen

Die Definition ist ein Hybrid aus moderner LMM- und klassischer ANOVA-Nomenklatur.

Die Definition lehnt sich an Nelder (1965a), Nelder (1965b) und Houtman and Speed (1983) an.

3

In der Terminologie von Nelder (1965a) betrifft die obige Balanciertheit die Block- oder Einheitenstruktur.

Nelder (1965b) und Houtman and Speed (1983) behandeln Balanciertheit der Treatmentstruktur als zusitzliche

Beziehung.

Verschachtelt heiBt hier, dass jede Einheit auf Ebene i genau einer Einheit auf Ebene 7 + 1 zugeordnet ist.

Balanciert heiBt hier, dass jede Einheit auf Ebene 7 + 1 dieselbe Anzahl u; von Untereinheiten auf Ebene i hat.

Zwei Matrizen Q; und Qj heiBen hier paarweise orthogonal, wenn Qle eine Nullmatrix ist.

Wir erinnern daran, dass eine Matrix Q € R™*"™ symmetrisch heiBt, wenn QT = Q gilt.

Wir erinnern daran, dass eine Matrix Q € R"*™ idempotent heiBt, wenn Q2 = Q gilt.
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Einfihrung

Verschachtelung
Jede Einheit auf Ebene i ist eindeutig genau einer Einheit auf Ebene 7 + 1 zugeordnet.

Beispiel fiir ein verschachteltes Zwei-Ebenen-Design

® 2 Interventionsleitende (eg = 2)
® 4 Proband:innen (e = 4)

® Die Zuordnung der Proband:innen zu den Interventionsleitenden ist eine Funktion
z:{1,2,3,4} = {1,2} mit z.B. 2(1) = 2(2) = 2(3) := 1 und 2(4) := 2. (4)
® Bekanntlich ordnen Funktionen jedem Element der Definitionsmenge genau ein Element der Zielmenge zu.

® Die Zuordnung der Proband:innen zu den Interventionsleitenden ist also eindeutig.

Beispiel fiir ein nicht verschachteltes Zwei-Ebenen-Design
® 2 Interventionsleitende (eg = 2)

4 Proband:innen (e = 4)

Eine Funktion

z:4{1,2,3,4} = {1,2} (5)

existiert nicht, wenn eine Proband:in mehreren Interventionsleitenden zugeordnet ist.
Z.B. kénnte Proband:in 3 teils Interventionsleitender 1 und teils Interventionsleitender 2 zugeordnet sein:

2(3) :=1 und z(3) := 2. (6)

Die Zuordnung der Proband:innen zu den Interventionsleitenden ist dann nicht eindeutig.
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Einfihrung

Balancierte Verschachtelung
Beispiel fiir ein balanciertes Drei-Ebenen-Design (I := 3 und ey = e4 := 1)

® 2 Interventionsleitenden
® 4 Proband:innen je Interventionsleitender
® 2 Messungen pro Proband:in:

Ebene e;

i i €4l Wi Cip1%i € = €i1U4
3 Interventionsleitende 2 1 2 1-2 e3 = ejug
2 Proband:innen 8 2 4 2-4 eg = egug
1 Messungen 16 8 2 8-2 e] = eguy

Beispiel fiir ein nicht balanciertes Drei-Ebenen-Design (I :=3 und ey, = ey :=1)

® 2 Interventionsleitende

® Interventionsleitender (1) betreut 3 Proband:innen, Interventionsleitender (2) betreut 5 Proband:innen
® 2 Messungen pro Proband:in

i Ebene e; €it1 u; €1

3 Interventionsleitende 2 1 2 1-2 e3 = equg

2 Proband:innen 8 2 3/5 - kein konstantes uq
1 Messungen 16 8 2 8.2

€1 = equ;
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Einfihrung

Definition (Mehrebenen-Parallelgruppendesign)
Ein Mehrebenen-Parallelgruppendesign ist ein orthogonales balanciertes hierarchisches Random-Interzept-LMM
y=XB+Zb+e @)

mit balancierter bindrer Treatmentzuweisung auf einer Hierarchieebene und dem Fixed-Effect-Parametervektor

_(Bo
e (5). .

wobei () den Kontrollgruppen-Erwartungswert und 3 den Treatmenteffekt bezeichnet.

Bemerkung

® Random-Interzept-LMM heiBt hier, dass auf jeder Ebene ¢ ein Random-Effects-Term geschatzt wird, der die
Einheiten auf dieser Ebene voneinander unterscheidet, aber nicht mit den Fixed Effects interagiert.

® Balancierte binire Treatmentzuweisung heiBt hier, dass es auf der Treatmentebene gleich viele Einheiten in
Kontroll- und Treatmentbedingung gibt, und zwar innerhalb jeder Einheit der nachsthéheren Ebene oder, bei

Treatmentvariation auf der héchsten Ebene, global.
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Einfihrung

Theorem (Frequentistische Verteilung der T-Statistik)

Gegeben sei ein Mehrebenen-Parallelgruppendesign mit Fixed-Effect-Parametervektor 3 := (g, Bl)T, bei dem der
Treatmenteffekt 31 auf Ebene 7 variiert. Seien weiterhin ¢ := (0, 1)T der Kontrastvektor fiir den Treatmenteffekt,

B, € R? ein Vergleichsparametervektor, und fiir einen Schatzer 0 des Kovarianzkomponentenparameters 6 sei

= -1
= Ty —1 Ty —1
Bi= (X v; X) XTv:ly ©)
der Fixed-Effects-Parameterschatzer. SchlieBlich sei die T-Statistik fiir den Treatmenteffekt definiert durch
T3_.T
T W—fﬁl (10)
T (XTVTIX) @
0
Dann gilt
Ta_ T
T ~t(6,v;) mit 6 := Cﬂ—cﬁ"il und v; :=e; — (e;41 + 1). (11)
T (XTVIX) e
Bemerkungen

® t(8,v) ist die nichtzentrale t-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter § und Freiheitsgradparameter v.
® 3, ist hier der Vergleichsparametervektor der T-Statistik, nicht der Interzeptparameter 3 des Modells.
® Fiir Konfidenzintervalle wahlt man im Pivotgedanken cT,Bo = cTﬁ; dann gilt § = 0.

® Fiir den Test H : 81 = 0 wihlt man ¢” 8, = 0; unter Hy, gilt § = 0, unter H; bestimmt & die Power.
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Einfihrung

Beweisskizze

Im orthogonalen balancierten hierarchischen LMM zerlegt sich die marginale Kovarianzmatrix in unabhéngige

Fehlerstrata,
I+1

Vo= AQps (12)

r=1

wobei die Q,. symmetrisch, idempotent und paarweise orthogonal sind. Nach dem Satz von Cochran sind die
zugehdrigen Quadratsummen unabhéngig X2-vertei|t. Fiir das Fehlerstratum der Treatmentebene 7 gilt als Anzahl
seiner Freiheitsgrade

rg(Q;) =e; —€iy1 (13)
Da der bindre Treatmenteffekt auf Ebene 7 einen Freiheitsgrad dieses Stratums erklart, verbleiben fiir die Residualvari-
abilitat im Treatmentstratum

vi=e;—(ejy1+1) (14)
Freiheitsgrade.  Der Za&hler CTB - cT,BQ ist normalverteilt mit Erwartungswert cTﬁ - cT,BQ und Varianz
T (XTVele)il c. Der Nenner enthéalt den unabhéangigen, X2-vertei|ten Varianzschatzer des Treatmentstratums.

Damit ist das Verhaltnis nichtzentral t-verteilt,
T—cTs,

T ~t(6,v;) mit 6= .
CT(XT 1X) c

(15)

[
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Einfihrung

Zwei-Ebenen-Designs, Drei-Ebenen-Designs, Powerbetrachtungen

Wir explizieren im Folgenden Mehrebenen-Parallelgruppendesigns zunehmender Komplexitat

Es geht in jedem Design um den Vergleich von Treatment und Kontrolle, also Inferenz beziiglich 3.

Wir halten die unterste Ebene mit e; = 48 Messpunkten durchgehend konstant.

Der Treatmentfaktor ist durchgéngig binar kodiert und steht in der zweiten Spalte der Fixed-Effects-Designmatrix.

Jede Einheit einer Ebene besitzt immer dieselbe Anzahl von Untereinheiten auf der darunterliegenden Ebene.

3

Wir variieren in den verschiedenen Szenarien die Anzahl an Ebenen von zwei bis drei.

In jedem Szenarie lassen wir das Treatment jeweils auf jeder Ebene variieren.

Zuletzt betrachten wir die Frage, wie die Treatmentebene die Power beeinflusst.

Zuerst betrachten wir allerdings noch den bekannten Speziallfall eines Ein-Ebenen-Designs
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Einfihrung

Ein-Ebenen-Design

t L
! !

Ebene 1: Proband:innen = Messungen

e; = 48 Proband:innen = Messungen

Wir betrachten I := 1 Ebene.

Ebene 1 besteht aus e := 48 unabhangigen Proband:innen.

Es gibt keine Untereinheiten u; und keinen Random-Effects-Term.

Treatment variiert auf Ebene 1, also auf Ebene der unabhangigen Proband:innen.

Es handelt sich um den Standard Parallelgruppendesign Fall

Aka Between-Subject-Design, Zweistichproben-T-Test-Design, Einfaktorielles ANOVA Design

Die hierarchische balancierte orthogonale LMM-Struktur wird in Theorem 6 im Anhang gezeigt.
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Einfihrung

Ein-Ebenen-Design / Treatmentvariation auf Ebene der Proband:innen

Strukturelle Form

Fiir Proband:innen i = 1, ..., ey seien y; die Daten. Dann hat das Parallelgruppenmodell die strukturelle Form
yi=Bo+ Bz +e (16)
mit
® x,; := 0 fiir Proband:in ¢ in der Kontrollgruppe

® x,; := 1 fiir Proband:in 7 in der Treatmentgruppe
® &~ N(0,02) uiv.

Parameterbedeutungen

Bo Erwartungswert der Kontrollgruppendaten

51 Erwartungswertunterschied zwischen Treatment- und Kontrollgruppe
Ug Residualvarianz
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Einfihrung

Ein-Ebenen-Design / Treatmentvariation auf Ebene der Proband:innen

Designmatrixform

1 10 €1
v2 10 €2
v3 10 €3
4 10 €4
us 10 5
u6 10 €6
Y7 10 €7
vg 10 8
Y9 10 €9
v10 10 €10
Y11 10 11
v12 10 €12
v13 10 €13
v14 10 €14
Y15 10 €15
Y16 10 €16
7 10 €17
v18 10 €18
Y19 10 €19
V20 10 €20
Y21 10 €91
v22 10 e9n
Y23 i g 5 €23
— XJ3 Y24 | _ bo €24
e F - e B (!71)‘ 25
v26 11 €26
v27 11 €27
Y28 11 €28
Y29 11 €29
v30 H } £30
Y31 €31
y32 F €32
33 1 €33
v34 it 34
y35 1 €35
Y36 1 36
u37 i €37
38 i1 €38
39 1 €39
V40 11 €40
v41 11 41
v42 11 €42
Y43 11 €43
a4 11 €44
V45 11 €45
Y46 11 €46
Ya7 11 47
vag 2t
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innen

Einfihrung
Ein-Ebenen-Design / Treatmentvariation auf Ebene der Proband

Marginale Datenkovarianzmatrix

0000000000000000

022000 00000000000000000000000000000000000000000

00000000000000000000

20 0000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000000000000000000000 00
0
o
o
o
o
o
0
0
0
0
0
o
o
o

00
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Uberblick

Treatment auf Ebene der unabhéngigen Proband:innen

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt

library (MASS)
set.seed(0)
nsim = led
e c(48,1)
X_i = c(rep(0, e[11/2), rep(1, e[11/2))
X = cbind(rep(1, e[1]), X_i)
beta_tbu = list(c(5,0), c(5,2))
s_eps =1
V_theta = diag(s_eps, el[1])
V_theta_i = solve(V_theta)
® = matrix(c(0,1), nrow = 2)
nu_1 =el1] - (e[2] + 1)
delta = matrix(NaN, nrow = length(beta_tbu), ncol = 1)
Tee = matrix(Nal, nrow = nsim, ncol = length(beta_tbu))
for(b in 1:length(beta_tbu)){
beta = matrix(beta_tbu[[b]], nrow = 2)
num = t(c) %% beta
den = sqrt(t(c) %*% solve(t(X) %x) V_theta_i
delta[b] = num/den
for(s in 1:nsim){
y = mvrnorm(1, X %% beta, V_theta)
D = data.frame(
y = as.numeric(y),
TRM = x[,2D)
M = lm(y ~ TRM, data = D)
Tee[s,b] = summary(M)$coefficients["TRM", "t value"]}}

Normalverteilung
Zufallszahlengeneratorzustand

Anzahl Simulationen

Anzahl unabhéngiger Proband:innen
Treatmentindikator auf Proband:innenebene
Fixed-Effects-Designmatrix
Fixed-Effects-Parameter fiir beide Szenarien
Residualvarianzkomponente

Marginale Datenkovarianzmatrix

Inverse der marginalen Datenkovarianzmatrix
Kontrastvektor fiir Treatmenteffekt
Freiheitsgrade fiir Treatmenteffekt
Nichtzentralitatsparameter
T-Statistikspeicher
Betaparameteriterationen
Fixed-Effects-Parameter

Zshler des Nichtzentralitdtsparameters
Nenner der T-Statistik
Nichtzentralitétsparameter
Simulationsiterationen

Datengeneration

Dataframe

Datenvektor

Treatmentindikator

ALM Schitzung

T-Statistikspeicherung

P R S S e e S N e
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Uberblick

Treatment auf Ebene der unabhéngigen Proband:innen

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

vy =e;—(eg+1)=48—(1+1)=46. (17)

B1=0,5=0

B1=2,5=6.93

0.3
0.2 H

0.1

0.0 .
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Uberblick

Zwei-Ebenen-Design

Drei-Ebenen-Design

Powerbetrachtungen

Selbstkontrollfragen
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Zwei-Ebenen-Design

ﬁ 'i‘ i‘ ﬁ ’.w * Ebene 2: Proband:innen
l l l | | |
B8] | |

e, = 24 Proband:innen, u;= 2 Messungen pro Proband:in, e, = 48 Messungen

Ebene 1: Messungen

Wir betrachten I := 2 Ebenen.
Ebene 2 besteht aus ey := 24 Proband:innen.

Jede Proband:in besitzt uq := 2 Messungen auf Ebene 1.
Damit gilt e; = equy = 24 - 2 = 48 Messungen.

Treatment variiert in den betrachteten Szenarien entweder auf Ebene 1 oder auf Ebene 2.

Das LMM enthilt einen Random-Interzept-Term auf Ebene 2.

3

Die hierarchische balancierte orthogonale LMM-Struktur wird in Theorem 7 im Anhang gezeigt.
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Zwei-Ebenen-Design

Strukturelle Form

Fiir Proband:innen i = 1, ..., e5 und Messungen j =1, ..., uq
Yij = Bo+ B1xij +b; + €55 (18)
mit
by~ N(0,02),85 ~ N(0,02),b; Le;; (19)

Bei Treatmentvariation auf Messungsebene
zi1=0und x;0:=1firallei=1,...,eo (20)
Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

24 = a0 =0firallei=1,...,ep/2 und 25y == x;9 =1 fiir alle i = ep/2 + 1,..., €. (21)

Parameterbedeutungen

Bo Erwartungswert der Kontrollbedingung

B Erwartungswertunterschied zwischen Treatment und Kontrollbedingung
b; Proband:in-spezifische Abweichung

0'127 Varianz zwischen Proband:innen

Ug Varianz der Messungen innerhalb von Proband:innen
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Zwei-Ebenen-Design

Designmatrixform bei Treatmentvariation auf Messungsebene

m 10 100000000000000000000000
vz 11 100000000000000000000000
21 10 010000000000000000000000
2 11 010000000000000000000000
a1 10 001000000000000000000000
v32 11 001000000000000000000000
o 10 000100000000000000000000
vi2 11 000100000000000000000000
51 10 000010000000000000000000
vs2 11 000010000000000000000000
61 10 000001000000000000000000
vz 11 000001000000000000000000
vr1 10 000000100000000000000000 | /by
vr2 11 000000100000000000000000 |( by
st 10 000000010000000000000000 || 3
sz 11 000000010000000000000000 || by
w1 10 000000001000000000000000 || b5
a2 11 000000001000000000000000 || g
o1 10 000000000100000000000000 || 7
V102 11 000000000100000000000000 || g
it 10 000000000010000000000000 || by
iz 11 000000000010000000000000 || by
21 10 000000000001000000000000 || by)
yeXpizbiew|mz2 | |11 (,«;‘,)7 000000000001000000000000 || b1y
i3t 10 |\s) " [000000000000100000000000 |35 |"
i 11 00000000000100000000000 || by
i 10 000000000000010000000000 || by5
i 11 000000000000010000000000 || byg
vis1 10 000000000000001000000000 || by7
vis2 11 000000000000001000000000 || byg
161 10 000000000000000100000000 || byg
vi62 11 000000000000000100000000 || bag
nn 10 000000000000000010000000 || by
2 11 000000000000000010000000 || by
nst 10 000000000000000001000000 || byy
vis2 1 00000000000000001000000 | by
vio1 10 000000000000000000100000
192 11 000000000000000000100000
201 10 000000000000000000010000
V202 1 000000000000000000010000
w1 10 000000000000000000001000
w12 11 000000000000000000001000
221 10 000000000000000000000100
222 I 000000000000000000000100
a3t 10 000000000000000000000010
a2 11 000000000000000000000010
vaa1 10 000000000000000000000001
a2 I 000000000000000000000001
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Zwei-Ebenen-Design

Designmatrixform bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

100000000000000000000000
100000000000000000000000
010000000000000000000000
010000000000000000000000
001000000000000000000000
0000000
000000
000000
000000

v X84 Zbre (do)_ 000000000001000000000000 |/ byy

En

000000000000001000000000 || b5
000000000000000100000000 || bg
000000000000000100000000 || by
000000000000000010000000 || by
000000000000000010000000 || by
000000000000000001000000 || b3
000000000000000001000000 | \byy
000000000000000000100000

000000000000000000100000
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Zwei-Ebenen-Design

Random-Effects-Kovarianzmatrix des Zwei-Ebenen-Designs

00 00000000O0O0O0OO0OOO0O0LO0O0O0O0

2
7P

003000 0000000000000000000

0 006300 0000000000000O0O00000

0 0 06FE0000000000O000O0O0O00000
0
0
0
0
0
0

2
000 00}

cccocccocccccoWooooo
cocccccocccoWoooooo
cccococcooccoWooooooo
ccococcocococoWoooooooo

cocccccoccWPocoococos

0
0
0

cWscococos

0
2
i3
0 o
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

000000
00000000000 0o

0

0000

2
i

0

000000000 O0
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Zwei-Ebenen-Design

Marginale Datenkovarianzmatrix des Zwei-Ebenen-Designs

#2000 0 00 00000000 000000000000000000000060000000000

v201 00 000 0000000000000 000D0000D0000D0000D0000D0000

D00 0wyuz 0000000 DGDO00DGD000DG000D0000D0000D0000D000 0

Doovoanonoa

Doovoaoo00a00 000

vouvaooa

oo

D00 0wmuoooa

D00 00 Dy 0000000000 DG000 D000 D0000D0000D0000D0000
D00 00000 U000 0000000000 D0000D0000D0000D0000D0000

D0 0000000 Gy 00000000000000000000000000D000000000

D00 0000000000 D00 D000 D000 D0000D0000D0000D0000

D00 0000006000000y 00000000000000000000D000000000

D00 00000 0000000000000 00000000000 D0000D000000000
D00 00000 0000000000000 0NLO000D0000D0000D0000D0000

D00 00000 0000000000 D0000 DY 000000000000 D0000D0000

oo

oo
0o

0o

oo

o

00

o

00

D00 00000 0000000000 D0000 D000 0L 000D0000D0000D0000

D00 0000006000 00G00000000 00000000 0000000000000000

D00 00000 0000000000 D000 D000 D0000D000ED0000D0000

D00 0000006000 0G000 0000000000 D0000D000 500000000

D00 00000 0000000000 D000 D000 D0000GD0000D00 0,000

D00 0000006000 00000 0000000000 D000GD0000D0000Dwgu00

D00 DG D00 DG D00 D000 00000 0000000000000y

oo

oo
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Zwei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik

library (MASS)

library(nlme)

set.seed(0)

nsim = led

e c(48,24,1)

c(2,1)

list(

(rep(1,e[2]) %x% matrix(c(1,1,0,1), nrow = u[1l)),

(matrix(c(1,1,0,1), nrow = 2) %x% rep(1,e[2])))

Z_i = matrix(1, nrow = u[1])

z = diag(el2]) %x% Z_i

beta_tbu = list(c(5,0), c(5,2))
1

u
R

s_eps =
s_p =il
Sigma_b = s_p*diag(e[2])

Sigma_eps = s_eps*diag(e[1]
V_theta = Z %*J Sigma_b %
V_theta_i = solve(V_theta)

% t(z) + Sigma_eps

Normalverteilung
nlme R Paket
Zufallszahlengeneratorzustand

Anzahl Simulationen

Anzahl Messungen, Proband:innen, Design
Anzahl Einheiten/Einheit héheren Ebene
Treatment-Designmatrizen

Treatment auf Messungsebene

Treatment auf Proband:innenebene
RFX-Designmatrix pro Proband:in
RFX-Effects-Designmatrix

FFX-Parameter fiir beide Szenarien
Residualvarianzkomponente

Proband: innenvarianzkomponente
Random-Effects-Kovarianzmatrix
Residual-Kovarianzmatrix

Marginale Datenkovarianzmatrix

Inverse marginale Datenkovarianzmatrix

c = matrix(c(0,1), nrow = 2) Kontrastvektor fiir Treatmenteffekt

nu = rep(NalN, length(X_t)) Freiheitsgradparameter Treatmenteffekt
delta = array(NaN, dim = c(length(beta_tbu), length(X_t))) Nichtzentralititsparameter

Tee = array(NalN, dim = c(nsim, length(beta_tbu), length(X_t))) T-Statistikspeicher

for (i in 1:length(X_t)){

X X_t[[il]
nuli] eli]l - (eli+1] + 1)
for(b in 1:length(beta_tbu)){

beta = matrix(beta_tbu[[b]], nrow = 2)
num = t(c) %% beta
den sqrt(t(c) %*% solve(t(X) %
deltalb,il num/den
for(s in 1:nsim){
y = mvrnorm(1, X / beta, V_theta)
D data.frame(
y as.numeric(y),
TRM X[,21,
PBN as.factor(rep(1:e[2], each = u[1])))
M lme(y ~ TRM, data = D, random = ~ 1 | PBN)
Teel[s,b,i] summary (M) $tTable ["TRM", "t-value"1}}}

% V_theta_i %*% X) %x% c)

Treatment-Designmatrixiterationen
Fixed-Effects-Designmatrix
Freiheitsgrade fiir Treatmenteffekt
Betaparameteriterationen
Fixed-Effects-Parameter

Zéhler des Nichtzentralitédtsparameters
Nenner der Nichtzentralitétsparameters
Nichtzentralitdtsparameter
Simulationsiterationen
Datengeneration

Dataframe

Datenvektor

Treatmentindikator

Proband:innen

LMM Schitzung

T-Statistikspeicherung

FE OB B W B R W T R B R 3 B R 3 B N B R I R Y B R I B K B PR N B W W B W W WM
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Zwei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt bei Treatmentvariation auf Messungsebene

vi=e1—(eg+1)=48—(24+1) =23. (22)

B1=0,07=1,05=1,5=0 B1=2,07=1,05=1,5=6.93

0.4 — 0.4
0.3
0.2 |

0.1

L

-5 0 5 10 15
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Zwei-Ebenen-Design

Treatment auf Messungsebene
Warum ist § im Ein-Ebenen-Design identisch mit 6 im Zwei-Ebenen-Design bei Treatmentvariation auf Messungsebene?
Wir halten zunichst fest, dass mit

c= (0,17, T8 =0und (XTV;1x) " =c(d) (23)
gilt, dass

Tp—cTB. g B B

5= - S S .
VIV X e Jaege 00, iy 9

Weiterhin halten wir unter Verweis auf PDWP Theorem 41.2 fest, dass im Ein-Ebenen-Design mit den Stichproben-

mitteln
5 €1/ , o
h= - Sy und go = o Sy (25)
=1 Lizer /241

von Kontrollgruppe und Treatmentgruppe gilt, dass

Br=Y2—¥1- (26)

SchlieBlich gilt mit Theorem 9, (1) im Anhang, dass im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf Messungsebene

Z(yz"z —¥i1)- (27)
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https://dirk-ostwald.github.io/_part_5/508-Einfaktorielle-Varianzanalyse.html

Zwei-Ebenen-Design

Wir bestimmen nun die Varianz von Bl im Ein-Ebenen-Design und im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation
auf Messungsebene mit den Rechenregeln fiir Varianzen und Kovarianzen aus PDWP 3.6 Varianzen bzw. PDWP 3.7
Kovarianzen. Fiir die Varianz von (31 im Ein-Ebenen-Design erhalten wir
V(B1) = Y(y2 —y1)
=V(y2) + V(y1) — 2C(¥2, ¥1)

9 €1 5 €12
=V(@2) +V(g1) - 2€ (e— >y Zm)
Ljeejorn - LA
e /2
_ _ 4 (28)
=V(@a)+V(H) -2 > Zﬁyj,yz
€1 j=eq 241 i=
4 e e1/2
=V(@)+ V(i) -2 > Z 0
et j=eq/2+1 i=1

=V(y2) +V(y1)
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https://dirk-ostwald.github.io/_part_3/306-Varianzen.html
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Zwei-Ebenen-Design

und damit weiter

V(A1) = V(¥2) + V(51)

eq e1/2
2 2
=V(a E yj)Jr\/(a E y1)
j=eq/2+1 i=1

el e1/2
4 4
=2 Z V(y;) + 2 Z V(y;)
1 j=ej/2+1 1 i=1
€1 e1/2
4 4
=2 ol+ 5> o2 (29
€1 j=ei/2+41 €1 =1
4 el 4 e
=5 = + = 152
e% 2 e% 2 ¢
_ 20‘? 20Z
- €1 €1
_ 402
=
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Zwei-Ebenen-Design

Fiir die Varianz von [;1 im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf Messungsebene erhalten wir

ey
V(By) =V (é > win— yil))

i=1
1 &
=—5 > V(yi2 —vi1)
€2 i=1
L e
== V((Bo+ B1+b;+ei2) — (Bo + b; +£41)) (30)
2 i=1
12
=—5 D V(B1+eia—ei1)
€2 i=1
1 &3
=— ) V(e —¢&i1)
€2 i=1
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Zwei-Ebenen-Design

und damit weiter

@)
D V(eiz—eir)

€2 =1

V(By)

e
1 R
= 2 § . (V(eia) + V(ei1) — 2C(g;2,€41))
=

L5092 (31)
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Zwei-Ebenen-Design

Die Varianz von /}1 ist damit im Ein-Ebenen-Design und im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf

Messungsebene gleich. In beiden Fillen gilt also, dass

B2 6. (32)

" VdoZje, \J/4-1/48

Intuitiv lasst sich dies damit erkldren, dass bei Treatmentvariation auf Messungsebene der proband:innenspezifische

Random-Interzept aus der Differenz zwischen Treatment- und Kontrolle herausfillt, sodass die Proband:innenvarianz im
Nenner des Nichtzentralitdtsparameters nicht mehr enthalten ist. Es verbleibt also nur die Residualvarianzkomponente
im Nenner des Nichtzentralitdtsparameters, sodass die Varianz von Bl im Ein-Ebenen-Design und im Zwei-Ebenen-

Design mit Treatmentvariation auf Messungsebene gleich ist.
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Zwei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

vy =ey—(eg+1)=24—(1+1)=22. (33)

B1=0,07=1,05=1,8=0

-5

05

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-5 0 5 10 15
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Zwei-Ebenen-Design

Treatment auf Ebene der Proband:innen
Warum ist § kleiner als bei Treatmentvariation auf Messungsebene?

Wie bereits erlautert, gilt, dass

5= (34)

V(B1) = —=. (35)

Wir bestimmen nun die Varianz von 31 im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf Proband:innenebene.

Dazu halten wir zunichst fest, dass mit

_ 1 _ 2 _ _ _
vi= gy +yie),  v1= SN ga= o Sou (36)
2 =1 2 j=eq/2+1
Nach Theorem 9, (2) im Anhang gilt dann
Br=92—v1- (37

Der Treatmenteffekt wird hier also durch den Unterschied der Mittelwerte von Treatmentgruppe und Kontrollgruppe

der proband:innenspezifischen Mittelwerte von Messung 1 und Messung 2 geschatzt.
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Zwei-Ebenen-Design

Zum Bestimmen der Varianz von Bl halten wir zunachst fest, dass mit Theorem 10 und der im Beweis verwendeten
Unabhéngigkeitsannahme im Anhang gilt, dass

1
C(Fa, 1) = 0 und € (bi, S+ s,ﬂ)) —O0firi=1,.. (38)

Wir halten weiterhin fest, dass mit x; := x;; = x;5 fiir die Varianz von y; gilt
=V

(
W(
(

(yi1 + vi2 )

1
3
5 (Bo+ Bray +b;-+ ) + (Bo + By + by +2i2) )

=V b7+ i1 +512))

=i+ (5 e+ 2)) +2€ (bi, G (ein +e) -
=02+ Z\/(s“ +e49) +0

=03+ 7 (V(Ei) + V(i) +2C(e1, €i2))
1
2 2., ,2
=0 +Z(ag+a +0)
1.
=02+ o2
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Zwei-Ebenen-Design

Fiir die Varianz von 81 im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf Proband:innenebene erhalten wir damit
V(B1) = Y(y2 — y1)
=V(y2) + V(y1) — 2C(¥2, ¥1)
=V(y2) +V(y1)

, & 5 2/
“Vig > UV o D Ui
j=eg/2+1 i=1

n eo N eg/2
=2 V(@,)*; ZWZL)
2 j=eq/2+1 2 =1
eg eg/2
4 5 1. 4 1 (40)
— 2 2 2 2
== 3 (a,,+§a€>+e—2 Z (a,,+§a€)
2 j=eg/2+1 2 =1
o 4 eq 2 2) 4 ey ( 2 1 2)
= e% 3 <l7p+2‘75 +e§ > GT,+2¢7€
_A (2, 1o
= ?2 (ap+ 505)
4a2+202
= .
B 80’2+40'g
= o
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Zwei-Ebenen-Design

Insgesamt haben wir also fiir die Varianz des Treatmenteffektschitzers im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation
auf Messungsebene
402

Vin(Br) = —= (41)

€1

und fir die Varianz des Treatmenteffektschiatzers im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf
Proband:innenebene

~ 802 + 402
\% =P _ "¢ 42
() = =2 2)
Bei gleichem 81 > 0 und mit 0'12, > 0 gilt damit, dass
Vp(B1) > Vi (B1) = 6, < 6. (43)

Grober formuliert gilt also, dass die Varianz von ﬁl im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf
Proband:innenebene gréBer ist als die Varianz von Bl im Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf
Messungsebene, da bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene zusatzlich zur Residualvarianzkomponente der
Messung auch die Proband:innenvarianzkomponente in der Varianz im Nenner des Nichtzentralitatsparameters
enthalten ist.
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Uberblick

Zwei-Ebenen-Design

Drei-Ebenen-Design

Powerbetrachtungen

Selbstkontrollfragen
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Drei-Ebenen-Design

3

Ebene 3: Interventionsleitende

< =Bhe
=

L
Lo

Y Y
* ﬂ Ebene 2: Proband:innen
| !

Ebene 1: Messungen

e; = 6 Interventionsleitende, w, = 4 Proband:innen, e, = 24 Proband:innen, u, = 2 Messungen, e, = 48 Messungen

Wir betrachten I := 3 Ebenen.

Ebene 3 besteht aus e3 := 6 Interventionsleitenden.

Jede Interventionsleitende besitzt uy := 4 Proband:innen auf Ebene 2.

Damit gilt e = egug = 6 - 4 = 24 Proband:innen.

Jede Proband:in besitzt uq := 2 Messungen auf Ebene 1.

Damit gilt e; = equ; = 24 - 2 = 48 Messungen.

Treatment variiert in den betrachteten Szenarien auf Ebene 1, Ebene 2 oder Ebene 3.

Das LMM enthélt Random-Interzept-Terme auf Ebene 3 und Ebene 2.

Die hierarchische balancierte orthogonale LMM-Struktur wird in Theorem 8 im Anhang gezeigt.
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Drei-Ebenen-Design

Strukturelle Form

Fiir Interventionsleitende ¢ = 1, ..., e3, Proband:innen j = 1, ..., ug und Messungen k =1, ..., u;
Yijk = Bo + B1aijk + by +bij + €k (44)
mit
by~ N(0,07), bij~N(0,02), eijp~N(©0,02), b; Lbj L. (45)

Bei Treatmentvariation auf Messungsebene
%ij1 =0 und @0 :=1firalles=1,...,egund j =1, ..., us. (46)

Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

T =g =0 fir j=1,.,up/2 und w51 =50 = 1fir j=ug/2+1,...,uy firallei.  (47)
Bei Treatmentvariation auf Interventionsleitendenebene

Ty =0firi=1,...,e3/2 und wy,:=1firi=e3/2+1,...,e3 firalle j, k. (48)

Parameterbedeutungen

Bo Erwartungswert der Kontrollbedingung

B Erwartungswertunterschied zwischen Treatment und Kontrollbedingung
b; Interventionsleitenden-spezifische Abweichung

bij Proband:in-spezifische Abweichung innerhalb von Interventionsleitenden %
022 Varianz zwischen Interventionsleitenden

1712) Varianz zwischen Proband:innen innerhalb von Interventionsleitenden

0? Varianz der Messungen innerhalb von Proband:innen
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Drei-Ebenen-Design

Designmatrixform bei Treatmentvariation auf Messungsebene

0000000000000 0000000000000000C000000000000000 M
0000000000000 0000000000C0000000000000000000=HO0
0000000000000 0000000000C00000000000000000~HO000
0000000000000 00000000000000000000000000~—O00000
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Drei-Ebenen-Design

Designmatrixform bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

0000000000000 0000000000000000C000000000000000 M
0000000000000 0000000000C0000000000000000000=HO0
0000000000000 0000000000C00000000000000000~HO000
0000000000000 00000000000000000000000000~—O00000
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Drei-Ebenen-Design

Designmatrixform bei Treatmentvariation auf Interventionsleitendenebene

0000000000000 0000000000000000C000000000000000 M
0000000000000 0000000000C0000000000000000000=HO0
0000000000000 0000000000C00000000000000000~HO000
0000000000000 00000000000000000000000000~—O00000
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Drei-Ebenen-Design

Random-Effects-Kovarianzmatrix des Drei-Ebenen-Designs

0 0000000000000000000000000000

2
0 o7

00000000000000000000000O0O0O0OO

ccoccoccccococccccocoocooc o oo
ccoccococcccococcccooocooo oMo o
ccoccocccocococccccococcoooiooo
ccoccoccccococccccococcooWoooo
ccoccococcccococcccooccoPooooo
ccoccoccccococccccococcPoooooo
ccoccccccoccccccococYWooooooo
ccccocccccccccccoYWoooooooo
ccoccoccccoocccccoWoocoocoooo
ccoccocccccocccccPoocooooooo
ccoccocccoccccccWooocoooooooo
ccoccoccccococcoYPeooooocoooo oo o
ccoccocccccocoWocooococoooo oo
ccoccocccococofPocococooocooooooo
ccoccoccccoPooccoooccooco oo
ccoccoccococYWoooccoooccoooo oo
ccoccocccWooooccooocoocooo o
ccoccoccWooooocccooocoooo oo o
ccoccoYoococoooccoooccoooo oo
ccocofPoococooococcocooccooco oo
cocoYoocoocoooocococoooooo0o000
coYoococococoooccococoooo0o000000

oY occocco0000000000000006000

o oo0occ0000000000000000000

© 00 0000000000000 00O0C0000
© 0000000000000 00000000000

0000000000000000000O0O0O0OO0OO0O0O

I
Ry
Al
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Drei-Ebenen-Design

Marginale Datenkovarianzmatrix des Drei-Ebenen-Designs

vio2u5u3 5345430 0 000 0000000000 0000000000000000080800000
Ther vy eses 0 0D 0 80000008000 D00a0D0800000080000000000
00 000000000000000a00080000008000000a0040
o onoa000000a00000000008000000a0000000000
a0 000000000000000000000000000000000800000
ety ey ges 0 0D 0 80000000 a000D00a0D00000000a0000000000
0000000000400 0000000080000060a00000800000
e 000 000000000000000000000000800000808000800
36 555 500 mumvsssmsuvaes 000 00000000 0D0800000000000000000
5000000 0mmavma008000000000080000008000000a0040
50000000 00 08000000000080000080a0000000000
500000 00murieuam 0 000000000000800000000000000000
505000 00ueeseryvges 000000 00000D08000000a0000000000
58000000 mmm a8 08000000000080000060400000800000
500000 00mummmuie00000000000000800000000000000006
505000 00umuvaveueae00a0000000000800000000000000000
bacoaboessssesas w8 8000 0008000000000000004
5e00cnoe00n0as00 ) 0800000 0a000000000000000
5000000000000000 9005000000000000000000000
500 000000000000 Dmmmmavers 000 000000000000000000004
58000000000 0800 0 aaa0000b08000000a0000800000
50000 00000D08000maammrgs000000800000000000000006
50500000 00D08000umeeeumea000000800000000000000000 5 5 5

Vg | 00000 00000000000mmmmaacotso0000000000000050000| mitve—a? vo—vatod vy — ot o

9= |0 000000000000000006005040w w0 0000000000000 3 =0p,vy=v3+op,v) =vy+oz

000000 00 000D 0 00 0 00 bt 0 00 0 00000000
550 000000000a00D00000000mmmmamm0000000000000000
58000000000 080000008000hemeaaamo0000d0000800000
b0 00000 0 00000 00 0000 b0 00 000000000
000000 00 0000000 a0 00 b et 0 00 0000000 an 00
58000 000000080000008000beesmeavnro000008000000a000
50000 0000000800000080000emmmaeno0080a0000000000
50000 000000080000000000000050080wumesssmunmnodooodno
505000000 0D08000000aD0000000D0 0N 0000000
58000000000 080000008000800000080wmmnaaaanobooadse
50000000 000080000000000000000080vmuegmmne0000000
505500000 0D08000000a00000000D08 0N 0000000
58000000000 080000008000000a00080mawmvanobooasse
50000 000000080000000000000000080mmmmanmmne0ooodne
500050 000000080000000000000000080ewmumeanauno0o0000s
505050000000 08000000000000000000000050 B
58000800000 08000000800080000b0800000000mmmgmaan
50000 00000008000000000000000008000000000smme s
50550 00000D08000000a00000000D0800000000wmumeemarme
58000000000 0800000080000000000800000000mannanny
50000000000 0800000000000000000000000000m8ummgme

505050 000000080000000000000000080000000 00 esesm e s
50500000 00D08000000a0000000000000000000uwmeemnma
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Drei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik

u[1]
=2) /x/. rep(1,ul2]))),

library (MASS)

library(nlme)

set. seed(o)

nsim led

e c(48,24,6,1)

u c(2,4,

X_t list(
(rep(1,e[2]) matrix(c(1,1,0,1), nrow =
(rep(1,e[3]) %x/i (matrix(c(i,i,0,13,
(matrlx(c(l 1,0,1), nrow = 2) I rep(1 e[l]/2

Z_1 diag(e[3]) 7 rep(l ul2]*u[1])

Z_p diag(e[2]) %x% rep(1, ul1l)

z = cbind(Z_1,

ee
for (i in 1:
X

nuli]

Z_p.
1ist(c(5,0), c(5 2))
1
1

1
aiag(c(rep(s_1, e[31), rep(s_p, e[2])))

s_eps*diag(e[1]

Z %*) Sigma_b % t(Z) + Sigma_eps
solve(V_theta)

matrix(c(0,1), nrow = 2)

rep(NaN, length(X_t))

array(NaN, dim = c(length(beta_tbu),

array (NaN, dim =
length(X_t)){
= X_t[[i]]
= eli]l - (e[i+1] + 1)

for(b in 1:length(beta_tbu)){

beta
num
den

deltalb,
for(s in 1:nsim){

y
D

Y

TRM
IVL
PBN

M
Teels,

= matrix(beta_tbul[[b]], nrow
t(c) %) beta

i] = num/den

= mvrnorm(1, X
data.frame(
as.numeric(y),

x[,2],
as.factor(rep(1:e[3], each
as.factor(rep(1:e[2], each
lme(y ~ TRM, data =D, r
summary (M) $tTable ["TRM",

b,il =

c(nsim, length(beta_tbu),

sqrt(t(c) %*% solve(t(X) %*% V_theta i %*% X) ¥

length(X_t)))
length(X_t)))

2)

beta, V_theta)

ul2]*u[11)),
ul11)))
=il |}IVL/PBN)

andom
"t-value"]}}
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Normalverteilung

nlme R Paket
Zufallszahlengeneratorzustand
Anzahl Simulationen

Anzahl Messungen, Proband:, IVL
Einheiten pro Einheit héhere Ebene
Treatment-Designmatrizen
Treatment auf Messungsebene
Treatment auf Proband:innenebene
Treatment auf IVL-Ebene
RFX-Designmatrix IVL
RFX-Designmatrix Proband:innen
RFX-Designmatrix

FFX-Parameter fiir beide Szenarien
Residualvarianzkomponente
Proband: innenvarianzkomponente
IVL-Varianzkomponente
Random-Effects-Kovarianzmatrix
Residual-Kovarianzmatrix
Marginale Datenkovarianzmatrix
Inverse marginalen Datenkovarianz
Kontrastvektor fir Treatmenteffekt
Freiheitsgrade fiir Treatmenteffekt
Nichtzentralitdtsparameter
T-Statistikspeicher
Treatment-Designmatrixiterationen
Fixed-Effects-Designmatrix
Freiheitsgrade fiir Treatmenteffekt
Betaparameteriterationen
Fixed-Effects-Parameter

Zahler Nichtzentralitdtsparameter
Nenner Nichtzentralititsparameter
Nichtzentralititsparameter
Simulationsiterationen
Datengeneration

Dataframe

Datenvektor
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Drei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt bei Treatmentvariation auf Messungsebene

vi=e1—(eg+1)=48—(24+1) =23. (49)

0,07=1,05=1,0/=1,5=0 B1=2,07=1,05=1,0/=1,5=6.93

0.3

0.1

0.0
-5 0 5 10 15
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Drei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene

vy =es—(e3+1)=24—(6+1)=17. (50)

B1=0,0/=1,05=1,0/=1,8=0 B1=2,07=1,05=1,0/=1,5=4

05 05

0.4

0.2

0.1

0.0 T T T 1
-5 0 5 10 15
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Drei-Ebenen-Design

Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt bei Treatmentvariation auf Interventionsleitendenebene

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

vg=eg—(eg+1)=6—(1+1)=4. (51)

B1=0,0/=1,05=1,0/=1,8=0

-5

15

B1=2,0=1,0,=1,0{=1,5=2.09
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0.4

0.2

0.1

0.0 T T T 1
-5 0 5 10 15
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Einfihrung

Zwei-Ebenen-Design

Drei-Ebenen-Design

Powerbetrachtungen

Selbstkontrollfragen

Interventionsforschung | © 2026 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 54



Powerbetrachtungen

Freiheitsgradparameter der Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt

Design Treatmentebene vi=e; — (€1 +1) v
Zwei-Ebenen-Design  Proband:in vo=eg—(eg+1)=24—(1+1)= 22
Zwei-Ebenen-Design ~ Messung vi=e;—(eg+1)=48—(24+1)= 23
Drei-Ebenen-Design Interventionsleitende  v3 =e3—(e4+1)=6—(1+1)= 4
Drei-Ebenen-Design Proband:in vo=eg—(eg+1)=24—(6+1)= 17
Drei-Ebenen-Design Messung vi=e;—(eg+1)=48—(24+1)= 23
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Powerbetrachtungen

Freiheitsgradparameter der Verteilung der T-Statistik fiir den Treatmenteffekt

Grob gilt:

; = Anzahl der Einheiten auf Treatmentebene — Uber der Treatmentebene liegende Kontexte. (53)
Zwei-Ebenen-Design

® Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene entsprechen die 48 Messungen fiir den Treatmentvergleich nicht
48 unabhangigen Informationseinheiten, weil je 2 Messungen zu derselben Proband:in gehéren. Entscheidend
sind die 24 Proband:innenmittelwerte.

® Bei Treatmentvariation auf Messungsebene beruht der Treatmentvergleich im Kern auf 24 unabhiangigen

Within-Proband:innen-Vergleichen, weil je 2 Messungen an derselben Proband:in erhoben werden.
Drei-Ebenen-Design

® Bei Treatmentvariation auf Ebene der Interventionsleitendenebene gibt es nur 6 unabhangige Informationsein-
heiten, weil alle 48 Messungen zu denselben 6 Leitenden gehéren. Nach Abzug der 1 Uberkontextinformation-
seinheit bleiben 4 Freiheitsgrade fiir den Treatmenteffektvergleich.

® Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene teilen sich die 24 Proband:innen in Gruppen von 4 jeweils
denselben Leitenden-spezifischen zufilligen Offset. Ein Teil der Variation gehdrt damit zu den 6 gemeinsamen
Leitendenkontexten.

® Bei Treatmentvariation auf Messungsebene erfolgt der Treatmentvergleich innerhalb der 24 Proband:innen.
Gemeinsame Proband:innen- und Leitendenanteile fallen im Within-Proband:innen-Vergleich wieder heraus.
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Powerbetrachtungen

Theorem (Testgiitefunktion des zweiseitigen Treatmenteffekttests)
Gegeben sei ein Drei-Ebenen-Parallelgruppendesign mit
y=X;B+2Zb+e, B:=(Bo,8)7, (54)

wobei X; = (145, z;) die Fixed-Effects-Designmatrix fiir eine Treatmentzuweisung auf Ebene i bezeichnet. Fiir

Hy:B,=0 gegen Hy:B;#0 (55)
sei R
T; = #.’ c= (0> 5 (56)
VT (XTI vyix)te 1
Unter 37 # 0 gilt
- A1 —
Tim tGiv), 6= DL ey~ (esyq + D). (57)

T (XTviix;) e
Fir ap € (0,1), k; :== t1—aq/2,s; und den zweiseitigen Test ¢; ist die Testgiitefunktion
qi(B1) = 1= W(k;; 65, vy) + W(—k; 65, v4), (58)
wobei W(-; d;, v;) die KVF der nichtzentralen ¢-Verteilung bezeichnet.
Bemerkung

® Zum Hintergrund siche PDWP Definition 33.10 Testgiitefunktion.
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Powerbetrachtungen

Beweis

Die Herleitung ist analog zur Herleitung der PDWP Theorem 33.2 Testgiitefunktion des zweiseitigen Einstichproben-

T-Tests. Der zweiseitige Test lehnt Hy genau dann ab, wenn T} im Ablehnungsbereich
A ={teR:|t| > k;} (59)
liegt. Also gilt fiir jedes 8, € R
q;(B1) :=Pg, (¢i(y) = 1)
=Pg, (T; € A;)

(60)
=P, (T; < —k;) + Pg, (T; > k;)
=Pp (T; < —k;) + 1 =Py (T; < k).
Aus der frequentistischen Verteilung der T-Statistik gilt unter 81 # 0
T ~t(65,v), 6= (61)
Damit ist Py, (T; < a) = ¥(a;8;,v;) und folglich
@i(B1) = W(—ky;0;,v) + 1 — W(k;; 04, v;). (62)
[m]

Dies ist die behauptete Darstellung.
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Powerbetrachtungen

Theorem (Testgiitevergleich bei gleicher Effektstarke)
Betrachtet sei das Drei-Ebenenmodell mit
F=1, eB=1, =i (63)

Signifikanzniveau oy = .05 und Treatmenteffekt 8 = 2. Fiir Treatment auf Messungsebene, Proband:innenebene

und Interventionsleitendenebene gilt

Treatmentebene v; &; q;(2)
Interventionsleitende 4 2.089 .360 (64)
Proband:innen 17 4.000 .964
Messung 23 6.928  .999998
Insbesondere gilt in diesem Szenario
q1(2) > q2(2) > q3(2). (65)

Bemerkungen

® Bei gleicher Anzahl an Messungen und gleicher Effektstarke ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Test fiir das
vorliegende Drei-Ebenenmodell den Wert 1 annimmt (also seine Testgiite) bei gleichbleibender Effektstirke 87,
Anzahl an Datenpunkten e; und Signifikanzschwelle g dann am gréBten, wenn Treatment auf der niedrigsten

betrachteten Ebene variiert wird.
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Powerbetrachtungen

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass im Drei-Ebenen-Modell beziiglich der Fixed-Effects-Designmatrizen X; fiir die drei

Treatmentzuweisungen gilt:

) =19y ® ((1)) bei Treatmentvariation auf Messungsebene (66)
0
To=1® (1) ® 19 bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene (67)
1
0
0
T3 = (1] ®1g bei Treatmentvariatio auf Interventionsleitendenebene. (68)
1
1

Weiterhin gilt fiir die marginale Datenkovarianzmatrix im Drei-Ebenen-Modell offenbar

Vy = 02148 + 0p(I24 ® Lg) + 07 (16 ® Lgg). (69)
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Powerbetrachtungen

Beweis (fortgefiihrt)

Fﬁrog:ﬂg:o‘%:l ist
Vo = Iyg + (124 ® 192) + (I ® 1g3)- (70)

Mit X; = (145, ;) ergibt direktes Einsetzen

(X;I‘VF;le)il _ ( 1/4 71/24) ?

—1/24  1/12
et (724 —1y8
(XEVy 1) = (71/8 1/4 ) =

-1 11/24 —11/24
(xFveixs) = (1] o
: —11/24  11/12
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Powerbetrachtungen

Beweis (fortgefiihrt)

Da ¢ = (0,1)T, folgt aus den rechten unteren Matrixeintrigen

also
Vi(By) =
Fir 81 = 2 erhalt man damit
2
5 = =4V3
V1/12

Die Freiheitsgradparameter sind

vy =48 — (24 +1) = 23,

V;(B1) = cT(XTV X)) e (72)
1 S S 11

30 YeB=7, Va(b1) =35 (73)
= 6.928,0y = —2 — 4,85 = ——— = 2.089 (74)
TR T A T e

v =24—(6+1)=17, vg=6—(1+1)=4. (75)

Mit k; = t—05/2,0; und Theorem 4 folgt dann

q1(2) = 999998,  q9(2) = .964,  g¢5(2) = .360. (76)

Damit ist q1(2) > q2(2) > q3(2) gezeigt.
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Powerbetrachtungen

Testgiite und Treatmentebene

® Bei gleicher roher Effektstarke 31 ist die Testgiite im vorliegenden Drei-Ebenenmodell am gréBten, wenn
Treatment auf der niedrigsten betrachteten Ebene variiert. Der Grund ist nicht nur die Anzahl der Datenpunkte,

sondern die Kombination aus Nichtzentralitdtsparameter

6 = S S—— (77)
Vel (xTvyix;
und Freiheitsgradparameter
vi=e;— (€1 +1). (78)

Intuitiv gilt, dass je héher die Treatmentzuweisung in der Hierarchie liegt, desto weniger unabhéngige Einheiten
den Treatmenteffekt tragen. Treatment auf héheren Ebenen kann dennoch inhaltlich notwendig sein, zum
Beispiel wegen Interventionslogik, Kontamination oder organisatorischer Machbarkeit. Entsprechende Testgiite-
und Stichprobenumfangsfragen werden in der aktuellen Literatur zu Mehrebenendesigns ausfiihrlich diskutiert,
etwa bei Murray et al. (2004), Teerenstra et al. (2008), Preisser et al. (2010), Heo et al. (2013), Esserman et
al. (2013), Wang et al. (2022) und Moerbeek (2024).
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Einfihrung

Zwei-Ebenen-Design

Drei-Ebenen-Design

Powerbetrachtungen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie das Theorem zum Testgiitevergleich bei gleicher Effektstarke in einem Drei-Ebenen-Design. Warum
ist die Testgiite bei Treatmentvariation auf der niedrigsten betrachteten Ebene am gréBten?
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Anhang

Theorem (Ein-Ebenen-Design als hierarchisches balanciertes orthogonales LMM)

Das Ein-Ebenen-Parallelgruppendesign mit e; = 48 unabhangigen Proband:innen und

y=XB+e, e~ N(0,02l43) (79)
ist ein hierarchisches balanciertes orthogonales LMM im Sinne von Definition 1.
Bemerkung

® Die Treatmentzuweisung betrifft hier nur die Fixed-Effects-Designmatrix X
® Die orthogonale Blockstruktur betrifft die marginale Datenkovarianz.
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Anhang

Beweis
Setze formal eg := 1 und uq := 48. Dann gilt
e] = egup = 1-48 = 48. (80)
Alle Beobachtungen sind also in einem iibergeordneten Designkontext verschachtelt. Mit
L T
Pyg = gglagliy,  Rag=lsg — Pag (81)

definieren wir
Q1:=Rys, Qo= Pys. (82)

Die Matrizen Q1 und Q5 sind symmetrisch, idempotent und paarweise orthogonal, und es gilt

Q1+ Q2 = Ryg + Pyg = 5. (83)
Weiterhin gilt mit A} = Ay = ag >0

Cly) = 02145 = M Q1 + A9 Q2- (84)
Damit besitzt das Design die geforderte orthogonale Blockstruktur. m}
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Anhang

Theorem (Zwei-Ebenen-Design als hierarchisches balanciertes orthogonales LMM)
Das Zwei-Ebenen-Design mit e; = 48 Messungen, eo = 24 Proband:innen, u; = 2 Messungen pro Proband:in und
y=XB+Zb+e, b~ N(0,0505), &~ N(0,02l3) (85)

ist fiir Treatmentvariation auf Messungs- und Proband:innenebene ein hierarchisches balanciertes orthogonales LMM.

Bemerkung

® Die beiden Treatmentvariationen unterscheiden sich nur in X

® Die marginale Kovarianzmatrix ist in beiden Fallen dieselbe.
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Anhang

Beweis

Die Messungen sind eindeutig in Proband:innen verschachtelt. Mit eg := 1, uqy := 2 und uy := 24 gilt

e = eguy =242 =48, eg =egug =1-24=24. (86)
Fir P, == m 11,17 und Ry, = I,,, — P,, sei
Qr=1I3®Ry,  Qa=Rgy®P, Q3:=Py®pP. (87)

Da P, und R, symmetrische, idempotente und orthogonale Projektoren sind, sind auch Q;, Q2, @3 symmetrisch,
idempotent und paarweise orthogonal. AuBerdem gilt

Q1+Q2+Q3=1I33®Ry+ (Rog + Pog) @ Py = Iyg. (88)
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)
Mit Z = I3y ® 15 ergibt sich die marginale Datenkovarianz
Vo= 203127 + 02145
=02L53+03(Ip4 ®1511) (89)

= 02145 + 203 (124 ® Py).

Da

Iig=Q1+Q2+Q3,  I®Py=Q2+Q3, (90)

folgt
Vo = o2 (02 +202) 2 L 952)0. 91
b =02Q1 + (02 + 203)Q2 + (0F + 205)Q3. (91)

Mit
A1 =02, Ao = A3 =02 + 202, (92)
liegt also eine orthogonale Blockstruktur vor. m}
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Anhang

Theorem (Drei-Ebenen-Design als hierarchisches balanciertes orthogonales LMM)

Das Drei-Ebenen-Design mit e; = 48 Messungen, ey = 24 Proband:innen, e = 6 Interventionsleitenden, u; = 2
und ug = 4 sowie

y=XB+Zb+e (93)

mit Random-Interzept-Termen auf Interventionsleitenden- und Proband:innenebene ist fiir Treatmentvariation auf

Messungs-, Proband:innen- und Interventionsleitendenebene ein hierarchisches balanciertes orthogonales LMM.

Bemerkung

® Auch hier unterscheiden die Treatmentvariationen nur die zweite Spalte von X

® Die folgende Kovarianzzerlegung ist davon unabhangig.
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Anhang

Beweis
Die Verschachtelung und Balance sind gegeben durch
e] =eguy =242 =48, eg =egug =6-4=24, e3=equz3=1-6=6. (94)
Mit P, = mfllml;ﬁ und R, := I, — P, definieren wir
Q1 =10 14® Ry,
Qo :=Is® Ry ® P,

(95)
Q3:=Rg® Py ® P,
Qq:=P;®Py® Ps.
Aus den Projektoreigenschaften von P, und R,, folgt, dass Q1, ..., Q4 symmetrisch, idempotent und paarweise
orthogonal sind. Zudem gilt
Q1+ Q2+ Q3+ Qq=Iys. (96)
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)
Die marginale Datenkovarianz ist
Vop=o02lig+0oa(Ig® 14 ®1515) + 07 (g ® 1,17 @ 1518). (97)
Mit
1518 =2pP), 1,17 =4pP, (98)
und der Definition der Q,. gilt
Iyg = Q1+ Q2+ Q3+ Qu,
Is® I, ® 1513 = 2(Q2 + Q3 + Q4), (99)
Ig®141T ® 1511 = 8(Q3 + Qy).
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

Damit folgt
Vo =02Q1 + (02 +203)Q2 (100
+ (o2 + 2(7127 + 8(712)(23 + (o2 + 2(712, + 8(712)Q44
Mit
Ag 1= 02 + 203, (101)

A3 =Ag =02+ 202 + 807

ist die marginale Kovarianz also als Summe orthogonaler Blockprojektoren mit positiven Koeffizienten darstellbar.
Damit ist das Drei-Ebenen-Design ein hierarchisches balanciertes orthogonales LMM. m}
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Anhang

Theorem (Fixed-Effects-Schatzer im Zwei-Ebenen-Design)

Im balancierten Zwei-Ebenen-Design gelten fiir den Fixed-Effects-Parameterschatzer folgende Darstellungen.

1. Bei Treatmentvariation auf Messungsebene gilt

2 1 «—e2
~ Bo eo 21:1 Yi1
B=|3"|= 1 e . (102)
b1 o5 2iz1(iz — vi1)
2. Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene gilt mit
o/2 5

U= 5t v = EZZ/ 2 ezz y (103)

Y = = (y; Y Y1 = — Yis Yo = Y;

Yi 5 Wil T ¥Yi2)s Y1 e & Yi» Y2 e Yi

5_ /%0 _ Y1 )
- (B1) (yz - @1) ¢

Bemerkungen

® Bei Treatmentvariation auf Messungsebene ist ,él der Mittelwert der Messwertdifferenzen

® Bei Treatmentvariation auf Proband:innenebene ist Bl die Differenz der Proband:innenmittelwerte
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Anhang

Beweis
Mit
1 0
X = (1 1) cye= (i )T S; =02l +0ly (105)
gelten X = 162 ® X; und Vj = 152 ® S;. Der GLS-Schatzer erfiillt damit

= (XTvyix) " xTvyly

-1
(T, @ X Iey ® S71)(1e, ® X)) (1, @ XTIy ® Sy
12
= (eoXTs71x;) Y xTSly,;
i=1 (106)

€2
- - 1
— Tg-1 —1yvT g1
= (XTs;71x,) 1 xTs; <52y1>
i=1
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

Also folgt
1 €2
e ( 1 0) (5 i yn)
- 1 2
1 1 eo Eizl Yi2
1 e
_ e Z,il Yi1
- € \ -
% 320 (W2 — vi1)

Tg-1 —1xTg-1_ x-1
(XTsi1x) ' xTs;t = x;L

SchlieBlich zeigen wir, dass

Weil X; und S; invertierbar sind, gilt zunachst
(xFsytx)~t=x;tsxh)—L.

Damit folgt

(xFsitx)txTsyt=x;7ts,(xDH)txFs;t=x;1
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir i = 1, ..., e9/2 sei g; := (1,0)T, fir i = eg/2 +1,..., eq sei g; := (1,1)T. Weiterhin seien

Xi=1lag]s  yi= Wiy, S

Also gilt mit a := 15

o2l +031ss. (111)

Sily = (021 + 02199)1y

= (o2 + 2012,)12 (112)
1

= Silly= 551,
i 72 U§+2ag 2

2
Ug 4»2012)7

S}
Il

Tg-1 —
175711, =

1
=17y,
Ug + 20'127 2 Yi

(113)

1
-~ (gt
Ug+20_12)(yzl Yi2)

= ay;.
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

€2

-1
Tg-1
xTs; X,») »

. 1 ey
S oafsast ) Yanfsu

(
b2
(
(

=1
‘ (114)
e 1 ey
- azgigz) S giain
i=1 =1

2
> gigiT) > g0
=1 i=1
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

€2 €3/2 €2

1 0 1 1
Yo -3 (3 o) > (1))
i=1 i=1 i=eq/2+1

eo ey/2 _e (2 1 (115)
ex/2  ey/2 2 \1 1)’
e oo 1
gl B
(oet) -2
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)

eg eo/2 1 €2 1
Zgi,@i, = Z (0> yi + Z <1> Yi
i=1

i=1 i=eg/2+1

eq

7( Zii1yi )

= és ],
Zi:e2/2+l Yi

(116)

und damit
go2(1 N2
-2 é -
ea \-1 2 Zi£e2/2+1 Yi
eg/2 _
2 B 221 Ui (117)
- € —
e \ -T2 ui+ X2 eg/241Yi
_ Y1
Y2 — Y1
Damit ist insbesondere ,él =Y —Y1- =
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Anhang

Theorem (Unabhangigkeit der Gruppenmittelwerte)

Im balancierten Zwei-Ebenen-Design mit Treatmentvariation auf Proband:innenebene seien

1 g 22 2]
vi=gWatya),  G1= & Z o B2= > u (118)
i=1 j=eo/2+1
Dann gilt
C(y2,y1) = 0. (119)
Bemerkungen

® 4y, bezeichnet den Mittelwert der proband:innenspezifischen Mittelwerte in der Kontrollgruppe
® Y5 bezeichnet den Mittelwert der proband:innenspezifischen Mittelwerte in der Treatmentgruppe.
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Anhang

Beweis

Mit den Rechenregeln fiir Kovarianzen in PDWP 3.7 Kovarianzen gilt

Cly2,u1) =

€ eg/2
C(l > Ujr o 2 > yl)

€2 j=eo/2+1 2 =1
L ez e
= > W)
2 j=eg/2+1 i=1
4 ey e3/2
D> Z @(*'y]ﬁym 3 y11+y12))
€2 j=eg/2+1 i=1
4 eg eg/2 1
Z > Za: 30+51+b3+531)+(50+51+bj+5j2)),§((60+bi+5,ll)+(ﬁ0+bl+ai2)))
"2 j=eq/2+1 1=1
4 en en/2
2 > Zc(ﬁ()+/31+b + = (eﬂ+cﬂ) By +b;+ = (511+512)>
€2 j=eg/2+1 i=1

eg en/2

4 1
L Zc(b +—<s j+eg), bv+§(sﬂ+ai2)).
€2 j=eq/2+1 i=1

or|

(120)
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Anhang

Beweis (fortgefiihrt)
Mit den Rechenregeln fiir Kovarianzen folgt weiter
eo eo/2

1
5 Zc( »2]1452)1714 (51-145,;2))
€2 j=eq/2+1 i=1

4
Cly2,91) = —

L 2 e . )
-5 Y % (C(bj.bi)+t(bj,§(si1 +5i2))+‘t(§(sj1 +5]-r_>).bi)+@(
j=eafai1 i1

1
ej1teja), 5 (e + 5i2)))

&g cf? 1 1 1 1
Z (0+C (bj, E(Eil +5i2>) +C <§(Ej1 +5j2),bi> +C (E(Ejl +6j2), 5(5“ +5'L2)>)
j:52/2+1 i=1

. 2 P 1 1 1 1 1 1
= > (o+ 5Cbj.241) + 5 Clbj,42) + 5C(ej1,b) + 5 Cleja, by) +€ (5(5]»1 +e2) 5 (51 +5i2)))
€2 j=en/2+1 i=1
. 2 el 1 1
=3 > (0+0+0+0+0+c <§(5j1 +ej2)s 5 (501 +5i2)))
€2 j=eg/2+1 i=1
eg eo/2
4 1 1, 1 1,
-5 5 (0+ 1180 + 7 Clej1sEi0) + 70l Ei1) + Z@(eﬂ,m))
€2 j=eq/2+1 i=1
eo eo/2
4 11 1.1
=3 > (0+ZO+ZO+ZO+ZO)
€2 j=eg/2+1 i=1
=0.
(121)
O
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Anhang

Theorem (Kroneckerproduktrechenregeln)

Seien A, B, C, D Matrizen passender Dimension. Dann gelten

(Ag BT = AT @ BT,

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD).

Sind A und B invertierbar, so gilt auBerdem

Fiir Blockvektoren der Form

gilt weiterhin

Insbesondere ist

(A@B)"l=4A"1gB 1

y= ) y; € RY,

Ym

m
(1L @Ay = Z Ay
iz

T 1T _
I dmlm = 11y = m.

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)
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