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Anwendungsszenario

Randomisiertes zweifaktorielles Studiendesigns mit gekreuztem Design

Zweifaktorielle Varianzanalyse (ZVA) = two-way analysis of variance (ANOVA):

® Eine univariate abhangige Variable, bestimmt an randomisierten experimentellen Einheiten.

Zwei diskrete unabhangige Variablen, die mindestens zweistufig sind.

Die unabhangigen Variablen werden Faktoren genannt.

Die Stufen der Faktoren werden auch Level der Faktoren genannt.

Jedes Level eines Faktors wird mit allen Leveln des anderen Faktors kombiniert.

Die Kombination zweier spezifischer Faktorlevel wird Zelle des Designs genannt.

Zweifaktorielle Studiendesigns werden iiblicherweise anhand ihrer Faktorlevel bezeichnet:

2 x 2 ANOVA:
2 x 3 ANOVA:
4 x 2 ANOVA:
3 x 1 ANOVA:

Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2
Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2,3
Faktor A mit Level 1,2,3,4 Faktor B mit Level 1,2
Faktor A mit Level 1,2,3 Faktor B mit Level 1

® Generell sind 2 x 2 Designs sehr popular, wir fokussieren auf diesen Fall.

® Die Zellen eines 2 x 2 Designs werden im Folgenden auch als Gruppen bezeichnet.
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Anwendungsszenario

Konzeptuelles Design

Faktor B

Level 1 Level 2

Level 1 A1B1 A1B2

Faktor A

Level 2 A2B1 A2B2

Die Zellen/Gruppen des Designs sind hier mit A1B1, A1B2, A2B1 und A2B2 bezeichnet.
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Anwendungsszenario

Datennotation

Faktor B

Level 1 Level 2

yin =12 Y121 4.1

Y112 =04 Y122 =18

Level 1 Yz =17 Yizz =33

Yiiny, = 2.1 Yizny, = 5.9

Faktor A

Y211 0.1 Y21 =74

Y212 =08 Y222 =62

LeVel 2 Ya13 =27 Y223 ‘= 9.5

Y2in,, = 1.4 Ya2m,, = 6.1

Y;ji bezeichnet die Datenvariable der kten experimentellen Einheit (k= 1,...,n;;)

im iten Level von Faktor A und jten Level von Faktor B (i = 1,2, =1,2).
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Anwendungsszenario

Haupteffekte (main effects) und Interaktionen (interactions)

Man unterscheidet intuitiv hinsichtlich der Gruppenmittelwerte Haupteffekte und Interaktionen:

® |Intuitiv spricht man vom Vorliegen eines Haupteffekts von Faktor A, wenn sich die Gruppenmittelwerte zwischen
Level 1 und Level 2 von Faktor A, jeweils gemittelt {iber die zwei Level von Faktor B, unterscheiden.

® Intuitiv spricht man vom Vorliegen eines Haupteffekts von Faktor B, wenn sich die Gruppenmittelwerte zwischen
Level 1 und Level 2 von Faktor B, jeweils gemittelt tiber die zwei Level von Faktor A, unterscheiden.

® |Intuitiv spricht man vom Vorliegen einer Interaktion der Faktoren A und B, wenn der Unterschied der Gruppen-
mittelwerte von Faktor A zwischen Level 1 und 2 unterschiedlich fiir Level 1 und Level 2 von Faktor B ausgepragt
ist bzw. wenn der Unterschied der Gruppenmittelwerte von Faktor B zwischen Level 1 und 2 unterschiedlich fiir
Level 1 und Level 2 von Faktor A ausgepragt ist.

Intuitiv beziehen sich Haupteffekte also auf (marginale) Unterschiede (Differenzen), wéhrend sich
Interaktionen auf Unterschiede von Unterschieden (Differenzen von Differenzen) beziehen.

Das Vorhandensein einer Interaktion besagt lediglich, dass sich die Unterschiede der Gruppenmittel-
werte zwischen den Leveln eines experimentellen Faktors in Abhangigkeit von den Leveln des anderen
experimentellen Faktors dndern, es macht aber keine Aussage dariiber, warum dies so ist.

= Haupteffekte und Interaktionen sind Datenmuster, keine wissenschaftlichen Theorien.
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Anwendungsszenario

Anwendungsbeispiel

BDI-Differenzwertanalyse fiir zwei CBT-Settings und CBT-Varianten

Face-to-Face

Setting

Online
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Anwendungsszenario

Anwendungsbeispiel
BDI-Differenzwertanalyse fiir zwei CBT-Settings und CBT-Varianten

® Faktor (A) CBT-Setting mit Level (1) face-to-face (F2F) und Level (2) online (ONL).
® Faktor (B) CBT-Variante mit Level (1) mindfulness (MND) und Level (2) exercise (EXC).

® n;;:=12, 1 <4,j < 2 Patient:innen in jeder Bedingung, n = 48 Patient:innen insgesamt.
2 x 2 randomisiertes zweifaktorielles Studiendesign = 2 x 2 ANOVA

® inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt des CBT-Settings?
® inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt der CBT-Variante?
® inferentielle Evidenz fiir Interaktion von CBT-Setting und CBT-Variante?
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Anwendungsszenario
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Modellformulierung

Modell der additiven ZVA

In Analogie zur einfaktoriellen Varianzanalyse (EVA) méchte man in der additiven ZVA die Gruppenerwartungswerte
pij mit 1 =1, ..., I fir die Level von Faktor A und j = 1,..., J fiir die Level von Faktor B als Summe eines
gruppenunspezifischen Erwartungswertes und den Effekten der Level von Faktor A und der Level von Faktor B
modellieren.

Wir bezeichnen den gruppenunspezifischen Erwartungswertparameter mit i, den Effekt von Level i von Faktor
A mit a; und den Effekt von Level j von Faktor B mit ,B]- (ﬁj bezeichnet hier also nicht den jten Eintrag des
Betaparametervektors). Dann ergibt sich zum Beispiel fiir [ := J := 2:

pi1 = po oy + 81 | pigi=pot+ag + By
Ho1 = o+ ag+B1 | oo = po+as+ B

Wie im Falle der EVA ist diese Darstellung der Gruppenerwartungswerte f1;; allerdings iiberparameterisiert. Um eine
eindeutige Darstellung der 1i;; zu gewdhrleisten, bietet sich auch hier die Restriktion an, den Effekt des ersten Levels
jedes Faktors als Null zu definieren:

1= = 0. ®
Dies etabliert die Faktorlevelkombination A1B1 als Referenzgruppe. Es ergibt sich somit zum Beispiel fiir fiir
I:=J:=2:

H11 = Ho | p12 5= po + Bo
Mol = o+ g | pogi=po+ag+ B

Auch bei dieser Effektdarstellung des Modells der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe andern sich die Interpretation
der Parameter pg, ag, B9 im Vergleich zum iiberparameterisierten Fall ohne Referenzgruppe: pi entspricht dem
Erwartungswert der Faktorlevelkombination A1B1, cvy der Differenz beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor

A und Sy der Differenz beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor B.
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Modellformulierung

Definition (Modell der additiven ZVA mit Referenzgruppe)

Yijk mit i=1,...,1,5=1,...,J, k=1, -y M S€ die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten Level
von Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem ZVA-Anwendungsszenario modelliert. Dann hat das Modell
der additiven ZVA mit Referenzgruppe die strukturelle Form

Yijk = Hij +€iji mit g5 ~ N(0,0%) wiv. fir i=1,..,1, j=1,..,J, k=1,...,n;; )

und die Datenverteilungsform

Yijk ~ Npgg,0%) uv. fir i=1,..,1, j=1,..,J, k=1,...,n; (3)
mit
piji=po oy + B fir i=1,...1, j=1,...,J mit a;:=p:=0 (4)
und 62 > 0.
Bemerkungen

® Das Modell der additiven ZVA modelliert ausschlieBlich Haupteffekte, keine Interaktionen.
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Modellformulierung

Parameterbeispiele
(1) Es sei g := 1,05 := 1, 85 := 0. Dann gilt:

pn=potop 5 =1+0+0=1  pp=py+a+B=1+0+0=1
Hor =potop+ B =1+140=2  pp=py+tay+fo=1+1+0=2

= Haupteffekt von Faktor A, kein Haupteffekt von Faktor B
(2) Es sei pig := 1,5 := 0, 85 := 1. Dann gilt:

i =potor+ 6 =14+040=1  pp=p+a+f=1+0+1=2
foy =pgF+ay+ B =1404+0=1 pgo=pog+ay+pB,=1+0+1=2

= kein Haupteffekt von Faktor A, Haupteffekt von Faktor B
(3) Es sei g := 1,05 := 1, 8, := 1. Dann gilt:

pin=potor+6=1+0+0=1  ppo=py+tao;+6=1+0+1=2
Hor=fo+t oy + P =1+14+0=2  pp=pytay+pf=1+1+1=3

= Haupteffekt von Faktor A, Haupteffekt von Faktor B

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 14



Modellformulierung

Parameterbeispiele

Mo=1, az=1, B,=0 Mo=1, a2=0, B,=1 Mo=1, a;=1, B=1
35 35 35
3.0 3.0 3.0
25 25 25
20 2.0 20
15 15 15
10 10 10
0.0 0.0 0.0
Al1B1 A1B2 A2B1 A2B2 AlB1 A1B2 A2B1 A2B2 A1B1 A1B2 A2B1 A2B2
Mo=1, az=1, B,=0 Mo=1, a2=0, B,=1 Mo=1, az=1, B=1
s ———  Faktor A, Level 1 ° = Faktor A, Level 1 ° ———  Faktor A, Level 1

Faktor A, Level 2

Faktor A, Level 2 Faktor A, Level 2

Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B Faktor B
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Modellformulierung

Theorem (Designmatrixform des Modells der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe)

Gegeben sei die strukturelle Form des Modells der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe. Dann
hat dieses Modell die Designmatrixform

y=XB+e mit e~ N(0,,0°I,), (5)
wobei
Y111 1 0 0
Y1ingy 1 0 0
Y121 10 1
: ) Ho
y = Yiamyy , X= rot eRM3 Bi=|ay,| €R® und o%>0. (6)
1 1 0 2
Yo11 Ba
Y21ngy 110
Y221 11
Y22n99 11
Bemerkung

® Das Theorem folgt direkt aus den Regel der Matrixmultiplikation.
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Modellformulierung

Designmatrix des Modells der additiven ZVA mit Referenzgruppe (n = 16, p = 3)
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Modellformulierung

Modell der ZVA mit Interaktion

In der ZVA mit Interaktion mdchte man die Gruppenerwartungswerte pigmiti=1,.., I fir die Level von Faktor A
und j =1,..., J fir die Level von Faktor B als Summe eines gruppenunspezifischen Erwartungswertes, der Effekte
der Level von Faktor A und Faktor B und der Interaktion der Level der Faktoren modellieren.

Wir bezeichnen den gruppenunspezifischen Erwartungswertparameter mit 11, den Effekt von Level ¢ von Faktor A
mit «;, den Effekt von Level j von Faktor B mit ﬁj, und die Interaktion von Level i von Faktor A mit Level j von
Faktor B mit ;;. Dann ergibt sich zum Beispiel fiir I := J := 2:

p11 = pot o+ 81 +y11 | mo = potar+ By + 10
po1 = po + ag+ B+ 721 | Haz = o + o+ By + 722

Wie in der die additiven ZVA ist diese Darstellung der Gruppenerwartungswerte Hij multipel iiberparameterisiert. Um
eine eindeutige Darstellung der Hij Zu gewahrleisten, bietet sich auch hier die Restriktion an, den Effekt des ersten
Levels jedes Faktors und jeder Interaktion als Null zu definieren:

ap =B = =7=0 fir i=1,.,1,j=1,.,J )
Dies etabliert die Faktorlevelkombination A1B1 als Referenzgruppe. Es ergibt sich somit zum Beispiel fir [ := J := 2:

H11 = o | mg:=po+B2
o1 = ko + g | ko= po+ag + By + 22

Auch bei dieser Effektdarstellung des Modells der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe andert sich die
Interpretation der Parameter p1(, a9, B2, y29 im Vergleich zum iiberparameterisierten Fall ohne Referenzgruppe: 1
entspricht dem Erwartungswert der Faktorlevelkombination A1B1, ay der Differenz beim Ubergang von Level 1 zu
Level 2 von Faktor A, 35 der Differenz beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor B und 95 der Differenz
beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor B im Unterschiede zum Ubergang von Level 1 zu Level 2 von
Faktor A.
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Modellformulierung

Definition (Modell der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe)

Yijk mit i=1,...,I,5=1,...,J, k=1, ey My sel die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten Level
von Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem ZVA-Anwendungsszenario modelliert. Dann hat das Modell

der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe die strukturelle Form
Vijk = Mij + € mit eip ~ N(0,0%) wiv. fir i=1,..,1, j=1,..,J, k=1,..,n; (8)

und die Datenverteilungsform

yijkwN(uz],o'z) uv. fir i=1,... 9)
mit
Rij = po + @i + B +7ij (10)
sowie
api=Pri=i=y1=0 fir i=1,..,1, j=1,...,J (11)
und o2 > 0.
Bemerkungen
¢ Das Modell der ZVA mit Interaktion beinhaltet durch die Terme ~;; firi=1,...,I, j=1,..., J Interaktions-

effekte, die Abweichungen vom Modell der additiven ZVA mit ausschlieBlich Haupteffekten reprasentieren.
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Modellformulierung

Parameterbeispiele

(1) Es sei pg :=1, a9 := 0, By := 0,99 = 2. Dann gilt:
p11=Hgt+ap+B1+v11=14+0+0+0=1 12 =pgtag+PBa+y12=1+0+0+0=1
o1 =pgtag+tPy+ty1=140+0+0=1 Moo =pgtag+ Bty =1+0+0+2=3

= kein Haupteffekt von Faktor A, kein Haupteffekt von Faktor B, Interaktion von A und B

(2) Es sei pg :=1, 9 :=1, By := 1,99 = —2. Dann gilt:
pi1=Hgt+ap+B1+v11=14+0+0+0=1 12 =pgtal+PBa+y12=1+0+1+0=2
pol =pgtag+ P+ =1+0+1+0=2 pog =pgtag+Py+ygp=1+1+1-2=1

= Haupteffekt von Faktor A, Haupteffekt von Faktor B, negative Interaktion von A und B

(3) Es sei pug :=1, a9 :=1, B3 := 0,99 = 1. Dann gilt:
H11 =pg+ a1 +B+911 =14 04040=1  pjg=pgtal+By+y1a=1+0+0+0=1
Hol =po g+ B+ =1+1+0+0=2 pog =po+ag+ B+ =1+1+0+1=3

= Haupteffekt von Faktor A, kein Haupteffekt von Faktor B, Interaktion von A und B

(4) Es sei pg :=1, a9 :=0, B3 := 1,99 = 1. Dann gilt:
pi1=po+tayp+B1+711=1+0+0+0=1 pig =pgtay+ P +ro=1+0+14+0=2
po1 =pgtag+ P+ =1+0+0+0=1 poo =pgt+tag+PBy+yp=1+0+1+1=3

= kein Haupteffekt von Faktor A, Haupteffekt von Faktor B, Interaktion von A und B

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 20



Modellformulierung

Parameterbeispiele

Ho=1, @;=0, B, =0, y2=2 Mo=1, 0p=1, Bp=1, o = Ho=1 0p=1, B=0, y2=1 Ho=1, 02=0, B=1, v =1
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 D D 1 D D D 1 D D 1 D D
0 0 0 0
AlB1 Al1B2 A2B1 A2B2 AlBl1 Al1B2 A2B1 A2B2 AlBl1 Al1B2 A2B1 A2B2 AlBl1 A1B2 A2B1 A2B2
Ho=1, =0, B,=0, v = Ho=1, 02=1, B =1, v = Ho=1 =1, B, =0, v =1 Ho=1, 0=0, B =1, v =1
4o — Faora Levl 1 4o — Faora Levl 1 4o — Faora Levl1 4o — Faora Lovel 2
Faktor A, Level 2 Fakior A, Level 2 Fakior A, Level 2 Fakdor A, Love 2
3 3 3
2 /0 2 2 /o
1 1 o0 1 o
0 0 0
Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B Faktor B Faktor B
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Modellformulierung

Theorem (Designmatrixform des Modells der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe)

Gegeben sei die strukturelle Form eines 2 x 2 ZVA-Modells mit Interaktion und Referenzgruppe

und es sei n = 22 ZQ n;; die Gesamtanzahl an Datenvariablen. Dann hat dieses Modell die
i=1 j=1 "4

Designmatrixform

y=XB+e mit e~ N(0,,0°I,), (12)
wobei
Y 1 0 0 O
Yiingy 1 0 0 0
Y121 1 0 1 0
: S Ho
Y12n,9 10 10 nx4 22 4 2
y = , X= e R4, B:= €eR* und 0°>0. 13
Yo11 11 0 0 B2 (13)
: 8 8 8 8 Y22
Y21ng, 110
Y221 1111
Y22n99 1111
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Modellformulierung

Designmatrix des Modells der ZVA mit Interaktion (n = 16, p = 4)
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Modellformulierung

Beispiel

Es seien

Dann gilt

mit

Yin
Y112
Y113
Y114
Y121
Y122
Y123
Y124
Y211
Y212
Y213
Y214
Y221
Y222
Y223
Y224

und n;;=4 fir i=1,2, j=1,2, also n=16. (14)
y=XB+e mit e~ N(014,02I15) (15)
1 0 0 ©0

1 0 0 O

1 0o 0 O

1 0 0 O

1 0 1 0

1 0 1 0

1 0 1 0 o

Lo 00 cpiea g [ 92 [ et und o2 0. (16)
1 1 0 0 B

1 1 0 0 Y22

1 1 0 O

1 1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
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Modellformulierung

Beispiel
# Modellformulierung
library (MASS)
I =2
J 2
n_ij 4
n I¥J*n_ij
P =1+ (I- 1)+(J 1)+(I*J-3)
D = matrix(c(1,0,0,0,
,0,1,0,
1,1,0,0,
51,1,1)),
nrow = p,
byrow = TRUE)
G = matrix(rep(1,n_ij), nrow = n_ij)
X = kronecker(D,C)
In diag(n)
beta matrix(c(1,1,1,1), nrow = p)
sigsqr = 10

# Datenrealisierung

y
print (X)

[,11 [,2]1 [,3]1 [,4]

©
N
FPRHERHERHER,OOOO0000O
HFRHROOOORRHROOOO

PHErHErHOOOOOOOOOOOO

I W

I+ W

= mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr+I_n) #

multivariate Normalverteilung

Anzahl Level Faktor A

Anzahl Level Faktor B

Anzahl von Datenpunkten der i,jten Gruppe

Anzahl Datenpunkte insgesamt

Anzahl Parameter insgesamt

prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs

prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
Kroneckerprodukt-Designmatrix-Erzeugung fiir balancierte Designs
n x n Einheitsmatrix

\beta = (\mu_0,\alpha_2,\alpha_3,\alpha_4)

\sigma™2

eine Realisierung des n-dimensionalen ZVs y

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 25



Anwendungsszenario
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Modellschatzung

Theorem (Betaparameterschétzung im additiven 2 x 2 ZVA-Modell mit Referenzgruppe)

Gegeben sei die Designmatrixform eines balancierten additiven 2 x 2 ZVA-Modells mit Referenzgruppe. Dann ergibt
sich fiir den Betaparameterschatzer

. io 211+ 112+ ¥21) — §U22
Bi= a2 | =| s +7122) 3@ +v2) | (17)
B2 5 (12 + U22) — 3 (§11 + U21)
wobei
g
Yij = Z yijk fir 1<4,5<2 (18)
J k=1

das Stichprobenmittel der 4, jten Gruppe des 2 x 2 ZVA-Designs bezeichnet.

Beweis

Wir bestimmen zunichst XTy, XTX und (XTX)™! bei konstantem n; fir 1 <4, < 2.
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Y111

Yiingy

Y121

Y12ny
Y211
(19)
Y21ng,

Y221

Y22n94
2 2 nij
Z,;zl 2_7:1 Zkzl Yijk
_ 2 ngj
= | X1 k1 vagk
2 n;9
S Tk yiok
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

1 0 0

1 0 O

1 0 1

1 1 11 A (’) .

xTx=lo - 0o 0 - 0 1 - 1 1 - 1
1 1 0
0 0 0 0 1 1 X
N (20)

1 1 0

1 1 1

1 1 1
4 2 2
=ni; 12 2 1
2 2
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Ohne Beweis halten wir weiterhin fest, dass

4 2 3 1 1
T yy-1 L I
XTx)t=nyl2 2 1 =— -3 1 0 (21)
2 1 2 P-4 0 1
Es ergibt sich also
- 2 2 nij
fig A B A Licy Lo 2o Vi
3 — ~ — 1 2 2
B=lay|= vl - 1 S Ykl Y2k (22)
— = p n;
B2 2 0 S 02 viok
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Damit ergibt sich dann

1 32,2 Mg 2 "2 n42
DT £ 990 SPFERD 3) SPIEED 3h oty
ij i=1j=1k=1 J=1k=1 i=1k=1
1 [gnu 5 121 5 722
= (Z Z"Jllk+ Zy12k+ Zyzlk+ Z'UQZA)
ij k=1
n21 "22 "12 "22
1 1 (23)
+— 5 Y21k — 5 Z Y22k — Z Y12k — Z Y22k
Tij 2L 1
= " Y11k + Y12k + yllls y22k
ni; \4 4 4 = 4 = 4
3 Yt e Lo
= 4y1 1 Y12 y21 4y22
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

sowie
1 12 2 2 "2j
dr= |3 yuHZZym
ij i=1j=1k=1 j=lk=1
PRt | 2 1 "2t ng na| ng
|3 Z Yiik— 5 Z Y12k — Z Y21k — Z Y22k T Z Y21k + Z Y22k
=1 2= 2= k= =1 (24)
1 1 ”11 1 n12 1 mat 1 "zz
=3 Z Yk~ 5 Z vizet 5 Z 21kt 5 Z Y22k
ij =1 k=1 k=1 k=1
1, _ 1, _
= 5 (21 +¥22) — 5 (W11 + ¥12)
2 2
und analog fiir 32. [m]
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Modellschatzung

Beispiel

# Datenreformatierung

fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz

A1B1 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "MND"] # face-to-face, mindfulness
A1B2 = D$dBDI [D$Setting "F2F" & D$Variant "EXC"] # face-to-face, exercise
A2B1 = D$dBDI[D$Setting "ONL" & D$Variant "MND"] # online, mindfulness
A2B2 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "EXC"] # online, exercise

# Datenmatrix fiir Gruppenmittelwerte

n_ij = length(A1B1) # Anzahl der Datenpunkte pro Gruppe
Y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n_ij) #n_ij x 4 Datenmatrix
y_bar = colMeans(Y) # 1 x 4 Zellenmittelwerte
# Modellschétzung
I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
n = IxJ*n_ij # Anzahl Datenpunkte insgesamt
P =1+ (I-1)+(J-1)+(I*J-3) # Anzahl Parameter insgesamt
D = matrix(c(1,0,0, # prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs

1,0,1,

1,1,0,

1,1,1),

nrow = p,
byrow = TRUE)

@ = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij) # prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
X = kronecker(D,C) # Kroneckerprodukt-Designmatrix
y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
beta_hat = solve(t(X) %% X) %*% t(X) %+ y # Betaparameterschétzer
eps_hat =y - X %*/ beta_hat # Residuenvektor
sigsqr_hat = (t(eps_hat) %/ eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
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Modellschatzung

Betaparameterschétzer und Stichprobenmittelwerte

hat{beta}
hat{sigsqr}
bar{y}_11, bar{y}_12, bar{y}_21, bar{y}_22

3/4bar{y}_11 + 1/4(bar{y}_12 + bar{y}_21) - 1/4bar{y}_22 :

1/2(bar{y}_21 + bar{y}_22) - 1/2(bar{y}_11 + bar{y}_12)
1/2(bar{y}_12 + bar{y}_22) - 1/2(bar{y}_11 + bar{y}_21)

10.14583 0.2916667 4.041667
6.074337

10.5 13.83333 10.08333 14.8333
10.14583

0.2916667

4.041667
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Modellschatzung

Theorem (Betaparameterschétzung im 2 x 2 ZVA-Modell mit Interaktion und Referenzgruppe)

Gegeben sei die Designmatrixform eines balancierten 2 x 2 ZVA-Modells mit Interaktion und Referenzgruppe. Dann

ergibt sich fir den Betaparameterschatzer

Ao y11
=] 9|2 Y21 — Y11 (25)
Ba Y12 — Y11
Y22 Y11 + Y22 — Y12 — Y21
wobei .
ij
_ 1 . .
Yij = — Z Yijr fur 1<4,5<2 (26)
ij =1

das Stichprobenmittel der 4, jten Gruppe des 2 x 2 ZVA-Designs bezeichnet.

Beweis
Wir bestimmen zunichst XTy, XTX und (XTX)™" bei konstantem n;; fiir 1 <4,5 < 2.
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Y111

Yiingy

Y121

Y12n:
XTy n12

Y211

o O o =
o © o =
o = O =
(=T =
S O ==
(=
[ e
= e = e

27
Y21ng, 27

Y221

Y22n94
2 2 Mg
2ot Lo Lkt Yigk
2 na;j
Zj:l Zkzl Y24k
2 i
S TR Yo,
n
S22 Yook
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 11 11 1 1 1 P
Tx_ |0 0 0 0 1 11 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1{ft 1 0o o
0 0 0 0 0 0 1 /2 T T B
1 1 0 0 (28)
11 1
11 1 1
4 2 2 1
2 2 1 1
—
Y2 1 2 1
11 1 1
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Ohne Beweis halten wir weiterhin fest, dass

4 2 2 1 1 -1 -1 1
_ 2 2 1 1 1 -1 2 1 -2
(XTX)" =ny == . (29)
2 1 2 1 ng -1 1 2 -2
1 1 1 1 1 -2 -2 4
Es ergibt sich also
- 2 2 nij
fio 1o—1 -1 1 (X X S v
- by ho;
|G| L7t 2 1 2y Y v i (30)
. _ n;
Ba nj 1 1 2 2 Zi:l Zkz:21 Yiok
— — T
722 I 2 2 AT 22 gy,
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Damit ergibt sich dann

2 "2j 2 M2 ng
Ko = — zzy2jk722y12k+zy22k
) \i=1j=1k=1 j=1k=1 i=
L /M nig nop noy
= (Z Y11k + Z Y12k t Z Y21k + Z Uzzk)
ij \k=1
1 na1 n22 nig n22 n22 (31)
+ o Y21k — Z Y22k — Z Y12k — Z Y22k T Z Y22k
ij =1
1 M
=— Y11k
™M1 o
=y
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

sowie

&

MN
MI\?

"2j 2 M2 n22 )

yz]k+22292]k+122y12k*22y22k
J

n12 n21 n22
Y11k — Z Y12k — Z Y21k — Z szk)
k=1
1 ( ny "22 "12 "22 n92 ) (32)

Il
-

k=1

iy
=2

d

1
n;

e
.

+ 22U21k+227422k+vaﬂrzym Qszzk
na1 nyy
= (Z ynk—zynk>
ij \k=1
= Y21 — Y11

und analog fiir [§2.
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

SchlieBlich ergibt sich

Y22

1 2 "ij "2j 2 M2 n22
SE7] ED I IVEEE) 3) IR o) SRS o)
=1j=1k=1 j=1k=1 i
n11 ni2 n21 n22
= ( Yiik + Zy12k+ Zy21k+ Zyzzk)
k=1 k=1 k=1 k=1
noy ngo ni2 noy n99 (33)
o ( 2 Z Y21k — 2 Z Yook — 2 Z Y12k — 2 Z Yook +4 Z 1/22k)
1 n11 n22 ni2 n21
= T (Z y11k+zy22k ZyIZk*Zymk)
k=1 k=1

= Y11+ Y22 — Y12 — Y21-
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Modellschatzung

Beispiel

# Datenreformatierung

fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz

A1B1 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "MND"] # face-to-face, mindfulness
A1B2 = D$dBDI [D$Setting "F2F" & D$Variant "EXC"] # face-to-face, exercise
A2B1 = D$dBDI[D$Setting "ONL" & D$Variant "MND"] # online, mindfulness
A2B2 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "EXC"] # online, exercise

# Datenmatrix fiir Gruppenmittelwerte

n_ij = length(A1B1) # Anzahl der Datenpunkte pro Gruppe
Y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n_ij) #n_ij x 4 Datenmatrix
y_bar = colMeans(Y) # 1 x 4 Zellenmittelwerte
# Modellschétzung
I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
n = IxJ*n_ij # Anzahl Datenpunkte insgesamt
P =1+ (I-1)+(J-1)+(I*J-3) # Anzahl Parameter insgesamt
D = matrix(c(1,0,0,0, # prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs

1,0,1,0,

1,1,0,0,

1,1,1,1),

nrow P,
byrow = TRUE)

@ = matrix(rep(1,n_ij), nrow = n_ij) # prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
X = kronecker(D,C) # Kroneckerprodukt-Designmatrix
y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
beta_hat = solve(t(X) %% X) %*% t(X) %+ y # Betaparameterschétzer
eps_hat =y - X %*/ beta_hat # Residuenvektor
sigsqr_hat = (t(eps_hat) %/ eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
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Modellschatzung

Betaparameterschatzer und Stichprobenmittelwerte

hat{beta} : 10.5 -0.4166667 3.333333 1.416667
hat{sigsqr} : 5.9375

bar{y}_11, bar{y}_12, bar{y}_21, bar{y}_22 : 10.5 13.83333 10.08333 14.83333
bar{y}_11 : 10.5

bar{y}_21 - bar{y}_11 : -0.4166667

bar{y}_12 - bar{y}_11 : 3.333333

bar{y}_11 + bar{y}_22 - bar{y}_12 + bar{y}_21 : 1.416667

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 43



Anwendungsszenario

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen
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Modellevaluation

Uberblick

Wie bei der EVA kann auch bei der ZVA eine Modellevaluationstheorie mithilfe einer Quadratsummen-
zerlegung entwickelt werden (siehe Einheit (11) in Allgemeines Lineares Modell). Mit zunehmender
Designkomplexitat wird eine solche Theorie allerdings zunehmend uniibersichtlich. Prinzipiell kénnen
alle Quadratsummenzerlegung-basierten F-Statistiken auf Likelihood-basierte Modellvergleiche zu-
riickgefiihrt werden. Allerdings fehlt dazu in diesem Kurs bisher eine allgemeine Kontrasttheorie. Wir

beschréanken und im Folgenden deshalb auf die

(1) Evaluation der Haupteffekte im additiven Modell der 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe und die
(2) Evaluation der Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe.
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Modellevaluation

Evaluation der Haupteffekte im additiven Modell der 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe
(1) Statistische Modelle und Teststatistiken
(2) Testhypothesen und Tests

(3) Testumfangkontrollen und p-Werte

Evaluation der Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe
(1) Statistisches Modell und Teststatistik
(2) Testhypothese und Test

(3) Testumfangkontrolle und p-Wert
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Modellevaluation: Haupteffekte (1) Teststatistiken

Theorem (Teststatistiken fiir Haupteffekte)
Gegeben sei die Designmatrixform des additiven Modells der 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe

y=XB+e mit e~ N(0,,021,), (34)
wobei die Spalten von X bezeichnet seien durch

X:=(X,, Xap Xg,)€RWS, (35)
Dann gelten:

(A) Eine F-Teststatistik fiir den Haupteffekt von Faktor A, F, ist die F-Statistik unter der Partitionierung

Ho
Xi= (X, Xgy, Xay) Bi=|f| und Xo:=(X, Xg,), o= (;3) (36)

%)

(B) Eine F-Teststatistik fiir den Haupteffekt von Faktor B, Fg, ist die F-Statistik unter der Partitionierung

Ko

. i i I )

X = (Xuy Xayg Xgy)s Bi=|ap| und Xg:= (X, Xa,), Boi= (az)‘ 37)
Ba

Bemerkung
® Der Beweis ergibt sich aus dem Theorem zur Verteilung der F-Statistik bei Partitionierung eines ALM (siehe
Einheit (8) in Allgemeines Lineares Modell).

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 47



Modellevaluation: Haupteffekte (2) Testhypothesen

Definition (Testhypothesen und Tests)

Gegeben sei das Modell der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe. Die F-Teststatistiken fiir die Haupteffekte von
Faktor A und B seien mit 4 und F'g bezeichnet und wie oben definiert. Dann gilt:

(A) Der kritische-Wert-basierte Test
PAly) = 1{FAZ’<} mit Nullhypothese Hr‘;‘ tog =0 (38)
definiert den F-Test des Haupteffekts von Faktor A.
(B) Der kritische-Wert-basierte Test
¢B(Y) = Lipyky  mit Nullhypothese HE : By=0 (39)

definiert den F-Test des Haupteffekts von Faktor B.

Bemerkung

® Die F-Tests beziehen sich auf die im vorangegangenen Theorem definierten F-Statistiken.
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Modellevaluation: Haupteffekte (3) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle und p-Werte)

Mit obigen Definitionen und der KVF ¢(-;nq,ng) der f-Verteilung gelten:

(A) ¢4 ist ein Level-crg-Test mit Testumfang oy, wenn der kritische Wert definiert ist durch
kéo = Lpfl(lfaogl,nf?)). (40)
Der zu einem beobachteten Wert f4 von F'y assoziierte p-Wert ist gegeben durch
p-Wert :=1—(fy;1,n—3). (41)
(B) ¢p ist ein Level-crg-Test mit Testumfang o, wenn der kritische Wert definiert ist durch
Icgo = gpfl(lfaogl,nf?)). (42)
Der zu einem beobachteten Wert fp von F'g assoziierte p-Wert ist gegeben durch

p-Wert :=1—p(fg;1,n—3). (43)

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Modellevaluation

Evaluation der Haupteffekte im additiven Modell der 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe
(1) Statistische Modelle und Teststatistiken
(2) Testhypothesen und Tests

(3) Testumfangkontrollen und p-Werte

Evaluation der Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe
(1) Statistisches Modell und Teststatistik
(2) Testhypothese und Test

(3) Testumfangkontrolle und p-Wert
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Modellevaluation: Interaktion (1) Teststatistik

Theorem (Teststatistik fiir die Interaktion)
Gegeben sei die Designmatrixform des additiven Modells der 2 x 2 ZVA mit Interaktion Referenzgruppe
y=XB+e mit ENN(On,a2In), (44)
wobei die Spalten von X bezeichnet seien durch
Xo=(Xuy Xay Xpgy Xopy) €RVE. (45)

Dann gilt: Eine F-Teststatistik fiir die Interaktion von Faktor A und B wird als F' 4, g bezeichnet und ist die F-Statistik

unter der Partitionierung

Ho
A= (XMO Xag  Xp, X722)’ Bi= (;j pE=iARund
V22 (46)
Ho
Xo=(Xpy Xay Xpy)s Bo=|az|.po=3.
Ba

Bemerkung
® Der Beweis ergibt sich aus dem Theorem zur Verteilung der F-Statistik bei Partitionierung eines ALM (siehe
Einheit (8) in Allgemeines Lineares Modell).
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Modellevaluation: Interaktion (2) Testhypothese (3) Testumfangskontrolle

Definition (Testhypothese und Test)

Die F-Teststatistik fiir die Interaktion von Faktor A und Faktor B sei mit F'4, g bezeichnet und wie oben definiert.
Dann definiert der kritische-Wert-basierte Test

baxB®) =1(p, ,>k mit Nullhypothese HE"B gy =0 (47)

den F-Test der Interaktion von Faktor A und Faktor B.

Theorem (Testumfangkontrolle und p-Wert)

Mit der obigen Definition und der KVF ¢(-;n1,n5) der f-Verteilung gilt, dass ¢ 4« p ein Level-ap-Test mit
Testumfang « ist, wenn der kritische Wert definiert ist durch

ké[;(B:= e 11 —agp;1,n—4). (48)
Der zu einem beobachteten Wert f 4 g von Fy4 ., g assoziierte p-Wert ist gegeben durch

p-Wert :=1—p(faxp;l,n—4). (49)
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen
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Anwendung/Praxis

Daten einlesen: j =1,...,4 fiir jede Gruppe

fname = ”Daten/Zweifaktorielle,Varianzanalyse,Daten.csv”
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

Setting Variant dBDI

1 F2F MND 12
2 F2F MND 11
3 F2F MND 8
4 F2F MND 8
13 F2F EXC 13
14 F2F EXC 10
15 F2F EXC 14
16 F2F EXC 15
25 ONL MND 4
26 ONL MND 10
27 ONL MND 12
28 ONL MND 13
37 ONL EXC 15
38 ONL EXC 18
39 ONL EXC 13
40 ONL EXC 16
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Anwendung/Praxis

Boxplot

— : L —
10 :

T T T I
F2FMND F2FEXC ONLMND  ONLEXC
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Anwendung/Praxis

Balkendiagramm

20 —

15

10

——

—1—

F2FMND

F2FEXC ONLMND ONLEXC
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Anwendung/Praxis

Liniendiagramm

20 —
—CBT Setting F2F

18 CBT Setting ONL

16 —

14 — 1)
)
Q12 - T i

()/

10

8 —]

6 —]

MND EXC
CBT Variant
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Anwendung/Praxis

# Modellevaluation
I 2

kritischer Wert
H_O ablehnen

H_O nicht ablehnen
p-Wert

k_alpha_O[i] = gf(i-alpha_0, p_1, n-p)
if (Ef£[i] >= k_alpha_0[i1){ phili] = 1 }
else { philil =0 }
p_vals[il =1 - pf(Eff[i], p_1,n-p)

= # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
n_ij = length(A1B1) # balanciertes ZVA-Design
n = IxJ*n_ij # Anzahl Datenpunkte
P =3 # Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
D = matrix(c(1,0,0, 1,0,1, 1,1,0, 1,1,1),
nrow = I*J, byrow = TRUE; # prototypische Designmatrix
@ = matrix(rep(1,n_ij), nrow = n_ij) # prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
X = kronecker (D,C) # Kroneckerprodukt-Designmatrix
XH = list(X[,c(1,3,2)], X) # Modellvarianten
alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel
Eff = rep(NaN,2) # F-Teststatistik Arrayinitialisierung
k_alpha 0 = rep(Nal,2) # kritischer Wert Arrayinitialisierung
phi = rep(NaN,2) # Testwert Arrayinitialisierung
p_vals = rep(NaN,2) # p-Wert Arrayinitialisierung
for(i in 1:2){ # Iteration iliber Modellvarianten
X = XH[[i]] # Designmatrix vollsténdiges Modell
X_0 = Xx[,-3] # Designmatrix reduziertes Modell
P = ncol(X) # Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
p_0 = ncol(X_0) # Anzahl Parameter reduziertes Modell
p_i =p-po # Anzahl zusitzlicher Parameter im vollsténdigen Modell
beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0) %% t(X_0)%*%y # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
beta_hat = solve(t(X) Txh t(X) Yy # Betaparameterschidtzer vollstadndiges Modell
eps_hat_0 = # Residuenvektor reduziertes Modell
eps_hat =y # Residuenvektor vollstindiges Modell
eh0_eh0 = # residuelle QS reduziertes Modell
eh_eh = t(eps_hat)  %xJ) eps_hat # esiduelle QS vollsténdiges Modell
sigsqr_hat = eh_eh/(n-p) # Varianzparameterschitzer vollsténdiges Modell
Eff[i] = ((ehO_ehO-eh_eh) /p_1)/sigsqr_hat # F-Statistik
#
#
#
#

}
data.frame("f"=Eff, k_alpha 0, "phi"=phi, "p-Wert"= p_vals, row.names = c("Setting", "Variant"))

£ k phi p.Wert
Setting 0.1718762 4.056612 0 6.804195e-01
Variant 33.0037415 4.056612 1 7.456844e-07
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Anwendung/Praxis

Haupteffekte der additiven 2 x 2 ZVA mit R’s aov() Funktion

# Daten einlesen

fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# R's aov-Funktion

res.aov = aov(dBDI ~ Setting + Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschétzung
summary (res.aov) # Modellevaluation

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Setting 11.02  1.02 0.172 0.68
Variant 1196.02 196.02 33.004 7.46e-07 ***
Residuals 45 267.27  5.94

Signif. codes: O 's**' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Haupteffekte der additiven 2 x 2 ZVA mit R’s Im() und anova() Funktionen

# Dateneinlesen

fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# R's 1m() und anova() Funktionen

gln = 1m(dBDI -~ Setting + Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschatzung
anova(glm) # Modellevaluation

Analysis of Variance Table

Response: dBDI

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Setting 1 1.021 1.021 0.1719  0.6804
Variant 1 196.021 196.021 33.0037 7.457e-07 ***
Residuals 45 267.271  5.939

Signif. codes: 0 'xxx' 0.001 '#%' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Anwendung/Praxis

# Modellevaluation

I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
n_ij = length(A1B1) # balanciertes ZVA-Design
n = IxJ*n_ij # Anzahl Datenpunkte
P =4 # Anzahl Parameter vollstédndiges Modell
y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
D = matrix(c(1,0,0,0, 1,0,1,0, 1,1,0,0, 1,1,1,1),
nrow = I*J, byrow = TRUE) # prototypische Designmatrix
@® = matrix(rep(1,n_ij), nrow = n_ij) # prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
X = kronecker(D,C) # Kroneckerprodukt-Designmatrix
alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel
# X =X # Designmatrix vollstandiges Modell
X_0 = X[,-4] # Designmatrix reduziertes Modell
P = ncol(X) # Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
p_0 = ncol(X_0) # Anzahl Parameter reduziertes Modell
p-1 = # Anzahl zusdtzlicher Parameter im vollstédndigen Modell
beta_hat_0 = %X_0) %*% t(X_0)Y # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
beta_hat = solve(t(X) X ) xl £ (X) # Betaparameterschitzer vollstindiges Modell
eps_hat_0 =y - X_0 %/ beta_hat_0 # Residuenvektor reduziertes Modell
eps_hat =y - X Y% beta_hat # Residuenvektor vollstindiges Modell
€h0_ehO = t(eps_hat_0) 7/ eps_hat_0 # residuelle QS reduziertes Modell
eh_eh = t(eps_hat) % eps_hat # residuelle QS vollstindiges Modell
sigsqr_hat = eh_eh/(n-p) # Varianzparameterschitzer vollstindiges Modell
£ = ((ehO_ehO-eh_eh)/p_1)/sigsqr_hat # F-Statistik
k_alpha 0 = qf(i-alpha_0, p_1, n-p) # kritischer Wert
if (f >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Test
p_val =1 - pf(f, p_1,n-p) # p-iert
data.frame("f"=f, "k"=k_alpha_0O, "phi"=phi, "p-Wert"=p_val, row.names=c("Setting x Variant"))

£ k phi  p.Wert
Setting x Variant 1.014035 4.061706 0 0.319444
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Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion mit R’s aov() Funktion

# Dateneinlesen
fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"
D won

= read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
# R's aov Funktion

res.aov = aov(dBDI - Setting + Variant + Setting:Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschitzung
summary (res.aov) # Modellevaluation

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
1. 1 0.17

Setting 1 02 . . 0.680

Variant 1 196.02 196.02 33.014 7.97e-07 **xx
Setting:Variant 1 6.02 6.02 1.014 0.319

Residuals 44 261.25 5.94

Signif. codes: O 'x*xx' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion mit R’s Im() und anova() Funktionen

# Dateneinlesen
fname = "Daten/Zweifaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"
D won )

= read.table(fname, sep = ",", header = TRUE.
# R's Im() und anova() Funktionen
glm = 1n(dBDI - Setting + Variant + Setting:Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschitzung
anova(glm) # Modellevaluation

Analysis of Variance Table

Response: dBDI
Df Sum Sq Mean Sq F value  Pr(>F)

Setting 1 1.021 1.021 0.1719 0.6804

Variant 1 196.021 196.021 33.0140 7.967e-07 ***
Setting:Variant 1 6.021 6.021 1.0140 0.3194
Residuals 44 261.250 5.938

Signif. codes: O 's**' 0.001 's*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Beispiel: Induzieren Bewegungen im Uhrzeigersinn Offenheit fiir neue Erfahrungen (= “psychische
Zustande zeitlichen Fortschreitens und eine Orientierung auf die Zukunft und Neuartigkeit”)?
(Wagenmakers et al. (2015))

Turning the hands of time again: a
purely confirmatory replication study
and a Bayesian analysis

Eric-Jan Wagenmakers'*, Titia F. Beek?, Mark Rotteveel??, Alex Gierholz?, Dora Matzke',

Helen ingi , Ly, Josine gen’, Ravi Selker', Adam Sasiadek’,
Quentin F. Gronau', Jonathon Love' and Yair Pinto®*

! Psychological Methods, University of Amsterdam, Amsterdam, Netherlands, * Social Psychology Program, University of
Amsterdam, Amsterdam, Netheriands, * Brain and Gognition Center, University of Amsterdam, Amsterdam, Netherlands,
“ Cognitive Neuroscience Group, University of Amsterdam, Amsterdam, Netherlands

In a series of four experiments, Topolinski and Sparenberg (2012) found support for
the conjecture that clockwise movements induce psychological states of temporal
progression and an orientation toward the future and novelty. Here we report the results
of a preregistered replication attempt of Experiment 2 from Topolinski and Sparenberg
(2012). Participants turned kitchen rolls either clockwise or counterclockwise while
answering items from a questionnaire assessing openness to experience. Data from
102 participants showed that the effect went slightly in the direction opposite to that
predicted by Topolinski and Sparenberg (2012), and a preregistered Bayes factor
hypothesis test revealed that the data were 10.76 times more likely under the null
hypothesis than under the alternative hypothesis. Our findings illustrate the theoretical
importance and practical advantages of preregistered Bayes factor replication studies,
both for psychological science and for empirical work in general.

Keywords: preregistration, replication, Bayes factor, statistical evidence, null hypothesis testing
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Anwendung/Praxis

Datensatz: mittlere NEO-PI-R-Scores, getrennt nach Rotationsrichtung (n = 102)
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Anwendung/Praxis

Zweistichproben-T-Test: mittlere NEO-PI-R-Scores, im UZS vs. gegen den UZS (n; = 48, n, = 54)

# Zweistichproben-T-Test

yi = D$mean_NEO [D$Rotation=="clock"] # Gruppe 1

y2 = D$mean_NEO [D$Rotation=="counter"] # Gruppe 2

nl = length(y1) # Anzahl Gruppe 1

n2 = length(y2) # Anzahl Gruppe 2

n =nl + n2 # Anzahl Datenpunkte
P =2 # Anzahl Regressoren
y = matrix(c(yl,y2), nrow = n) # Datenvektor

X = matrix(c(rep(1,n1), rep(0,n2), # Designmatrix

rep(0,n1), rep(1,n2)), ncol = p)

Datenpunkte pro Gruppe : 48 54
Betaparameterschitzer : 0.641 0.713
Varianzparameterschéatzer : 0.234
Zweistichproben-T-Teststatistik : -0.754
Cohen's d : -0.075
p-Wert : 0.453
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Anwendung/Praxis

Zweistichproben-T-Test: mittlere NEO-PI-R-Scores, Frauen vs. Manner (n, = 77, ny, = 25)

# Zweistichproben-T-Test

yi = D$mean_NEO [D$Sex=="F"] # Gruppe 1

y2 = D$mean_NEO [D$Sex=="M"] # Gruppe 2

nl = length(y1) # Anzahl Gruppe 1

n2 = length(y2) # Anzahl Gruppe 2

n =nl + n2 # Anzahl Datenpunkte
P =2 # Anzahl Regressoren
y = matrix(c(yl,y2), nrow = n) # Datenvektor

X = matrix(c(rep(1,n1), rep(0,n2), # Designmatrix

rep(0,n1), rep(1,n2)), ncol = p)

Datenpunkte pro Gruppe : 77 25
Betaparameterschitzer : 0.592 0.947
Varianzparameterschéatzer : 0.212
Zweistichproben-T-Teststatistik : -3.349
Cohen's d ¢ -0.332
p-Wert : 0.001
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Anwendung/Praxis

Datensatz: mittlere NEO-PI-R-Scores, getrennt nach Rotation und Geschlecht (n = 102)
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Anwendung/Praxis

2 x 2 ZVA mit Interaktion: mittlere NEO-Scores, Rotation und Geschlecht (n = 102)

# Zweifaktorielle Varianzanalyse

yi1 = D$mean_NEO[D$Rotation=="clock" & D$Sex=="F"] # Gruppe 11
yi2 = D$mean_NEO [D$Rotation=="clock" & D$Sex=="M"] # Gruppe 12
y21 = D$mean_NEO [D$Rotation=="counter" & D$Sex=="F"] # Gruppe 21
y22 = D$mean_NEO[D$Rotation=="counter" & D$Sex=="M"] # Gruppe 22
n = length(y11) + length(y12) +
length(y21) + length(y22) # Anzahl Datenpunkte
P =4 # Anzahl Regressoren
y = matrix(c(y11, y12, y21, y22), nrow = n) # Datenvektor

Datenpunkte pro Gruppe
Betaparameterschitzer
Betaparameterschitzer red. Mod.

residuelle Quadratsumme

residuelle Quadratsumme red. Mod.

F-Teststatistik
p-Wert

41 7 36 18

0.575 0.036 0.449 -0.143
0.589 0.006 0.353

21.091

21.172

0.379

0.539
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Anwendung/Praxis

Multiples Testen (multiple comparisons)

JELLY BEANS WE FOUNDNO THAT SETILES THAT.
CAUSE ACNE! LINK BETWEEN 4
T HEAR, ITS ONL
SCIENTISTS) JELLY BEANS AND A CERTAN cgm;
INVESTIGATE! ANE (P> 0.05). Tt-tﬁ‘I'CﬂUSES .
BUT WERE
sz H'lllntm'

\.f_'

22

| o

@k

Webcomic zu multiplem Testen

(Quelle: xked: “Significant” (#882); Lizenz: CC-BY-NC 2.5).
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Anwendung/Praxis
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Webcomic zu multiplem Testen (Quelle: xkcd: “Significant” (#882); Lizenz: CC-BY-NC 2.5).

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 70


https://xkcd.com/882/

Anwendungsszenario

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 71



Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie das Anwendungsszenario der zweifaktoriellen Varianzanalyse (ZVA).

2. Aus wie vielen Datenpunkten besteht ein Datensatz eines 3 x 4 ZVA-Designs mit 10 Datenpunkten pro Zelle?
3. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung eines Haupteffektes in einem ZVA-Design.

4. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung einer Interaktion ein einem ZVA-Design.

5. Geben Sie die Definition des additiven Modells der ZVA mit Referenzgruppe (RG) wieder.

6. Erlautern Sie die Bedeutung der Parameter i, ap und S5 im additiven Modell der ZVA mit RG.

7. Bestimmen Sie g fir pg =2, a9 := —1, By := 3 im additiven Modell der ZVA mit RG.

8. Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer additiven 2 x 2 ZVA mit RG fiir n;; := 1 an.

9. Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer additiven 2 x 2 ZVA mit RG fir n;;j =3 an.
10. Geben Sie die Definition des Modells der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe wieder.
11. Erlautern Sie die Bedeutung der Parameter 11, cg, 35 und 755 im Modell der ZVA mit Interaktion und RG.
12. Bestimmen Sie Hij fir pg =2, a9 := 1, By 1= —1, 799 := 3 im Modell der ZVA mit Interaktion und RG.
13. Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer 2 x 2 ZVA mit Interaktion und RG fiir n;; := 1 an.
14. Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer 2 x 2 ZVA mit Interaktion und RG fiir n;; := 3 an.
15. Geben Sie das Theorem zur Betaparameterschitzung im 2 x 2 ZVA-Modell mit Interaktion und RG wieder.

16. Wie muss das Model der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe partitioniert werden, um eine F-
Teststatistik fiir die Interaktion von Faktor A und B zu bestimmen?
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