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Anwendungsszenario

Zwei oder mehr Gruppen (Stichproben) randomisierter experimenteller Einheiten.
Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N(u;,c?) der Daten.
u; und o2 unbekannt.

Inferentieller Test der Nullhypothese identischer Gruppenerwartungswerte beabsichtigt.

$

Generalisierung des Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben

mit einfacher Nullhypothese fiir mehr als zwei Stichproben
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Anwendungsszenario

Anwendungsbeispiel

Face-to-Face PreBDI PostBDI
V)
c <
=
i}
(ho |

Online PreBDI J PostBDI
A
PreBDI PostBDI

Waitlist Control

Pre-Post-BDI-Differenzwertanalyse fiir drei Gruppen von Patient:innen (F2F, ONL, WLC):

® inferentielle Evidenz fiir Gruppenerwartungswertunterschiede?
® empirische Evidenz fiir unterschiedliche Therapiewirksamkeit?
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Modellformulierung

Definition (EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung)

Yij mit i =1,...,p, welche die Gruppen indizieren, und j = 1, ..., n;, welche die experimentellen Einheiten innerhalb
der Gruppen indizieren, seien Zufallsvariablen, die die Datenpunkte eines Einfaktoriellen-Varianzanalyse-Szenarios
(EVA) modellieren. Dann hat das EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung die strukturelle Form

Yij=pitey mit e~ N(0,0%) uiv. fir i=1,..,p, j=1,..,n; mit p;€R, 02>0 (1)
und die Datenverteilungsform
Yij~ N(ug02) uv.fir i=1,..,p, j=1,..,n; mit p; €R, 02> 0. @)

Wenn n; :=m fir alle i = 1, ..., p, heiBt das EVA-Szenario balanciert.

Bemerkungen

® Die Aquivalenz der beiden Modellformulierungen folgt aus den Ergebnissen zu Transformationen der Normal-
verteilung (vgl. Einheit (8) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz und Einheit (4) in
Allgemeines Lineares Modell).

® Es handelt sich um die Generalisierung des Zweistichproben-T-Test-Modells fiir unabhangige Stichproben unter
Annahme identischer Varianzparameter von p = 2 auf ein beliebiges p € N.

® Bei balancierten Varianzanalyseszenarien besteht jede Datengruppe aus der gleichen Anzahl von Datenpunkten.
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Modellformulierung

Motivation der Effektdarstellung

Die Erwartungswertparameterdarstellung des EVA Modells ist ein valides ALM, das sich in dieser Form auch in der
Literatur findet (z.B. Georgii (2009), Kapitel 12.4). Im Sinne der Konsistenz mit mehrfaktoriellen Varianzanalysemodel-
len bietet sich jedoch eine Reparameterisierung der Erwartungswertparameter an. Kern dieser Reparameterisierung ist
es, den Erwartungswertparameter der iten Gruppe als Summe eines gruppeniibergreifenden Erwartungswertparameters

1o € R und eines gruppenspezifischen Effektparameters c; € R zu modellieren,
wi=po+a; fir i=1,.. p. 3)

Dabei modelliert «c; den Unterschied (die Differenz) zwischen dem iten Erwartungswertparameter p; und dem

gruppeniibergreifenden Erwartungswertparameter 11,
o =p;—po fir i=1,...,p. (4)

Allerdings hat die in dieser Form vorgenommene Reparameterisierung einen entscheidenen Nachteil: es werden p
Erwartungswertparameter ji;,% = 1,...,p durch die p + 1 Parameter g und «;,% = 1,..., p dargestellt. Diese

Darstellung ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Zum Beispiel kénnen die Erwartungswertparameter

M1 =3, pg =5, u3 =6 ()

sowohl durch
po=0 und a; =3, ay=5 az3==6 (6)

als auch durch
po=1 und a; =2, ay =4, azg=>5 (7)

dargestellt werden. Man sagt in diesem Kontext auch, dass das EVA-Modell mit (3) iberparameterisiert ist.
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Modellformulierung

Motivation der Effektdarstellung

Datenanalytisch hat die Uberparameterisierung eines Varianzanalysemodells den Nachteil, dass aus p geschatzten
Erwartungswertparametern p 4 1 Betaparameterschatzer bestimmt werden miissten, was wie gesehen nicht eindeutig
erfolgen kann. Um diese Probleme in der Effektparameterdarstellung des EVA-Modells zu umgehen und sie konsistent

auf mehrfaktorielle Varianzanalysemodelle zu iibertragen, bietet sich die Einfiihrung einer Nebenbedingung an:

ap:=0. (8)

Es wird also ein Effektparameter von vornherein als “gleich Null” angenommen. Fiir die gruppenspezifischen Erwar-
tungswertparameter ergibt sich damit

H1 = o

©)

Wi = po + oy fir i=2,...,p.

Hierbei wird die erste Gruppe nun als Referenzgruppe bezeichnet und die o; modellieren die Differenz zwischen dem

Erwartungswertparameter der iten Gruppe und dem Erwartungswertparameter der ersten Gruppe:

P (10)

Q== po = pq — g fir i=

1o ist also kein gruppeniibergreifender Erwartungswertparameter mehr, sondern identisch mit dem Erwartungs-
wertparameter der ersten Gruppe. Welche tatsichliche experimentelle Gruppe dabei als “erste Gruppe” definiert
wird, ist unerheblich. Entscheidend ist, dass die entsprechenden Erwartungswertparameterschatzer fig,as, m,&p
korrekt als (1) Erwartungswertparameterschatzer der Referenzgruppe (/i) und (2) geschitzte Differenz zwischen
dem Erwartungswertparameter der Referenzgruppe und dem Erwartungswertparameter der iten Gruppe (Qs, ..., &)
verstanden werden. Wir formalisieren das oben Gesagte in folgendem Theorem.
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Modellformulierung

Theorem (EVA-Modell in Effektdarstellung mit Referenzgruppe I)

Gegeben sei das EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung. Dann kdnnen die Zufallsvariablen, die die

Datenpunkte des EVA-Szenarios modellieren, dquivalent in der strukturellen Form

Y15 = o + €15 mit &1~ N(0,02) uwiv.fir j=1,...,n o
Yij=po+o;+ey mit g~ N(0,0%) uiv. fir i=2,.,p, j=1,..,n;
mit o; := p; — pq fiir =2, ..., p und in der entsprechenden Datenverteilungsform
Y15 ~ N(po, a2) uiv. fir j=1 n; mit pg€R, 02>0 (12)

y,ijNN(M[)+(¥i,O'2) wiv. fir i=2,...,p, j=1,...,n; mit o; €R, 62 >0

geschrieben werden. Wir nennen (11) und (12) die strukturelle und die Datenverteilungsform des EVA-Modells in
Effektdarstellung mit Referenzgruppe.

Beweis

Es gilt
My = pio + i — Ko - (13)

Die Parameterisierungen mit j; und mit g + p; — pg sind also gleich und damit &quivalent. Dann folgt aber auch

Hi = po + (ki —po) = po +oy fir i=1,....p. (14)

Mit aq := 0 gilt dann gy = pg und p; = pg + o fiir i = 2, ..., p, wie im Theorem behauptet. m}
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Modellformulierung

Theorem (EVA-Modell in Effektdarstellung mit Referenzgruppe I1)

Gegeben sei die strukturelle Form des EVA-Modells in Effektdarstellung mit Referenzgruppe. Dann hat dieses Modell

die Designmatrixform

y=XB+e mit e~ N(0,,021,), (15)
wobei n = Zle n; und
Y11 1 0 0
Ying 1 0 0
Y21 1 1 0
: i i : Ko
y= Y2 | cpn, x=|1 T Olernxe, g= 2| cRrP und o%>0.
“p
Yp1 1 0 1
Ypn,, 1 0 1
Beweis
Das Theorem ergibt sich direkt mit den Regeln der Matrixmultiplikation. [}
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Modellformulierung

Designmatrix des EVA-Modells in Effektdarstellung mit Referenzgruppe (n = 12, p = 4)
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Modellformulierung

Beispiel

Es seien

Dann gilt

mit

Y11

Y13
Y21
Y22
Y23

Y32
Y33
Ya1
Y42
Ya3

p=4

und n;:=3 fur i=1,..,p, also n=12. (16)
y=XB+e mit &~ N(0y5,021,) (17)
1 0 0 O

1 o 0 O

1 0 0 O

1 1 0 0

1 1 0 O Ho

roroo o eRIZX4 Bi= *2 | ert und o2 >0. (18)
1 0 1 0 o

1 0 1 0 ay

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1
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Modellformulierung

cbind(matrix(1, nrow = n, ncol = 1),

matrix(c(2,0,1,-1), nrow = p)

# multivariate Normalverteilung
# Anzahl Datenpunkte i-te Gruppe
# Anzahl Gruppen

# Gesamtanzahl Datenpunkte

# n x p Designmatrix

kronecker (diag(p), matrix(1, nrow = m, ncol = 1)))

Beispiel

# Modellformulierung
library (MASS)

m 3

P 4

n p*m

Xt =

X = Xt[,-2]
In = diag(n)
beta

sigsqr = 5

# Datenrealisierung

y

[1,]
2,1
[3,1
[4,1
(5,1
[6,]
7,1
(8,1
[9,1
[10,]
11,1
[12,]

mvrnorm(1, X %% beta, sigsqr+I_n)

1

B

o

©Ooo0o0O0OOKKROO

o

coorrroOOOOO

[,11 [,2]1 [,3] [,4]

mRrRrOOOOOOOOO

# eliminiere zweite Spalte

# n x n Einheitsmatrix

# \beta = (\mu_0,\alpha_2,\alpha_3,\alpha_4)"T
# \sigma™2

# eine Realisierung des n-dimensionalen ZVs y
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Modellschatzung

Theorem (Betaparameterschatzer im EVA-Modell)

Gegeben sei die Designmatrixform der EVA in Effektdarstellung mit Referenzgruppe. Dann ergibt sich fiir den

Betaparameterschatzer

Ao
fe=| %2 19)
&
wobei
y; = (20)

das Stichprobenmittel der iten Gruppe bezeichent.

Bemerkungen

® Der Erwartungswertparameter der ersten Gruppe wird durch das Stichprobenmittel der ersten Gruppe geschatzt;
der Effektparameter der iten Gruppe wird durch die Differenz des Stichprobenmittels der iten und der ersten

Gruppe geschatzt.
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Modellschatzung

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

xTx-=

ng
n2
0

n3

n3

1 0 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 1 1
1 0 1
1 0 1
np
0
0
np
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Die Inverse von XTX ist

1 _ L . _ 1
’77.1 ’VLl ’VLl
1 ming 1
(XTX)’I — ny ning 1 . (21)
1 1 nitnp
-y nL T T
So gilt zum Beispiel fir p = 3, dass
1 _ L _ L
no ny ng ny ny ny
XX =|ny, ny, 0 und (XTX)1=]_1L mtm R (22)
n 1 M n
1 12 1
my 0 m _ 1 mpmg
nq nq ning
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin fest, dass

Y11
Ying
Y21
1 1 1 1 1 1 H
XTy— 0O - 0 1 1 0 0] |v2n,
0 0 0 0 1 1
(23)
Yp1
ypnp
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

B=xTx)"IxTy=

Fiir die erste Komponente von B ergibt sich damit

1

n

1 _ 1 _ 1 P i
A Y nr || Zim X5t vig
1 nptng 1 n2
“mr mimg 7 a1 i1z (20)
1 1 ny+n np
“mr o v g 21 Ypj
ng n:
p i 1 2 ) 1
£ 3t B
i=1j=1 j=1
ny ng 7lp ng "/p
((ZM;‘*ZW#'"*ZM)*Zwr‘“*zyz:j) .
=1 j=1 j=1 j=1 j=1 (25)
n
>,
J=1
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir die zweite Komponente von /:3 und analog fiir alle weiteren ergibt sich

n;

LZ >owij+

Il
3
N
S
&
s
<
S
8
|

I

-
.
LMM

"p
1
Zysﬁ o > vpj
=1

ny 'p n3 'p
—((znﬂzm]» z) IPAERED o)
J=1 Jj=1 Jj=1 J=1

ny ny

1
nr ;n] Z V25
1 n1
T 2= 2T 2 Y1
j=1 j=1

(26)
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Modellschatzung

Theorem (Varianzparameterschatzer im EVA-Modell)

Gegeben sei die Designmatrixform der EVA in Effektdarstellung mit Referenzgruppe. Dann ergibt sich fiir den

Varianzparameterschatzer

(27)

wobei

(28)

das Stichprobenmittel der iten Gruppe bezeichent.

Bemerkungen

® Der Varianzparameterschatzer ergibt sich wiederum als gebiindelte Stichprobenvarianz, generalisiert auf eine
beliebige Anzahl von Gruppen p. Wir erinnern daran, dass die gebiindelte Stichprobenvarianz s%___p im Allge-

meinen nicht der Stichprobenvarianz des Datenvektors s% entspricht.
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Modellschatzung

Beweis
Der Varianzparameterschatzer ist gegeben durch

52 W=XBT(y—Xp)

n—p
T
Y11 1 0 0 Y11 1 0 0
Yin, 1 0 0 Ying 10 0
Y21 11 0 Ya1 1 1 0
: i i U1 : T i
__1 Yoo | |1 1 0] |¥v2—u Yoy | |1 1 0l l%2-un
n—p : :
Yp — Y1 i T Yp — U1
Yp1 1 0 1 Yp1 1 0 1
Yy 1 0 1 Ypny, 1 0 1

(29)
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Modellschatzung

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also
Y11~ Y1

Ying — Y1
Yo1 — Y1 — (Y2 — ¥1)

o 1 Yony — Y1 — (Y2 = ¥1)
52 =
nyt..+tn,—p

Yp1 — Y1 — (Up — Y1)

Ypny = 91— (B = 71)

Y11~ Y1

Ying — Y1
Yo1 — Y1 — (Y2 — ¥1)

Yony — Y1 — (Y2 = y1)

Yp1 — Y1 — (Up — Y1)

Ypny — U1~ (Tp — U1)

n _ n _ n. _
Zj:ll(ylj - yl)z + ijl(yzj - 92)2 +ot Z]gl(ypj - yp>2

ny+..+n,—p

(30)
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Modellschatzung

# Daten einlesen
fname
D

read.table(fname, sep = ","

# Datengruppen

"Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse Daten.csv"
, header = TRUE)

- = D$dBDI [D$Setting "F2F"] # BDI-Differenzwerte in der F2F-Gruppe
y_2 = D$dBDI[D$Setting "ONL"] # BDI-Differenzwerte in der ONL-Gruppe
y_3 = D$dBDI [D$Setting "WLC"] # BDI-Differenzwerte in der ONL-Gruppe
# Modellformulierung
P = # drei Gruppen
m = length(y_1) # balancierters Design mit n_i = 40
n = p*m # Datenvektordimension
y = matrix(c(y_1, y_2, y_3), nrow = n) # Datenvektor
Xt = cbind(matrix(1, nrow = mn, ncol = 1), # Designmatrix

kronecker(diag(p), matrix(1, nrow = m, ncol = 1)))
X = Xt[,-2 # eliminiere zweite Spalte
# Modellschdtzung
beta_hat = solve(t(x) VAR ONVAY AR 16 ORVAYAR 'S # Betaparameterschitzer
eps_hat = X %x% beta_hat # Residuenvektor
sigsqr_hat = (t(eps hat) %% eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
s_sqr_123 = ((m-1)*var(y_1) + # gebiindelte Stichprobenvarianz
(m-1)#var(y_2) +
(m-1) *var(y_3))/(m+m+m-p)
# Ausgabe

cat( "hat{beta}
"\nbar{y}_1,bar{y}_2,bar{y}_3

"\nbar{y}_1,bar{y}_2- bar{y} 1,bar{y}_3-bar{y}_1

”\nhat{slgsqr}
"\ns
”\ns,y 2

hat{beta}
bar{y}_1,bar{y}_2,bar{y}_3

bar{y}_1,bar{y}_2-bar{y}_1,bar{y}_3-bar{y}_1 :

hat{sigsqr}
5_123"2
s_y2

beta

c(mean(y 1) ,mean(y_2) ,mean(y_3)),
c(mean(y_1),mean(y_2)-mean(y_1), mean(y_3) -mean(y_1)),
sigsqr_hat,

s_sqr_123,

var(y))

5.275 0.65 -5.8
5.275 5.925 -0.525
5.275 0.65 -5.8
18.39936

18.39936

26.568
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Modellevaluation

Vorbemerkungen und Uberblick

Prinzipiell sind alle Parameterschatzwerte in einem EVA-Modell von Interesse. Mit der T-Teststatistik kénnen einzelne
Komponenten oder lineare Kombinationen der Betaparameterschatzwerte im Sinne von Hypothesentests evaluiert

werden.

Nichtsdestotrotz steht im EVA-Szenario haufig die Evaluation der Nullhypothese, dass alle Effektparameter gleich Null
sind, im Vordergrund. Intuitiv besagt diese Nullhypothese, dass die wahren, aber unbekannten Erwartungswertparameter

aller Gruppen identisch sind, formal haben wir
Hy:o;=0 firalle i=2,...,p (31)

und

Hy:o; #0 fiir mindestens ein ¢ =2 (32)

Zur Uberpriifung von H wird im Allgemeinen eine F-Teststatistik eingesetzt. Dabei wird das volle Modell mit dem
reduzierten Modell verglichen, in der die Designmatrix nur die erste Spalte der Designmatrix des vollen Modells
enthalt.

Im Folgenden entwickeln wir zunachst diese F-Teststatistik anhand einer Quadratsummenzerlegung der Datenvariabi-
litdt in einem EVA-Szenario und betrachten in diesem Zusammenhang auch das dem R2 analoge EffektstarkemaB 772.
Ausgestattet mit der speziellen Form der F-Teststatistik in dem hier betrachteten Szenario diskutieren wir dann den
traditionellen EVA-Hypothesentest. Wir verzichten auf eine Analyse der Testgiitefunktion und eine Diskussion der

Powerfunktion.
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Modellevaluation

Theorem (Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse)

Firi=1,...,pund j=1,...,n; sei y;; die jte Datenvariable in der iten Gruppe eines EVA-Szenarios. Weiterhin

seien mit n := le n;
g i= % 2a 27,21 Yij das Gesamtstichprobenmittel
Yi = n% Z]"il Yij das ite Stichprobenmittel
sowie
SQT:=Y" Z}z’l(%] —9)? die total sum of squares
SQB := le ny(g; — 9)% die “between” sum of squares
SQW := Zle Zy;l(yu —g;)2  die “within” sum of squares
Dann gilt
SQT = SQB + SQW. (33)
Bemerkungen

® Im Vergleich mit der Quadratsummenzerlegung mit Ausgleichsgerade (vgl. Einheit (2) in Allgemeines Lineares
Modell) spielt SQB die Rolle der erklarten Quadratsumme und SQW die Rolle der residuellen Quadratsumme.
® Die Ausdriicke “between” und “within” beziehen sich hierbei darauf, dass SQB die Variabilitidt zwischen den

Gruppen und SQW die Variabilitat innerhalb der Gruppen abbildet.

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 29



Modellevaluation

Beweis
Es gilt
n
SQT = ZZ%
i=17=1
”’L
= ZZ(@/U Ui+ 9 —9)?
i=1j=
p "y 2
=33 (wig—wa) + @ — )
i=1j=
p "y
= ((wij — 9% +2(vs; — 9@ — 0) + (5 —9)?) (34)
i=15=1
P ’Ili ‘)’Ll' ’Ill
:Z( (Wig— 9%+ Y 2y — ) y)+z )
i=1 \j=1 j=1
P g
=X (Z(yu—@n?w Z(y” i) + 4 -—1/)2)
=1 \j=1 =1
p n; ”z n;
=> ( (Wi — 02 +2W: =) Y, (yij Zy”) + (5 — ) )
i=1 \j=1 J=1
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Modellevaluation

Beweis (fortgefiihrt)

und weiter
P z 3 g 1 g
SQT =" [ D (wsj—v)? +2Wi —9) | D wij— — > wij | | +naBi—9)?
iz \i= = =\
P/ n; o M
=y (yij — 9:)% +2(5; — V) yz‘j*jzyzj +ni(y; —9)?
iz \i= = i
P g . i g
=D (i — 9% + 2w — ) Yij— > vij | +nil —9)?
iz \i= = =
P/
=y ( (yij — 9% + (9 y)2)
iz \i=
P p
= ZZ Yij— )2+ ni(Hi — )
o s | i
und damit

SQT = SQB + SQW.

(35)
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Modellevaluation

Definition (EffektstarkenmaB 7?)

Fiir ein EVA-Szenario seien die between sum of squares SQB und die total sum of squares SQT definiert wie oben.

Dann ist das EffektstirkenmaB8 12 definiert als
SQB
2 .
= sqT €2

Bemerkungen

i 172 ist analog zum BestimmtheitsmaB R2 der Regression definiert.
. 772 gibt den Anteil der Varianz zwischen den Gruppen an der Gesamtvarianz der Daten an.
® Mit dem Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei EVA folgt sofort 0 < 772 <1, da

SQB=0=SQT =SQW und n2=0

5 (37)
SQW=0=SQT=SQB und n?>=1.
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Modellevaluation

Theorem (F-Teststatistik der einfaktoriellen Varianzanalyse)

Es sei
y=XB+e mit e~ N(0,,0°1,) (38)

die Designmatrixform der Effektdarstellung mit Referenzgruppe des EVA-Modells und im Sinne der Definition der
F-Statistik sei dieses Modell partioniert mit py := 1 und p; := p — 1. Weiterhin seien

MSB := iQfll?’ die mean between sum of squares und
MSW := S,S\Q/ die mean within sum of squares
Dann gilt
MSB
F=_——]. 39
MSW (39)
Bemerkungen

® pg =1 impliziert, dass das reduzierte Modell die Designmatrix X := 1,, hat.
® pg := 1 impliziert zudem, dass das reduzierte Modell den Betaparameter 5 := pu hat.

® po = 1 impliziert damit auch, dass das reduzierte Modell keine Effektparameter «; fiir i = 2, ..., p hat.

Die Zahl p — 1 wird auch als “Zahler-Freiheitsgrade” bezeichnet.

Die Zahl n — p wird auch als “Nenner-Freiheitsgrade” bezeichnet.
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Modellevaluation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass fiir den Betaparameterschétzer des reduzierten Modells gilt, dass

77.1
Bo = (Xg Xo) ' Xy = (171,) "1y Z D ovi= (40)
i=1 =1
Weiterhin ergibt sich
~ R PN
8780 = (y— XoBo)T (v — XoBo) = (= 1, )T(y—1,5) = D> (y; —9)*=SQT.  (41)
i=1 j=1

Der Betaparameterschitzer des vollstandigen Modells ergibt sich wie oben gesehen zu

) "1 Z] 1 Y15 91
- 1 ny _ _
= (3 Ty 1925 my =1 Y15 Y2~y
o] %2 || 72 Z],l 2j = A Lty V1 (w2 (2)
_ 1w 1w o
Gm T 22 Ymj — T 1 Y15 Up— 91

sodass
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Modellevaluation

Beweis (fortgefiihrt)

ETe = (y— XB)T(y — XP)

Y1

Ying
Y1

92712

Ypny

T
1 0 0
1 0 0
1 1 0
: U
1 1 0 ] ~
Yo : Y1 (y — XB)
Yp — Y1
1 0 1
1 0 1

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 35



Modellevaluation

Beweis (fortgefiihrt)

und weiter
— T — — T —
Y1 — Y Yuu— Y% Yuu— Y% Yuu— Y%
Ying — Y1 Ying — Ying — Y1 Ying —
Yor — Y1 — Y2+ Yo1 — Y1 — Y2+ U1 Yo1 — Yo Yo1 — Y2
2Tz | Y2na — Y1 — Y2+ Yang =1 = V2t U1 | _ | Yoy — V2 Yony — Y2
Yp1 = Y1 = Yp T U1 Yp1 — Y1 — Yp T U1 Yp1 — Yp Yp1 = Yp
Ypny, — U1~ Yp+ Ypny, — U~ Yt Ypny, — Up Ypny, — Up
PN
= Z Z(!/u —9;)?
i=1 j=1
= SQW.
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Modellevaluation

Beweis (fortgefiihrt)
Mit dem Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse
(43)

SQT =SQB+SQW < SQB = SQT — SQW

folgt sofort, dass
SQB =SQT — SQW
(44)

5Tz, — £Te.

Dann aber folgt auch direkt, dass
(45)

MSB 1
MSW — SQW
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Modellevaluation

Theorem (EffektstarkenmaB 7% und F-Teststatistik)

Fiir ein EVA-Szenario mit p Gruppen und Gesamtdatenpunktanzahl n seien das EffektstarkenmaB 7]2 und die F-

Teststatistik wie oben definiert. Dann gilt

2 Fip—1) (46)

T Fp-1)+n-p

Bemerkungen

® Das Verhiltnis von F'und nQ ist Analog zum Verhéltnis von T und Cohen's d.
® Die gleichzeitige Angabe von F'und n2 ist redundant.
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Modellevaluation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

_ SQB n—p _p— 1
“sQw po1 & SQB—H SQW - F. (47)
Damit folgt dann
1
, SQB _ SQB = - SQW- F

7T SQT T SQB+SQW ~ Z-L.SQW-F +SQW

fed sqw Ht - sqw
= — = ~ 48
Aol osqw+sQw  (E22D 1) sqw (48)

n—p n

F(p-1) F(p-1)
_ W _ Fp-1)
Flp-1) | n—p T Fp—D+(n-p Flp—1)+(n—p)’

n—p n—p n—p
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Modellevaluation

Gliederung (vgl. Einheit (12), um 01:58:00 in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz)

(1) Statistisches Modell v/
(2) Testhypothesen v/

(3) Teststatistik v

(4) Test

(5) Testumfangkontrolle

(6) p-Wert
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https://youtu.be/GJsS-AZe9zI?si=9kldNuX_I3bgjUFE&t=7080

Modellevaluation (3) Teststatistik

Bezeichnungskonventionen fiir f-Zufallsvariablen

® Fiir eine (nichtzentrale) f-Zufallsvariable & schreiben wir & ~ f(ny,n,) (oder & ~ f(d,n1,n5)).

® Die WDF einer (nichtzentralen) f-Zufallsvariable ist f(-;n,,n,) (oder f(:;8,n,n,5)).

® Die KVF einer (nichtzentralen) f-Zufallsvariable ist ¢(-;ny,n,) (oder ¢(+;d,nq,n5)).

® Die Teststatistik eines F-Test-Designs/Hypothesentests bezeichnen wir mit F.

® Die Realisierung der F-Teststatistik fiir einen Datensatz bezeichnen wir mit f.
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Modellevaluation (4) Test

Definition (F-Test fiir einfaktorielle Varianzanalyse)

Gegeben sie das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die zusammengesetzten Null- und Alternativhypothesen

Hy:a; =0 firalle :=2,...,p (49)
bzw.
Hy:a;#0 fiir mindestens ein i =2,...,p. (50)
Weiterhin sei die F-Teststatistik definiert durch
F= SELE (51)
- MSw

mit der mean between sum of squares MSB und der mean within sum of squares MSW. Dann ist der F-Test fiir die
einfaktoriellen Varianzanalyse (EVA-F-Test) definiert als der kritische Wert-basierte Test

1 F>k

. (52)
0 F<k

P(Y) = Lpoky = {
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Modellevaluation (5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der F-Test zur einfaktoriellen Varianzanalyse. Dann ist ¢ ein Level-a-Test mit Testumfang «(, wenn der
kritische Wert definiert ist durch
kag =@ '(1—ag;ip—1,n—p), (53)

wobei go’l(-; p—1,n — p) die inverse KVF der f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern p — 1 und n — p ist.
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Modellevaluation (5) Testumfangkontrolle

Wabhl von

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

ko = ¢ (1 —ag;p—1,n—p) mit p=3,m = 12,q, := 0.05 und Ablehnungsbereich
o(F;2,33) f(F;2, 33)
4 1-a — 0.4 -
] 0.3
0.2 H
1 0.1 -
Kep ke P(Fiikﬂ )=dp
T T \ 0.0 T T T T —
0 1 2 3 4 6 0 1 2 3 4 5 6

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 44



Modellevaluation (5) Testumfangkontrolle

Beweis

Die Testgiitefunktion des betrachteten Tests im vorliegenden Testszenario ist definiert als

q:RP = [0,1], B qg(B) == Pg(d = 1). (54)

Wir haben bereits gesehen (siehe Einheit (8) in Allgemeines Lineares Modell), dass die F-Teststatistik fir p; =p—1
nach einer nichtzentralen f-Verteilung verteilt ist,

Fr~f(6,p—1,n—p). (55)

Weiterhin ist der Ablehnungsbereich des hier betrachteten Tests gegeben als [k, co[. Fiir die funktionale Form der
Testgiitefunktion ergibt sich also

Pg(¢ =1) =Pg(F € [k, 0o[)

—Py(F > k)

‘ (56)
=1-Pg(F <k)
=1—op(k;é,p—1,n—p),

wobei ¢(k;8,p—1,n— p) den KVF-Wert der nichtzentralen f-Verteilung an Stelle k mit Nichtzentralititsparameter
& sowie Freiheitsgradparametern p — 1 und n — p bezeichnet (vgl. Einheit (8) in Allgemeines Lineares Modell).

Damit der betrachtete Test ein Level-a-Test ist, muss bekanntlich gelten, dass

q5(B) < ag firalle Be©p mit ©g=Rx{0, 1}. (57)
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Modellevaluation (5) Testumfangkontrolle

Beweis

Der Nichtzentralititsparameter ist gegeben durch (siehe Einheit (8) in Aligemeines Lineares Modell)

5= %CTB(CT(XTXWC)’ICT[&. (58)

Mit dem dazugehérigen ¢ und unter der Nullhypothese, dass 8 € ©, also

= % Verr ud p=| M0 ) cwe, (59)
1,1 0p—1

q4(B) =1—@(ksp—1,n—p) firalle €O, (60)

folgt dann aber § = 0 und somit

wobei ¢(k;p—1,n — p) den Wert der KVF der f-Verteilung an der Stelle k mit Freiheitsgradparametern p — 1 und
n — p bezeichnet (vgl. Einheit (8) in Allgemeines Lineares Modell). Der Testumfang des betrachteten Tests ergibt
sich per Definition (siehe Einheit (12) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz) als

= =1—¢@(k;sp—1,n—p), 61
a ﬁné%)sq(p(ﬂ) w(k;p n—p), (61)

da q4(B) fir B € © nicht von 1 abhingt. Wir miissen also lediglich zeigen, dass die Wahl von k“() wie im Theorem

garantiert, dass ¢ den Testumfang c hat. Sei also k := k“o‘ Dann gilt fiir alle 8 € ©g

4s(B) =1—0(e {(1—agp—1,n—p)ip—1,n—p)=1—(1—ag) =ag (62)

und damit ist alles gezeigt. O
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Modellevaluation (6) p-Wert

Nach Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel o, bei welchem man die Nullhypothese basierend auf
einem vorliegenden Wert der Teststatistik ablehnen wiirde. Wir wollen einen vorliegenden Wert der F-Teststatistik

hier mit f bezeichnen.
Bei F' = f wiirde H, fiir jedes g mit f > 11;’1(1 —ag; p—1,n—p) abgelehnt werden. Fiir ein solches o gilt aber

ap > P(F > f), (63)

denn
f2y M 1—agp—1,n—p)
S Y(fip—1Ln—p) =Y H(1-ap;p—1,n—p),p—1,n—p)
S P(fip—Ln—p) >21-

(64)
SPF<f)z1-a
Sag21-P(F<f)
S ap > P(F> f)
Das kleinste g € [0, 1] mit cig > P(F > f) ist dann g = P(F > f), also folgt
p-Wert =P(F > f) =1—¢(f;p—1,n—p). (65)
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Modellevaluation (6) p-Wert

Praktisches Vorgehen

® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz aus p Gruppendatensitzen besteht, wobei y11, o Ying
Y215+ Y2ng = Ypls -5 Ypny, Realisationen von Y15~ N(pg, (;-2) und Yij ~ N(pg+ay, 02) firi=2,...,p
mit wahren, aber unbekannten Parametern p(, o, @ = 2, ..., p und 02 > 0 sind.

L]

Man mochte entscheiden ob Hyy : a; = O fiir alle ¢ = 2, ..., p eher zutrifft oder eher nicht.

Man wahlt ein Signifikanzniveau o und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-abhéngigen kritischen
Wert kﬂo' Zum Beispiel gilt bei Wahl von o := 0.05,p = 3, m = 12,7 = 1,2, 3 und somit n = 36, dass
kqg = »1(1-0.05;3 1,36 —3) ~ 3.28 ist.

Anhand der MSB und MSW berechnet man den realisierten Wert der F-Teststatistik, den wir hier mit f

bezeichnen.

Wenn f groBer-gleich k"‘o ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens - 100 von 100 Fallen die
Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.

3

SchlieBlich ergibt sich der assoziierte p-Wert der realisiertern F-Teststatistik f zu

pWert=P(F > f)=1—¢(f;p—1,n—p) (66)
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 49



Anwendung/Praxis

Daten einlesen: j =1, ...,10 fir jede Gruppe

fname
D

"Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

ID Setting PreBDI PostBDI dBDI
1 1 F2F 29 25 4
2 2 F2F 32 31 1
3 3 F2F 28 26 2
4 4 F2F 36 26 10
5 5 F2F 32 27
6 6 F2F 28 29 -1
7 7 F2F 33 27 6
8 8 F2F 33 27 6
9 9 F2F 33 25 8
10 10 F2F 30 26 4
41 41 ONL 31 27 4
42 42 ONL 31 25 6
43 43 ONL 34 29 5
44 44 ONL 34 29 5
45 45 ONL 30 24 6
46 46 ONL 30 33 -3
47 47 ONL 33 25 8
48 48 ONL 34 21 13
49 49 ONL 32 26 6
50 50 ONL 35 27 8
81 81 WLC 27 31 -4
82 82 WLC 29 35 -6
83 83 WLC 33 35 -2
84 84 WLC 24 29 -5
85 85 WLC 31 23 8
86 86 WLC 30 38 -8
87 87 WLC 32 32 0
88 88 WLC 28 32 -4
89 89 WLC 30 30 0
92 90 wLC 30 32 -2
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Anwendung/Praxis

Boxplot

# Daten einlesen

fname = "Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Abbildungsparameter
par(
family = "sans",
pty o,
bty =y,
lud =

las =1,

cex =1,

1
1
font.main = 1,
1
1.2)

cex.main =
# Boxplot
boxplot (dBDI ~ Setting,

data =D)

# PDF-Speicherung
dev. copy2pdf (

R E L

*

fiir Details siehe 7par
Serif-freier Fonttyp

maximale Abbildungsregion
L-férmige Box

Liniendicke

horizontale Achsenbeschriftung
Titel nicht fett
Textvergréfierungsfaktor
TiteltextvergroBerungsfaktor

BDI ~ Setting enkodiert die Datengruppierung

file = "Abbildungen/eva_boxplot.pdf",

width = o
height =4
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Anwendung/Praxis

Boxplot
15 '
10 ; ¢
8 54 :
° . '
. ' e
T T T
F2F ONL WLC
Setting
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Anwendung/Praxis

Balkendiagramm

# Daten einlesen
fname = "Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Datenselektion

data.frame(F2F = D$dBDI[D$Setting "F2F"], # BDI-Daten fiir F2F
L = D$dBDI[D$Setting == "ONL"], # BDI-Daten fiir ONL
WLC = D$dBDI [D$Setting # BDI-Daten fiir WLC

# deskriptive Statistiken

groupmeans = colMeans(A) # Gruppenmittelwerte
groupstds = apply(A,2,sd) # Gruppenstandardabweichungen
# Balkendiagramm
par( # fir Details siehe 7par
family # Serif-freier Fontt;
pty # maximale Abbildungsregion
bty # L-férmige Box
1lwd # Liniendicke
las = # horizontale Achsenbeschriftung
x = barplot (groupmeans, # Ausgabe der x-Ordinaten
ylim c(-5,15),
col
ylab
xlab
arrows (
x0 = Ry # arrow start x-ordinate
yo groupmeans - groupstds, # arrow start y-ordinate
x1 R # arrow end x-ordinate
yi groupmeans + groupstds, # arrow end y-ordinate
code 3, # Pfeilspitzen beiderseits
angle 90, # Pfeilspitzenwinkel: Linie
length = 0.05) # Linieldnge

# PDF-Speicherung
dev. copy2pdf (
file

width
height
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Anwendung/Praxis

Balkendiagramm

Gruppenmittelwerte 4+ Gruppenstandardabweichungen

15

dBDI
[62]
|
—
—

F2F ONL WLC

Condition
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Anwendung/Praxis

Anwendungsbeispiel

# Daten einlesen
"Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"

fname
D

read.table(fname, sep = ",",

# Datengruppen

y-1
y_2
y-3

D$dBDI [D$Setting == "F2F"]
D$dBDI [D$Setting == "ONL"]
D$dBDI [D$Setting == "WLC"]

# Modellformulierung

P

# Evaluation

beta_hat
beta_hat_0
eps_hat
eps_hat_0
SQT

sSqW

SQB

DFB

DFW

MSB

Msw

Eff

pval

3
length(y_1)
*m

matrix(c(y_1, y_2, y_3), nrow = n)
cbind(matrix(1, nrow = n, ncol = 1),

kronecker (diag(p), matrix(1, nrow

xt[,-2]
X[, 1]

der F-Teststatistik
solve(t(X) %% X)  Uxh t(X) Uxhy
solve(t(X_0) %*% X_0) %*% t(X_0) %% y

t(eps_hat)
SQT - sQw
p-1

.
SQB/DFB
SQW/DFW
MSB/MSW

1 - pf(Eff, p-1, n-p)
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header = TRUE)

# BDI-Differenzwerte in der F2F-Gruppe
# BDI-Differenzwerte in der ONL-Gruppe
# BDI-Differenzwerte in der WLC-Gruppe

# p = 3; drei Gruppen

# m = 40; balancierters Design

# n = 120; Datenvektordimension

# Datenvektor

# Designmatrix vollsténdiges Modell
m, ncol = 1)))

# eliminiere zweite Spalte

# Designmatrix reduziertes Modell

# Betaparameterschétzer vollsténdiges Modell
# Betaparameterschitzer reduziertes Modell
# Residuenvektor vollstdndiges Modell

# Residuenvektor reduziertes Modell

# total sum of squares

# within sum of squares

# between sum of squares

# between degrees of freedom

# within degrees of freedom

# mean between sum of squares

# mean within sum of squares

# F-Teststatistik

# p-Wert



Anwendung/Praxis

Anwendungsbeispiel

# Ausgabe

cat( "DFB :",
"\nDFW :",
"\nSQ@B :",
"\nsSQw :",
"\nMSB :",
"\nMSW :",
"\nF :",
N 87,

DFB : 2

DFW : 117

SQB : 1008.867

SQW : 2152.725

MSB : 504.4333

MSW : 18.39936

F : 27.41581

P

DFB,
DFW,
SQB,
sQw,
MSB,
MSW,
Eff,
paste(pval))

1.7192636203589e-10
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Anwendung/Praxis

Anwendungsbeispiel

# Daten einlesen
fname = "Daten/Einfaktorielle_Varianzanalyse_Daten.csv"
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Benutzung von R's aov Funktion und Ausgabe
res.aov = aov(D$dBDI ~ D$Setting, data = D)

summary (res.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
D$Setting 2 1009 504.4 27.42 1.72e-10 **x
Residuals 117 2153 18.4

Signif. codes: O 'x**' 0.001 '#x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Anwendung/Praxis

Datensatz: Zielzeiten beim Great 10k (08.10.2017), getrennt nach Altersklasse (n = 4883)

80
4
70 + &
&
3
Y
E 3
3 z
[ 3
3 %
Ns50 4 M
40 |
30

FE FH F30 F35 F40 F45 F50 F55 F60 F65 ME MH M30 M35 M40 M45 M50 M55 M6E0 M65
Altersklasse

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 58



Anwendung/Praxis

Einfaktorielle Varianzanalyse: 10-km-Zeit, alle Altersgruppen (n = 4883)

# Daten extrahieren
D$T10k = t10_min # 10-km-Zeit [min]

# Einfaktorielle Varianzanalyse (falsch)

grps = C("FE", "FH", "F30", "F35", "F4Q", "F45", "F5Q", "F55", "FGO", "FE5"
NME", “MH", "M30", "M35", "M40", "M45", "M50", "M55", "M60", "M65")

P = length(grps) # Anzahl Gruppen

n_i = rep(0,p) # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe

y = matrix(rep(1,0)) # Initialisierung Datenvektor

for (i in 1:p) {

y_i = matrix (D$T10k [D$AgeGroup == grps[ill, ncol = 1)
n_i[i] = length(y_i) # Anzahl Datenpunkte Gruppe i
y = rbind(y, y_i) # Ergénzung Datenvektor
T
n = sum(n_i) # Anzahl Datenpunkte
Datenpunkte pro Gruppe : 22 339 353 300 283 271 187 100 48 18 48 380 469 461 393 423 402 221 107 58
Betaparameterschatzer ¢ 37.9 20.3 21.2 22 22.2 21.3 21.9 23.4 25.6 27.9 -4.8 12.7 13 13.8 14.3 14.5 15 17.3 18.6
Betaparameterschétzer red. Mod. : 54.901
residuelle Quadratsumme :322011.1
residuelle Quadratsumme red. Mod. : 422780.7
F-Teststatistik : 80.096
p-Wert )
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Anwendung/Praxis

Einfaktorielle Varianzanalyse: 10-km-Zeit, Altersgruppen F30/F35/F40 (n = 936)

# Daten extrahieren
D$T10k = t10_min # 10-km-Zeit [min]

# Einfaktorielle Varianzanalyse

yi = D$T10k [D$AgeGroup == "F30"] # Datenpunkte Gruppe 1

y2 = D$T10k [D$AgeGroup == "F35"] # Datenpunkte Gruppe 2

y3 = D$T10k [D$AgeGroup == "F40"] # Datenpunkte Gruppe 3
= length(yl) + length(y2) + length(y3) # Anzahl Datenpunkte
=3 # Anzahl Gruppen

y = matrix(c(yl, y2, y3), nrow = n) # Datenvektor

Datenpunkte pro Gruppe : 353 300 283

Betaparameterschitzer : 59.139 0.808 0.998

Betaparameterschétzer red. Mod. : 569.7

residuelle Quadratsumme 1 61936.35

residuelle Quadratsumme red. Mod. : 62119.81

F-Teststatistik ¢ 1.382

p-Wert : 0.2562

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 60



Anwendung/Praxis

Einfaktorielle Varianzanalyse: 10-km-Zeit, Altersgruppen M30/M35/M40 (n = 1323)

# Daten extrahieren
D$T10k = t10_min # 10-km-Zeit [min]

# Einfaktorielle Varianzanalyse

yi = D$T10k [D$AgeGroup == "M30"] # Datenpunkte Gruppe 1

y2 = D$T10k [D$AgeGroup == "M35"] # Datenpunkte Gruppe 2

y3 = D$T10k [D$AgeGroup == "M40"] # Datenpunkte Gruppe 3
= length(yl) + length(y2) + length(y3) # Anzahl Datenpunkte
=3 # Anzahl Gruppen

y = matrix(c(yl, y2, y3), nrow = n) # Datenvektor

Datenpunkte pro Gruppe . 469 461 393

Betaparameterschitzer : 50.895 0.822 1.322

Betaparameterschétzer red. Mod. : 51.575

residuelle Quadratsumme 1 94598.76

residuelle Quadratsumme red. Mod. : 94986.81

F-Teststatistik :2.707

p-Wert ¢ 0.067
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Anwendung/Praxis

Stichprobenverzerrung (selection bias)

RAISE YOUR HAND
(F YOURE FAMILIAR
L}!TH SELECTION BIAS,

AS YOU CAN SEE,
IT'S A TERM MOST
PEOPLE KNOW...

Webcomic zur Stichprobenverzerrung

(Quelle: xked: “Selection Bias” (#2618); Lizenz: CC-BY-NC 2.5).
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https://xkcd.com/2618/

Anwendung/Praxis

Uberlebendenverzerrung (survivorship bias)

Hypothetische Verteilung von Einschussléchern bei zuriickgekehrten Flugzeugen

(Quelle: Wikimedia Commons: “Survivorship-bias.svg”; Lizenz: CC-BY-SA 4.0; vgl. Mangel and Samaniego (1984))
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Survivorship-bias.svg

Anwendungsszenario

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie das Anwendungsszenario einer einfaktoriellen Varianzanalyse (EVA).

2. Geben Sie die Definition des EVA-Modells in Erwartungswertparameterdarstellung wieder.

3. Geben Sie die strukturelle Form des EVA-Modells in Effektdarstellung wieder.

4. Erlautern Sie die Motivation fiir die Reparameterisierung des EVA-Modells.

5. Welche Bedeutung haben die Parameter fig, aa, ..., o, in der Effektparameterdarstellung des EVA-Modells?
6. Warum gibt es bei p Gruppen eines EVA-Szenarios nur die p — 1 Effektparameter o, ..., o, ?

7. Geben Sie die Designmatrixform des EVA-Modells in Effektdarstellung wieder.

8. Formulieren Sie die Designmatrix eines EVA-Modells mit n; = 3 und p = 2.

9. Formulieren Sie die Designmatrix eines EVA-Modells mit n; = 2 und p = 5.
10. Geben Sie das Theorem zur Betaparameterschatzung im EVA-Modell wieder.

11. Mit welchen deskriptiven Statistiken werden die Parameter p, as, ..., o, eines EVA-Modells geschatzt?

D
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Selbstkontrollfragen

12. Geben Sie das Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse wieder.
13. Erlautern Sie die Begriffe total sum of squares, between sum of squares und within sum of squares.
14. Geben Sie die Definition des EffektstarkenmaBes n2 an.

15. Wann nimmt das EffektstirkenmaB n2 der EVA seinen Minimalwert an und wie lautet dieser?

16. Wann nimmt das EffektstarkenmaB n2 der EVA seinen Maximalwert an und wie lautet dieser?

17. Geben Sie das Theorem zur F-Teststatistik der EVA wieder.

18. Erlautern Sie die Begriffe mean between sum of squares und mean within sum of squares.

19. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von EffektstarkenmaB 772 und F-Teststatistik der EVA wieder.
20. Geben Sie die Definition des EVA-F-Test wieder.

21. Erlautern sie die Null- und Alternativhypothesen des EVA-F-Tests.

22. Geben Sie das Theorem zur Testumfangkontrolle der EVA wieder.

23. Skizzieren Sie den Beweis zur Testumfangkontrolle der EVA.

24. Geben Sie den p-Wert zum F-Test der EVA wieder.
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