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Motivation

Jahrlicher Eiskonsum und jahrliche Sonnenbrandinzidenz

r=0.46

Sonnenbrandinzidenz
o
1

Eiskonsum

® Korrelation impliziert keine Kausalitat.
® Kausalitat wird zumeist als Koinzidenz mit zeitlicher Reihenfolge modelliert.
® Einstiege in die kausale Inferenz geben z.B. Pearl (2000) und Imbens and Rubin (2015).
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Motivation

Jahrlicher Eiskonsum und jahrliche Sonnenbrandinzidenz

Sommertage
Eiskonsum Sonnenbrandinzidenz Eiskonsum Sonnenbrandinzidenz

® Korrelation von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz nach Korrektur fiir Sommertage?
® “Herausrechnen” des Einflusses von z auf die Kovariation von z und y?

® Im Folgenden bezeichnen wir Zufallsvariablen mit kleinen lateinischen Buchstaben.

= bedingte Korrelation und partielle Korrelation im Falle dreier Zufallsvariablen
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Bedingte Korrelation

Definition (Bedingte Kovarianz und bedingte Korrelation)

Gegeben seien drei Zufallsvariablen x, y, z einer gemeinsamen Verteilung P(z, y, 2).

Weiterhin sei P(z, y|z) die bedingte Verteilung von x und y, gegeben z. Dann heiBt die Kovarianz von z und y in

der Verteilung P(z, y|z) die bedingte Kovarianz von = und y, gegeben z, und wird mit C(z, y|z) bezeichnet.

Weiterhin seien P(z|z) und P(y|z) die marginalen Verteilungen von z bzw. y, gegeben z, und S(z|z) und S(y|z)
seien die Standardabweichungen von = bzw. y hinsichtlich P(z|z) bzw. P(y|z).

Dann heiBt die Korrelation von z und y in der Verteilung P(z, y|z)

_ C(z,yl?)
Pl Y1) = so st :

die bedingte Korrelation von = und y, gegeben z.
Bemerkungen

® Die bedingte Kovarianz zweier ZVen ist die Kovarianz dieser ZVen in einer bedingten Verteilung
® Die bedingte Korrelation zweier ZVen ist die Korrelation dieser ZVen in einer bedingten Verteilung.

® Durch Vertauschen der Variablennamen kann man analog p(z, z|y) und p(y, z|z) definieren.
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Bedingte Korrelation

Beispiel

Die Zufallsvariablen x, y, z seien multivariat normalverteilt. Wir wollen die bedingte Korrelation von = und y gegeben

z bestimmen. Fiir v := (z,y, z)T gelte also, dass

v~ N(g, %) @
mit
e 2o, o
=y und X := 0-5@ 0'121 o'az . 3)
fz ota 0y OF

Um die Kovarianzmatrix der bedingten Verteilung von x und vy, gegeben z zu bestimmen, definieren wir zunachst

b3} . 0’3 aﬂzf,y > 2 b =T . 0323,2
zy T | 2 2 ’ z = (UZ> und g ),z = z(zy) T | 52 E (4)
Tyx Ty 7Yz
sodass
S= ( oy E(I-,y)»z) . (5)
Ee(ew) z,

Mit dem Theorem zu bedingten Normalverteilungen (siehe Einheit (4) in Allgemeines Lineares Modell) ist dann die

Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (x, y)T gegeben durch

—1
Yoylz = Boy ~ Ba,y),z2z Sz(ay) - (6)
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Bedingte Korrelation

Beispiel (fortgefiihrt)

Mit den Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung gilt dann, dass die Diagonaleintréage von ¥ den

z,y|z
bedingten Varianzen von x und y, gegeben z entsprechen und dass der Nichtdiagonaleintrag die bedingte Kovarianz

von z und y, gegeben z ist. In anderen Worten gilt

_( V@lz)  C(x,yl2)
Dy gz = (c(y,z\z> V(yl2) ) ' ’

Die bedingte Korrelation p(z, y|z) von = und y, gegeben z ergibt sich dann aus den Eintrégen von Ex,y\z gemaB

Clz, yl2)

T,Y|2) = ————— . 8
P = e ®

1.0 05 0.9
=105 1.0 05 9)
0.9 05 1.0

ergibt sich beispielsweise
p(z,y) =0.50 und p(z,y|z) ~0.13. (10)

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 10



Bedingte Korrelation

Beispiel (fortgefiihrt)

# bedingte Korrelation bei Normalverteilung
S = matrix(c( 1, 0.5, 0.9, # \Sigma

0.5, 1, 0.5,

0.9, 0.5, 1), nrow = 3, byrow = TRUE)
rho_xy = S[1,2]/(sqrt(S[1,1])*sqrt(s[2,2])) # \rho(x,y)
S_xy_z = S[1:2,1:2] - S[1:2,3] %*% solve(S[3,3]) %*% S[3,1:2] # \Sigma_{x,ylz}
rho_xy_z = S_xy_z[1,2]/(sqrt(S_xy_z[1,1])*sqrt(S_xy_z[2,2])) # \rho(x,ylz)

# Ausgabe der (bedingten) Korrelationen
cat( "rho(x,y) :", rho_xy,

"\nrho(x,ylz) :", rho_xy_z)

rho(x,y) : 0.5
rho(x,ylz) : 0.1324532
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Bedingte Korrelation

Theorem (Bedingte Korrelation und Korrelationen bei Normalverteilung)

x,y, 2 seien drei gemeinsam multivariat normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt:

plz,y) — plz, 2)p(y, 2) (11)

playle) = V1= p(z,2)2\/1—p(y, 2

Bemerkungen

® p(x,y|z) kann bei Normalverteilung aus den Korrelationen p(x, y), p(z, z), p(y, z) berechnet werden.

® Ein entsprechender Schitzer fiir p(z,y|2) ergibt sich mit den Stichprobenkorrelationen ., , 74 -, 7y - als

Tey ~ Tw,2Ty,z (12)

Taylz = -
\/ 1= 'r'_,%’z, /1— 7*51
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Bedingte Korrelation

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den Fall eines standardisierten multivariat

normalverteilten Zufallsvektors v := (z,v, 2)T mit Kovarianzmatrixparameter
Y= p(y,z) 1 p(y,2) |- (13)

Wir definieren nun zunichst

1 1 z,
5, = (p(y,w) p<v1 y)) ;%= (1) und =T = (p(/x; Z;) e

sodass
Y= (;w E%“) . (15)

z,(z,y)

Mit dem Theorem zu bedingten Normalverteilungen (siehe Einheit (4) in Allgemeines Lineares Modell)

ist dann die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (z,y) gegeben durch

Y = Ez,y - E(:x,y),zzglzz,(z,y)‘ (16)

@,y|z
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Bedingte Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

2 2
<Uz\z Um/k)
2 2
g, g
yzlz ylz

Il
N
=
-
N

=

ey
- B

-

<
N~
|
TN
T

Damit folgt dann direkt

3 e oz, y) — p(x, 2)p(y, Z>

N RN EE T (18)

(z,ylz) =

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 14



Motivation

Bedingte Korrelation

Partielle Korrelation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 15



Partielle Korrelation

Definition (Partielle Korrelation)
x,y, z seien Zufallsvariablen mit linear-affinen Abhangigkeiten zwischen = und z sowie zwischen y und z

T = ,Béz) 4F Bgr)z +e(@)

5 i (19)
Y= 50@"‘ + 559)2 e
sodass die Residualvariablen gegeben sind als
e(”:) S ﬂ((Jz;) _ ,B(lmjz
o ) (4] (20)
W) — y*ﬂé)y) */‘3‘11/)24
Dann ist die partielle Korrelation von x und y mit auspartialisiertem z definiert als
pla,y\ 2) =p(el®,e®). (21)

Bemerkungen

o (@) jst die Zufallsvariable x, aus der der Einfluss von z “herausgerechnet” wurde.
o ¢ ist die Zufallsvariable y, aus der der Einfluss von z “herausgerechnet” wurde.
® p(xz,y )\ z) ist also die Korrelation von « und y, wobei jeweils der Einfluss von z “herausgerechnet” wurde.
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Partielle Korrelation

Definition (Partielle Stichprobenkorrelation)

x, Yy, z seien Zufallsvariablen mit linear-affinen Abhéngigkeiten zwischen x und z sowie zwischen y und z wie in der

Definition der partiellen Korrelation. Weiterhin seien

® {(#;,Y;> %) }Yie1.... n eine Menge von Realisierungen des Zufallsvektors (z,,2)T,
o A Alx)
By s By die Ausgleichsgeradenparameter fir {(z;, 2;)}i—1,... n,

O ,8 2 5 ) dgie Ausgleichsgeradenparameter fiir {(y;, 2;)}i—1,...

SchlieBlich seien fir i = 1,...,n

(z alx) Al
* eiT> == By — ﬂ(lT)Zi

y 3y) _ aly)
'eg)::yi*ﬁo)*ﬁl 2z
die Residuen der jeweiligen Ausgleichsgeraden. Dann heiBt die Stichprobenkorrelation der Wertemenge

{(egy), eim))} . partielle Stichprobenkorrelation der x; und y; mit auspartialisierten z;.
i=1,...,n

Bemerkungen

® Die partielle Stichprobenkorrelation wird als Schatzer der partiellen Korrelation genutzt.
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Partielle Korrelation

Theorem (Bedingte und partielle Korrelation bei Normalverteilung)

x,y, z seien drei gemeinsam multivariat normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt:

plz,ylz) = p(z,y\ 2) . (22)

Bemerkungen

® Generell sind bedingte und partielle Korrelationen nicht identisch.
® Fiir Details, siche zum Beispiel Lawrance (1976) und Baba, Shibata, and Sibuya (2004).
® Mit der Gleichheit von bedingter und partieller Korrelation bei Normalverteilung ist der Schatzer fiir die bedingte

Korrelation auch ein Schéatzer fiir die partielle Korrelation bei gemeinsam normalverteilten Zufallsvariablen.
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Partielle Korrelation

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir erneut den Fall eines standardisierten multivariat
normalverteilten Zufallsvektors v := (z,v, 2)T mit Kovarianzmatrixparameter

Y= p(y,z) 1 ply,2) | - (23)

10 _ﬁm> (_3(z>>
A= ! und b:= "o , (24)
(y) (y) | >
(0 1 -8 —ByY
sodass gilt

olo) 1 0 _5(1) T _ﬁ(r) T — B(z) _ ﬁ(r)z
w ) = Av+b= %y) y|+ (()y) = ?y) (19) . (25)
e 0 1 -8 : —By y—By =Bz

Die partielle Korrelation ergibt sich dann als

Dann definieren wir

plz,y\ 2) = p(e®, e®). (26)
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Partielle Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Mit dem Theorem zur linear-affinen Transformation von multivariaten Normalverteilungen (siehe
Einheit (4) in Allgemeines Lineares Modell) gilt fiir den Vektor der Residualvariablen

el®)

v~ N(pX) = (‘[,y)>=Av+b~N(Au+b,A2AT). (27)
e

Der Kovarianzmatrixparameter der resultierenden multivariaten Normalverteilung ergibt sich also zu
(z) 1 plz,y)  plz,2) 1 0
1 0 -8
( _ (lm) (p(y,x) 1 oy, 2) 0 1
plz)  plzy) 1 -89 Y
( 1— [3(1“ o
o) = pza) 18 pzy) e =AY ) | e
1

2 )

( 187 p(z,2) — B ple, 2) + (67) p(z,wﬁ‘f‘)p(z,y)ﬁﬁ“p(ac,z)w;”ﬁﬁw)

a 1 0
(z2)  play) B Tp=y)  pla,z) - ﬁl”) L
8

BN PN 2
ply,o) =B plz.2) = B ply, 2+ BB 1= 8 plz ) — BY oy, 2) + (81

1-26{"p(,2) + (81")) plo,y) = B plz ) — B plw, ) + B ’/3‘1‘“)
) :
Py, @)= B p(z @) — B oy, 2) + B B 1-28{"p(y.2)+ (8)

(28)
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Partielle Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Besteht ein linear-affiner Zusammenhang der Form y := 3, + 3,z + e zwischen zwei Zufallsvariablen,
dann gilt fiir die Korrelation dieser Zufallsvariablen:

pon) = gah & h= gl

p(x,y) - (29)

Wir halten dies hier ohne Beweis fest, bemerken aber, dass analog auch in der Stichprobe fiir den
Steigungsparameter der Ausgleichsgerade gilt:
b=, =L 5 =2

20
é.’l,‘

(30)

Im vorliegenden Fall der standardisierten Zufallsvariablen x, y und z mit Varianz und Standardabwei-
chung gleich 1 ergibt sich

o _ 1 w_ 1
By = Tple.2) = pla,z) und B = 2p(y.2) = ply. 2) (31)
und damit
ATAT — 1—p(z,2)? play) = ple2pw.2)) _ (T2 oy (32)
p(z,y) — p(z, 2)p(y, 2) 1-p(y, 2)? Toae T
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Partielle Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

SchlieBlich folgt die partielle Korrelation mit

plz,y\ 2) = ﬂ(c(w‘)_’e(y))

_ gﬂzrfy\z
Ui\z Ufj\l (33)

pla.y) —ple,2)ply:z)
V1= p(a,2)2/1—p(y, 2)?

Dies entspricht der Formel im Theorem zur bedingten Korrelation bei Normalverteilung. Mithin sind
die bedingte Korrelation von = und y, gegeben z, und die partielle Korrelation von z und y mit

herauspartialisiertem z, identisch, wenn z, y und z einer gemeinsamen Normalverteilung folgen. [
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Partielle Korrelation

Beispiel

# Modellformulierung und Datenrealisierung

library (MASS) # multivariate Normalverteilung
set.seed (1) # reproduzierbare Daten
s = matrix(c( 1,0.5,0.9, # Kovarianzmatrixparameter \Sigma
0.5, 1,0.5,
0.9,0.5, 1), nrow = 3, byrow = TRUE)
n 1e # Anzahl Realisierungen von v (x,y,2)"T
xyz = mvrnorm(n,c(0,0,0),S) # Realisierungen von v := (x,y,2)°T

# partielle Stichprobenkorrelation als Stichprobenkorrelation der Residuen

bars = apply(xyz, 2, mean)

Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichungen
Stichprobenkovarianzen

beta_1 (x,z)

beta_0 (x,z)

beta_1 (y,z)

beta_0 (y,z)

Residuen e {(x)}

Residuen e {(y)}

\rho (x,y\z)

P

w part1e11e Stichprobenkorrelation als bedingte Stichprobenkorrelation

Stichprobenkorrelationsmatrix
\rho(x,y\z) Formel Z&hler
\rho(x,y\z) Formel Nenner
\rho (x,y\z)

3%

# partielle Stichprobenkorrelation mithilfe der Funktion pcor() aus der Toolbox "ppcor"
#

s apply(xyz, 2, sd)
c cov(xyz,
b_xz1 = c[1,3]/c[3,3]
b_xz0 = bars[1] - b_xzixbars[3
b_yzl = c[2,3]/c[3,3]
b_yz0 = bars[2] - b_yzlxbars[3]
e_xz xyz[,1] - b_xzl*xyz[,3] - b_xz0
e_yz xyz[,2] - b_yzi*xyz[,3] - b_yz0
pr_e = cor(e_xz,e_yz)
cor (xyz)
pr_r_n rl1, 2] -r[1,3]*r[2,3]
pr_r_d = sqrt((1-r[1,3172)*(1-r[2,3]172))
pr_r = pr_r_n/pr_r_d
library (ppcor)
pr_t = pcor(xyz)
# husgabe

cat( "r(x,y)

"\nr(x,y\\z) aus Residuenkorrelation :"
"\nr(x,y\\z) aus Korrelationen e

"\nr(x,y\\z) aus Toolbox

r(x,y)

r(x,y\z) aus Residuenkorrelation :
: 0.1328479
: 0.1328479

r(x,y\z) aus Korrelationen
r(x,y\z) aus Toolbox

Laden der Toolbox
# \rho(x,y\z),\rho(x,z\y),\rho(y,z\x)

rl1,2],
» Pree,

875 jeisy
:", pr_t$estimate[1,2])

: 0.5000031

0.1328479
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Partielle Korrelation

2
ryy=0.46, R =021 Tylz =013, R"=0.02
3 3
2 4 . . 2
o A o
1 EE *. N1
S0 e e ® 2 M
> 0 e el . <0
$ 3o
..oo o:.:“...o..o.,o . ((Ia_
R R > -1 .
. N . ‘.
.
_2 — Y . _2 —
-3 T T T T T ] -3 T T T T T ]
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
T AT
X x=B, -B, z
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Partielle Korrelation

Sonnenbrandinzidenz

r=0.46 r=0.13
3 - o 3
g
£
2 . . s 5
£
o
1 8 g
N
g
0 5 o-
‘N
£
_1 — ‘E _1 —] .
o
Qo
_2 — 5 _2 —
2
5
-3 T T T T T ] o -3 T T T T T ]
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Eiskonsum Eiskonsum | Sommertage
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Anwendung/Praxis

Datensatz: Geburtsgewicht und Muttergewicht fiir Mutter-Kind-Paare (n = 189; hier: i = 1,...,25)

filename = "Daten/birth_weights.csv" # Dateiname
D = read.csv(filename) # Datenframe
Birth_weight Weight Age Smoker Race Hypertension Visits
2.523 82.55374 19 no black no 0
2.551 70.30676 33 no other no 3
2.557 47.62716 20 yes white no 1
2.594 48.98794 21 yes white no 2
2.600 48.53434 18 yes white no 0
2.622 56.24541 21 no other no 0
2.637 53.52386 22 no white no 1
2.637 46.71998 17 no other no 1
2.663 55.79182 29 yes white no 1
2.665 51.25590 26 yes white no 0
2.722 43.09124 19 no other no 0
2.733 68.03880 19 no other no 1
2.751 43.09124 22 no other yes 0
2.750 48.53434 30 no other no 2
2.769 45.35920 18 yes white no 0
2.769 45.35920 18 yes white no 0
2.778 44.45202 15 no black no 0
2.782 53.52386 25 yes white no 3
2.807 54.43104 20 no other no 0
2.821 54.43104 28 yes white no 1
2.835 54.88463 32 no other no 2
2.835 45.35920 31 no white no 3
2.836 91.62558 36 no white no 1
2.863 54.43104 28 no other no 0
2.877 54.43104 25 no other no 2
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Anwendung/Praxis

Korrelation von Geburtsgewicht und Muttergewicht

r=0.19

Geburtsgewicht

100

Muttergewicht
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Anwendung/Praxis

Korrelation von Geburtsgewicht und Muttergewicht

Alter

oo o

Geburtsgewicht Muttergewicht Geburtsgewicht Muttergewicht
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Anwendung/Praxis

Partielle Korrelation: Geburtsgewicht und Muttergewicht, gegeben Alter (n = 189)

Daten einlesen
= read.csv("Daten/birth_weights.csv")

= nrow(D)

D$Weight

D$Birth_weight

D$Age

matrix(c(x, y, 2), nrow =

#
D
n
x
y
z

Y

xyz n)

Datenframe
Anzahl Datenpunkte
Variable x
Variable y
Variable z
n x 3 Datenmatrix

# partielle Stichprobenkorrelation als Stichprobenkorrelation der Residuen

bars = apply(xyz, 2, mean) #
c cov(xyz) #
b_xz1 cl1,3]1/¢c[3,3] #
b_xz0 = bars[1] - b_xzlxbars[3] #
b_yzi = c[2,3]/c[3,3] #
b_yz0 = bars[2] - b_yzixbars[3] #
e_xz = xyz[,1] - b_xzi*xyz[,3] - b_xz0 #
e_yz = xyz[,2] - b_yzixxyz[,3] - b_yz0 #
pr_e = cor(e_xz,e_yz) #

# partielle Stichprobenkorrelation als bedingte

Stichprobenmittel
Stichprobenkovarianzen
beta_1 (x,z)

beta_0 (x,z)

beta_1 (y,z)

beta_0 (y,z)

Residuen e {(x)}
Residuen e {(y)}

\rho (x,y\2)

Stichprobenkorrelation

T = cor(xyz) # Stichprobenkorrelationsmatrix

pr_r_n = r[1,2]-r[1,3]*r[2,3] # \rho(x,y\z) Formel Zahler

pr_r_d = sqrt((1-r[1,3]1°2)*(1-r[2,3]1°2)) # \rho(x,y\z) Formel Nenner

prr = prrn/prrd # \rho (x,y\2)

# Ausgabe der partiellen Korrelationen

cat( "r(x,y) :", round(r[1,2], digits = 3),
"\nr(x,y\\z) aus Residuenkorrelation :", round(pr_e, digits = 3),
"\nr(x,y\\z) aus Korrelationen :", round(pr_r, digits = 3), "\n\n")

r(x,y) : 0.186
r(x,y\z) aus Residuenkorrelation : 0.173
r(x,y\z) aus Korrelationen : 0.173
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Anwendung/Praxis

ryy=0.19, R?=0.03
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.
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.
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=
>
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40 60 80 100
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Anwendung/Praxis
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Motivation

Bedingte Korrelation

Partielle Korrelation

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die Motivation zur Bestimmung bedingter und partieller Korrelationen.

2. Definieren Sie die Begriffe der bedingten Kovarianz und der bedingten Korrelation.

3. Geben Sie das Theorem zu bedingter Korr. und Korrelationen bei Normalverteilung wieder.

4. Definieren Sie den Begriff der partiellen Korrelation.

5. Definieren Sie den Begriff der partiellen Stichprobenkorrelation.

6. Geben Sie das Theorem zu bedingter und partieller Korrelation bei Normalverteilung wieder.

7. Erlautern Sie die Berechnung einer partiellen Korrelation anhand eines Anwendungsbeispiels.
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