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Grundbegriffe der Korrelation

Anwendungsszenario

Psychotherapie

Mehr Therapiestunden

= Hdohere Wirksamkeit?
Unabhangige Variable
* Anzahl Therapiestunden
Abhéangige Variable

* Symptomreduktion
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Grundbegriffe der Korrelation

Beispieldatensatz

i=1,...,20 Patient:innen, y; Symptomreduktion bei Patient:in %, x; Anzahl Therapiestunden von Patient:in ¢

y_i x_i
-3.153440 1
2517752 2
-1.180502 3
3.057601 4
1.698689 5
2.913799 6
3.924642 7
2.310790 8
4.633311 9
10.914694 10
17.564182 11
11.521763 12
12.308012 13
12.123613 14
12.130250 15
20.371211 16
25.263775 17
27.745195 18
24.928359 19
32.493812 20
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Grundbegriffe der Korrelation

Beispieldatensatz
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Anzahl Therapiestunden (x)

Wie stark hangen Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion zusammen?
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Grundbegriffe der Korrelation

Definition (Korrelation)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen £ und v ist definiert als

€& v)
= 1
plew) = g W
wobei C(&,v) die Kovarianz von & und v und S(§) und S(v) die Standardabweichungen von & bzw. v
bezeichnen.
Bemerkungen

® p(&, v) wird auch Korrelationskoeffizient von & und v genannt.

® Wir haben bereits gesehen, dass —1 < p(&,v) < 1 gilt.

® Wenn p(&,v) = 0 ist, werden & und v unkorreliert genannt.

® Wir haben bereits gesehen, dass aus der Unabhéngigkeit von & und v, folgt dass p(&,v) = 0.
® Wenn p(§,v) = 0 ist, sind aber £ und v nicht notwendigerweise unabhangig voneinander.
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Grundbegriffe der Korrelation

Definition (Stichprobenkorrelation)

{(z1,91)s -, (@, yn)} C R2 sei ein Datensatz. Weiterhin seien:

® die Stichprobenmittel der x; und y; definiert als
1o 1
i:zfzmi und 3}::722%7 2)
s s

® die Stichprobenstandardabweichungen x; und y; definiert als

_ 1 ¢ _
Sg = (@; — )2 und s, = [——= > (y; — ), (3)
=1 =
® die Stichprobenkovarianz der (z1,¥1), ..., (T, y,) definiert als
1 n

By = =—= D (@ =N =0)« 4)

=1

Dann ist die Stichprobenkorrelation der (z1,Yy1), ..., (€, y,,) definiert als

c

Toy = i (5)

SgSy

und wird auch Stichprobenkorrelationskoeffizient genannt.
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Grundbegriffe der Korrelation

Beispiel

# Laden des Beispieldatensatzes

fname = "Daten/Korrelation_Simulation.csv" # Dateipfad generieren
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Beispieldatensatz als Dataframe laden
x_i = D$x_i # x_i Werte

y_i =D$y_i # y_i Werte

n = length(x_i) #n

# "manuelle" Berechnung der Stichprobenkorrelation

x_bar = (1/n)*sum(x_i) # \bar{x}

y_bar = (1/n)*sum(y_i) # \bar{y}

s_x = sqrt(1/(@m-1)*sum((x_i - x_bar)~2)) # s_x

s_y = sqrt(1/(a-1)*sum((y_i - y_bar)~2)) # s_y

c_xy = 1/(n-1) * sum((x_i - x_bar) * (y_i - y_bar)) # c_{xy}

r_xy = c_xy/(s_x * s_y) # r_{xy}

print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.9378162

# automatische Berechnung mit der R-Funktion cor()

r_xy = cor(x_i,y_i) # r_{xy}

print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.9378162

= Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion sind hochkorreliert.
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Grundbegriffe der Korrelation

Mechanik der Kovariationsterme

A

(x;—=%)<0,(y;=% >0 (x;=%)>0,(y;—=¥) >0

=@ -D0:-y) <0 =>x-0D0i-9»>0
€3)) s

(xi—%)<0,(y; =9 <0 (x;i—%)>0,(y;—¥) <0

=0 -G -y >0 =@ -0D0:-y <0

hiufige richtungsgleiche Abweichung der z; und y; von ihren Mittelwerten => positive Korrelation
haufige richtungsungleiche Abweichung der x; und y; von ihren Mittelwerten = negative Korrelation

keine haufigen richtungsgleichen oder richtungsungleichen Abweichungen = keine Korrelation
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Grundbegriffe der Korrelation

Beispiele
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Korrelation

Theorem (Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen)
¢ und v seien Zufallsvariablen und es seien a, 3,7, € R mit a # 0 und ~ # 0. Dann gilt

C(a€ + B,vv+6) = ayC(&,v) (6)
und

lp(a€ + B,y +0)| = |p(&, v)l. ©)
Bemerkungen

® Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen dndert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen.
® Der Betrag der Korrelation andert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen hingegen nicht.
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Korrelation

Beweis
Es gilt zunachst

Clag + B,yv + ) = E((af + B — E(af + B))(yv + 6 — E(yv + )
E((af + B — k(&) = B)(yv +d —vE(yv) — )
E(a(€§ = E@©)(v(v = E(v)))) ®
= Eay((§ = E(©) (v — E(v))))

= aCE) -

)
)

Also folgt
C(a& + B,yv+9)
V(ag + B)y/V(yv +6)
___ _aCE)
a2V (§)v/2V(v)
_ oy CEv) (9)
lael[y] S(€)S(v)
C(&v)
S(§)S(v)
= ip(f* U) .

pla€ + B,yv+9) =

O
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Grundbegriffe der Korrelation

Beispiele

1.0

(Quelle: Wikimedia Commons: “Correlation_examples.png”; Lizenz: gemeinfrei.)
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Grundbegriffe der Korrelation

Korrelation und Bestimmtheitsmal

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 16



Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Uberblick

Das sogenannte BestimmtheitsmaB R? ist eine beliebte Statistik.

Numerisch ist R? das Quadrat des Stichprobenkorrelationskoeffizienten.

Ist die Stichprobenkorrelation Ty = 0.5, dann ist RZ = 0.25, ist Tay = —0.5, dann ist RZ = 0.25.

= R? enthilt also weniger Information {iber die Rohdaten als T4y, da das Vorzeichen wegfallt.

= Per se ist die Angabe von R? anstelle von Ty im Kontext der Korrelation zweier Variablen wenig sinnvoll.

Ein tieferes Verstandnis von R? erlaubt jedoch

(1) einen Einstieg in das Konzept von Quadratsummenzerlegungen, ein wichtiges ALM-Evaluationsprinzip;
(2) einen Einstieg in das Verstandnis der Zusammenhange von Ausgleichsgerade und Stichprobenkorrelation;

(3) einen ersten Einblick in die Tatsache, dass Korrelationen (nur) linear-affine Zusammenhange quantifizieren.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Definition (Erklarte Werte und Residuen einer Ausgleichsgerade)

Gegeben seien ein Datensatz {(1,%;), -, (T, ¥, )} C R? und die zu diesem Datensatz gehérende
Ausgleichsgerade
f3:R=Ra f(a) =By + bra (10)

Dann werden fiiri = 1,...,n
9 = By + B1z; (11)

die durch die Ausgleichsgerade erklarten Werte genannt und
&=y~ (12)

die Residuen der Ausgleichsgerade genannt.

Bemerkungen

® Die erklarten Werte sind die Datenvorhersage des Modells, basierend auf den geschitzten Parameterwerten.

® Die Residuen sind die Differenzen zwischen geschatzter Datenvorhersage und beobachteten Datenwerten.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Erklarte Werte und Residuen einer Ausgleichsgerade
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o (z,y;) o (T,y) — fj(‘f) (3, 9;) g i=1..n
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Motivation

Die in einer abhangigen Variable enthaltene Gesamtvarianz ldsst sich in verschiedene Beitrage
partitionieren: denjenigen Teil der Varianz, der sich mit Riickgriff auf unabhangige Variablen erklaren
lasst (erklarte Varianz), und denjenigen Teil der Varianz, der aus dem Beitrag von Zufallsvariablen

resultiert (nicht-erklarte Varianz).

Dieser Gedanke bildet die Grundlage fiir die Methode der Quadratsummenzerlegung. Wir werden diese
im Folgenden zun&chst am Beispiel der einfachen linearen Regression mit Ausgleichsgerade betrachten
und das Konzept spéater im Rahmen von einfaktorieller und zweifaktorieller Varianzanalysen wieder

aufgreifen.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Definition (Quadratsummen)

Fiir einen Datensatz {(z1,9;), .., (Z,,%,)} C R? und seine zugehérige Ausgleichsgerade f; seien

| =

iy =

n

Zyi und g; := By + Bz, firi=1,....n (13)
n 4
i=1

das Stichprobenmittel der y-Werte und die durch die Ausgleichsgerade erklarten Werte. Dann sind

SQT:=3" (y;—¥)?* die totale Quadratsumme

SQE :=>" (g, —¥)? die erklirte Quadratsumme

i=1\7%

SQR := E:L:] (y; —9;)*  die residuelle Quadratsumme

Bemerkungen

® SQT wird auch als total sum of squares (TSS) bezeichnet.
® SQE wird auch als explained sum of squares (ESS) bezeichnet.
® SQR wird auch als residual sum of squares (RSS) bezeichnet.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Bemerkungen (fortgefiihrt)

® SQT reprasentiert die Gesamtstreuung der 7;-Werte um ihren Mittelwert 3.
® SQE reprasentiert die Streuung der erklarten Werte g; um ihren Mittelwert.
= GroBe Werte von SQE reprisentieren eine groBe absolute Steigung der 7; mit den ;.
= Kleine Werte von SQE reprasentieren eine kleine absolute Steigung der g; mit den x;.
® SQE ist also ein MaB fiir die Starke des linearen Zusammenhangs der x;- und y;-Werte.

® SQR ist die Summe der quadrierten Residuen. Es gilt:

SQR o= Y (s —51)? = Y (i — F5lw0)? = 2. (14)

i=1 i=1 i=1

=0

= GroBe Werte von SQR reprisentieren groBe Abweichungen der erklirten von den beobachteten y;-Werten.

= Kleine Werte von SQR reprasentieren geringe Abweichungen der erklirten von den beobachteten y;-Werten.

SQR ist also ein MaB fiir die Giite der Beschreibung der Datenmenge durch die Ausgleichsgerade.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Theorem (Quadratsummenzerlegung bei Ausgleichsgerade)

Fiir einen Datensatz {(1,%;), -, (Z,,¥,)} C R? und seine zugehorige Ausgleichsgerade f5 seien
SQT, SQE und SQR die totale, die erklarte und die residuelle Quadratsumme. Dann gilt

SQT = SQE + SQR (15)

Bemerkungen

® Die totale Quadratsumme entspricht der Summe aus erklirter Quadratsumme und residueller Quadratsumme.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Beweis

Wir schreiben zunichst die totale Quadratsumme aus:

SQT = Z(?/i -

n
= (Wi =i+ 9 -9)°

i

I
—

M:

((yi = 95) + (§; — 9))*

i=1
=D ((wi = 9% + 20y — 9)(Hi — 9) + (5 — 9)?)
i=1
n n
=> @9 +2Z =9 —9) + D>y — 5)*
i=1 i=1
= E+2Z —9)) (i —9) +SQR .
Es verbleibt also zu zeigen, dass der mittlere Term Null ist:
n
23y~ )5~ 9) = 0. (17)
i=1
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Beweis (fortgefiihrt)

Unter Gebrauch des Ausdrucks ; = BO + Blzi fiir die erklarten Werte einer Ausgleichsgerade und nach Einsetzen
des Ausgleichsgeradenparameters EO =y— 5195 (siehe Einheit (1) in Allgemeines Lineares Modell) ergibt sich dann

fiir diese Summe zunéchst:

2y — ) (@i —9) = Y 2(y; — Bo — B12i)(Bo + Bz — )

g
M=

I
—
I
—

2y; =y + B — Pray)(y — B2 + Bra; — 1)

>

I
—

-

I
—

2((y;i —9) — (Brz; — 12)) (Brz; — 1)
(18)

1]
(V)
s TM)s
L
—
&
|
SS/\
|
™)
&
=
|
&
N’
=N
S
8
G
|
&

Il
N

I
-

Il

N
™
M=

(yi — )@ — @) — B3 > (@i — @) (s — 50)) .
i=1

i=1 i

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 25



Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Beweis (fortgefiihrt)

Hierin erkennen wir nun Vielfache der Stichprobenkovarianz c,,, und der Stichprobenvarianz s2:

2(y; — ) (@ — 9) = 2 (Br(n — Deyy — Bin—1)s2)
= (19)
= 20— 1) (Bres, — Ba2) -

Einsetzen des Ausgleichsgeradenparameters ﬁ] = cmy/sg ergibt schlieBlich:

n 2
> 20305~ 9) = 2n 1 ((—;’)y—(—;’) 2)

2
Caq
=2(n—-1) ( :’2!/

(20)

T

=2(n—1)-0
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Definition (BestimmtheitsmaB R?)
Fiir einen Datensatz {(z,4,), ..., (¥,,,¥,)} C R? und seine zugehérige Ausgleichsgerade f; sowie die
zugehorige erklarte Quadratsumme SQE und totale Quadratsumme SQT heiBt

SQE
2= = (21)

BestimmtheitsmaBB oder Determinationskoeffizient.

Bemerkungen

® Esgilt RZ=0 genau dann, wenn SQE = 0 ist.

= Fiir R? = 0 ist die erklirte Streuung der Daten durch die Ausgleichsgerade gleich null.

= R2 = 0 beschreibt also den Fall der schlechtestméglichen Erklarung der Daten durch die Ausgleichsgerade.
® Esgilt RZ=1 genau dann, wenn SQE = SQT ist.

= Fiir R? = 1 ist also die Gesamtstreuung gleich der durch die Ausgleichsgerade erklarten Streuung.

= R? = 1 beschreibt also den Fall, dass samtliche Datenvariabilitat durch die Ausgleichsgerade erklart wird.

® Man sagt, dass R? “der Anteil der durch die Ausgleichsgerade erklarten Varianz an der gesamten Varianz der
beobachteten Daten” ist.
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Theorem (BestimmtheitsmaB und residuelle Quadratsumme)

Fiir einen Datensatz {(21,41), ..., (T, ¥,)} C R? seien R? das BestimmtheitsmaB sowie SQR und
SQT die residuelle bzw. totale Quadratsumme. Dann lisst sich R? alternativ ausdriicken als

RZ=1-—"—. (22)

Bemerkungen

® Esgilt RZ=0 genau dann, wenn SQR = SQT ist.
® Esgilt RZ=1 genau dann, wenn SQR = 0 ist.

Beweis

Mit der Definition von R? und dem Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei Ausgleichsgerade gilt

g2, SQE _SQT-SQR _SQT SQR _ = SQR

TsQr - sQr  sqr sqt ' sqr- (23)
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Korrelation und BestimmheitsmaB

Quadratsummen und BestimmtheitsmaB

SQE = 0.0, SQR = 41.9, R? = 0.00 SQE =8.1, SQR=17.6, R?=0.31 SQE =24.7, SQR = 0.0, R? = 1.00
3
2
1
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Korrelation und Bestimmtheitsmal3

Theorem (Stichprobenkorrelation und BestimmtheitsmaB)

Fiir einen Datensatz {(z,¥;), -, (Z,,¥,)} C R? sei R? das BestimmtheitsmaB und g, sei die
Stichprobenkorrelation. Dann gilt
2
R?=r2,. (24)

Bemerkungen

® Bei zwei Variablen entspricht das BestimmtheitsmaB dem Quadrat der Stichprobenkorrelation.
® Mit —1 < ry, <1 folgt aus dem Theorem direkt, dass 0 < RZ<1.
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Korrelation und BestimmheitsmaB

Beweis

Wir halten zunachst fest, dass mit

@

folgt, dass

1 n 1 n - ~
E; :;; Bo+Biz) =By +Pra=y-pa+pa=y (25)
SQE = (3 —
i=1
=> @i —9?
i=1
=>"(Bo + Brx; — Bo — $17)? (26)
i=1
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Korrelation und BestimmheitsmaB

Beweis (fortgefiihrt)

Damit ergibt sich dann

SQE

SQT

S G- 9)?

Y (vi—9)?

5 Ly (% —3)°

! Y (v —9)?

By SO 3
1

53 =T Z;l:1<yl -9)? (27)

R? =

=8

2
iy 57
4 .2
53 Sy
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Korrelation und BestimmheitsmaB

Beispiele
Iy =050, R?=0.25

Ty =0.64,R°=0.41

Iy =0.85, R*=0.72

fy =0.07, R? = 0.00 Iy =-0.30, R*=0.09

=-0.29, R?=0.08 fy = -0.55, R? = 0.30 Iy =-0.90, R® = 0.82

Ty
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Grundbegriffe der Korrelation

Korrelation und BestimmtheitsmaB

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen
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Anwendung/Praxis

Funktionale Abhangigkeiten und Stichprobenkorrelation

hy = 0.90 hy = =0.01

y; = 8cos(2x;) + ¢,
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Anwendung/Praxis

Theorem (Stichprobenkorrelation bei linear-affinen Transformationen)

Gegeben seien ein Datensatz {(@1, Y1), -, (T, Yn)} C R? sowie a, b, c,d € R mit a # 0 und ¢ # 0. Weiterhin sei
{(#1,71), -+ (Fn, Tn)} C R? eine linear-affin transformierte Wertemenge mit

Z;=ax; +b und y; =cy; +d. (28)

Dann gilt
(29)

Bemerkungen

® Der Betrag der Stichprobenkorrelation dndert sich bei linear-affiner Datentransformation nicht.

® Man sagt, dass die Stichprobenkorrelation im Gegensatz zur Stichprobenkovarianz maBstabsunabhingig ist.
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Anwendung/Praxis

Beweis

Berechnung der Stichprobekorrelation fiir Z und ¥ ergibt:

ey SR E - B - D)
T b G 1 i )
_ Sie(aw; +b—(ai +b))(cy; +d - (cy+d))
IRy b (az+0)2 /ST (e +d— (g + d))2
Tig oz — ey
VIR (ale; — )25 (cly; — )

-9

3 - 30
_ acZ:L @ —xi(’lli* (30)
N ﬂw S
,1 Yy (@~ @)y — v)
" D e 2Py oy T
_ ac  Cgxy
lallc| SgSy
_ ac
lalle
Nach Durchspielen aller méglichen Vorzeichenfalle ergibt sich:
[Tzl = Irayl- (31)
O
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Anwendung/Praxis

Beispiel: KérpergroBe und Kérpergewicht in unterschiedlichen Einheiten (n = 100)

y; =—100+ 1z, 4+, mit g ~N(0,12%) fir i=1,...,n (32)
&, = (z; —150)/100 und 7, = (y; —70)-1000 fir i=1,...,n  (33)
Iy = 0.59 Iy = 0.59
100 — o* 2 30000 — o*
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Grundbegriffe der Korrelation

Sensitivitat der Stichprobenkorrelation gegeniiber AusreiBern

»Er sagt, wir ruinieren seine ganze schone Korrelation
zwischen Grifle und Gewicht.«

(Quelle: Walter Kramer, So liigt man mit Statistik, Frankfurt, 2015, S. 179)
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Anwendung/Praxis

Sensitivitat der Stichprobenkorrelation gegeniiber Ausreiern

Beispiel: Klausurzeit und Punktzahl, ALM-Klausur, SoSe 2024 (n = 56)

r=0.34, p=0.01 (inkl. 0 Punkte); r = —-0.01, p = 0.95 (exkl. 0 Punkte)
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Anwendung/Praxis

Sensitivitat der Stichprobenkorrelation gegeniiber Ausreiern

Beispiel: Klausurzeit und Punktzahl, ALM-Klausur, SoSe 2025 (n = 53)

r=0.15, p = 0.29 (alle Klausuren); r = 0.00, p = 0.99 (nur bestanden)

30 . o o

L}
L] L] -
L] ° L] : o0 :
25 1 e e o L
L] ) ”e
L] L] L] L] ° (1] L]
20 — . .« °
2 e
€ 15 - .
o
a
10 —
. Klausurergebnisse
5 Regressionsgerade (alle Klausuren)
od Regressionsgerade (nur bestanden) .
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Zeit [min]

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 41



Anwendung/Praxis

Guess the Correlation!
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https://www.guessthecorrelation.com/

Grundbegriffe der Korrelation

Korrelation und BestimmtheitsmaB

Anwendung/Praxis

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 43



Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Korrelation zweier Zufallsvariablen wieder.
2. Geben Sie die Definitionen von Stichprobenmittel, -standardabweichung, -kovarianz und -korrelation wieder.
3. Erlautern Sie anhand der Mechanik der Kovariationsterme, wann eine Stichprobenkorrelation einen hohen
absoluten Wert annimmt, einen hohen positiven Wert annimmt, einen hohen negativen Wert annimmt und
einen niedrigen Wert annimmt.
4. Geben Sie das Theorem zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen wieder.
5. Geben Sie die Definitionen von erklarten Werten und Residuen einer Ausgleichsgerade wieder.
6. Geben Sie das Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einer Ausgleichsgerade wieder.
7. Erlautern Sie die intuitiven Bedeutungen von SQT,SQE und SQR.
8. Geben Sie die Definition des BestimmtheitsmaBes R? wieder.
9. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von R? und residueller Quadratsumme wieder.
10. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von R? und Stichprobenkorrelation wieder.
11. Erlutern Sie die Bedeutung von hohen und niedrigen Werten von R? im Lichte der Ausgleichsgerade.
12. Geben Sie das Theorem zur Stichprobenkorrelation bei linear-affinen Transformationen wieder.

13. Erlautern Sie das Theorem zur Stichprobenkorrelation bei linear-affinen Transformationen am Beispiel.
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