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Methode der kleinsten Quadrate

Anwendungsszenario

Psychotherapie

Mehr Therapiestunden

= Hdohere Wirksamkeit?
Unabhangige Variable
* Anzahl Therapiestunden
Abhéangige Variable

* Symptomreduktion
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispieldatensatz

i=1,...,20 Patient:innen, y; Symptomreduktion bei Patient:in 4, x; Anzahl Therapiestunden von Patient:in ¢

y_i o x_

-3.153440
2517752
-1.180502
3.057601
1.698689
2.913799
3.924642
2.310790
4.633311
10.914694 10
17.564182 11
11.521763 12
12.308012 13
12.123613 14
12.130250 15
20.371211 16
25.263775 17
27.745195 18
24.928359 19
32.493812 20

©O~NOCAWNR
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispieldatensatz

40 —
o (X))
[
830 — N
S ¢
kv - °
EZO o
o
510 | ° e®0o
Q.
£ . o.o'..
D0 .
[ ]
-10 T T T T
0 5 10 15 20

Anzahl Therapiestunden (x)

Welcher funktionale Zusammenhang zwischen x und y liegt den Daten zugrunde?
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Methode der kleinsten Quadrate

Definition (Gerade)

Sei 3 := (B, ,61)T € R? ein zweidimensionaler Vektor reeller Zahlen. Dann ist eine Gerade durch folgende linear-affine
Funktion gegeben:
fg:R= Rz fg(z) =By + 1z - (1)

Bemerkungen

® 3 bestimmt den Schnittpunkt der Gerade mit der y-Achse.

® Bg wird auch als Offset-Parameter oder intercept bezeichnet.

® (31 gibt das AusmaB der y-Einheitsdifferenz pro x-Einheitsdifferenz wieder.
® (31 wird auch als Steigungsparameter oder slope bezeichnet.
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Methode der kleinsten Quadrate

Linear-affine Funktionen: fs(z) := 8y + Bz

Bo=5p.=05 Bo=-20,B,=3 Bo=-6.2,B=1.7
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Anzahl Therapiestunden (x) Anzahl Therapiestunden (x) Anzahl Therapiestunden (x)
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Methode der kleinsten Quadrate

Definition (Ausgleichsgerade)
{(@1,Y1)s s (T, Yn)} C R? sei ein Datensatz. Weiterhin sei g(3) die Summe der quadrierten vertikalen Abwei-

chungen der y; von den Funktionswerten fz(x;):

n

q:R2 = R, B q(B8) =Y (v; — fo(= Z(yz (Bo + B1z;))? . ()

i=1
Dann heiBt die Gerade fg, fiir die die Funktion g ihr Minimum annimt, die Ausgleichsgerade fiir den Datensatz
{1, 91)s -0 (X0, n)}-

Bemerkungen

® Wir nehmen hier ohne Beweis an, dass das Minimum von ¢ eindeutig ist.
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Methode der kleinsten Quadrate

Funktion der quadrierten vertikalen Abweichungen:

Symptomreduktion (y)
BN oW
o © &8 8

|
AN
o

a(p) =1159

5 10 15 20
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Symptomreduktion (y)
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Anzahl Therapiestunden (x)

——y; — (Bp + Byz;) firi=1,..,n

Animation zur Ausgleichsgerade
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Methode der kleinsten Quadrate

Theorem (Ausgleichsgeradenparameter)

Fiir einen Datensatz {(z1,91);--» (T, Yp)} C R? hat die Ausgleichsgerade die Form

f5iR=Rae f5@)i=Fo+hiz, O]
mit den Ausgleichsgeradenparametern
~ C. ~ ~
[31:§ und By =y— Bz, (5)
cx

wobei Cry die Stichprobenkovarianz der (z;, y;)-Werte, sg die Stichprobenvarianz der z;-Werte und = und ¥ die

Stichprobenmitteln der x;- bzw. y;-Werte sind.

Bemerkungen

® Mit den Definitionen von c,,, und s2 gilt also:
n _ .
Yoz — @)y —9)
n —\2 ‘
Y (e —@)?
® Man spricht hier von Stichprobenvarianz sz. und Stichprobenkovarianz c,,,,
oft nicht als Realisierungen einer Stichprobe {1, ..., &, verstanden werden, sondern als gegebene Zahlen.

By = (6)

auch wenn die Werte x4, ..., z,,
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis

Wir betrachten die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen der y; von den Funktionswerten
f(x;) als Funktion von /3, und 3; und bestimmen Werte Bo und Bl, fiir die diese Funktion ihr Minimum
annimmt, die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen der y; von den Funktionswerten f(z;)
also minimal ist. Wir betrachten also die Funktion

q:R? = R, (8o, B1) = a(By, B) = Z (y; — (Bo + Br:)?. (M

i=1

Um das Minimum dieser Funktion zu bestimmen, berechnen wir zunachst die partiellen Ableitungen
hinsichtlich 8, und 3, und setzen diese gleich 0. Es ergibt sich zunachst

35900 B1) = 5 (Z vi— ﬂoﬂalxm?)

i=1

= Z —— (y; — (By + Br2,))’
& (®)

g 17}
= Bo+ 8 — Bo — Brz;
; (y; — (Bo 11»85 (ys o — B12;)
=-2> (y;—Bo—By;)

i=1
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

Weiterhin ergibt sich

©
=D 2(yi — (Bo+ B17;)) 52~ (4 — Bo — Bry)
i=1 ! dﬂ
=-2 ( Bo — Br;)
i—1
Nullsetzen beider partieller Ableitungen ergibt dann
o . 0
TBOQ(%J}Q:O und ﬂ(l(ﬁoﬁﬁzo
@—2 (y; — Bp — B1z;) =0 und —QZ( —Bizy)x; =0 (10)
i=1

n

(y; — By — Prz;) =0 und Z(%*Bo*alzi”izo

i=1

SR

I
-
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

und weiter

Zyi*Zﬁo — b ZII =0 und Z?Ji’ i *Zﬁoxi */Blzx? =
i=1 i=1 i=1 i1 i=1 i1

n n n n n (11)
©50n+31zmizzyi und ﬂuZ%*ﬁlZIf:Z%%
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Das sich hier ergebende Gleichungssystem
n n
5(1”""512731 = Z%
.o (12)
Bo ZTz + 5 ZTf = Zszz
i=1 i—1 i—1

wird System der Normalengleichungen genannt und beschreibt die notwendige Bedingung fiir ein
Minimum von ¢. Auflésen dieses Gleichungssystems nach (3, und 3, liefert dann die Werte /3, und 3;
des Theorems.
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

Um dies zu sehen, halten wir zunéchst fest, dass mit der ersten Gleichung des Systems der Normal-

engleichungen gilt

n n
nBo+ B Y =Dy & Bothi=y & B=i-pz (13)
i=1 i=1

Einsetzen der Form von BU in die zweite Gleichung des Systems der Normalengleichungen ergibt

dann zunichst

. n . n n
Bod wit Bid at =3 v
i1 i1 =1
. n . n n
< (?? - 5157) Z'T1 + 6 ZT? = Zyﬂ’i
. i zzl ) 121 zzl
SyY wi—hae) wi+h) ot = (14)
p= =1 =1 i1

n n
& =BT Z x; + By Z z?
i=1 i=1

3

Yit; — Y T

Il

i1 i
. n n n n

2 = _ A

SBy (Y at—aY a | = v~y
i=1 i=1 i=1 i=1
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten nun zunichst fest, dass gilt

n n n n n
2 _ 5 . = T2 T T T T

E .Lif‘LE .L,,;—E ‘Li72.LE _LiJr_LE x;

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i—1 i—1 i—1
n n
= Z 22 =22 x;+nz? (15)
i—1 i—1
n
= Z (22 — 2z2; + 2°)
i=1
d -
= (z; — i")z
i—1
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

Weiterhin halten wir zunichst fest, dass gilt

Zyiwr@Zwi:Zy,,wﬁgZx,en@Hnm
=1 i=1 i i
—ZW: —UZE —ZUﬂH‘ v
72% fzyzx{jy (16)

n

= Z (s — Y& — Yo, + yx)
i

i

3

(i —9) (z; — 7).

Il
-
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Methode der kleinsten Quadrate

Beweis (fortgefiihrt)

In der Fortsetzung von (14) ergibt sich dann

i=1 (17)
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Methode der kleinsten Quadrate

Anwendung/Praxis (1)
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Anwendung/Praxis (1)

Beispieldatensatz: Analyse

# Einlesen des Beispieldatensatzes
fname = "Daten/Regression_Simulation.csv"
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Stichprobenstatistiken

x_bar = mean(D$x_i) # Stichprobenmittel der x_i-Werte
y_bar = mean(D$y_i) # Stichprobenmittel der y_i-Werte
s2x = var(D$x_1i) # Stichprobenvarianz der x_i-Werte
cxy = cov(D$x_i, D$y_i) # Stichprobenkovarianz der (x_i,y_i)-Werte

# Ausgleichsgeradenparameter
beta_1_hat = cxy/s2x
beta_O_hat = y_bar - beta_1_hat#*x_bar

#*

\hat{\beta}_1, Steigungsparameter
\hat{\beta}_0, Offset Parameter

*

# Ausgabe
cat( "beta_O_hat:", beta_O_hat,
"\nbeta_1_hat:", beta_1_hat)

beta_O_hat: -6.194704
beta_1_hat: 1.657055
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Anwendung/Praxis (1)

Beispieldatensatz: Visualisierung

# Datenwerte
plot(D$x_i, D$y_i,

pch = 16,

xlab = "Anzahl Therapiestunden (x)",

ylab = "Symptomreduktion (y)",

x1lim = c(0,21),

ylim = ¢(-10,40),

main = TeX("$\\hat{\\beta}_0 = -6.19, \\hat{\\beta}_1 = 1.66%"))

# Ausgleichsgerade

abline(
coef = c(beta_0O_hat, beta_1_hat),
1ty =1,
col = "black")
# Legende
legend("topleft", c(TeX("$(x_i,y_i)$"), TeX("$f(x) = \\hat{\\beta}_0 + \\hat{\\betal}_1x$")),
1ty = c(0,1),
pch = c(16, NA),
bty = "n")
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Anwendung/Praxis (1)

Beispieldatensatz: Visualisierung

N N
B,=-6.19, B, = 1.66
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Anwendung/Praxis (1)

Grenzen der Ausgleichsgeraden-Methode

L (Xi, Yi)/\ A
—f(x) = Bo +Bix

N B [e2]
o o o
| | |

, Symptomreduktion (y)
o
l

20

—40 - T T T T T |

-20 -10 O 10 20 30 40
Anzahl Therapiestunden (x)
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Anwendung/Praxis (1)

Definition (Polynom)

Sei B:= (Bg, .- B) T € RFFL ein (K + 1)-dimensionaler Vektor reeller Zahlen. Dann ist ein Polynom k-ten Grades
durch folgende Funktion gegeben:

k
f3:RoRai fg(z) = Bjal. (18)
=0

Bemerkungen

® Ein Polynom ist eine Summe (3°) von Vielfachen (53;) von Potenzen (7) einer Variablen
® Die Parameter 3, ..., ) heiBen Koeffizienten oder Gewichte des Polynoms.
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Anwendung/Praxis (1)

Definition (Ausgleichspolynom)

{(@1,Y1)s s (T, Yn)} C R? sei ein Datensatz. Weiterhin sei g(3) die Summe der quadrierten vertikalen Abwei-

chungen der y; von den Funktionswerten fz(x;):

n n 2
2+ RE s Rog B g(8) = 3 (s mﬁ:z( zﬁ]) (19)

=1 i=1

Dann heiBt das Polynom k-ten Grades fﬂ, fiir das die Funktion g ihr Minimum annimt, das Ausgleichspolynom k-ten
Grades fiir den Datensatz {(z1,y1), .-, (T, Yp)}-

Bemerkungen

® Wir nehmen hier ohne Beweis an, dass das Minimum von g eindeutig ist.

® Die Ausgleichsgerade ist das Ausgleichspolynom ersten Grades.

® Die Paramterwerte B(), ey Bk., fur die g bei gegebenem Datensatz ihr Minimum annimmt, werden an spaterer
Stelle im Rahmen der Theorie des Allgemeinen Linearen Modells bestimmt werden.
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Anwendung/Praxis (1)

Beispieldatensatz: Ausgleichspolynome ersten bis vierten Grades (k =1, ...,4)

k=1,q=2502 k=2,q=1716

k=3,q=167.3 k=4,q=166.8

0 5 10 15 20
X

o@iy)  — fale) =5 Bl
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Methode der kleinsten Quadrate

Anwendung/Praxis (1)

Einfache lineare Regression

Anwendung/Praxis (2)

Selbstkontrollfragen
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Einfache lineare Regression

Motivation

Eine Ausgleichsgerade erlaubt Aussagen iiber unbeobachtete y-Werte fiir gegebene z-Werte. Der

Wert von ¢(3) quantifiziert zudem die Giite der Ausgleichsgeradenpassung. Eine Ausgleichsgerade
erlaubt allerdings nur implizite Aussagen tber die mit der Anpassung verbundene Unsicherheit.

In der einfachen linearen Regression wird die Idee einer Ausgleichsgerade um eine probabilistische
Komponente erweitert (normalverteilte Fehlervariable), um quantitative Aussagen iiber die mit
einer Ausgleichsgeradenanpassung verbundene Unsicherheit machen zu kdnnen. Weiterhin erlaubt die
einfache lineare Regression, einen Hypothesentest-basierten Zugang zur Einschatzung der angepassten

Parameterwerte 3, und 3.

Wir betrachten hier zunachst nur das probabilistische Modell der einfachen linearen Regression sowie
die auf ihm basierende Maximum-Likelihood-Schatzung der Parameter 3, und j3,. Die Bewertung von
Parameterschatzerunsicherheit sowie parameterzentrierte Hypothesentests behandeln wir an spaterer
Stelle in verallgemeinerter Form (siehe Einheiten (5)-(8) in Allgemeines Lineares Modell).
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Einfache lineare Regression

Definition (Modell der einfachen linearen Regression)
Firi=1,...,n sei
y; = By + B17; +¢&; mit g; ~ N(0,0?) (20)
wobei
® 7, beobachtbare Zufallsvariablen sind, die Werte einer abhangigen Variable modellieren,

® 1, € R fest vorgegebene sogenannte Pridiktorwerte oder Regressorwerte sind, die Werte einer

unabhéangigen Variable modellieren
® By, 31 € R wahre, aber unbekannte Offset- und Steigungsparameterwerte sind und

® ¢, ~ N(0,0?) unabhiangig und identisch normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen
mit wahrem, aber unbekanntem Varianzparameter o > 0 sind, die Fehler- oder Stérvariablen
modellieren.

Dann heiBt (20) Modell der einfachen linearen Regression.

Bemerkung

® Wir bezeichnen hier mit y, sowohl die Zufallsvariable, iiber deren Wahrscheinlichkeitsverteilung wir Aussagen
machen kénnen (vormals v;), als auch eine konkrete Realisierung dieser Zufallsvariable, die Teil eines Datensatzes

darstellt. Es wird also hier nicht zwischen der Zufallsvariable v; und ihrer Realisierung y; unterschieden.

® Das Modell der einfachen linearen Regression hat drei Parameter: 3, 31 € R und o?e R-o-
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Einfache lineare Regression

Theorem (Datenverteilung der einfachen linearen Regression)

Das Modell der einfachen linearen Regression

v =B+ Biz; +e; mit g ~N(0,0%) uiv. fir i=1, (21)
|asst sich dquivalent in der Datenverteilungsform
Y~ N(p;,0%)  uv.mit p=p8y+pfz; und i=1,..n (22)
schreiben.
Bemerkung

® Die Werte der abhingigen Variable werden im Modell der einfachen linearen Regression also durch unabhéngige
normalverteilte Zufallsvariablen mit im Allgemeinen unterschiedlichen Erwartungswertparametern modelliert.
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Einfache lineare Regression

Beweis

Wir zeigen die Aquivalenz fiir ein i. Die Unabhingigkeit der y; zeigen wir an spiterer Stelle im
Rahmen des Allgemeinen Linearen Modells. Die Aquivalenz beider Modellformen fiir ein i folgt direkt
aus der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen durch linear-affine Funktionen. Speziell gilt
im vorliegenden Fall fiir &, ~ N(0,0?), dass

y; = fe;) mit f:R—=Re; = fg;) = e; + (By + Br7;) (23)

Mit dem Transformationstheorem fiir Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen bei linear-affinen Abbil-
dungen (siehe Einheit (8) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz) folgt dann

) = o, (Lo i)

s 1
=N(y; = Bo— 517/;’;07”2>
1 1
= 7o (g == s =07 2

1 1 .
= Norei exp <_ﬁ (y; — (B + 511’1))2>
= N(y;; B + Br2,07)

Definiert man p; := 3, + fBy; fir i = 1,...,n, ergibt sich die Aussage des Theorems. O
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Einfache lineare Regression

Modell der einfachen linearen Regression

10
> 5 — . ¥
O —
—o—¢—o—9—o—9 o0 —o—9o —
0 2 4 6 8 10
X
* T o Bo+Bim; fir Bo:=0, ;=1  — N(y;; B+ Brz;,0°) fir o2:=1.
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Einfache lineare Regression

Realisierung des Modells der einfachen linearen Regression

10
> 5 . ol
O —
o9 —o ¢ o9 oo —
0 2 4 6 8 10
X
°x; o Bo+Byx; fir Bo:=0,B1:=1  — N(y; B+ Brz0%) fir o =1 o (i, y;)
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Einfache lineare Regression

Theorem (Maximum-Likelihood-Schétzung)
Gegeben sei das Modell der einfachen linearen Regression:
v =By + Bz, +e; mit g ~N(0,02) uiv.fir i=1..,n. (25)

Dann sind Maximum-Likelihood-Schitzer der Modellparameter 3,, 3; und o2 gegeben durch

E1 = %éy Bo = g*éﬂ' und &%= %; (yz - (Bo +%§11'i))2 o (26)

Bemerkungen

® In der Vergangenheit (siche Einheit (10) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz) haben wir
Maximum-Likelihood-Schatzer mit ML-Superskripten (ML) gekennzeichnet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
verzichten wir hier auf die ML-Superskripte und kennzeichnen Maximum-Likelihood-Schatzer durch das “Dach”-
Zeichen (7).

® Die ML-Schatzer fiir 8 und 31 sind offenbar mit den Ausgleichsgeradenparametern identisch.
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Einfache lineare Regression

Beweis

Wir zeigen zunéichst, dass die Ausgleichsgerardenparameter Bn und ﬁl den entsprechenden ML-
Schatzern gleichen. Dazu halten wir zunichst fest, dass aufgrund der Unabhangigkeit der vy, ...,y,,
die Likelihood-Funktion des Modells der einfachen linearen Regression beziiglich 5, und 3, die

folgende Form hat:

3

1

i1 Va2mo?

= (27702)7% exp ( 552 Z — (Bo + Br2,))’ ) :

Fiir die Exponentialfunktion gilt: Wenn a < b < 0 gilt, dann gilt exp(a) < exp(b). Somit wird der

; ~ . 1
L+R2 5 Rep, (By, By) o Lo By) = exb (= 503 (= (B + 51

(27)

Exponentialterm dieser Likelihood-Funktion maximal, wenn der Term
n

q:= Z(y, = (Bo + B12))* 2 0 (28)

minimal und damit —g maximal wird. Im Rahmen des Beweises der Ausgleichsgeradenform haben wir

aber schon gezeigt, dass der Term (28) fiir

a2 Coy, 5 _ 5 —
By = 72/ und By ==y — 5T (29)
S”I?

minimal wird, und damit ;51 und [}0 die Likelihood-Funktion maximieren.
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Einfache lineare Regression

Beweis (fortgefiihrt)

In einem zweiten Schritt betrachten wir nun die Likelihood-Funktion des Modells der einfachen
linearen Regression beziiglich 0% an der Stelle von 3(] und Bl. Wir erhalten die Likelihood-Funktion

_n 1 & ~ ~
L:R.g— Rog,0? > L(0?) = (2102)” 2 exp (fﬁ > i — Bo+ ﬂlmi))2> (30)
i=1
und die entsprechende Log-Likelihood-Funktion
n n 1 & 5 5
£:Rog — R, 0% 1 £(0?) = —yn2m— o Ino? — 33 ;(U — (By + Brz;))? (31)

In Analogie zu der Herleitung des ML-Schitzers fiir 2 im Normalverteilungsmodell (vgl. Einheit (10)
in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz) ergibt sich unter Beachtung von

fi =By + By, (32)
dann hier N
1 ~ .
62 = — . — (B, Bix))? .
7 = 2 D= Byt ) (33)
O

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 37



Methode der kleinsten Quadrate

Anwendung/Praxis (1)

Einfache lineare Regression

Anwendung/Praxis (2)

Selbstkontrollfragen
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Anwendung/Praxis (2)

Beispieldatensatz: Parameterschatzung

# Einlesen des Beispieldatensatzes
fname "Daten/Regression_Simulation.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Stichprobenstatistiken

n length(D$y_i) # Anzahl Datenpunkte

x_bar mean (D$x_i) # Stichprobenmittel der x_i-Werte

y_bar = mean(D$y_i) # Stichprobenmittel der y_i-Werte

2% var (D$x_1i) # Stichprobenvarianz der x_i-Werte

cxy = cov(D$x_i, D$y_i) # Stichprobenkovarianz der (x_i,y_i)-Werte

# Parameteterschitzer

beta_1_hat = cxy/s2x \hat{\beta}_1, Steigungsparameter
beta_0_hat = y_bar - beta_1_hat*x_bar \hat{\beta}_0, Offset-Parameter
sigsqr_hat = (1/n)*sun((D$y_i-(beta_O_hat+beta_1_hat+D$x_i))~2) # \hat{\sigma}"2, Varianzparameter

#* %

# Ausgabe
cat( "beta_0_ beta_0_hat,
"\nbeta_1_hat beta_1_hat,

"\nsigsqr_hat:", sqrt(sigsqr_hat))

beta_0_hat: -6.194704
beta_i_hat: 1.657055
sigsqr_hat: 3.536795
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Anwendung/Praxis (2)

Beispieldatensatz: Analyse mit 1m()

# Einlesen des Beispieldatensatzes
library(car)

fname "Daten/Regression_Simulation.csv"

D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Analyse mit 1m()
model = Im(formula = D$y_i ~ D$x_i, data = D)
print (model)

Call:
lm(formula = D$y_i ~ D$x_i, data = D)

Coefficients:
(Intercept) D$x_i
-6.195 1.657
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Anwendung/Praxis (2)

Theorem (Parameterschatzer bei Mittelwertzentrierung)

{(#1,91), -+ (T, Yn)} C R? sei ein Datensatz und %; sowie §; seien Mittelwert-zentrierte Varianten der x;-Werte
bzw. y;-Werte mit den Stichprobenmitteln & und y:

T;=x;—x und Y;=y;—y fir i=1,..,n. (34)

Dann ergeben sich folgende Ausgleichsgeradenparameter bzw. Maximum-Likelihood-Schatzer fiir 33 und §;:
und  Bo(a,y) =y - By

und  fo(E,y) =7

und  Bo(z,§) = —p1z

und  Bo(Z,9) =

Bemerkungen

® Werden die Werte der unabhéngigen und/oder der abhangigen Variable Mittelwert-zentriert, so dndert sich der
Schatzer des Offset-Parameters [3;, wihrend der Schatzer des Steigungsparameters 3 unverandert bleibt.
® Mittelwertzentrierung verandert also nicht die Beurteilung des Einflusses der x;-Werte auf die y,;-Werte, sondern

lediglich die Interpretation des Schétzers fiir den Intercept-Parameter.
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Anwendung/Praxis (2)

Beweis

Wir beschranken uns fiir den Beweis der Aussage auf das vierte Szenario, d.h. den Fall Mittelwert-zenti

fiir die unabhangige und die abhangige Variable. Gegeben seien also

T;=x;—x und P;=y;,—y fir i=1,..,n.

Dann ergeben sich folgende Stichprobenmittel fiir die Mittelwert-zentrierten x;-Werte und 1/;-Werte:

_ 1 1 _ . _ 1 _
(a:i—z):;lei—;Zz:w—;nz:z—z:()

8u

I
Sl
Ingh

i=1 i= i=1
e 1 & 1 & 1
j= = =) = — — J=9— —nyj=9—15=0
1] n;:l(yl ) nzZIyl n;:ly y—omy=y-7

Einsetzen in die Formeln fiir die Ausgleichsgeradenparameter fiir 5 und 3 ergibt:

Bo(@,§) =§—P1@=0-H1-0=0

- cij  mr i@ -DE-9) T Y (@ —2-0)(y;—y§—0)

P&, 9) = — = T o = T——n
( = 2
5% 7T 2 7T 2y (T —2 = 0)
1
_ n—1 Zzlfl(xl -
= 1
T L (% — @)

Die iibrigen Szenarien ergiben sich analog unter Gebrauch von (35) und (36).
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Anwendung/Praxis (2)

Beispiel: linearer Zusammenhang von KorpergréBe und Kérpergewicht (n = 100)

g; ~ N(0,122) fur

—100+ 1z, +¢; mit

fo=-94.91, f1 =0.97

Korpergewicht [kg]

.

60 o f“\f'S

50 - 3 °*
o

S

150 160 170 180 190
KorpergroBe [cm]

A A
B0 =-164.59, 1 = 0.97

150 160 170 180 190
KorpergroRe [cm]

o (@i yi)s (i, 9i)s (24, 8i), (£, 8;)

Allgemeines Lineares Modell | © 2026 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 43

fo=69.68, f1=097

-20 -10 O 10 20
Korpergrote cm]

A A
80 =-0.00, B1 = 0.97

Korpergewicht [kg]

-20 -10 O 10 20
Korpergrote [cm]

— fyl@) =By + iz

i=1,...,n



Methode der kleinsten Quadrate

Anwendung/Praxis (1)

Einfache lineare Regression

Anwendung/Praxis (2)

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die funktionale Form eine linear-affinen Funktion an.

2. Erlautern Sie die Bedeutung der Parameter einer linear-affinen Funktion.

3. Definieren Sie den Begriff der der Ausgleichsgerade.

4. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der Funktion der quadrierten vertikalen Abweichungen.

5. Geben Sie das Theorem zu den Ausgleichsgeradenparametern wieder.

6. Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zur Ausgleichsgeraden.

7. Erlautern Sie die Motivation des einfachen linearen Regressionsmodells in Bezug auf die Ausgleichsgerade.
8. Definieren Sie das Modell der einfachen linearen Regression.

9. Geben Sie das Theorem zur Datenverteilung der einfachen linearen Regression wieder.
10. Skizzieren Sie eine Realisierung des Modells der einfachen linearen Regression per Hand.
11. Geben Sie das Theorem zur ML-Schatzung der Parameter der einfachen linearen Regression an.
12. Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zur ML-Schiatzung der Parameter der einfachen linearen Regression.
13. Geben Sie das Theorem zu Parameterschitzern bei Mittelwertzentrierung wieder.

14. Erlautern Sie die Konsequenzen von Mittelwertzentrierung im Modell der einfachen linearen Regression.
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