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(4) Normalverteilungen



Uberblick

Die multivariate Normalverteilung ist zentraler Bestandteil des ALMs.
Sie ist die multivariate Generalisierung der univariaten Normalverteilung.
Die Motivation von Normalverteilungsannahmen liegt immer im Zentralen Grenzwertsatz:
® Probabilistische Terme reprasentieren die Summation sehr vieler Prozesse, die durch die de-

terministischen Bestandteile eines Modell, also eine mechanistische wissenschaftliche Theorie,

nicht erklart werden.
® Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist die Summe dieser Prozesse normalverteilt.
Dariiberhinaus hat die Normalverteilung gilinstige mathematische Eigenschaften, die auch in der
Quantifizierung subjektiver Unsicherheit genutzt werden kénnen.

Zur Erarbeitung der Inhalte dieser Einheit bietet sich eine Wiederholdung von Zufallsvektoren an
(vgl. Einheit (4) in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz).
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Zufallsvektor)

(9, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X', 8) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-
dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

&1 (w)
0= X w E(w) = : (1)
En(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{weQ(w)eSte A firalle Ses. (2)

Bemerkungen

® ¢ ist hier eine univariate, vektorwertige Abbildung.
Das Standardbeispiel fiir (X', 8) ist (R™, B(R™)).

® Wir verzichten auf eine explizite Einfilhrung n-dimensionaler o-Algebren wie B(R™).
® Ohne Beweis halten wir fest, dass £ messbar ist, wenn die Funktionen £, ..., §,, messbar sind.
L]

Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.

Ein ein-dimensionaler Zufallsvektor (n := 1) ist eine Zufallsvariable.
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

£1(@)

QA P) EQ-> X o ()= :
$n(w)

(X, 8, P¢)

P(£71(S)) = P({w € Q|¢(w) € S}) =:P¢(S)
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF)
Ein Zufallsvektor & heiBt kontinuierlich, wenn R™ der Ergebnisraum von £ ist und eine Funktion
Pe + R" = Rog, = pe(), 3)
existiert, fur die gilt
(1) jD;" pe(w)dr =1 und
(2) Pe(z; <E<amy) = f:lzll jj’lin P51,y 8,) dsy -+ ds,y.

Eine entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.

® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors.

® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.
® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren:

Pe€ =) =Pelo <6 <a)= [ [ pelors) dsyeds, =0 (4)
£l

Tn
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Definition (Erwartungswert und Kovarianzmatrix von Zufallsvektoren)

£ sei ein n-dimensionaler Zufallvektor. Dann ist der Erwartungwert von £ definiert als der n-dimensionale Vektor

E(¢1)
E(€) i= : (5)

(2(3)

und die Kovarianzmatrix von & ist definiert als die n x n Matrix
C(&) ==E((€~E@)E~EE)T) Q]

Bemerkungen
® Der Erwartungswert von & ist der Vektor der Erwartungswerte E(£7), ..., E(§,).

® Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist also elementweise definiert.

® Die Kovarianzmatrix ist formal analog zur Kovarianz zweier Zufallsvariablen definiert.
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Theorem (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors)

£ sei ein n-dimensionaler Zufallvektor und C(&) sei seine Kovarianzmatrix. Dann gilt:

C(&1,&1)  C(61,62) - C(&1,6n)
C(&,, C(&s, C(&2:6n

o) = (G(gi’gj))lgz,]‘gn (52:,51) (52:,52) (52: &n) ) @)
C(én, 81) C(&n,82) -+ C(&n,én)

Bemerkung

® Die Kovarianzmatrix C(&) ist also die Matrix der Kovarianzen der Komponenten von &.
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Beweis
Es gilt
=E((€-EE€)E-EE)YT)
. T
[ 51) & E(¢1)
E(én) én E(¢n)
[61[(61) &1 — (&)
én —E(€n)/) \&n —En)
£ —E€)
(6 -E€) o  &n—Ein)
én —E(én)
[ 1—E( £1> 1-EE) (& - E(él))(én —E(&n)
, — E(€n))( 51 —E(&)) n —E(&n) )(517 E(&n))
- E( )(517[5] ))lsi,jgn

= (C(gi’sj))lgi,jgn
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Konstruktion und Definition

Definition (Normalverteilte Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

(®)

1 1 -
:R—=>Ryp,z b p(x) i= ——=ex (——z— 2).

P >0 p(z) ooz OXP 352 (&=
Dann sagen wir, dass & einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Erwartungswertparameter p € R und

2

Varianzparameter 0 > 0 unterliegt und nennen £ eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit § ~

N(p, 02) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 1
N (m;u, 02) = ot exp (7ﬁ(1 — ,u)z) . 9)

Bemerkungen

® Es gelten E(£) = p und V(&) = 2.

® Der Parameter p entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.
® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.

® ¢~ N(0,1) heiBt auch standardnormalverteilt.

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 13



Konstruktion und Definition

Visualisierung univariater Normalverteilungsdichtefunktionen

N(x; 0,1) N(x; =2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 06
05 05 05
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 03
0.2 0.2 02
0.1 0.1 /k 0.1
0.0 0.0 0.0
-0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X X X
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Konstruktion und Definition

Theorem (Konstruktion bivariater Normalverteilungen)

{1 ~ N(0,1) und {5 ~ N(0, 1) seien zwei unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien

11, o €R, 01,09 >0 und p €] — 1, 1[. SchlieBlich seien
§1:=01C +

(10)

&o =0y (PCl +4/1 *0252) + po-

Dann hat die WDF des Zufallsvektors & := (51,52)T, also der gemeinsamen Verteilung von &7 und &5, die Form

1 1
:R2 5 R T p(r) = ——ex (77m7 )TE’117L> 11
P >0 p(z) ] P J@—p (x—p)), (1)
wobei
2
ni=2, p:i= i und X := 71 p01202 (12)
H2 1220\ @3
Bemerkungen

® Fiir einen Beweis, sieche DeGroot and Schervish (2012), S. 338-339.
® Man nennt die gemeinsame Verteilung von &; und &5 bivariate Normalverteilung.
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Konstruktion und Definition

Konstruktion bivariater Normalverteilungen

# Parameterdefinitionen

mu1 =5.0 # \mu_1
m_2 = 4.0 # \mu_2

sig_1 1.5 # \sigma_1

sig 2 = 1.0 # \sigma_2

rho = 0.9 # \rho

# Realisierungen der standardnormalverteilten ZVen

nr = 100 # Anzahl Realisierungen
zeta_1 = rnorm(nr) # \zeta_1 \sim N(0,1)
zeta_2 = rnorm(nr) # \zeta_1 \sim N(0,1)

# Evaluation von Realisierungen von \xi_1 und \xi_2

xi_1 = sig_i*zeta 1 + mu_1 # Realsierungen von zeta_1
xi_2 = sig_2*(rho*zeta_1 + sqrt(1-Tho"2)*zeta_2) + mu_2 # Realsierungen von zeta 2

# Parameter der gemeinsamen Verteilung von \xi_1 und \xi_2

mu = matrix(c(mu_1, # \mu \in \mathbb{R}"2
mu_2),
nrow = 2, byrow = TRUE)
Sigma = matrix(c(sig_1°2, rho*sig_1*sig_2, # \Sigma \in \mathbb{R} {2 x 2}

rho*sig_l*sig_2, sig_2°2),
nrow = 2, byrow = TRUE)

print (mu)

> [,1]

> [1,] 5

> [2,] 4
print(Sigma)

> [,11 [,2]
> [1,] 2.25 1.35
> [2,] 1.35 1.00
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Konstruktion und Definition

Konstruktion bivariater Normalverteilungen
Realisierungen von & = (£;,&,)T

— Isokonturen (Linien gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte) von p

0.
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£ 4 // 47//
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Animation zur Konstruktion
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Konstruktion und Definition

Definition (Multivariate Normalverteilung)
£ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R"™ und WDF

PR > Rug, @ o pla) i= S@—WT= e —w). (13)

1
—L _=w (,
Vv (2m)" x| 2
Dann sagen wird, dass & einer multivariaten (oder n-dimensionalen) Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
€ R™ und positiv-definitem Kovarianzmatrixparameter > € R™*"™ unterliegt und nennen £ einen (multivariat)
normalverteilten Zufallsvektor. Wir kiirzen dies mit & ~ N(u, ) ab. Die WDF eines multivariat normalverteilten
Zufallsvektors bezeichnen wir mit

N(a;p,3) = TE e p). (14)

1 ( 1 ( )
—————exp|—=(z—
Vo Cr ek
Bemerkungen

® Der Parameter p1 € R™ entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.
® Die Diagonalelemente von X spezifizieren die Breite der WDF beziiglich &, ..., &,.

® Das (i, j)te Element von ¥ sperzifiziert die Kovarianz on &; und Ej.
® Der Term 1/4/(27)"|%] ist die Normalisierungskonstante fiir den Exponentialfunktionsterm.
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Konstruktion und Definition

Visualisierung bivariater Normalverteilungsdichtefunktionen

library (mvtnorm) # Tools fiir die multivariate Normalverteilung

# Ergebnisraumdefintion

x_min [ # x_i Minimum
x_max 2 # x_i Maximum
x_res = 1e3 # x_i Auflésung
x_1 = seq(x_min, x_max, length.out = x_res) # x_1 Raum
x_2 seq(x_min, x_max, length.out = x_res) # x_2 Raum

#

X expand.grid(x_1,x_2) X = (x_1,%_2)"T Raum

# Parameterdefinition

mu = c(1,1) # \mu \in \mathbb{R}"2
s = list(matrix(c(0.2, 0.15, 0.15, 0.2), 2), # \Sigma in \mathbb{R}"{2 \times 2}
matrix(c(0.2, 0.00, 0.00, 0.2), 2), # \Sigma in \mathbb{R}"{2 \times 2}
#

matrix(c(0.2, -0.15, -0.15, 0.2), 2)) \Sigma in \mathbb{R}"{2 \times 2}
# Schleife iiber Kovarianzmatrixparametervarianten

for (Sigma in S){

# Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
p = matrix(dmvnorm(as.matrix(X), mu, Sigma),  # Matrixkonversion des von

nrow = x_res) # dmvnorm() ausgegebenen Vektors

# Visualisierung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

contour(x_1, x_2, p,

xlim = c(x_min,x_max),
ylin = c(x_min,x_max),
nlevels = 5)
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Konstruktion und Definition

Visualisierung bivariater Normalverteilungsdichtefunktionen

n=(1,1)T, ¥ € R?*2 wie im Abbildungstitel vermerkt.

[0.20 0.1501 [0.20 0.000) [0.20-0.150)
BO 15 0203 BD 00 0205 EHJ 15 OZDE
2.0 4 ) ) 2.0 4 ) ) 2.0 )
15 4 15+ 15 A
<'1.0 <'1.0 <'1.0 4
06
0.5 0.5 0.4 0.5 —
02
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 2.0
X1 X1 X1
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Konstruktion und Definition

Realisierung bivariater normalverteilter Zufallsvektoren

library (mvtnorm) # Tools fiir die multivariate Normalverteilung

# Parameterdefinition
mu =c(1,1) # \mu \in \mathbb{R}"2
Sigma = matrix(c(0.2, 0.15, 0.15, 0.2), 2) # \Sigma in \mathbb{R}"{2 \times 2}

# Realisierungen des Zufallsvektors

t(rmvnorm(n = 10, mu, Sigma)) # multivariate Zufallsvektoren
> [,11 [,2] [,31 [,41 [,81 [,e]1 [,7]1 [,8] [,9] [,10]

> [1,]1 1.08 0.921 0.0148 0.436 0.646 0.467 1.087 1.23 1.30 0.581
> [2,] 1.48 0.876 0.5765 0.540 1.700 0.649 0.627 1.13 1.27 1.116
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Konstruktion und Definition

Realisierung bivariater normalverteilter Zufallsvektoren

p=(1,1)T, 2 € R?*2 wie im Abbildungstitel vermerkt (n = 200).

[0.20 0.150 [0.20 0.000) [0.20-0.150

o 0 o 0 o 0
[0.15 0.2000 20 [0.00 0.2000 30.15 0.200
.0 9 . ~

20

‘s
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Konstruktion und Definition

Theorem (Erwartungswert und Kovarianzmatrix)

& ~ N(p,3) sei ein multivariate normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertparameter p € R™ und Kovari-
anzmatrixparameter 3 € R"*" p.d. . Dann gelten fiir den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von &, dass

E@=pn und CE)=1. (15)
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis. Verweise befinden sich im Anhang.
® Das Theorem ist die direkte Generalisierung der Eigenschaften univariater normalverteilter Zufallsvariablen

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 23



Kontinuierliche Zufallsvektoren

Konstruktion und Definition

Transformationen

Sphérische Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 24



Transformationen

Theorem (Linear-affine Transformation)

& ~ N(u,X) sei ein normalverteilter n-dimensionaler Zufallsvektor und es sei v := A + b mit
A e R™™ und b € R™. Dann gilt

v~ N (Ap+0b, AEAT) (16)

Bemerkung

® Fiir einen Beweis, sieche Anderson (2003), Abschnitt 2.4 oder die Verweise im Anhang.
® Die linear-affine Transformation eines multivariat normalverteilten Zuallsvektors ergibt wieder einen multivariat
normalverteilten Zufallsvektor. Die Parameter des resultierenden normalverteilten Zufallsvektors ergeben sich

dabei aus den Parametern des urspriinglichen Zufallsvektors und den Transformationsparametern.
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Transformationen

Linear-affine Transformation

mmo g (H) me (020 015 (-2 1), (1
1 0.15  0.20 -1 2 —1

E~N( 2) 0 ~N(Au+b, ASAT)

3 3
2 - 2 4
14 14
X 0 - = 0
-1 4 -1 4
2 2

-3 e -3 T T T T

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

X1 Y1
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Transformationen

Theorem (Invertierbare lineare Transformation)

& ~ N(u,X) sei ein normalverteilter n-dimensionaler Zufallsvektor und es sei v := A¢ mit einer

invertierbaren Matrix A € R™*™. Dann gilt

v~ N (Ap, ASAT) (17)

Bemerkung

® Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der linear-affinen Transformation mit A € R™*" und b = 0,,.
® Die invertierbare lineare Transformation eines multivariat normalverteilten Zuallsvektors ergibt wieder einen
multivariat normalverteilten Zufallsvektor. Die Parameter des resultierenden normalverteilten Zufallsvektors

ergeben sich dabei aus den Parametern des urspriinglichen Zufallsvektors und der Transformationsmatrix.
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Sphérische Verteilungen

Theorem (Sphérische multivariate Normalverteilung)

Fir ¢ = 1,...,n seien N(zi;ui,JQ) die WDFen von m unabhingigen univariaten normalverteilten Zufallsvaria-
blen £, ...,&, mit p, ..., uy € R und 02 > 0. Weiterhin sei N(z;u,021,,) die WDF eines n-dimensionalen
Zufallsvektors & mit Erwartungswertparameter = (jq, ..., u")T € R™. Dann gilt

.
Pe(@) = pe, e (@15 @n) = [ [ P, (@2) (18)
i=1
und damit im vorliegenden Fall normalverteilter Zufallsvariablen
n

N(z;u,a21n) = HN(mi;,ul,az). (19)
i=1

Bemerkungen

Das Theorem ist fiir die Theories des Allgemeinen Linearen Modells zentral.

Die Zufallsvariablen &; sind unabhangig, aber nicht notwendigerweise identisch verteilt.

Einen Kovarianzmatrixparameter der Form ¥ = o? I, nennt man auch sphdarisch; eine multivariate Normalver-

teilung mit spahrischem Kovarianzmatrixparameter nennt man auch sphérische Normalverteilung.

Sphiarische n-variate Normalverteilungen entsprechen n unabhangigen univariaten Normalverteilungen und
umgekehrt; eine Realisierung einer n-variaten spharischen Normalverteilung entspricht n Realisierungen von

unabhéangigen univariaten Normalverteilungen.

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 29



Sphérische Verteilungen

Beweis

Wir zeigen die Identitit der multivariaten WDF N (z; 1, 021,,) mit dem Produkt von n univariaten

WDFen N(z;; u1;,0%1,,), wobei ji; der ite Eintrag von p1 € R™ ist. Es ergibt sich

N(@ipethy) = o o (g = w0 ) )

L) e exp (g (= )T )

i 1 n 1 (20)
2
T )
E 77 L 5oz (%0 = Ha)
S ( 1 ( ) )
= ex — (; i
o1 V2mo? P\ 202 :
n
=[N (2;;p15,0%)
i=1
O
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Sphérische Verteilungen

Beispiele fiir spharische/nicht-sphéarische Verteilungen

n= (0,0)T7 ¥ € R?*2 wie im Abbildungstitel vermerkt.

05 00 0.5 0.30
2 4 Fo osH 24 3 05
14
® 0
14
2 .
-2 2
2
14
X 04
14
-2 T T T 1 -2 T T T 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
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Kontinuierliche Zufallsvektoren
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Marginale und bedingte Verteilungen

Multivariate Normalverteilungen haben die Eigenschaft, dass auch alle anderen assoziierten Ver-
teilungen Normalverteilungen sind, deren Erwartungswert- und Kovarianzmatrixparameter aus den

Parametern der jeweils komplementiren Verteilung errechnet werden kdnnen.
Insbesondere gelten:

(1) Die uni- und multivariaten Marginalverteiltungen multivariater Normalverteilungen sind Nor-
malverteilungen.

(2) Die uni- und multivariaten bedingten Verteiltungen multivariater Normalverteilungen sind Nor-
malverteilungen.

(3) Wie alle gemeinsamen Verteilungen lassen sich multivariate Normalverteilungen multiplikativ
in eine marginale und eine bedingte Verteilung zerlegen. Diese sind bei multivariaten Normal-
verteilungen auch Normalverteilungen, deren Parameter aus den Parametern der gemeinsamen

Verteilung errechnet werden kénnen und umgekehrt.

Die Resultate dieses Abschnitts sind insbesondere fiir generalisierte ALMs zentral, bspw. Linear Mixed
Models bzw. Hierarchische Normalverteilungsmodelle, die Varianzkomponentenschatzung und die
Bayesianische Inferenz bei Normalverteilungsannahmen, inklusive z.B. Kalman-Bucy-Filtering. Sie
spielen aber auch im Rahmen der partiellen Korrelation bei ALMs eine Rolle (siehe Einheit (12) in

Allgemeines Lineares Modell).
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Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Marginale Normalverteilungen)

Esseim :=k+1und € = (£1,...,&,) T sei ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungs-
wertparameter
w= Ho ) e RrR™, (21)
K¢
mit fi,, € RF und He € R! und Kovarianzmatrixparameter
5= (Evu Zv() c Rmxm (22)
s
v B¢
mit 5, € Rk, 5,0 e RE 5, € RF und B¢ € R*L Dann sind v = (&1,...,&,)T und ¢ =
(&k+1> vory€m)T k- bzw. l-dimensionale normalverteilte Zufallsvektoren und es gilt:
0~ Ny, Byp) und €~ Nlpig, Zec) - (23)
Bemerkungen

® Die Marginalverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind auch Normalverteilungen.
® Die Parameter der Marginalverteilungen ergeben sich aus den Parametern der gemeinsamen Verteilung.
® Fiir Beweise, siehe z.B. Mardia, Kent, and Bibby (1979), Kapitel 3 oder Anderson (2003), Kapitel 2.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Marginale Normalverteilungen

N(x;p, %)
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M

arginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Bedingte Normalverteilungen)

(6

mit

) sei ein m + n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit WDF

xT xr x
Pew  R™T™ = Ry, (y) = Pew ((y)) =N ((y) U E{,v) (24)

_ (e _ (B Ze
Hey = und B¢, = 9 (25)
52 (M) 5P (Eug P

wobei z, p1e € R™, y, p,, € R™ and Bge € R™X™, B¢, € RT3, € R ™. Dann ist die bedingte Verteilung

von & gegeben v eine m-dimensionale Normalverteilung mit bedingter WDF
Peo(t1y) : R™ = Rsg, @ = pepyy (2ly) = N(x; g, Teg) (26)
mit
Hely = Rg + Zgp Bug (y — Hy) € R™ (27)
und
Lep = Bee — D Ton S € RMXM L (28)
Bemerkungen

® Die Parameter einer bedingten (multivariaten) Normalverteilung ergeben sich aus den Parametern einer ge-
meinsamen multivariaten Normalverteilung. Im Zusammenspiel mit den vorherigen Theoremen kénnen die
Parameter bedingter und marginale Normalverteilungen aus den Parametern der komplementaren bedingten

und marginalen Normalverteilungen bestimmt werden.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Bedingte Normalverteilungen

m:=2,n:=1, p:= ! , Y= 0.12-0.09
2 0.09 0.12

p(x, y) =N((x,¥) it 0, 22,0) p(xly) = NQang, Zep) P(xly) =NCapg. Zep)

4 9 20 7 2.0 7

y=15 y=28
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Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Gemeinsame Normalverteilungen)
£ sei ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit WDF
pe : R™ = Rog, @ > pe(@) := N(z; pe, Bge) mit pg € R™, Bee € R, (29)

A € R"*™ sej eine Matrix, b € R™ sei ein Vektor und v sei ein n-dimensionaler bedingt normalverteilter Zufallsvektor
mit bedingter WDF

Pyle(|2) : R = Rog, Y = pye(ylm) := N(y; AL+ b,5,,) mit X, € R?*™. (30)

Dann ist der m + n-dimensionale Zufallsvektor (E) normalverteilt mit (gemeinsamer) WDF
v

xr xT xr
Pt R = Reg, (y) - peo ((y)) =N ((y) e E{,l)) 5 (31)

mit fig o, € R™*" and B¢ € R(m+n)x(m+n) nd insbesondere

T
hew = FE ) und me, = [ € e : (32)
J Apg +b ' AXge Dy + AT AT

Bemerkungen

® Eine marginale und eine bedingte multivariate Normalverteilung induzieren eine gemeinsame Normalverteilung.
® Die Parameter der gemeinsamen Verteilungen ergeben sich als linear-affine Transformation der Parameter der

induzierenden Verteilungen.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Gemeinsame Normalverteilungen

m:=1 n:=1, He = 1, Z& =02, A:==1,b:=1, ¥,,:=0.1
p(x) =Nt Zee) P(y]) =N(y:AX+b, Z,) p(0e ) =N((x ¥) e 00 2z, 0)
2.0 2.0 4 4
x=1
3
15 4 15 4
2
10 10 4 >
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Marginale und bedingte Verteilungen

Beispiel: Gemeinsame Normalverteilung von KérpergréBe und Kérpergewicht (n = 100)

z; ~ N(170,10%) und y; ~ N(x; —100,12%) fir i=1,..,n  (33)

1 100 1
o (T} N [EO) (100 100 fir i=1,..,n (34)
¥ 70 100 244

[y

o] o

o o
| |

=]
o
|

Korpergewicht [kg]

40 +

140 150 160 170 180 190 200
Korpergrof3e [cm]
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Kontinuierliche Zufallsvektoren

Konstruktion und Definition

Transformationen

Sphérische Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definitionen des Erwartungswerts und der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors wieder.

2. Was reprasentieren die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

3. Was reprasentieren die Nichtdiagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

4. Geben Sie die Definition eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors wieder.

5. Erlautern Sie die Definition eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors.

6. Welche Werte haben der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix eines normalverteilten Zufallsvektors?

7. Visualisieren Sie die WDF eines 2-dimensionalen normalverteilten Zufallsvektors mit den Parameterwerten

10 3 1
= und X := . (35)
15 1 2

8. Generieren Sie 100 Realisierungen aus dieser Verteilung und visualisieren Sie diese.

9. Geben Sie das Theorem zur linear-affinen Transformation multivariater Normalverteilungen wieder.

10. Geben Sie das Theorem zur invertierbaren linearen Transformation multivariater Normalverteilungen wieder.
11. Geben Sie das Theorem zu spharischen Normalverteilungen wieder.

12. Erlautern Sie den Begriff des spharischen Kovarianzmatrixparameters.

13. Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zu sphirischen Normalverteilungen.
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Anhang

Beweise einiger in dieser Vorlesung nicht bewiesener Theoreme (englisch):
® Erwartungswert eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors
® Kovarianzmatrix eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors
® Linear-affine Transformation eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors
® |nvertierbare lin. Transformation eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors
® Aquivalenz unabhingiger univariater mit spharischer multivariater Normalverteilung
® Marginale Verteilung einer multivariaten Normalverteilung

® Bedingte Verteilung einer multivariaten Normalverteilung
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https://statproofbook.github.io/P/mvn-mean
https://statproofbook.github.io/P/mvn-cov
https://statproofbook.github.io/P/mvn-ltt
https://statproofbook.github.io/P/mvn-ltt
https://statproofbook.github.io/P/mvn-ind
https://statproofbook.github.io/P/mvn-marg
https://statproofbook.github.io/P/mvn-cond
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