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(3) Matrizen



Motivation

Matrizen sind die Worte der Sprache der Datenanalyse.

Vektoren sind nur spezielle Matrizen. (Skalare sind nur spezielle Vektoren.)

Matrizen kénnen als Tabellen der Datenreprasentation dienen.

Matrizen kénnen lineare Abbildungen reprasentieren.

Matrizen kénnen Vektorrdume reprasentieren.

= Ein sicherer Umgang mit Matrizen ist fiir das Verstandnis

moderner datenanalytischer Verfahren unverzichtbar.
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Definition

Definition (Matrix)

Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, die wie folgt bezeichnet wird:

a1 G2

a. a
A | o

n1  On2

Bemerkungen

® Matrizen bestehen aus Zeilen (rows) und

A1m

Aom
= (a, . .
: ( ’J)lgigw,, 1<j=m

Apm

Spalten (columns).

® Die Matrixeintrage a;j werden mit einem Zeilenindex i und einem Spaltenindex j indiziert.

® Zum Beispiel gilt fir A :=

© O 00 N
N W
= O wt wm

, dass azg = 4.

N O O N
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Definition

Bemerkungen (fortgefiihrt)

Die GréBe oder Dimension einer Matrix ergibt sich aus der Anzahl ihrer Zeilen n € N und Spalten m € N.

Matrizen mit n = m heiBen quadratische Matrizen.

In der Folge bendtigen wir nur Matrizen mit reellen Eintragen, also a;; € R firallei=1,...,n,7=1,

Wir nennen die Matrizen mit reellen Eintrage reelle Matrizen.

Die Menge der reellen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten bezeichnen wir mit R™*".

Aus dem Ausdruck A € R2%3 lesen wir ab, dass A eine reelle Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten ist.

R1x1

Wir identifizieren die Menge mit der Menge R.

Wir identifizieren die Menge R™*1 mit der Menge R™.

Reelle Matrizen mit einer Spalte und n Zeilen sind also dasselbe wie n-dimensionale reelle Vektoren.
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Operationen

Matrixoperationen

Man kann mit Matrizen rechnen.

In der Folge betrachten wir folgende grundlegende Matrixoperationen:

Addition und Subtraktion von Matrizen gleicher GréBe (Matrixaddition und Matrixsubtraktion)
Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (Skalarmultiplikation)

Vertauschen der Zeilen- und Spaltenanordnung (Matrixtransposition)

Multiplikation einer Matrix mit einer passenden zweiten Matrix (Matrixmultiplikation)

“Division” durch eine quadratische Matrix (Matrixinversion)
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Operationen

Definition (Matrixaddition)

Es seien A, B € R™"*™. Dann ist die Addition von A und B definiert als die Abbildung

+: R2X™M x RnX™M 5, RPXM (A B) - +(A, B):= A+ B

mit
a1 a12

Qas a
Avp= |0 oz

@pil an2

a1y +b1y
agy +boy

an1 +bp1

Bemerkungen

a1, b1 bz by
a2m | | b?l b2'2 bgm
Apm bn1 b2 bym

ajp+bia Ay, +biy

agy +boy o agy +bopy

apg +bpa Anm + bpm

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen miteinander addiert werden.

® Die Addition zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.

)

3)
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Operationen

Definition (Matrixsubtraktion)

Es seien A, B € R™"*". Dann ist die Subtraktion von A und B definiert als die Abbildung

— : RnXM  RrXmM _ RnXm (4 B) —(A,B):=A—B (4)
mit
ain aip v Ay bin bz o by
A_p- | a2 v aym | by by o by
anl an2 Anm bn1 b2 bpm
(5)
aj; —byy ajp—bia - ayy, —bipy
_ | @21 —ba1r  aza—byy o agm —bapy
apy —bpy ap2 —bpa P
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen voneinander subtrahiert werden.

® Die Subktration zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel

Es seien A, B € R2%3 definiert als

Da A und B gleich groB sind, kénnen wir sie addieren

2 — 4 1
C:=A+B= 30) 0
1 6 5 -4 2 0
_(2+4 -3+1 0+0
“\1-4 6+2 540
(6 -2 o0
T \-3 8 5

und voneinander subtrahieren

(6)

™

®)
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Operationen

Beispiel

# spaltenweise Definition von A (R-Default)
A = matrix(c(2,1,-3,6,0,5), nrow = 2)
print (A)

> [,11 [,21 [,3]
> [1,] 2 -3 0
> [2,] 1 6 5

# zeilenweise Definition von B
B = matrix(c(4,1,0,-4,2,0), nrow = 2, byrow = TRUE)
print (B)

> [,11 [,2] [,3]

> [1,] 4 1 0
> [2,] -4 2 0
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Operationen

Beispiel

# Addition
C=A+B
print (C)

> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] 6 -2 0
>[2,] -3 8 5

# Subtraktion

D=A-B
print (D)
> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] -2 -4 0
> [2,] 5 4 5
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Operationen

Definition (Skalarmultiplikation)

Es sei ¢ € R ein Skalar und A € R™*™ . Dann ist die Skalarmultiplikation von ¢ und A definiert als die Abbildung

iR X R 5 R (¢, A) b (¢, A) i=cA 9)
mit
ary a2 vt A1 Caih @iy vt Caym
cAmc|®l @ T eam || cm o (10
anl [e2%%)) Apm Cany CQpo CQypym,
Bemerkungen

® Die Skalarmultiplikation ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel
Es seiein ¢ := —3 und A € R**3 definiert als
3 1 1
2
A=|® 5 (11)
2 7 1
3 4 2
Dann ergibt sich
3 1 1 —-3-3 —-3-1 -3-1 —9 -3 -3
BimcA—_3 5 2 5 _ —-3-5 —3-2 —3-5 _ —15 —6 —15 ) (12)
2 7 1 -3-2 -3-7 -3-1 -6 —21 -3
3 4 2 -3-3 -3-4 -3-2 -9 12 —6
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Operationen

Beispiel
# Definitionen
c=-3 # Skalar c
A = matrix(c(3,1,1, # Matrix A
5,2,5,
Bl ol
3,4,2),
nrow = 4, # Anzahl Zeilen

byrow = TRUE) # zeilenweise

# Skalarmultiplikation
B = c*A
print (B)

[,11 [,21 [,3]
[1,] -9 -3 -3
[2,] -15 -6 -15
[3,] -6 -21 -3
[4,] -9 -12 -6

vV V.V Vv Vv
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Operationen

Theorem (Vektorraum R™ ™)

Das Tripel (R™*", +, ) mit der oben definierten Matrixaddition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum. Insbe-
sondere gelten also fiir A, B,C € R"*™ und r, s,t € R folgende Rechenregeln:

(1) Kommutativitat der Addition A+B=B+A
(2) Assoziativitat der Addition (A+B)+C=A+(B+0C)
(3) Existenz eines neutralen Elements der Addition JOER ™™ mit A+0=0+A=A
(4) Existenz inverser Elemente der Addition VA3 —Amit A+(-A)=0
(5) Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation J1eRmitl-A=A
(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation ro(s-t)=(r-s)-t
(7) Distributivitit hinsichtlich der Matrixaddition r-(A+B)=r-A+r-B
(8) Distributivitit hinsichtlich der Skalaraddition (r+s)-A=r-A+s-A
Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Der Beweis ergibt sich mit dem elementweisen Charakter von +, —, - und den Rechenregeln in (R, +, ).

Das neutrale Element der Addition heiBt Nullmatrix; wir schreiben 0,,,, := (0)1<j<pn,1<j<m Mit 0 € R.

Die inversen Elemente der Addition sind durch —A := (—a;;)1<ij<n,1<j<m gegeben.

3

Das neutrale Element der Skalarmultiplikation ist 1 € R.

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 18



Operationen

Definition (Matrixtransposition)

Es sei A € R"*™ . Dann ist die Transposition von A definiert als die Abbildung

oA ¢ RPXm _y [Rmx'n,7 A -T(A) = AT (13)
mit
T
@il a2 A1m @nil a2 Anl
AT _ | @21 @22 - Gom — | %12 a2 v Op2 (14)
anl an2 vt Apm A1m  @2m vt Apm
Bemerkungen

® Die Matrixtransposition “vertauscht” Zeilen und Spalten.

® Das Transponieren einer Matrix wird auch als Stiirzen einer Matrix bezeichnet (Animation).

® Fir A e R™™ gilt immer AT e R™*",

® Fir A e R gilt immer AT = A,

® Esgilt (AT)T =A.

® Esgilt (a’ii)lgzgmin(n,m) = (aii)lTSigmin(n,nL)'

® Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen einer Matrix bleiben bei Transposition also unberiihrt.
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e4/Matrix_transpose.gif

Operationen

Beispiel

Es sei A € R?*3 definiert durch

Dann gilt AT € R3*2 und speziell

Weiterhin gilt offenbar min(m,n) = 2 und folglich

(agy) = (an)T und (ag) = (azz)T

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 20

(15)

(16)

(17)



Operationen

Beispiel

# Definition
A = matrix(c(2,3,0,
11,6501,
nrow = 2,
byrow = TRUE)
print (A)

> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] 2 3 o0
> [2,] 1 6 5

# Transposition

AT = t(A)
print (AT)
> [,11 [,2]

> [1,] 2 1
> [2,] 3 6
> [3,] 0 5
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Operationen

Definition (Matrixmultiplikation)

Es seien A € R ™ und B € R"*K_Dann ist die Matrixmultiplikation von A und B definiert als die Abbildung

S RPXT x RXE  RPXE (A, B) 5 (A, B) == AB (18)
mit
ay; ap o Gy by b o by
AB_ | %2 - am by b by
anl An2 Apm b1 b2 bk
m m m
Yisiatibin  Xi_qaibie o X1  abik (19)
m m m
| Zicya2iba Xl azibie 0 X agibik
m m m
21:1 anibi1 Zizl anibiz Eizl Apibig

m
= | 2 ajiba
=i 1<j<n,1<I<k
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Operationen

Bemerkungen

® Das Matrixprodukt AB ist nur dann definiert, wenn A genau so viele Spalten hat wie B Zeilen.
® Informell gilt fiir die beteiligten MatrixgréBen immer (n x m)(m x k) = (n x k).
® In AB ist (AB)ij die Summe der multiplizierten iten Zeilen von A und jten Spalten von B.

® Zum Berechnen von (AB)ij fur 1 <i<n,1<j<k geht man also wie folgt vor:
1. Man legt in Gedanken die Tranposition der iten Zeile von A {iber die jte Spalte von B.

2. Weil A genau m Spalten hat und B genau m Zeilen hat, gibt es zu jedem Element der

Zeile aus A ein korrespondierendes Element in der Spalte von B.
3. Man multipliziert die korrespondierenden Elemente miteinander.
4. Man summiert die Ergebnisse auf.
5. Dies ist der Eintrag mit Index ij in AB.

® Die Multiplikation von Matrizen ist im Allgemeinen nicht kommutativ (also meist AB # BA).
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Operationen

Visualisierung der Matrixmultiplikation

oY)

[*2
[y
N}

[*2

=
W

(*2
N
N

(2
N
W

|
|

Oj¢
|

a1,1|31,2

a2,2

= O

CYEN PP

(Quelle: Wikimedia Commons: “Matrix_multiplication_diagram_2.svg"; Lizenz: GNU Free, CC-BY-SA 3.0.)
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Operationen

Beispiel

A € R?*3 und B € R3*? seien definiert als

2 -3 0 42
A= B dB:=|-1 . 20
(1 6 5) un 0 (20)

1 3
Wir wollen C' := AB und D := BA berechnen.

Mit n = 2,m = 3 und k = 2 wissen wir schon, dass C' € R>*2? und D € R3>*3, weil
2x3)(3x2) =(2x2) (21)

und
(3%x2)(2x3)=(3x3) (22)

Es gilt hier also sicher AB #+ BA.
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum einen

C=AB

(-1)+0-1

1- 4+6 (-1)+5-1

8+3+0 44040

4—6+5 2+0+15
11
3
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

# Definitionen
A = matrix(c( 2,-3, 0,
1, 6, 5),
nrow = 2,

byrow = TRUE)
B = matrix(c( 4, 2,
=i, @,
i, &,
nrow = 3,

byrow = TRUE)

# Matrixmultiplikation

C=A7%B #(2x3)@Bx2) =(2x2)
print(C)
> [,11 [,2]

> [1,]1 11 4
> [2,] 3 17
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum anderen

D =BA

4-242-1 4-(=3)+2-6 4.042-5
=|(=1)-240-1 (=1)-(=3)+0-6 (—=1)-0+40-5
1-243-1 1-(=3)+3-6 1-0+3-5 (24)
8+2 —12412 045
=|-2+0 340 040
243  —3+18 0+15
10 0 10
=l-2 3 o0
5 15 15
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

*

Definitionen

A = matrix(c( 2,-

1,
nrow
byrow

B = matrix(c( 4,
-1,

1,

nrow

byrow

3, 0,
650 5)),
= 2,
= TRUE)

0,

3),

= 3,

= TRUE)

# Matrixmultiplikation

D =B %*/ A
print (D)

> [,11 [,2]
> [1,] 10 0
> [2,] -2 3
> [3,] 5 15

# (3x2)(2x3) =(3x3)

[,31
10

0

15
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

# Definitionen
A = matrix(c( 2,-3, 0,
iy, Gy By
nrow = 2,

byrow = TRUE)
B = matrix(c( 4, 2,

-1, 0,
1, 3),
nrow = 3,

byrow = TRUE)

# Beispiel fiir eine nicht-definierte Matrixmultiplikation
E = t(A) %/ B # (3x 23 x2)
> Error in t(A) %*) B: non-conformable arguments

Aligemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 30



Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Skalarprodukt)

Es seien z,y € R™. Dann gilt:
(z,y) =2Ty. (25)
Weiterhin seien fiir A € R"*™ die Spalten von AT fiir i = 1,...,m gegeben durch
a; = (aji)1<j<n € R (26)

und fiir B € R™*F die Spalten von B fiir i = 1, ..., k gegeben durch

(bij)1<jsn € R, (27)
also
AT =(a; ay .. ap)undB=(by by .. by)- (28)
Dann gilt
AB= (<ai75j>)1§i§m’1§jgk (29)
Bemerkungen

® Der Eintrag (AB)Z']» enstpricht dem Skalarprodukt von iter Spalte von AT und jter Spalte von B.
® Die erste Aussage folgt mit der Identifikation von R™ = R™*1 .

® Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis.
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Operationen

Theorem (Summe der Quadrate aller Eintrage eines Vektors)

Es sei z € R™ ein n-dimensionaler Vektor. Dann kann die Summe der Quadrate aller Eintrige dieses Vektors durch
die Matrixmultiplikation des transponierten Vektors mit sich selbst berechnet werden:

-

I
-

Bemerkungen

® Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der ersten Aussage des vorherigen Theorems.
® Im Rahmen des ALM ist das Theorem niitzlich, um z.B. die residuelle Quadratsumme auszudriicken.

Beweis

T
z z1 Z1
n
2T = .2 .2 = (zl To zn) _2 = w% + xg + ...+ z% = Z 112 (31)
i=1
Tp T Ly
[m]
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Transposition)
Es seien A € R™*™ und B € R"**. Dann gilt:

(AB)T = BT AT, (32)

Beweis

Il

m . .
e <
. ;
<
& =
_

"
i
g
Z
I
IA
End

(33)
n
= | > hiay;
i=1 1<I<k,1<j<m
_ BT AT
m}
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Inverse

Motivation fiir Begriff der Inversen einer quadratischen Matrix

Es seien A € R™*" z € R™ und b € R", A und b seien als bekannt vorausgesetzt, = sei unbekannt.

1 2 5
Zum Beispiel sei A := und b :=
3 4 11

) ) 12\ (a1 5 1oy +2x5 =5
In diesem Fall gilt Az =b < = <
3 4 Ty 11 3z +4zy =11

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

3

Wir stellen uns vor, dass wir wissen méchten, fiir welche(s) « das LGS erfiillt ist.

Wiren A=a € R, z € Rund b € R, also az = b gegeben, so wiirden wir mit dem multiplikativem Inversen
von a multiplizieren, also dem Wert, der mit a multipliziert 1 ergibt und durch a ! = é gegeben ist.

Dann wiirde namlich gelten ax =b < alaz=a1 & lz=alb & z=

b
a

6 « x=3.

(S

Konkret etwa 22 =6 <« 2 120=2"16 & %21’ =

Analog méchte man mit dem multiplikativen Inversen A~ lvon A multiplizieren kénnen, sodass “A~1A = 1",

3

Dann hitte man niamlich Az =b < A lAz=A"1 « z=A4"1p

Diese Idee des multiplikativen Inversen wird im folgenden als Inverse eine quadratischen Matrix formalisiert.
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Inverse

Definition (Einheitsmatrix)

Die Matrix A mit a;; =1 fiir i = j und a;; = 0 fir i # j

0 0
In = (aij)1<isn1gjsn ERM M= (34)
0 0 1

heiBt n-dimensionale Einheitsmatrix.

Bemerkungen

® Die Einheitsmatrix ist eine quadratische Matrix, bei alle diagonalen Eintrage 1 und alle anderen 0 sind.

® I, wird in R mit dem Befehl diag(n) erzeugt.
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Inverse

Theorem (Neutrales Element der Matrixmultiplikation)
I,, ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation, d.h. es gilt fir A € R"*"", dass

I,A=Aund AL, = A. (35)

Bemerkungen
® |st die Matrixmultiplikation der Einheitsmatrix mit einer anderen Matrix definiert, so bleibt letztere dabei

unverandert und die Einheitsmatrix “verschwindet” aus dem Produkt.

Beweis
Es sei B = (bij) =I,AeR"™™ Danngiltfirallel1<i<nundallel<j<n
bij=0-a1;+0-ag;++0-a; 1 ;+1-a;;++0-a; 1+ +0 ay;=a; (36)

und analog fiir AI,,. [m}
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Inverse

Definition (Invertierbare Matrix und inverse Matrix)

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heiBt invertierbar, wenn es eine quadratische Matrix A~! € R™*"

gibt, sodass
ATA=AAT =1, (37)

ist. Die Matrix A~! heiBt die inverse Matrix von A.

Bemerkungen

Invertierbarkeit und inverse Matrizen beziehen sich nur auf quadratische Matrizen.

Die inverse Matrix von A heiBt auch einfach Inverse von A.

Quadratische Matrizen kénnen, miissen aber nicht invertierbar sein.

Nicht-invertierbare Matrizen nennt man singuldre Matrizen.
® FirA=acRP> gt A=l =1
Die Definition sagt nur aus, was eine inverse Matrix ist, aber nicht, wie man sie berechnet.
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Inverse

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2

3 —0.6 0.4

<2 1) ( 0.8 70.2) (1 0) ( 0.8 70.2) (2 1)
- - , (38)
3 4)\-06 04 0o 1 —0.6 04)\3 4

wovon man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.

1 0.8 —0.2
Die Matrix A = ( 4) ist invertierbar mit inverser Matrix A~1 = ( ) denn

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

1

Die Matrix B =
0

0 b
0) ist nicht invertierbar, denn wére B invertierbar, dann gébe es (a d) mit
c

) | G Y P R P o

Das wiirde aber bedeuten, dass 0 = 1 in R und das ist ein Widerspruch. Also kann B nicht invertierbar sein.
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Inverse

Berechnen inverser Matrizen

2 x 2 bis etwa 5 X 5 Matrizen kann man prinzipiell per Hand invertieren.

Dazu lernt man im Bachlor-Studium Mathematik verschiedene Verfahren.
Wir verzichten auf eine Einfiihrung in die Matrizeninvertierung per Hand.
Ein kurzes (30 min) Erklarvideo (englisch) findet sich hier.

In der Anwendung werden Matrizen standardmaBig numerisch invertiert.

Matrixinversion ist ein weites Feld in der numerischen Mathematik.

Es gibt sehr viele Algorithmen zur Invertierung invertierbarer Matrizen.

In R berechnet man inverse Matrizen zum Beispiel mit dem Paket matlib.
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Inverse

Berechnen inverser Matrizen

# Definition
A = matrix(c(2,1,
3,4),
nrow = 2,
byrow = TRUE)

# Inverse Matrix
solve(A) # A~{-1}

> [,11 [,2]

> [1,] 0.8 -0.2
> [2,] -0.6 0.4
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Inverse

Berechnen inverser

print(solve(A) %% A)

> [,1] [,2]
> [1,] 10
> [2,] o 1

print(A %*% solve(A))

> [,1] [,2]
> [1,] 1 -5.55e-17
> [2,] 0 1.00e+00

# nicht-invertierbare

B = matrix(c(1,0,

0,0),
nrow = 2,
byrow = 2)

solve(B)

Matrizen

Matrizen sind auch numerisch nicht-invertierbar (singulér)

# B~{-1}

> Error in solve.default(B): Lapack routine dgesv: system is exactly singular: U[2,2] = 0O
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Inverse

Theorem (Inverse einer 2 X 2 Matrix)

A € R?*? sei eine Matrix der folgenden Form:

a a;
A= [ 12) (40)
Com Op
Dann gilt: Wenn a,;a95 — a15a9; # 0, dann existiert die Inverse von A und ist gegeben durch
1 2y —ays
Al — 22 12) (41)
11023 — 412091 \ —0Agq @il

Bemerkungen

® Die Inverse einer 2 x 2 Matrix l3sst sich mithilfe einer einfachen Formel berechnen.

® Die Inverse einer 2 x 2 Matrix vertauscht die Diagonalelemente und multipliziert die Nicht-
Diagonalelemente mit —1. Das Ergebnis wird dann noch durch die Determinante der Ausgangs-
matrix geteilt (siehe ndchster Abschnitt).
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Inverse

Beweis

Fiir den Fall, dass a;; a9y — a15a5; # 0, muss gezeigt werden, dass A~' A = I,. Es gilt:

A4 — 1 Qg —ay2 app G
11002 — A12031 \ —Ag ay (g1 Ggg
_ 1 Q2011 — (12021 (3012 — A12093
(1182 — Q1291 \ —Q91G11 + G110 —Gg1U1p + 1 doy
_ 1 @110 — A1209; 0
11092 — Q1201 0 Ay10p — 1013 (42)
a a: —a a<
ALLA22 12921 0
ajjagp—ajgag]
0 ajjagy—ajgag)
ajagy—aigagy
1 0
0 1
=1.
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Inverse

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2

1
3 4) ist invertierbar, da 2-4 —1-3 =5 # 0, und die Inverse ist

PE 1 4 -1
T 2.4-1-3\-3 2

1 ( 4 71>
“5\-3 2
(43)

Die Matrix A = (

I

/N /‘—\
q Q W o
SIS

|

[

= Gl
N~

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

1

0 0) ist nicht invertierbar, da1-0—0-0=0.

Die Matrix B = (
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Determinanten

Definition (Determinante)

Fiir A = (aj)1<ij<n € R™™ mit n > 1 sei A;; € R(m=1)%(n=1) die Matrix, die aus A durch Entfernen der iten

Zeile und der jten Spalte entsteht. Dann heiBt die Zahl

|A| == a1, firn =1 m
|A] = z;;l ay;(—1)IAy firn>1 (44
die Determinante von A.
Bemerkungen
® Fuir
1 2 3
A=|4 5 6 (45)
7 8 9

ergeben sich zum Beispiel

5 6 4 6 2 3 1 3
Ap = (8 9) JAje = (7 9> A9y = <8 9) s Agg = (7 9> (46)

® Determinanten sind nichtlineare Abbildungen der Form |- | : R™*™ — R, A i | A|.
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Determinanten

Theorem (Determinanten von 2 X 2 und 3 x 3 Matrizen)

(1) Es sei A = (a;5)1<;j<2 € R2¥2. Dann gilt

[Al = a11a22 — a2 (47)
(2) Es sei A= (a;j)1<4,j<3 € R3*3. Dann gilt
|[A] = aj1ag2a33 + a12a3a31 + a13a21a32 — A12a21a33 — 1123033 — A1302203] - (48)
Bemerkungen
® Die Determinante einer 1 x 1 Matrix ist identisch mit ihrem einzigen Eintrag.
® Fiir 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen (und nur fiir diese) gilt die Sarrusche Merkregel:
“Summe der Produkte auf den Diagonalen minus Summe der Produkte auf den Gegendiagonalen”
® Bei 3 x 3 Matrizen bezieht sich die Merkregel auf das Schema
apr a2 aiy | oann ape
a1 axp azy | ay  axp (49)
az1 azgy  azgy | az; ag
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Determinanten

Beweis

Fiir A € R2%2 gilt nach Definition

7 .
|Al =3 ay (-1t A
=
= a1 ()M A [+ aga ()12, (50)
=ayql(ag)l—ajal(agy)l
=ajpagy —a12421-

Fir A € R3%3 gilt nach Definition und mit der Formel fiir die Determinante von 2 x 2 Matrizen

|4l = )" aqj(-1iH|ay )
J=1

= agp (DAL 4+ a9 ()2 |41 + ag3 ()13 A5

=ay1lA1n]—a12lAia| +ag3lAsgl

:,111‘(%2 a23) (621 azs)‘JraB‘(an a22)|
azi  ag3 3\az1 a3z

azz a3z
= aqy(aggagg —aggagy) — a1z(agragg —aggagzy) +arglagragy —aggasy)

(51)
a1

=ajjaggagg —a1]a23a3z —aj2a31a33 +a12a23a3] +a13a21a32 —a1342243]
=ajjaggaggy +ajgaggagy +ajzag)agg —ay2a21a33 — 411023032 ~ 413422031 -
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Determinanten

Beispiel 1

Es seien

Dann ergeben sich

A= (2 1) und B := (1 0) . (52)
3 4 0 0

|A|=2-4-1-3=8-3=5 (53)
und
[B|=1-0-0-0=0-0=0. (54)
Beispiel 2
Es sei
2 0 0
C=10 1 0 (55)
0o 0 3
Dann ergibt sich
|C|=2-1-3+0-0-0+0-0-0-0-0-3-0-0-0—-0-1-0=2-1-3=6. (56)
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Determinanten

# Beispiel 1
A = matrix(c(2,1,

3,4),
nrow = 2,
byrow = TRUE)
det (A)
> [1]1 5

# Beispiel 1
B = matrix(c(1,0,

0,0),
nrow = 2,
byrow = TRUE)
det (B)
> [1] o
# Beispiel 2
C = matrix(c(2,0,0,
0,1,0,
056D 5
nrow = 3,
byrow = TRUE)
det (C)
>[1] 6

#

#

#

#

#

#

Matrixdefinition

Determinantenberechnung

Matrixdefinition

Determinantenberechnung

Matrixdefinition

Determinantenberechnung
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Determinanten

Theorem (Rechenregeln fiir Determinanten)
(Determinantenmultiplikationssatz) Fiir A, B € R™*"™ gilt
|AB| =[A||B]. (57)

(Transposition) Fiir A € R™*™ gilt
|A] =|AT]. (58)

(Inversion) Fiir eine invertierbare Matrix A € R™*"™ gilt

A1) = (59)

1
[A]
(Dreiecksmatrizen) Fiir Dreiecksmatrizen, d.h. eine Matrix A = (a;;)1<;, j<n € R™*™ mit a;; = 0 fir i > j oder
a;; =0 fir j> 1, ist die Determinante gleich dem Produkt der Diagonalelemente:

n
14l = [T au (60)
=1

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente unterhalb (i > j) oder oberhalb (j > ¢) der Diagonalen 0.
® Bei I, sind alle nicht-diagonalen Elemente 0 und alle diagonalen Elemente 1, also folgt |I,,| = 1.

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 52



Determinanten

Theorem (Invertierbarkeit und Determinante)
A € R™*™ ist dann und nur dann invertierbar, wenn |A| # 0 ist. Es gilt also

A ist invertierbar < |A| £0 und A ist nicht invertierbar < [4] =0 . (61)

Beweisandeutung

Wir zeigen lediglich, dass aus der Invertierbarkeit von A folgt, dass |A| nicht null sein kann. Nehmen wir also an,
dass A invertierbar ist. Dann gibt es eine Matrix B mit AB = I,, und mit dem Determinantenmultiplikationssatz

folgt
[AB| = |A||B| = [I,,| = 1. (62)

Also kann nicht |A| = 0 gelten, denn sonst wire 0 = 1. [m]
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Determinanten

Visuelle Intuition
ay,...,a, € R" seien die Spalten von A € R™*".

= | A| enstpricht dem signierten Volumen des von a4, ...,a,, € R aufgespannten Parallelotops.

3 01 2 0 2 2
Ay = Ay = Ay =
' (1 2) 2 <0 2) 3 (2 2)

IS

w
— ]
w

< R 2 R 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X1 X1 X1
|A|=3-2—-1-1=5 [Ay]=2-2—-0-0=4 |[Az]=2-2—2-2=0
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Determinanten

Anekdote: Herkunft des Ausdrucks “Matrix”

James Joseph Sylvester (1814 — 1897)

(Quelle: Wikimedia Commons: “James_Joseph_Sylvester.jpg"; Lizenz: gemeinfrei.)

Aligemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 55


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:James_Joseph_Sylvester.jpg

Definition
Operationen
Inverse
Determinanten
Rang und Spur
Spezielle Matrizen

Selbstkontrollfragen

Allgemeines Lineares Modell | © 2025 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 56



Rang und Spur

Uberblick

3

Der Rang einer Matrix ist eine Zahl, an der bestimmte Eigenschaften der Matrix abgelesen werden kénnen.
In dieser Hinsicht ist der Rang einer Matrix sehr dhnlich zur Determinante einer Matrix.

Viele Resultate in der linearen Algebra beruhen auf Annahmen iiber den Rang einer Matrix.

Wir werden z.B. durchgingig annehmen, dass die Designmatrix des ALMs vollen Spaltenrang hat.

Der Rang einer Matrix ist ein tiefgehendes Konzept, das wir hier nur oberflachlich behandeln kénnen.

Fiir ausfiihrlichere Einfiihrungen, siehe z.B. Searle (1982), Kapitel 6 und Strang (2009), Kapitel 3.2.
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Rang und Spur

Definition (Spaltenraum einer Matrix)

X € R™*P sei eine Matrix mit n > p und es seien 1, ..., 7, € R™ die Spalten von X. Dann wird die Menge aller
Linearkombinationen von zy, ..., z;,, € R (= die lineare Hiille der z1, ..., z,, € R™) Spaltenraum von X € R>P

genannt und mit 8(X) bezeichnet. Insbesondere gilt

8(X)={XBeR" | BeRP}. (63)

Bemerkungen

® Ohne Beweis halten wir fest, dass S(X) ein Untervektorraum von R ist.

® Die Menge aller Linearkombinationen von x4, ..., LS R™ hat die Form

»
{Z Biz;
=1

® Die Form des Spaltenraums in der obigen Definition ergibt sich fiir x5 € R,1<i<n,1<j<pdurch

wie[R".ﬂieiR}. (64)

P . P ;
Ej:l 1B Zj:l Bj1; 11 Ty P
Xp= : = : :61 : +...+[—,{p : :Zﬁil‘i-
i=1

P P
Zj:lg/‘nj J Zj:l i Tng Tn1 Tnp
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Rang und Spur

Definition (Rang einer Matrix)

X € R™ P sei eine Matrix. Dann wird die Dimension des Spaltenraums von X der Rang von X genannt und mit
rg(X) bezeichnet. Gilt dabei rg(X) = p, so sagt man, dass X vollen Spaltenrang hat.

Bemerkungen

Ohne Beweis halten wir untenstehend einige wichtige Eigenschaften des Rangs einer Matrix fest.

Der Rang einer Matrix entspricht der Anzahl der linear unabhangigen Spaltenvektoren der Matrix.
Es gilt: rg(X) = rg(X7T).

Fiir A € RP*P gilt: rg(A) = p < A ist invertierbar.

Fiir X € R™*P gilt: rg(X) = rg(X T X) = rg(XXT).

Fiir X € R™*P gilt damit: rg(X) = p < X T X € RP*P ist invertierbar.

.

Die Funktion Rank() aus dem R-Paket pracma erlaubt die Berechnung des Rangs einer Matrix.

Das Spaltenraum- und Rangkonzept einer Matrix erlauben einen geometrischen Zugang zur Theorie des ALMs.

Wir verfolgen diesen geometrischen Zugang hier nicht. Fiir Details, siehe z.B. Christensen (2011).
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Rang und Spur

Beispiel zu linearer Unabhangigkeit

Die Vektoren

1 0 0
ap=|0],ay=|(1],a3={0 (65)
0 0 1

sind linear unabhangig, weil sich keiner der Vektoren als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen lasst.

Die Matrix A = (‘11 ay a3) hat also den vollen Spaltenrang rg(A) = 3.

Die Vektoren

2 1 4
—1 0 —1
by = by = by = 66
1 1 2 1 3 3 (66)
—2 0 —2

sind hingegen linear abhingig, da sie sich gegenseitig als Linearkombinationen darstellen lassen. So ist z.B. der dritte

Vektor die Summe des ersten Vektors und des mit 2 multiplizierten zweiten Vektors:

2 1 2421 4
-1 0 —1+42-0 —1
by +2-by = +2. = = —by. 67
! 2 1 1 1+2-1 3 3 S
-2 0 —2+2.0 —2

Die Matrix B = (bl by b3) hat also nicht den vollen Spaltenrang, sondern rg(B) = 2.
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Rang und Spur

Beispiel zu linearer Unabhangigkeit

library(pracma)

# Definitionen

a_1 = matrix(c( 1, 0, 0), nrow = 3)

a_2 = matrix(c( 0, 1, 0), nrow = 3)

a_3 = matrix(c( 0, 0, 1), nrow = 3)

A = cbind(a_1l, a_2, a_3) # Matrix A

# Definitionen

b_1 = matrix(c( 2,-1, 1,-2), nrow = 4)
b_2 = matrix(c( 1, 0, 1, 0), nrow = 4)
b_3 = matrix(c( 4,-1, 3,-2), nrow = 4)

B = cbind(b_1, b_2, b_3) # Matrix B
# Rang

print (Rank(A)) # rg(A)

> [11 3

print (Rank(B)) # rg(B)

> [1] 2
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Rang und Spur

Definition (Spur einer Matrix)

A € R™™™ sei eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur von A die Summe der Elemente auf der Hauptdiagonale

dieser Matrix und wird mit sp(A) bezeichnet:

p(A) = ay . (68)
i=1

Bemerkungen

Ohne Beweis halten wir untenstehend einige wichtige Eigenschaften der Spur einer Matrix fest.
Es gilt: sp(A) = sp(AT).

Fir A, B € R™*" gilt: sp(A + B) = sp(A) + sp(B).

Fir A, B,C € R™*" gilt: sp(ABC) = sp(CAB) = sp(BCA).

Fir A € R™*" gilt: AA = A = sp(A) =rg(A).

Die Spur der Einheitsmatrix ist: sp([,,) = n.

In R kann die Spur einer Matrix mit sum(diag(A)) berechnet werden.

Der Begriff der Spur ist beim Beweis der Verteilung der residuellen Quadratsumme im ALM von Bedeutung.
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Rang und Spur

Beispiel 1

Es sei

2 1
A= (3 4) . (69)

Dann ergibt sich

sp(A)=2+4=6. (70)
Beispiel 2
Es sei
2 7 5 2
8 3 5 6
Bi= (71)
6 4 0 9
9 2 1 2
Dann ergibt sich
sp(B)=2+3+0+2=7. (72)
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Rang und Spur

Beispiel

3*

Definitionen
A = matrix(c(2,1, # Matrix A
3,4),
nrow = 2,
byrow = TRUE)
B = matrix(c(2,7,5,2, # Matrix B
8,3,5,6,
6,4,0,9,
9,2,1,2),
nrow = 4,

byrow = TRUE)

# Spur
print (sum(diag(4))) # sp(h)
> [11 6
print (sum(diag(B))) # sp(B)
> [11 7
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Spezielle Matrizen

Definition (Nullmatrizen und Einsmatrizen)
® Wir bezeichnen Nullmatrizen (und Nullvektoren) mit
Opm = (0)1<i<n,1<j<m € R™™ und 0, := (0)1<ij<p €R™ (73)
® Wir bezeichnen Einsmatrizen (und Einsvektoren) mit

Lpm = (D1<i<n,i<jem € R™ und 1, == (1)1<i<p € R" (74)

Bemerkungen

® 0y, und 0,, bestehen nur aus Nullen.
® 1,,, und 1, bestehen nur aus Einsen.

® Es gelten zum Beispiel

0,07, = Opy, (75)
und
110 = Ly (76)
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Spezielle Matrizen

Definition (Einheitsmatrizen und Einheitsvektoren)

® Wir bezeichnen die Einheitsmatrix als

Iy = (ijk)1<j<n,1<k<n € R™™ mit 45, =1 fiir j =k und 75, =0 fir j # k. (77)
® Wir bezeichnen die Einheitsvektoren e;,i =1, ...,n als
@ = (Eij)lgjgn € R™ mit €i; = 1 fiir i = j und ei; = 0 fir ¢ # j. (78)

Bemerkungen
® ], besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins.
® e;,i=1,....,n besteht nur aus Nullen und einer Eins in der iten Komponente.
® Esgilt
In=(e1 ex o e) (79)
® Es gilt auch
I, = (efe;
n= (e P])lijin.likén (80)
® Es gelten weiterhin fir 1 <i,5<n
e;rej =0 fir i # j sowie e;-rei =1 und e?v =vTe; = v; fir ve R". (81)
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Spezielle Matrizen

Definition (Diagonalmatrix)

Eine Matrix D € R™*™ heiBt Diagonalmatrix, wenn dij =0firl<i<n,1<j<mmiti#j.

Bemerkungen
® Eine Diagonalmatrix D € R™*™ mit Diagonalelementen d1, ..., d,, schreibt man auch als
D = diag(dy, ..., dy). (82)
L]

Diagonalmatrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Zum Beispiel iiberzeugt man sich leicht davon, dass Multiplikation einer Matrix A von links mit einer Dia-
gonalmatrix D der Multiplikation der Zeilen der Matrix A mit den entsprechenden Diagonaleintrdgen von D
entspricht. Die Multiplikation von rechts entspricht der Multiplikation der Spalten von A mit den entsprechen-

den Diagonaleintragen von D.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

n
D :=diag(dy,....,d,) = |D|=]]d; (83)
i=1

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Symmetrische Matrix)

Eine Matrix S € R™*" heiBt symmetrisch, wenn gilt dass ST = S.

Bemerkungen

® Eine symmetrische Matrix ist eine Matrix, deren Transponiertes gleich ihr selbst ist.
® Symmetrische Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

® Beispielweise gilt fiir die Summe zweier symmetrischer Matrizen, dass auch diese wieder symmetrisch ist
A=AT und B=BT = A+B=(A4+BT (84)
und dass die Inverse einer symmetrischen Matrix, sofern sie existiert, auch symmetrisch ist,
T -1\T _ g1
sT=s = (s) =51, (85)

® Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Positiv-definite Matrix)
Eine Matrix C' € R™*™ heiBt positiv-definit (p.d.), wenn
® (' eine symmetrische Matrix ist und

e fiir alle z € R”,z # 0,, gilt, dass T Cz > 0 ist.

Bemerkungen

® Positiv-definite Matrizen sind fiir die Definition der multivariaten Normalverteilungen grundlegend.
® Positiv-definite Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

® Beispielsweise gilt
C ist positiv-definit = (O~ existiert und ist ebenfalls positiv-definit. (86)

® Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer Matrix wieder.

2. Nennen Sie sechs Matrixoperationen.

3. Geben Sie die Definitionen der Matrixaddition und -subtraktion wieder.
4. Geben Sie die Definition der Skalarmultiplikation fiir Matrizen wieder.

5. Geben Sie die Definition der Matrixtransposition wieder.

A= Loz , B:= 3.0 und ¢:=2 (87)
2 1 1 2

Di=c(A-BT) und E:=(cA)T + B (88)

6. Es seien

Berechnen Sie

per Hand.
7. Geben Sie die Definition der Matrixmultiplikation wieder.

8. Es seien A € R3*2 B € R2*% und C € R3*%. Priifen Sie, ob folgende Matrixprodukte definiert sind, und

wenn ja, geben Sie die GréBe der resultierenden Matrix an:

ABC, ABCT,  ATCBT, BAC. (89)
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Selbstkontrollfragen

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Es seien

1
A=14 5 6|,B=]1 3 1|undC:=]3
2

3 2 0 2 0
Berechnen Sie die Matrixprodukte

AB, BTAT,  (BTAT)" ac
per Hand.
Definieren Sie die Begriffe der invertierbaren Matrix und der inversen Matrix.
Geben Sie die Formel zur Berechnung der Inversen einer 2 x 2 Matrix wieder.
Definieren Sie die Begriffe des Rangs und der Spur einer Matrix.
Geben Sie die Definition von Einheitsmatrix und Einheitsvektoren wieder.
Geben Sie die Definition einer Diagonalmatrix wieder.
Geben Sie die Definition einer symmetrischen Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer positiv-definiten Matrix wieder.
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