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Fixed-Effects-Modell der Metaanalyse

Definition (Fixed-Effects Modell der Metaanalyse)

Fiir Studien ¢ = 1, ..., k seien y; und o’f bekannte studienspezifische standardisierte Effektstarkeschatzer und ihre
Varianzschitzer, respektive. Dann ist das Fixed-Effects Modell der Metaanalyse (FEM) gegeben durch

yi ~ N(8,07), 1)

wobei § die wahre, aber unbekannte, standardisierte Effektstéarke (SES) bezeichnet und die y1, ..., Y}, als unabhangige
Zufallsvariablen angenommen werden.

Bemerkungen

y; entspricht meist dem Wert von Hedges' g;.

Manchmal kann y; auch dem Wert von Cohen’s d; entsprechen.

y; ~ N(8, 1712) approximiert die nichtzentrale-t-Verteilung von y; bei groBen Stichprobenumfangen.

U‘? entspricht meist dem Wert eines Schétzers der Varianz von Hedges g;.

® Manchmal kann ag auch dem Wert eines Schatzers der Varianz von Cohen’s d; entsprechen.
® Das Fixed-Effects-Modell der Metaanalyse nimmt explizit an, dass die 0'12,1' =1, ..., k bekannt sind.
L]

Es gibt verschiedenste Méglichkeiten, die Varianz von Hedges g; bzw. Cohen’s d; in Studie i zu schatzen.
Wir betrachten nur den von Hedges and Olkin (1985) und in Viechtbauer (2010) implementierten Schatzer

- 1 1 g2
Vy(g)= —+—+-—Ji
a(9i) ng * n, + 2(ny +n,)

()

Lin and Aloe (2021) diskutieren verschiedene Varianzschatzer fiir Hedges' g; bzw. Cohen’s d;.

Ziel der Fixed-Effects-Modellierung der Metaanalyse ist es, & basierend auf den y; und 012 zu schitzen.
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Theorem (FEM-ML-SES-Schatzer)

Gegeben sei das Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse mit wahrer, aber unbekannter, standardisierter Effektstirke 4.
Dann ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schatzer der standarisierten Effekstirke 6 zu
k

1
z w;y; mit den Wichtungsparametern w; :=

1

=—— —,i=1,...,k (3)
3 5 s

i Wi i=1 i

Bemerkungen

* 5 geniigt der Intuition, dass Studien mit kleiner studienspezifischer Varianz des standardisierten Effekt-
starkeschatzers, z.B. hervorgerufen durch einen groBen studienspezifischen Stichprobenumfang, mehr zu der
libergeordneten Effektstarkeschatzung beitragen sollten als solche mit hoher studienspezifischer Varianz des
standardisierten Effektstarkeschatzers.

3

Die Wichtungsparameter werden als reziproke Werte der studienspezifischen Varianz des standardisierten Ef-

fektscharkeschatzers auch studienspezifische Prizisionen des standardisierten Effektstarkeschiatzers genannt.

® Sind die studienspezifischen Varianzen a? alle identisch zu o2, so ergibt sich mit w := 1/02
R 1 k k
b= —— > wy; = Z yi = Zw )
Zi:l w =1 'wz io1 Li=1 v
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Beweis

Ohne zwischen y; als Zufallsvariable oder Wert zu unterscheiden hat die Likelihood-Funktion des FEMs die Form

k
1 1
L:R—Ry0,6 L(5) = [| exp <772(y,75)2).
i=1 27”7? 2ai

Die Log-Likelihood-Funktion des FEMs hat damit die Form

: 5 0(8) =% LA )2
CiR=R, 81 £(8) = —5 In2r— 7 Ino; 7;E(yi7 )2.

Die erste Ableitung der Log-Likelihood-Funktion des FEMs hat damit die Form

k k
1 d 1

=y, —8)2 = — (y; — 6).
SO SECF IR DTN

Es ergibt sich also die Maximum-Likelihood Bedingung

Auflésen ergibt dann

k 1
kg ko X1V 1 k
. — - = = (3 = ETIRY
= = i=1 52 i=1 Wi =1
i
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Theorem (Eigenschaften des FEM-ML-SES-Schétzers)

Gegeben sei das Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse mit wahrer, aber unbekannter, standardisierter Effektstirke &
und es sei § der Maximum-Likelihood-Schitzer von §. Dann gelten

(1) E(6)=6
- k w2e?
(2) V() = 211617‘
(Cimg wi)?
Bemerkungen

® Aussage (1) besagt insbesondere, dass & ein unverzerrter Schitzer von § ist.
® Aussage (2) wird z.B. in der Herleitung des DerSimonian-Laird Schatzers benétigt.

Beweis
(1) Mit den Eigenschaften des Erwartungswerts gilt

k k
- 1 Z w;§ Y w;
E() =FE (k—E wm) = } wi (y;) = =L = ==L L, (10)
Dic Wi i=1 Z —1 Wi i=1 Z -1 Wi Doy Wi

(2) Mit den Eigenschaften der Varianz bei unabhingigen Zufallsvariablen gilt

k ko 02V(y; kw202
V(3) =V ( Z%%) = ,.;V (ZW%) = Zi:;lc VW) _ L v Gl - (1)
v w f w2 \H (g wi)? (F w,)?
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Simulation mit &k := 10, 0 :

set.seed(1)

k

delta

sigsqr_i

y_i

for(i in 1:k){
sigsqr_i[il
y_ilil

w_i

delta_hat

=10

1
rep(Nal, k)
rep(Nall, k)

runif(1,1,2)

rnorm(1, delta, sqrt(sigsqr_il[il))}
1/sigsqr_i

sum(w_ixy_i)/sum(w_i)

1und 0? ~U(1,2)

P E R

reproduzierbare Ergebnisse

Anzahl an Studien

wahre, aber unbekannte, Effekstarke

wahre, bekannte, studienspezifische Varianzenarray
Empirische Effekstirkenarray

Studieniterationen

wahre, bekannte, studienspezifische Varianz
studienspezifischer Effektstdrkeschitzer
Wichtungsparameter

Fixed-Effects-Modell-basierter Effektstédrkeschitzer
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Theorem (Q-Statistik)

Gegeben sei das Fixed-Effects Modell der Metanalyse und es sei

k k
2 P 1 1
@r= E wi(y; — 6)% mit § == - E wiy; und wy = —,i=1,.., k. (12)

i=1 i Wi i=1 i

Dann ist @ asymptotisch X2—verteilt mit Freiheitsgradparameter k — 1

QAN (k—1). (13)

Bemerkungen

® Die QQ-Statistik ist die anhand der studienspezifischen Prézisionen gewichtete Summe der quadrierten Abwe-
ichungen der studienspezifischen Effektstarkeschatzer vom studieniibergreifenden Effektstarkeschatzer. Intuitiv
sprechen hohe Werte von Q also gegen die Annahme einer festen Effekstarke tiber Studien.

Unter der Annahme, dass die studienspezifischen Effektstarkerschatzer y; im Fixed-Effects-Modells tatsachlich
auf ein und diesselbe Effektstirke § zuriickgehen, ist @@ asymptotisch Xz-verteilt. Ansiatze fiir Beweise dieser
Tatsache finden sich in Cochran (1954) und Hedges (1982).

Ist unter @ ~ x2(k — 1) die Wahrscheinlichkeit fiir einen beobachteten Wert oder einen extremeren als den
beobachteten Wert der Q-Statistik klein, so spricht dies intuitiv gegen die Annahme des Fixed-Effects-Modells
(nach Schaeuffele et al. (2024): “A P value of the Q statistic below 0.05 indicates heterogeneity.”) Fiir
eine vertiefte Diskussion, siehe Kulinskaya, Dollinger, and Bjgrkestgl (2011b) und Kulinskaya, Dollinger, and
Bjgrkestgl (2011a).
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Verteilung der Q-Statistik

105 Q-Statistikrealisierungen fiir k := 10, § := 1 und o; ~ U(1,2)

set.seed (1) # reproduzierbare Ergebnisse
sim = le5 # Anzahl Realisierungen
k =10 # Anzahl an Studien
delta = i # wahre, aber unbekannte, Effekstarke
qQ = rep(Nall,sim) # Q-Statistik Array
for(s in 1:sim){ # Simulationsiterationen
sigsqr_i = rep(Nal,k) # wahre, bekannte, studienspezifische Varianz
y_i = rep(Nal,k) # Empirische Effekstarkenarray
for(i in 1:k){ # Studieniterationen
sigsqr_i[i] = runif(1,1,2) # wahre, bekannte, studienspezifische Varianz
y_ilil = rnorm(1, delta, sqrt(sigsqr_il[il))} # empirische Effektstérke
w_i = 1/sigsqr_i # Wichtungsparameter
delta_hat = sum(w_i*y_i)/sum(w_i ) # Fixed-Effects-Modell-basierter Effektstdrkeschétzer
Qls] = sum(w_i*(y_i - delta_hat)**2) # Q-Statistik
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Verteilung der Q-Statistik

105 Q-Statistikrealisierungen fiir k := 10, § := 1 und o; ~ U(1,2)

Q~x*(k-1)
012
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Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Definition (I°-Statistik)
Gegeben sei das Fixed-Effects Modell der Metanalyse. Dann ist die I2-Statistik definiert als
I? := max {O, W}, (14)

wobei k die Studienanzahl und @ die oben definierte Q-Statistik bezeichnen.

Bemerkungen

® Die I2-Statistik wurde von Higgins and Thompson (2002) vorgeschlagen. Der Erwartungswert einer x2(k—1)-
verteilten Zufallsvariable ist k — 1. 12 misst also in standardisierter Form und unter Annahme des Fixed-
Effects-Modells approximativ, inwieweit Q@ > E(Q) ist. (nach Schaeuffele et al. (2024): “1? ranges from 0 to
100%, with 25% representing low, 50% moderate and 75% high heterogeneity.”) Generell, also fiir beliebige
EffekstarkemaBe auBerhalb des Fixed-Effects-Modells, muss @ jedoch nicht XZ(k — 1) verteilt sein. Hoaglin
(2016) gibt eine kritische Diskussion der Verwendung der Q- und 12 Statistiken in der Metaanalyse.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Definition (Random-Effects-Modell der Metaanalyse)

Fiir Studien ¢ = 1, ..., k seien y; und 0'12 bekannte studienspezifische standardisierte Effektstarkeschatzer und ihre

Varianzschatzer, respektive. Dann ist das Random-Effects-Modell der Metaanalyse gegeben durch
Yi NN(éi,a?) und 51~N<6,7'2), (15)
wobei
® § die wahre, aber unbekannte, standardisierte Effektstirke,
* 2 die wahre, aber unbekannte, studieniibergreifende standardisierte Effektstirkevarianz und
® §; die Zufallsvariable der latenten standardisierten Effektstirke der iten Studie

bezeichnen und die 41, ..., 0k, Y1, ..., Yi als unabhingige Zufallsvariablen angenommen werden.

Bemerkungen

® Fir die y; und 012 ergeben sich die gleichen Bemerkungen wie fiir das Fixed-Effects-Modell.
® Die studieniibergreifende Varianz der standardisierte Effektstérke wird auch als Heterogenitit bezeichnet.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Bemerkungen (fortgesetzt)

® Fiiri=1,..., k impliziert die Definition die marginalen und die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
p(Yil8;) = N(y;36;,02) und p(3;) = N(8;;5,72) (16)

und damit die gemeinsame WDF

P(yi, 8;) = pyil6:)p(8;) = N(y;36;,07)N(8;56, 72). 17)
® Mit den Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung impliziert dies die Marginalverteilung
p(y;) = N(y;;6,07 +72) (18)
® In struktureller Form impliziert die Definition, dass
yi =8 +& +e; mit & ~ N(0,72) und 5i~N(O,U§) (19)
® Generativ betrachtet nimmt das Random-Effects-Modell also eine wahre, aber unbekannte, standardisierte

Effektstirke & an. Diese wahre, aber unbekannte, standardisierte Effektstirke wird in der iten Studie unter
dem Einfluss additivem normalverteilten Fehlers mit unbekannter Varianz 72 als §; indirekt beobachtet. Direkt
beobachtet wird dann mit y; eben dieses §; unter dem Einfluss additivem normalverteilten Fehlers mit bekannter

Varianz o'f All dies entspricht einem speziellen Linear Mixed Model, wie wir an spaterer Stelle sehen werden.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Definition (REM-DerSimonian-Laird-Schétzer)

Gegeben sei das Random-Effects-Modell der Metananalyse mit wahrer, aber unbekannter, standardisierter Effekt-

stiarke 6 und wahrer, aber unbekannter, studieniibergreifender Effektstérkevarianz (Heterogenitit) 72,

® Der DerSimonian-Laird Schitzer von 72 ist definiert als

A —(k
I%L:L mit ¢ 7211)1 ==L (20)
wobei
= 1 L 1
211/1 yz,(;)l und & = ?Zwiyi mit w; == — firi=1,....k (21)
i=1 io1 Wi i=1 i
die Q-Statistik bzw. den FEM-ML-SES-Schéatzer bezeichnen.
® Der DerSimonian-Laird Schitzer von § ist definiert als
5 ! S it @ L (i A= Ty oo (22)
L= — Wiy; mit ©; == 5—— firi=1,... k.
D imq Wi i=1 TpL + o7

Bemerkungen

® Die REM-DerSimonian-Laird Schitzer gehen auf DerSimonian and Laird (1986) zuriick.
® Es gibt viele verschiedene Schitzer fiir 72 und & im REM, vgl. Viechtbauer (2005) und Veroniki et al. (2016).
® Heutzutage wird meist eine Linear-Mixed-Modell-ReML-basierte Schatzung bevorzugt.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Theorem (Motivation der DerSimonian-Laird Schatzung)

Gegeben sei das Random-Effects-Modell der Metananalyse mit wahrer, aber unbekannter, standardisierter Effekt-
starke 6 und wahrer, aber unbekannter, studieniibergreifender Effektstarkevarianz (Heterogenitat) 72, Weiterhin
seien %I%L und &p; die DerSimonian-Laird Schitzer von 72 und 8, respektive.
Dann gelten

(1) %I%L ist ein Momentenmethodenschitzer von 72 basierend auf dem Erwartungswert der Q-Statistik.
2) SDL ist ein Maximum-Likelihood Schitzer hinsichtlich der marginalen Datenverteilung mit 72 := %I%L'

Bemerkungen
Die Momentenmethode zur Schatzergewinnung besteht aus drei Schritten
(1) Schreiben der Momente als Funktionen des zu schatzenden Parameters.

(2) Ersetzen der Momente durch ihre Stichprobeniquivalente.
(3) Auflésen der Gleichung hinsichtlich des zu schatzenden Parameters.

Nach DerSimonian and Laird (1986): “(..) Q ist used to derive a noniterative estimate of 72 by equating the sample

statistic with the corresponding expected value. This yields a weighted estimator (...).
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis

(1) Wir bestimmen zunichst den Erwartungswert der Q-Statistik als Funktion der nach Voraussetzung bekannten

Werte von 0%7 . a% und des unbekannten Parameters 72 (vgl. Kacker (2004), DerSimonian and Kacker (2007))

k
Zw 7;,475 )

i=1

wilE (((y; — ) — (E(y;) —£(5)))2) (23)
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis (fortgefiihrt)

Dabei gilt nachdem Theorem zu den Eigenschaften des FEM-ML-SES-Schitzers, dass
k

21:1 w?v(%)

ok (24)
(izq wi)

Mit der Eigenschaft der Kovarianz bei linear-affinen Transformationen sowie der Unabhangigkeit der y; gilt ferner

k
. 1
Cly;,0)=C (’yi, > wjyj)
Z]‘:l Wi j=1

V(8) =

1 k
= C| 2w

Y wi \j=t
_ Z§:1 w;C (yj y,) (25)
o1 g
_ wiClyi,vi)
Z?:l Wi
_ wiV(yi)
. .

Y
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

wiV(y) 5 WiV(y;) )
2 k
w;) i1 Wi

=1
k
i=

k k 2V (qy. k ) )
Z Vigs) + Zw, ( i 1, w3 (.717,)) B 22“’1‘ wi\/(yl)
i=1 Z, 1 wz)2 i 1 Wi

(26)

k k
k Yic1 wf\/(yi) -~ 2ic1 w?V(yl)
L k %
i=1 Yl Wi D Wi
k -
Sy w2V(y;)

k .
= wiV(y;) - ==L
i=1 Yl Wi
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis (fortgefiihrt)

Mit V(y;) = 72 + U? und w; = l/a?ergibt sich schlieBlich

(27)
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis (fortgefiihrt)

Das Stichprobenaquivalent des Erwartungswerts der Q-Statistik ist der Mittelwert der Q-Statistik, allerdings bei nur

einer Beobachtung. Gleichsetzen des Erwartungswerts von (Q mit seinem Stichprobenaquivalent ergibt also folgende
2

Bedingung fiir den Momentenmethodenschatzer von 7

(28)
Auflésen nach ?[Q)L ergibt dann den Momentenmethodenschatzer von 7
. k
"A—[Z)L (29)
1
(2) In Analogie zum Beweis des FEM-ML-SES-Schitzer fiihrt die marginale Datenverteilung
y; ~ N (5, 012 + %L?)L) unabhangig firi=1,...,n (30)
auf die Maximum-Likelihood Bedingung
k 1 N
ﬁ(?/i —dpL) =0. (31)
+ 7oL
und Auflésen nach gDL dann zur Aussage des Theorems. [m]
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Qualitat der DerSimonian-Laird Schatzung

Die Frequentistischen Eigenschaften der DerSimonian-Laird Schatzung sind Gegenstand aktueller Forschung.

® Vgl. Viechtbauer (2005), Jackson, Bowden, and Baker (2010), Veroniki et al. (2016), Langan et al. (2019).

3

Generell l3sst sich wohl festhalten, dass der DerSimonian-Laird Heterogenitatsschatzer verzerrt sein kann.

2

Es wird eher die Restricted Maximum-Likelihood Schatzung von 7= empfohlen (vgl. Langan et al. (2019)).

Die Restricted Maximum-Likelihood Schatzung von 72 ist die Default-Einstellung in metafor.

Der DerSimonian-Laird Schatzer 8D|_ ist wohl unverzerrt (vgl. Jackson, Bowden, and Baker (2010)).

Die Betrachtung von Metaanalysen als Linear Mixed Models wird Metaanalyse-Community-Mainstream.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation mit & := 10, § := 1, 72 := 0.1, 02 ~ U(0,0.2)

set.seed(2) # reproduzierbare Ergebnisse
k =10 # Anzahl an Studien
delta =1 # wahre, aber unbekannte, SES
tausqr =1 # wahre, aber unbekannte, Heterogenitit
sigsqr_i = rep(NaN,k) # Studienspezifische Varianzenarray
delta_i = rep(Nal,k) # Latente Effektstdrken Array
y_i = rep(Nal,k) # Empirische Effektstirken Array
for(i in 1:k){ # Studieniterationen
delta_i[i]l = rnorm(1,delta, sqrt(tausqr)) # latente SES
sigsqr_i[il = runif(1,.0,.2) # bekannte studienspezifische Varianz
y_i [l = rnorm(1,delta_i[il,sqrt(sigsqr_i[i]))} # empirische SES
w_i = 1/sigsqr_i # Wichtungsparameter des FEM-ML-SES-Schitzers
delta_hat = sum(w_i*y_i)/sum(w_i) # FEM-ML-SES-Schétzer
Q = sum((w_i*(y_i-delta_hat)"2)) # Q-Statistik
I2 = (Q - (x-1))/Q # I"2-Statistik
c = sum(w_i) - (sum(w_i**2)/sum(w_i)) # ¢ fiir DerSimonian-Laird
tau_hat_dl = (@ - &1)/c # DerSimonian-Laird tau"2 Schitzer
w_i_dl = 1/(sigsqr_i + tau_hat_dl) # Wichtungsparameter des REM-SES-Schitzers
delta_hat_dl = sum(w_i_dl*y_i)/sum(w_i_dl) # REM-DL-SES-Schétzer Schitzer

Q-Statistik ¢ 16.0326
I"2-Statistik : 43.86

DerSimonian-Laird-Schétzer von tau™2 : 0.0576
Maximum-Likelihood-SES des FEM :1.2404
DerSimonian-Laird-SES des REM : 1.1598
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation mit k := 10, § := 1, 72 := 0.1, 07 ~ U(0,0.2)

Anwendung von metafor
library(metafor)

res = rma(yi = y_i, vi = sigsqr_i, method = "DL")

print (res)

Random-Effects Model (k = 10; tau"2 estimator: DL)
tau"2 (estimated amount of total heterogeneity): O
tau (square root of estimated tau”2 value): 0
I72 (total heterogeneity / total variability): 4

H™2 (total variability / sampling variability): 1

Test for Heterogeneity:
Q(df = 9) = 16.0326, p-val = 0.0662

Model Results:

estimate se zval pval ci.lb ci.ub

1.15698 0.1191 9.7360 <.0001 0.9263 1.3932

Signif. codes: O '#*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05

# R Paket

*

Daten und DerSimonian-Laird ("DL") Methode

#*

Ergebnisausgabe

.0576 (SE = 0.0645)
.2401

3.86%

.78

Hokok

PR
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Theorem (Asymptotische Verteilung eines REM-SES-Schatzers)

Gegeben sei das Random-Effects-Modell der Metaanalyse mit bekannten studienspezifischen Varianzen df fir i =
1,..., k, studieniibergreifenden standardisierter Effektstarkevarianz (Heterogenitit) 72 und es sei 5 ein Schitzer der
wahren, aber unbekannten, standardisierten Effektstarke . SchlieBlich seien

- 1

W; = ——— furi=1,..., k. 32
L (32)

Dann ist & asymptotisch normalverteilt und es gilt speziell
~ k -t
SAN| 6, (Zmi . (33)
i=1

Bemerkungen
® Das Theorem ist ein Spezialfall der asymptotischen Verteilung von Fixed-Effects-Parameterschatzern in LMMs.

® Rencher and Christensen (2012) 17.5.1 zitieren Fuller and Battese (1974) fiir einen Beweis.

® 5 muss nicht notwendigerweise der DerSimonian-Laird-Schitzer von 4 sein.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Definition (Asymptotische Varianz fiir einen REM-SES-Schatzers)

Gegeben sei das Random-Effects-Modell der Metaanalyse mit bekannten studienspezifischen Varianzen o-? fir ¢ =
1,..., k, studieniibergreifenden standardisierter Effektstirkevarianz (Heterogenitit) 72 und es sei & ein Schatzer der
wahren, aber unbekannten, standardisierten Effektstirke §. Dann wird der Varianzparameter der asymptotischen
Verteilung von 5 die asymptotische Varianz von 5 genannt und mit

=il

k
8 - o 4 1 -
Vo (8) = <E w,) mit @; :=mfurl=1,m,k4 (34)

i=1
bezeichnet. Ein haufig genutzter Schatzer fiir die asymptotische Varianz von 5 ist
=i

k
5 .3 o A 1
Vo (8) = E (v itw; == 5—— firi=1,..., k. 35
2(0) <i:1wz> mit @; = g? ir @ , (35)

fiir einen Schitzer 72 der studieniibergreifenden standardisierten Effektstarkevarianz 72,

Bemerkungen

® Die Definitionen sind analog zu denen zur asymptotischen Varianz von Hedges g im Einzelstudienmodell.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Theorem (Asymptotisches Konfidenzintervall fiir die SES)

Gegeben sei das Random-Effects-Modell der Metaanalyse, 5 sei ein REM-basierter Schitzer der standardisierten

Effektstarke &, V,, () sei seine Varianz und fiir ein Konfidenzlevel v €]0, 1] sei
1
—o! (%”) (36)

wobei @1 die inverse kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichne. Dann ist

- [wa/va@zmﬁ\/VQ(S)ZV] @37

ein asymptotisches ~y-Konfidenzintervall fiir die standardisierte Effektstirke 4.

Z’Y'

Bemerkungen

® Wir nutzen hier ~ fiir das Konfidenzlevel, da § schon belegt ist.
® k entspricht einem Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung bei bekannter Varianz.

® In der Anwendung wird man Va(g) durch seinen Schatzer \A/a (8) ersetzen.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Beweis

Wir miissen zeigen, dass
P(k36) =7. (38)

Dazu halten wir zunichst fest, dass
LN (5,Y,(9)). (39)

Mit dem Theorem zur Z-Transformation gilt dann

5-6
Zs = — ~ N(0,1). (40)
Va(0)
Weiterhin gilt per Definition von 2y, dass
P (*ZW <Zg< Z'r) =7 (41)
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Asymptotische Verteilung von Hedges g

Beweis (fortgefiihrt)

Aus der Definition eines «y-Konfidenzintervalls folgt dann

:[P(—g—zw wa(g)gfagfémﬂ/va((?)) ()

und damit ist alles gezeigt.
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation mit & := 10, § := 1, 72 := 0.1, 02 ~ U(0,0.2)

set.seed(2) # reproduzierbare Ergebnisse
k =10 # Anzahl an Studien
delta =1 # wahre, aber unbekannte, SES
tausqr = .1 # w.a.u. Heterogenitat
sigsqr_i = rep(NaN,k) # Studienspezifische Varianzenarray
delta_i = rep(Nal,k) # Latente Effektstérken Array
y_i = rep(Nal,k) # Empirische Effektstirken Array
for(i in 1:k){ # Studieniterationen
delta_i[i]l = rnorm(1,delta, sqrt(tausqr)) # latente Studieneffektstédrke
sigsqr_i[i]l = runif(1,.0,.2) # bekannte studienspezifische Varianz
y_i [l = rnorm(1,delta_i[i],sqrt(sigsqr_il[il))} # empirische Effektstérke
w_i = 1/sigsqr_i # Wichtungsparameter des FEM-ML-SES-Schitzers
delta_hat = sum(w_i*y_i)/sum(w_i) # FEM-ML-SES-Schétzer
Q = sum((w_i*(y_i-delta_hat)~2)) # Q-Statistik
I2 = (Q - (x-1))/Q # I"2-Statistik
c = sum(w_i) - (sum(w_i**2)/sum(w_i)) # ¢ fiir DerSimonian-Laird
tau_hat_dl = (Q - (&-1))/c # DerSimonian-Laird tau”2 Schitzer
w_i_dl = 1/(sigsqr_i + tau_hat_dl) # Wichtungsparameter des REM-SES-Schitzers
delta_hat_dl = sum(w_i_dl*y_i)/sum(w_i_d1) # REM-DL-SES-Schétzer
delta_hat_dl_var = 1/sum(w_i_dl) # asymptotische Varianz des DL-SES-Schitzers
gamma = 0.95 # Konfidenzlevel
z_gamma = gnorm((1 + gamma)/2) # z-Konfidenzkonstante
ci.lb = delta_hat_dl-sqrt(delta_hat_dl_var)+z_gamma # untere KI Grenze
ci.ub = delta_hat_dl+sqrt(delta_hat_dl_var)+z_gamma # obere KI Grenze

estimate ci.lb ci.up
1.1598 0.9263 1.3932
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation mit k := 10, § :== 1, 7% := 0.1, 07 ~ U(0,0.2)

Anwendung von metafor
library(metafor)

res = rma(yi = y_i, vi = sigsqr_i, method = "DL")

print(res)

Random-Effects Model (k = 10; tau”2 estimator: DL)

# R Paket

*

Daten und DerSimonian-Laird ("DL") Methode

#*

Ergebnisausgabe

tau~2 (estimated amount of total heterogeneity): 0.0576 (SE = 0.0645)

tau (square root of estimated tau”2 value): 0.2401

I°2 (total heterogeneity / total variability): 43.86%

H"2 (total variability / sampling variability): 1

Test for Heterogeneity:

Q(df = 9) = 16.0326, p-val = 0.0662

Model Results:

estimate se zval pval ci.lb ci.ub
1.1598 0.1191 9.7360 <.0001 0.9263 1.3932

Signif. codes: 0 's**x' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05

.78

Hokok

PR
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation der asymptotischen Verteilung und des 95%-Konfidenzintervalls mit metafor

set.seed(2)
k
delta
tausqr
sigsqr_i
sim
delta_hat_dl
kappa
for(s in 1:sim){
delta_i
y_i
for(i in 1:k){
delta_i[i]
y_ilil
res
delta_hat_dl[s]
kappal[1,s]
kappa[2,s]

runif(k,.1,.2)

lel

= rep(NaN,sim)

array(rep(Nal, 2*sim), dim = c(2,sim))

rep(Nall, k)
rep(Nall, k)

rnorm(1,delta, sqrt(tausqr))
rnorm(1,delta_i[il,sqrt(sigsqr_i[il))}
rma(yi =
res$b

res$ci.lb

y_i, vi = sigsqr_i, method = "DL")

res$ci.ub}
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reproduzierbare Ergebnisse
Anzahl an Studien
wahre, aber unbekannte, SES

w.a.u. Heterogenitit

bekannte studienspezifische Varianzen

Anzahl Simulationen

SES Array

Konfidenzintervallarray
Simulationsiterationen

Latente standardisierte Effektstdrkenarray
Empirische standardisierte Effektstérkenarray
Studieniterationen

latente Studieneffektstérke

empirische Effektstédrke

metafor basierte Konfidenintervallbestimmung
Standardisierte Effektstarkeschdtzer

untere Konfidenzintervallgrenze

obere Konfidenzintervallgrenze



Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation der asymptotischen Verteilung und des 95%-Konfidenzintervalls mit metafor

1.5 P nﬂ_H
104 ﬁ;ﬁ "
0:0 R»mrﬂ'ﬂvﬂm

I
1.0 15

N
REC)
N
(6]
w
1S)
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Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Simulation der asymptotischen Verteilung und des 95%-Konfidenzintervalls mit metafor




Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

nature human behaviour

Asystematic review and meta-analysis of
transdiagnostic cognitive behavioural
therapies foremotional disorders

LauraE.Meino®*7 , AvaSchulz*™,

MaxiC. Weber', Ang
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BT)may

TD-CBT

dividual,

results from PubMed, MEDLINE, PsycINFO, Google Scholar, medRxiv and

studiesfor: hy
0)

TD-CBT

1

(g=0.74,95%C1=0.57-0.92,P<0.001) and anxiety (g = 0.7, 95% C1 = 0.56
097,P<0.001) than did controls. Across treatment formats, TD-CBT was
iperior

BT,

TD-CBT d12month:

evidence for TD-CBT asan eficacious treatment for emotional disorders in
different settings.
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Anwendungsbeispiel

“All analyses were conducted in R (v.4.3.1), using the metafor (v.4.2-0), meta (v.6.5-0) and dmetar packages
(v.0.1.0). We calculated controlled effect sizes for the difference between the transdiagnostic treatment and the
control conditions in main outcomes (depression and anxiety) at posttreatment (relative efficacy), using the bias-
corrected Hedges' g and the 95% Cl. These were calculated by subtracting the mean posttreatment score of the
transdiagnostic condition from the mean score of the control condition, divided by the pooled standard deviation of

both conditions. Values of 0.2, 0.5 and 0.8 of Hedges’ g represent a small, moderate and large effect size, respectively.

Building on previous work, we expected considerable variability and thus used a random-effects model to account
for heterogeneity of included studies. We tested heterogeneity of effect sizes with the Q statistic, the I? statistic
and by visual inspection of forest plots.

Schaeuffele et al. (2024)
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Anwendungsbeispiel

Table 2| By p izes of ive and anxiety for to
control groups at posttreatment

Depression ) Anxiety
k g P W F Q P | I o ouw r Q P
\Conol 63 074 <0001 057 092 8829 34496 <0001 I 077 <0001 056 097 9172 39855 <0001
DSCBT_§ 009 0265 007 025 5386 182 0023 9 009 009 001 020 579 1256 0128

TD-CBT (all
treatment TAU 18 090 <0001 066 114 7728 6155 <0001 17 098 <0001 063 133 8975 10168 <0001
formats) versus
Other 13 027 <0001 013 042 0010 1376 0316 13 014 0128 -004 031 1767 1533 0224
wL 23 123 <0001 080 166 9285 1248 <0001 22 124 <0001 082 167 9226 12248 <0001
Control 18 090 <0001 057 123 7588 6817 <0001 17 109 <0001 062 156 8716 9886 <0001
DS-CBT - - - - - - - - - - - - - - - -
Individual
TAU 4 108 <0001 073 143 0 31 0374 3 133 0002 049 216 7424 723 0027
TD-CBT versus
Other 5 049 00N 0N 086 2573 599 0200 5 025 0187 -012 062 2640 528 0259
wL 7 140 <0001 087 193 7124 2389 <0001 7 171 <0001 087 255 8780 3467 <0001
Control 24 087 <0001 041 132 9609 16738 <0001 23 076 <0001 032 120 9556 18836 <0001
DS-CBT 3 016 0307 -015 048 5979 498 0083 3 014 0331 -0l 041 4959 369 0158
Group-based 8 094 <0001 049 140 8894 3016 <0001 8 104 0003 036 173 9508 6866 <0001
TD-CBT versus
Other 6 023 0017 004 041 0010 550 0358 6 007 0669 -024 037 4927 949 0091
wL 7 188 0027 021 355 9814 8402 <0001 6 152 0033 012 292 9685 6610 <0001
Contol 21 061 <0001 042 080 7845 10163 <0001 21 058 <0001 039 078 7916 9735 <0001
DS-CBT 4 008 0563 -018 033 7037 137 0010 4 003 0662 -ON 017 0 047 0925
Internet-based
ToCoTverss AU 6 079 <0001 046 112 6903 1573 0008 6 076 <0001 043 109 6915 1609 0007
Other - - - - - - - - - - - - - - - -
wL 9 086 <0001 072 101 0 789 0444 9 083 <0001 066 100 2087 107 0198

k=number of comparisons; LL=lower limit of 95% CI; UL=upper limit of 85% CI. I

“Across settings, TD-CBT revealed significantly stronger symptom reduction in depression (g = 0.74, 95% Cl =
0.57-0.92, P < 0.001) (...) than controls at posttreatment.”

Schaeuffele et al. (2024)
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Anwendungsbeispiel

DerSimonian-Laird-basierte standardisierte Effektstarkeschatzung im Random-Effects-Modell

D

k

y_i

sigsqr_i
w_i
delta_hat

Q

I2

®

tau_hat_dl
w_i_dl
delta_hat_dl
delta_hat_dl_var
gamma
z_gamma
ci.lb

ci.ub

Q-Statistik
I~2-Statistik

DerSimonian-Laird-Schétzer von tau~2

estimate ci.lb

read.csv("./4_Daten/TD-CBT-GI.csv")

nrow (D)

D$hgi

D$vgi

1/sigsqr_i

sum(w_i*y_i)/sum(w_i)
sum((w_i*(y_i-delta_hat)"2))

@ - &-1))/Q

sum(w_i) - (sum(w_i**2)/sum(w_i))

@ - &-1))/c

1/(sigsqr_i + tau_hat_dl)
sum(w_i_dl*y_i)/sum(w_i_dl)

1/sum(w_i_d1)

0.95

qnorm((1 + gamma)/2)
delta_hat_dl-sqrt(delta_hat_dl_var)+z_gamma
delta_hat_dl+sqrt(delta_hat_dl_var)*z_gamma

: 344.9632
: 82.03
:0.243

ci.up
0.7141 0.5724 0.8557

L I T

Einlesen des Datensatzes

Anzahl an Studien

Empirische Effektstarken Array
Studienspezifische Varianzenarray
Wichtungsparameter des FEM-ML-SES-Schitzers
FEM-ML-SES-Schitzer

Q-Statistik

I-2-Statistik

¢ fiir DerSimonian-Laird

DerSimonian-Laird tau~2 Schétzer
Wichtungsparameter des REM-DL-SES-Schatzers
REM-DL-SES-Schitzer

Asymptotische Varianz des REM-DL-SES-Schitzers
Konfidenzlevel

z-Konf idenzkonstante

untere KI Grenze

obere KI Grenze
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Anwendungsbeispiel

DerSimonian-Laird-basierte standardisierte Effektstirkeschatzung im Random-Effects-Modell

library(metafor)

D = read.csv("./4_Daten/TD-CBT-GI.csv")

res = rma(yi = D$hgi, vi = D$vgi, method =

print(res)

# R Paket
# Einlesen des Datensatzes
"DL") # Daten und DerSimonian-Laird ("DL") Methode

# Ergebnisausgabe

Random-Effects Model (k = 63; tau”2 estimator: DL)

tau™2 (estimated amount of total heterogeneity): 0.2430 (SE = 0.0646)

tau (square root of estimated tau™2 value): 0.4930

I72 (total heterogeneity / total variability): 82.03%

H"2 (total variability / sampling variability): 5.56

Test for Heterogeneity:
Q(df = 62) = 344.9632, p-val < .0001

Model Results:

estimate se zval pval ci.lb
0.7141 0.0723 9.8808 <.0001 0.5724

Signif. codes: 0 's*x' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05

ci.ub

0.8557  **x

PR
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Anwendungsbeispiel

ReML-basierte standardisierte Effektstarkeschatzung im Random-Effects-Modell

library(metafor) # R Paket

D = read.csv("./4_Daten/TD-CBT-GI.csv") # Einlesen des Datensatzes

res = rma(yi = D$hgi, vi = D$vgi) # Daten und ReML Default Methode
print (res) # Ergebnisausgabe

Random-Effects Model (k = 63; tau”2 estimator: REML)

tau"2 (estimated amount of total heterogeneity): 0.4015 (SE = 0.0875)
tau (square root of estimated tau™2 value): 0.6337

I72 (total heterogeneity / total variability):  88.29%

H"2 (total variability / sampling variability): 8.54

Test for Heterogeneity:
Q(df = 62) = 344.9632, p-val < .0001

Model Results:

estimate se zval pval ci.lb ci.ub
0.7445 0.0885 8.4169 <.0001 0.5712 0.9179 **x

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 's%' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Anwendungsbeispiel

ReML-basierte

D = read.csv("./4_Daten/TD-CBT-GI.csv")
k = nrow(D)

y-i = D$hgi

sigsqr_i = D$vgi

w_i = 1/sigsqr_i

delta_hat = sum(w_i*y_i)/sum(w_i)

Q = sum((w_i*(y_i-delta_hat)"2))

12 =@- G-1))/Q

tau_hat_reml = res$tau2

w_i_reml 1/(sigsqr_i + tau_hat_reml)

delta_hat_reml = sum(w_i_reml*y_i)/sun(w_i_reml)

delta_hat_var 1/sum(w_i_reml)

gamma =0.95
z_gamma = gnorm((1 + gamma)/2)

ci.lb = delta_hat_reml-sqrt(delta_hat_var)*z_gamma
ci.ub = delta_hat_reml+sqrt(delta_hat_var)+z_gamma

Q-Statistik : 344.96
I"2-Statistik : 82.03
ReML-Schétzer von tau~2 : 0.4015

estimate ci.lb ci.ub
0.74 0.57 0.92

L I I I R

standardisierte Effektstarkeschatzung im Random-Effects-Modell

Einlesen des Datensatzes

Anzahl an Studien

Empirische Effektstérken Array
Studienspezifische Varianzenarray
Wichtungsparameter des FEM-ML-SES-Schétzers
FEM-ML-SES-Schétzer

Q-Statistik

I72-Statistik

ReML tau™2 Schétzer aus metafor
Wichtungsparameter des REM-DL-SES-Schitzers
REM-DL-SES-Schéatzer

Asymptotische Varianz des REM-DL-SES-Schédtzers
Konfidenzlevel

z-Konfidenzkonstante

untere KI Grenze

obere KI Grenze

Evaluation und Metaanalyse | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 43



Fixed-Effect-Modell der Metaanalyse

Random-Effects-Modell der Metaanalyse

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Fixed-Effects-Modells der Metaanalyse wieder und erlautern Sie es.

2. Geben Sie das Theorem zum FEM-ML-SES-Schatzer wieder.

3. Geben Sie das Theorem zur Q-Statistik wieder.

4. Geben Sie die Definition der I2-Statistik wieder.

5. Geben Sie die Definition des Random-Effects-Modells der Metaanalyse wieder und erliutern Sie es.
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