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Fundamentales Ziel von Regressionsanalysen ist es, Beziehungen zwischen unabhéngigen und
abhéngigen Variablen zu modellieren. Ein zentrales Thema dabei ist die Anpassung von Funk-
tionen an beobachtete Datensétze. Mit dem Begriff der Ausgleichsgerade im Rahmen der Me-
thode der kleinsten Quadrate und dem Begriff der einfachen linearen Regression wollen wir
uns in diesem Abschnitt diesen zentralen Themen der probabilistischen Datenmodellierung
schrittweise ndhern. Dabei unterscheiden sich die Konzepte von Ausgleichsgerade und einfa-
cher lineare Regression in einem zentralem Aspekt: bei der Ausgleichsgerade werden unabhén-
gige und abhéngige Variable nicht als Zufallsvariablen modelliert, im Rahmen der einfachen
linearen Regression nimmt die abhéngige Variable dann die Form einer Zufallsvariablen an. Im
Kontext der Korrelation schliellich werden sowohl abhéngige als auch unabhéngige Variable
als Zufallsvariablen modelliert.

Um die Konzepte dieses Abschnittes zu verdeutlichen, betrachten wir einen Beispieldatensatz
in dem die Anzahl an Psychotherapiestunden als unabhéngige Variable z der Symptomreduk-
tion einer Gruppe von n = 20 Patient:innen als abhéngige Variable y gegeniiber gestellt wird
(Abbildung 1). Die visuelle Inspektion dieses Datensatzes legt nahe, dass ein Mehr an Therapie-
stunden ein Mehr an Symptomreduktion impliziert. Ziel der Methode der kleinsten Quadrate
und der einfachen linearen Regression ist es, diesen intuitiven funktionalen Zusammenhang
zwischen unabhéngiger und abhingiger Variable auf eine quantitative Basis zu stellen.

Methode der kleinsten Quadrate

Wir definieren zunéchst den Begriff der Ausgleichsgerade.

Definition 1.1 (Ausgleichsgerade). Fiir 8 := (8;, 8;)7 € R? heifit die linear-affine Funktion

fs: R=>R o fa(x) == By + By, (1)
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Abbildung 1. Beispieldatensatz

fiir die fiir einen Datensatz {(z,¥,), ..., (x,,,¥,)} C R? die Funktion

n n

q:R?*— R-g, 8 q(B) == Z(yz - fﬁ(xi)>2 = Z(yz — (By + 51%))2 (2)

i=1 =1

der quadrierten vertikalen Abweichungen der y; von den Funktionswerten fg(z;) ihr Minimum
annimt, Ausgleichsgerade fir den Datensatz {(z1,y1), -, (T, Yn)}-

Bei der Ausgleichsgerade handelt es sich also um eine linear-affine Funktion der Form
fﬁ"Rﬁ[R,CCHfﬂ(x) = By + Bz (3)

Abbildung 2 zeigt drei durch jeweils andere Werte von 3, und g, parameterisierte linear-affine
Funktionen zusammen mit der Wertemenge des Beispieldatensatzes.

Wie bei allen linear-affinen Funktionen entspricht bei f; der Wert von 5, dem Wert, den fj4
flir z = 0 annimmt,

fﬁ(0>:50+51'02/30 (4)
und damit graphisch dem Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der y-Achse. Da [, damit
dem Versatz (engl. offset) des Funktionsgraphen von y = 0 an der Stelle z = 0 entspricht, nennt
man 3, auch hiufig den Offsetparameter. Analog entspricht wie bei allen linear-affinen Funk-
tionen der Wert von 3; dem Wert der Funktionswertdifferenz pro Argumenteinheitsdifferenz.
Beispielsweise gilt etwa fiir 5, = 5 und ; = 0.5, dass

f5(2) = f5(1) =(5+0.5-2) = (5+0.5-1)=1-0.5=0.5

£5(9) — f5(8) = (5+0.5-9) — (54+0.5-8) =9.5 -8 = 0.5 (5)



Fiir eine Argumentdifferenz von 1 ergibt sich also eine Funktionswertdifferenz von 0.5. j;
enkodiert also die Stirke der Anderung der Funktionswerte pro Argumentseinheitsdifferenz
und damit die Steigung (engl. slope) des Graphen der linear-affinen Funktion. Entsprechend
wird B, Steigungsparameter oder Slopeparameter genannt.

Bo=5,B1=0.5 Bo=-20,B;=3 Bo=-6.2,B. =17
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Abbildung 2. Linear-affine Funktionen mit unterschiedlichen Parameterwerten vor dem Hintegrund
des Beispieldatensatzes

Nach Definition ist die Ausgleichsgerade nun allerdings nicht eine beliebige linear-affine Funk-
tion der Form fg, sondern eben jene, die fiir einen gegebenen Datensatze {(z1,yy), .., (¥,,,¥,)}
die Summe der quadrierten vertikalen Abweichnungen

q(B) = Z(.% — (Bo + By2;))? (6)
i—1

minimiert. Fiir eine fest vorgegebenen Datensatz von (z;, y;) Paaren ist der Wert dieser Summe
abhéngig von den Werten von f; und f; und kann deshalb durch Wahl geeigneter Werte
von [, und f; minimiert werden. Da hierbei eine Summe von quadrierten Abweichungen
zwischen Datenpunkten und Werten der Ausgleichsgerade minimiert wird, spricht man auch
oft etwas ungenau von der Methode der kleinsten Quadrate (engl. method of least squares).
Abbildung 3 zeigt die vertikalen Abweichungen zwischen y; und S, + fyz; fir ¢« = 1,...,n
des Beispieldatensatzes als orange Linien sowie die Summe ihrer Quadrate ¢() im Titel. Fir

die Parameterwerte 8, = —6.2 und 3, = 1.7 (vgl. Abbildung 2) nimmt diese Summe ihren
kleinsten Wert an.

Konkrete Formeln zur Bestimmung der Parameterwerte der Ausgleichsgerade stellt Theo-
rem 1.1 bereit.

Theorem 1.1 (Ausgleichsgerade). Fiir einen Datensatz {(x1,v;), .-, (%,,9,)} C R? hat die
Ausgleichsgerade die Form

fs: R=Rxe fa(x) ::Bo"‘éﬁ, (7)



a(p) =1159 a(p) = 1451 a(B) =250
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Abbildung 3. Vertikale Abweichungen und Quadratsummen bei unterschiedlichen Parameterwerten

wobei mit der Stichprobenkovarianz c,,, der (z;,y;)-Werte, der Stichprobenvarianz s2 der x;-
Werte und den Stichprobenmitteln x und y der x;- und y,- Werte, respektive, gilt, dass

~ Cy - _ ~
By = —22’ und By =y — P . (8)

x

Beweis. O

Theorem 1.1 besagt, dass die Parameterwerte, die fiir einen gegebenen Datensatz
{(x1,91), - (z,,y,)} die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen fir eine
linear-affine Funktion minimieren mithilfe der Stichprobenmittel der z;- und y,;-Werte,
der Stichprobenvarianz der x,-Werte und der Stichprobenkovarianz der x,- und y,;-Werte
berechnet werden kénnen. Die Terminologie orientiert sich hier an den Begrifflichkeiten der
deskriptiven Statistik, insbesondere werden die x,-Werte haufig nicht als Realisationen von
Zufallsvariablen verstanden, der Begriff der Stichprobe wird jedoch trotzdem verwendet. Aus
der Anwendungsperspektive kénnen nach Theorem 1.1 die Parameter der Ausgleichsgerade
also mithilfe der bekannten Funktionen fiir die Auswertung deskriptiver Statistiken bestimmt
werden. Folgender R Code demonstriert dies.

# Einlesen des Beispieldatensatzes
fname = file.path("./Daten/Regression.csv")
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Stichprobenstatistiken

x_bar = mean(D$x_1i) # Stichprobenmittel der x_i-Werte

y_bar = mean(D$y_i) # Stichprobenmittel der y_i-Werte

2% = var(D$x_1i) # Stichprobenvarianz der x_i-Werte

cxy = cov(D$x_i, D$y_i) # Stichprobenkovarianz der (x_i,y_i)-Werte

# Ausgleichsgeradenparameter
beta_1_hat = cxy/s2x
beta_0_hat

*

\hat{\beta}_1, Steigungsparameter
y_bar - beta_1_hat*x_bar # \hat{\beta}_0, Offset Parameter

# Ausgabe
cat("beta_0_hat:", beta_O_hat,
"\nbeta_1_hat:", beta_1_hat)



beta_0O_hat: -6.194704
beta_1_hat: 1.657055

Eine typische Visualisierung der Ausgleichsgerade eines Datensatzes wie in Abbildung 4 im-
plementiert folgender R Code.

# Visualisierung der Datenwerte als Punktwolke

plot(

D$x_i,

D$y_i,

pch = 16,

xlab = "Anzahl Therapiestunden (x)",

ylab = "Symptomreduktion (y)",

x1lim = ¢(0,21),

ylim = c(-10, 40),

main = TeX("$\\hat{\\beta} 0 = -6.19, \\hat{\\beta}_1 = 1.66$"))

# Ausgleichsgerade

abline(

coef = c(beta_0_hat, beta_1_hat),
1ty =1,

col = "black")

# Legende

legend(

"topleft",

c(TeX("$(x_i,y_1)$"), TeX("$£(x) = \\hat{\\beta}_ 0 + \\hat{\\beta}_1x$")),
1ty = c(0,1),

pch = c(16, NA),

bty = "n")
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Abbildung 4. Ausgleichsgerade fiir den Beispieldatensatz

Literaturhinweise

Die Idee der Minimierung einer Summe von quadrierten Abweichungen bei der Anpassung einer
Polynomfunktion an beobachtete Werte geht auf die Arbeiten von Legendre (1805) und Gauss



(1809) im Kontext der Bestimmung von Planetenbahnen zuriick. Eine historische Einordnung
dazu gibt Stigler (1981). Der Begriff der Regression geht zuriick auf Galton (1886). Stigler
(1986) gibt dazu einen ausfiihrlichen historischen Uberblick.
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