Inferenzstatistik
BSc Psychologie SoSe 2021

Prof. Dr. Dirk Ostwald



(0) Mathematische Grundlagen



Als bekannt vorausgesetzte Symbole

A:=B A ist definiert als B A=B Aistgleich B

A< B Alist dquivalent mit B | A= B Aus A folgt B

a<b a ist kleiner als b a<b a ist kleiner oder gleich b
a>b a ist groBer als b a>b a ist groBer oder gleich b
n! Fakultit von n |al Betrag von a
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Formen mathematischer Aussagen

Definition. Eine Definition (oder auch ein Axiom) ist ein Grundsatz eines logischen Systems,
der innerhalb dieses Systems weder begriindet noch deduktiv abgeleitet wird. Definitionen
kénnen nur nach ihrer Niitzlichkeit innerhalb eines logischen Systems bewertet werden. Eine
Definition lernt man am besten erst einmal auswendig und hinterfragt sie erst dann, wenn
man ihren Nutzen in der Anwendung verstanden hat oder von diesem nicht iiberzeugt ist.
Etwas Entspannung beim Umgang mit Definitionen ist generell hilfreich.

Theorem. Ein Theorem (oder auch Satz) ist eine Aussage, die mittels eines Beweises als
richtig erkannt, dass heiBt, aus Definitionen und/oder bereits bekannten S&tzen hergelei-
tet werden kann. Theoreme sind die “empirischen Ergebnisse” der Mathematik. Theoreme
sind in der angewandten Mathematik oft fiir Berechnungen hilfreich, es lohnt sich also, sie
auswendig zu lernen.

Beweis. Ein Beweis ist eine logische Argumentationskette, die auf bekannte Definitionen
und Theoreme zuriickgreift, um die Richtigkeit eines Theorems zu belegen. Kurze Beweise
tragen oft zum Verstindnis eines Theorems bei, lange Beweise eher nicht. Beweise sind
die Antwort auf die Frage warum eine mathematische Aussage gilt (“Warum ist das so?").
Beweise lernt man nicht auswendig. Wenn sie lang sind, ist es sinnvoller sie beim ersten
Lesen zu iibergehen, um sich nicht in Details zu verlieren.
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Literaturhinweise

Die Lektiire von Barwolff (2017) wird empfohlen. Speziell werden zum Thema Mengenlehre
die Abschnitte 1.2 und 1.5, zum Thema Funktionen die Abschnitte 1.3, 2.1 und 2.3, zum
Thema Differentialrechnung Abschnitt 2.6, zum Thema Analytische Optimierung Abschnitt
2.10, und zum Thema Integralrechnung Abschnitt 2.13 (ohne 2.13.3) empfohlen.



Mathematische Grundlagen
* Mengen

® Summen, Produkte, Potenzen

Funktionen

Differentialrechnung

Analytische Optimierung
® Integralrechnung

® Selbstkontrollfragen



Mengen

Definition (Mengen und Mengendefinition)

Nach Cantor (1895) ist eine Menge definiert als “eine Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unsere Anschauung oder unseres Denken (welche die
Elemente der Menge genannt werden) zu einem Ganzen”. Wir schreiben

m € M bzw. m ¢ M (1)

um auszudriicken, dass m ein Element bzw. kein Element von M ist. Zur Definition von
Mengen gibt es mindestens folgende Mdglichkeiten:

(1) Auflisten der Elemente in geschweiften Klammern, z.B. M := {1, 2, 3}.
(2) Angabe der Eigenschaften der Elemente, z.B. M := {z € N|z < 4}.

(3) Gleichsetzen mit einer anderen eindeutig definieren Menge, z.B. M := N3.

Bemerkungen
® (2) wird als “z € N, fiir die gilt, dass z < 4 ist” gelesen.
® Die Bedeutung von N und N3 wird im Folgenden erliutert.

® Mengen sind ungeordnet, d.h. {1,2,3} = {1, 3,2} = {2,3,1} etc.
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Mengen

Definition (Teilmengen und Mengengleichheit)

® Eine Menge A heiBt Teilmenge einer Menge B, wenn fiir jedes Element a € A gilt,
dass auch a € B. Ist A eine Teilmenge von B, so schreibt man

ACB (2)
und nennt A Untermenge von B und B Obermenge von A.

® Eine Menge A heiBt echte Teilmenge einer Menge B, wenn fiir jedes Element a € A
gilt, dass auch a € B, es aber zumindest ein Element b € B gibt, fiir das gilt b ¢ A.
Ist A eine echte Teilmenge von B, so schreibt man

ACB. (3)

® Zwei Mengen A und B heiBen gleich, wenn fiir jedes Element a € A gilt, dass auch
a € B, und wenn fiir jedes Element b € B gilt, dass auch b € A. Sind die Mengen A
und B gleich, so schreibt man
A=B. (4)

Bemerkung

® Seien A:= {1}, B:={1,2}, C:={1,2}. Danngit AC B,BC C,C C Bund B=C.
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Mengen

Definition (Kardinalitat, leere Menge)

Die Anzahl der Elemente einer Menge M heiBt Kardinalitdt und wird mit |M| bezeichnet.
Eine Menge mit Kardinalitit O heiBt /eere Menge und wird mit () bezeichnet.

Bemerkung
o Fiir M := {1,2,3} gilt |M| = 3.
Definition (Potenzmenge)

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heiBt Potenzmenge von M und wird mit P (M)
bezeichnet. Die leere Untermenge von M und M selbst sind immer Elemente von P(M).

Bemerkungen
® Fir M :={1,2,3} gilt P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
® Allgemein gilt |[M| =n = |P(M)| = 2™.
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Mengen

Definition (Mengenoperationen)

M und N seien zwei Mengen.
® Die Vereinigung von M und N ist definiert als die Menge

MUN :={z|z € M oder z € N}, (5)
wobei oder im inklusiven Sinne als und/oder zu verstehen ist.

® Der Durchschnitt von M und N ist definiert als die Menge

MNN:={z|lr € M und z € N}. (6)
® Die Differenz von M und N ist definiert als die Menge

M\ N :={z|xr € M und = ¢ N}. (7)
® Die symmetrische Differenz von M und N ist definiert als die Menge

MAN := {z|z € M oder z € N, aber z ¢ M N N}, (8)

wobei oder hier also im exklusiven Sinne zu verstehen ist.

Bemerkung
® Fir M :={1,2,3} und N := {2,3,4,5} gilt
MUN ={1,2,3,4,5}, MNN = {2,3}, M\ N = {1}, N\M = {4,5}, MAN = {1,4,5}.
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Mengen

Definition (Zahlenmengen)
Es bezeichnen
® N :={1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen,
® N, :={1,2,3,...,n} die natiirlichen Zahlen der Ordnung n,
e NO:=NuU {0} die natiirlichen Zahlen und Null,
=1{...,—3,-2,-1,0,1,2,3...} die ganzen Zahlen,
= {§|p, q € Z,q # 0} die rationalen Zahlen,
die reellen Zahlen, und

= {a +ibla,b € R,i := +/—1} die komplexen Zahlen.

°
6 ® © N

Bemerkungen
® R umfasst die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen R \ Q wie z.B. e, 7 und V2.

® Esgit NCZCQCRCC.
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Mengen

Definition (Intervalle)

Zusammenhingende Teilmengen der reellen Zahlen heiBen Intervalle. Fiir a,b € R unter-

scheidet man

® das abgeschlossene Intervall

[a,b] :=={z € Rla <z < b}, (9)
® das offene Interval
la,bl:={z € Rla < = < b}, (10)
® die halboffenen Intervalle
la,b] :=={z € Rla < z < b} und [a,b[:= {z € Rla < z < b}. (11)

Bemerkung

® Positiv Unendlich (co) und negativ Unendlich (—o0) sind keine Element von R.

® Es gilt also immer ] — oo, b] oder | — oo, b[ bzw. Ja, oo[ oder [a, oo, sowie R =] — oo, co.
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Mengen

Definition (Kartesische Produkte)

M und N seien zwei Mengen. Dann ist das Kartesische Produkt der Mengen M und N die
Menge aller geordneten Tupel (m,n) mit m € M und n € N, formal

M x N :={(m,n)lm € M,n € N}. (12)
Das Kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst wird bezeichnet mit
M?:= M x M. (13)

Seien weiterhin My, Ma, ..., M, Mengen. Dann ist das Kartesische Produkt der Mengen
Mj, ..., M, die Menge aller geordneten n-Tupel (m1,...,mn) mit m; € M; firi =1,...,n,
formal

n
[T Mi=Myx - x My = {(ma, ..., mn)|mi € M; fiir i =1,...,n}. (14)
i=1
Das n-fache Kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst wird bezeichnet mit

M"™ = H M = {(m1,,....mn)|m; € M}. (15)
i=1
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Mengen

Definition (Die Menge R™)

Das n-fache Kartesische Produkt der reellen Zahlen mit sich selbst wird bezeichnet mit

R™ := ﬁ R:={z := (z1,,....,zn)|z; € R} (16)

=1

und ‘R hoch n” gesprochen. Wir schreiben die Elemente von R" typischerweise als Spalten
= (17)

und nennen sie n-dimensionale Vektoren. Zu Abgrenzung nennen wir die Elemente von
R! =R auch Skalare.

Bemerkung
0.16
® Ein Beispiel fiir z € R* ist z = L.76
0.23
7.10
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Summen, Produkte, Potenzen

Definition (Summenzeichen)
Summen werden oft mithilfe des Summenzeichens
n
domi=z1+z2+ -+ (18)
i=1
dargestellt. Dabei stehen
® 3 fiir das griechische Sigma, mnemonisch fiir Summe,
® das Subskript 7 = 1 fiir den Laufindex der Summanden und den Startindex,
® das Superskript n fiir den Endindex,

® 11,x2,...,Ty fur die Summanden.

Bemerkung

® Nur mit Subskript und Superskripten macht das Summenzeichen Sinn.
® Die Bezeichnung des Laufindexes ist irrelevant, es gilt 37" ; z; =37, @;.
® |n seltenen Fillen wird der Laufindex auch als Element einer Indexmenge angegeben.

Ist z.B. die Indexmenge I := {1, 5, 7} definiert, so ist Zz‘el T; = x1 + x5 + T7.
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Summen, Produkte, Potenzen

Theorem (Rechenregeln fiir Summen)

Summen gleicher Summanden
Zx = 0B (19)
i=1

Assoziativitat bei Summen gleicher Lange

Dowi+d vi= (wit+wi) (20)
=1 =1 =1

Distributivitat bei Multiplikation mit einer Konstante

n n
Zaxi = azu’ci (21)
=i d=1
Aufspalten von Summen mit 1 < m <n
n m n
Zmi = ZIZ =4 Z T (22)
i=1 i=1 i=m+1

Umindizierung

n n+m
=0 j=m
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Summen, Produkte, Potenzen

Definition (Produktzeichen)

Produkte werden oft mithilfe des Produktzeichens
H Ti=T1 X2 B (24)

dargestellt. Dabei stehen
® [T fiir das griechische Pi, mnemonisch fiir Produkt,
® das Subskript ¢ = 1 fiir den Laufindex der Produkterme und den Startindex,
® das Superskript n fiir den Endindex,

® 11,x2,..., Ty fur die Produktterme.

Bemerkungen
® Nur mit Subskript und Superskripten macht das Produktzeichen Sinn.
® Die Bezeichnung des Laufindexes ist irrelevant, es gilt [[_; z: = [[}_; ;.
® |n seltenen Fillen wird der Laufindex auch als Element einer Indexmenge angegeben.

Ist z.B. die Indexmenge J := Ng definiert, so ist ZjeJxJ' =1x0 + 1 + 2.
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Summen, Produkte, Potenzen

Definition (Potenz)
Fiir a € R und n € NO ist die n-te Potenz von a definiert durch
a®:=1und a"!:=a" -a. (25)

Weiterhin ist fiir a € R\ 0 und n € NV die negative n-te Potenz von a definiert durch

a” "= (a")" = i (26)

an

a wird dabei Basis und n wird Exponent genannt.

Theorem (Rechenregel fiir Potenzen)

Fir a,b € R und n,m € Z mit a # 0 bei negativen Exponenten gelten

aa™ = "t (27)
(@)™ = (28)
(ab)™ = a"b" (29)
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Summen, Produkte, Potenzen

Definition (n-te Wurzel)

Fir a € R und n € N ist die n-te Wurzel von a definiert als die Zahl r, so dass

r" = a. (30)
Theorem (Potenzschreibweise der n-ten Wurzel)
Es sei a € R, n € N, und r die n-te Wurzel von a. Dann gilt
r=an (31)
Beweis
Es gilt

1 n 1
can =aXi=ln =l = a. (32)
1
Also gilt mit der Definition der n-ten Wurzel, dass r = an .
O
Bemerkung
1 .
® Das Rechnen mit Quadratwurzeln wird durch \/z = x2 sehr erleichtert.
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Funktionen

Definition (Funktion)

Eine Funktion (oder Abbildung) f ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element einer
Menge D genau ein Element einer Zielmenge Z zuordnet. D wird dabei Definitionsmenge
von f und Z wird Zielmenge von f genannt. Wir schreiben

f:D— Zxw— f(x), (33)

wobei f : D — Z gelesen wird als “die Funktion f bildet alle Elemente der Menge D
eindeutig auf Elemente in Z ab” und z — f(z) gelesen wird als “z, welches ein Element
von D ist, wird durch die Funktion f auf f(z) abgebildet, wobei f(z) ein Element von Z
ist”. Der Pfeil — steht fiir die Abbildung zwischen den Mengen D und Z, der Pfeil — steht
fiir die Abbildung zwischen einem Element von D und einem Element von Z.

Bemerkungen

® Es ist zentral, zwischen der Funktion f als Zuordnungsvorschrift und einem Wert der Funktion
f(x) als Element von Z zu unterscheiden.

® gz ist der Funktionsinput (auch Argument der Funktion genannt), f(z) der Funktionsoutput.
® Ublicherweise folgt f(x) die Definition der funktionalen Form von f, z.B.

f:R = Rsg,z = fla) :=a>. (34)
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Funktionen

Definition (Bildmenge, Urbildmenge)

Essei f: D — Z,xz +— f(x) eine Funktion und es seien D’ C D und Z' C Z.

® Die Menge
F(D") :={z € Z|Es gibt ein x € D’ mit z = f(z)} (35)

heiBt die Bildmenge von D’ und f(D) C Z heiBt der Wertebereich von f.

® Die Menge
f7HZ") ={z € D|f(z) € Z'} (36)
heiBt die Urbildmenge von Z'. x € D mit z = f(z) € Z heiBt auch Urbild von z.

Bemerkung

® Wertebereich f(D) und Zielmenge Z sind nicht notwendigerweise identisch.
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Funktionen

Definition (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat)
Essei f: D — Z,z+— f(z) eine Funktion.

® Die Funktion f heiBt injektiv, wenn es zu jedem Bild z € f(D) genau ein Urbild x € D
gibt. Aquivalent gilt, dass f injektiv ist, wenn aus 1,z € D mit z1 # x5 folgt, dass
f(:l?l) # f(CCQ) ist.

® Die Funktion f heiBt surjektiv, wenn f(D) = Z gilt, wenn also jedes Element der
Zielmenge Z ein Urbild in der Definitionsmenge D hat.

® Die Funktion f heiBt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen

e f:R — R,z +— f(x) := z? ist nicht injektiv, weil z.B. fiir z; = 2 # —2 = z5 gilt, dass
f(z1) = 2% =4 = (—2)2 = f(x2). Weiterhin ist f auch nicht surjektiv, weil z.B. —1 € R kein
Urbild unter f hat.

® f:1]0,00[— [0,00[,x — f(x):= x? ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

® Bijektive Abbildungen heiBen auch eineindeutige Funktionen (engl. one-to-one mappings).
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Funktionen

Beispiele

Nicht-surjektiv Nicht-injektiv Bijektiv

Y
) (A

o O w r
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Funktionen

Definition (Verkettung von Funktionen)

Es seien f: D — R und g : R — S zwei Funktionen, wobei die Zielmenge von f mit der
Definitionsmenge von g tibereinstimmen. Dann ist durch

gof:D—= Sz (gof)(x):=g(f(z)) (37)
eine Funktion definiert, die die Verkettung von f und g genannt wird.
Bemerkungen
® go f bezeichnet die Funktion.
® (go f)(x) bezeichnet ein Element in S.
® Erst wird f auf = angewendet, dann wird g auf f(z) angewendet.

® Fiir f(z) := —x2 und g(x) := exp(z) ist (g o f)(x) = exp(—x2).
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Funktionen

Definition (Inverse Funktion)
Essei f: D — R,z + f(x) eine bijektive Funktion. Dann heiBt die Funktion f~1 mit
flof:DsDar (flof)a):=Ff"1f(x) =2 (38)
inverse Funktion (oder Umkehrfunktion) von f.
Bemerkungen
® Weil f bijektiv ist, wird jedem = € D genau ein z = f(z) € Z zugeordnet.
® Jedem z € Z wird also auch genau ein © € D zugeordnet.
® Die inverse Funktion einer bijektiven Funktion ist also auch bijektiv.

® Die inverse Funktion von f(z) := 2z =: y ist f~'(y) = y/2.
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Funktionen

Definition (Lineare Abbildung)

Eine Abbildung f : D — R,z > f(z) heiBt lineare Abbildung, wenn fiir z,y € D und einen
Skalar ¢ gelten, dass

fle+y)=f(@)+ f(y) und f(cz) = cf(z). (39)
Eine Abbildung, fiir die obige Eigenschaften nicht gelten, heiBt nicht-lineare Abbildung.

Bemerkungen
® Fiir a € R ist die Abbildung f : R — R,z — f(z) := ax linear, weil
flz+y)=alz+y) =ax+ay = f(z) + f(y) und f(cz) = acx = cax = cf(x). (40)

® Fiir a,b € R dagegen ist die Abbildung f : R — R,z +— f(z) := ax + b nicht-linear, weil z.B.
fir a := b := 1 gilt, dass

fety =let+y +l=ct+y+lZz+l+y+1=[(z)+ f(y) (41)
® Eine Abbildung der Form f(z) := ax + b heiBt affin-lineare Abbildung

® Abbildungen der Form f(x) := ax + b werden auch als lineare Funktionen bezeichnet.
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Funktionen

Definition (Funktionentypen)

In der statistischen Anwendung unterscheiden wir

® univariate reellwertige Funktionen der Form
fiR= Rz fz), (42)
® multivariate reellwertige Funktionen der Form
R >Rz f(z) = f(z1,...,Tn), (43)
® multivariate vektorwertige Funktionen der Form
fi(x1, ..., zn)
R > R™ z— f(z) = : . (44)

fm(ﬂ?l,.---,ivn)

Bemerkung
® In der Physik werden multivariate reellwertige Funktionen auch Skalarfelder genannt.
® |n der Physik werden multivariate vektorwertige Funktionen auch Vektorfelder genannt.

® |n manchen Anwendungen kommen auch matrixvariate matrixwertige Funktionen zum Tragen.
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Funktionen

Elementare univariate reellwertige Funktion der Statistik sind
® die Polynomfunktionen,
® die Exponentialfunktion,
® der Logarithmusfunktion,

® die Gammafunktion.

Wir skizzieren diese Funktionen im Folgenden.
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Funktionen

Definition (Polynomfunktionen)

Eine Funktion der Form
k .
TR Rz~ f(z):= Zaixl =ao + a1zt +aga® + -+ apa® (45)
i=0
heiBt Polynomfunktion k-ten Grades mit Koeffizienten ag, a1, ...,ar € R. Typische Poly-
nomfunktionen sind in nachfolgender Tabelle aufgelistet

Name Funktionale Form  Koeffizienten

Konstante Funktion  f(z) =a ao:=a, a; :=0,i>0
Identitdtsfunktion fl@)y== ap:=0,a1:=1,a;:=0,i >0

Lineare Funktion f@)=ax+b ap:=b,a1 :=a,a; :=0,1>1
Quadratfunktion flx) = ap:=0,a1:=0,a2:=1,a; :=0,7>2
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Funktionen

Graphen typischer Polynomfunktionen

— f(x)=2
-2 f(x) = x
— f(x)=2x+1
— 2
4 f(x) = X
1 1 1 1 1
-4 -2 0 2 4
X
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Funktionen

Theorem (Exponentialfunktion und ihre Eigenschaften)

Die Exponentialfunktion ist definiert als

o I
exp: R = R,z — exp(z) :=e .-Z{)n!_1+z+2!+3!+4!+ (46)
n—
Die Exponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:
Wertebereich z €] — 00, 0[= exp(z) €]0, 1]
z €]0,00[ = exp(z) €]1, 0]
Monotonie z <y = exp(z) < exp(y)
Spezielle Werte exp(0) = 1 und exp(1l) = e
Exponentialeigenschaften  exp(z + y) = exp(z) exp(y)

exp(z — y) = =B

exp(z) exp(—z) =1

Bemerkungen
® Fiir Beweise der Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur verwiesen.
® Die Exponentialeigenschaften sind beim Rechnen mit der Normalverteilung zentral.

® e = 2.71 heiBt Eulersche Zahl.
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Funktionen

Theorem (Logarithmusfunktion und ihre Eigenschaften)
Die Logarithmusfunktion ist definiert als inverse Funktion der Exponentialfunktion,
In :]0, co[— R, z +— In(z) mit In(exp(z)) = x fiir alle z € R. (47)

Die Logarithmusfunktion hat folgende Eigenschaften:

Wertebereich z €]0,1] = In(x) €] — 00, 0]
z €]1,00[= In(z) €]0, oo

Monotonie z <y = In(z) < In(y)

Spezielle Werte In(1) = 0 und In(e) = 1.

Logarithmeneigenschaften  In(zy) = In(z) + In(y)
In(z¢) = cln(x)
In (%) = —In(x)

Bemerkungen
® Fiir Beweise der Eigenschaften wird auf die einschligige Literatur verwiesen.
® Die Logarithmeneigenschaften sind beim Rechnen mit Log-Likelihood-Funktionen zentral.

® “Die Logarithmusfunktion wandelt Produkte in Summen und Potenzen in Produkte um.”
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Funktionen

Graphen der Exponential- und Logarithmusfunktion

4 — exp(x)
— In(x)
2 —
0 —
_2 —
_4 —

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 36



Funktionen

Theorem (Gammafunktion und ihre Eigenschaften)
Die Gammafunktion ist definiert durch
oo
I':'R—o R,z I(z):= / " Lexp(—¢) d¢ (48)
0
Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:
Spezielle Werte 1 =1
r() = ve
T'(n) = (n —1)! firn € N.
Rekursionseigenschaft ~ Fiir z > 0 gilt I'(z + 1) = z['(z)

Bemerkungen

® Fiir Beweise der Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur verwiesen.

® Die Gammafunktion ist im Kontext von x2-, t- und F-Verteilung zentral.
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Funktionen

Graph der Gammafunktion auf |0, 5]
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Funktionen

Zur Stetigkeit von Funktionen
® Auf eine tiefergehende Diskussion der Stetigkeit von Funktion wird verzichtet.
® Intuitiv bedeutet Stetigkeit, dass beliebig kleine Anderungen des Funktionswertes durch
geniigend kleine Anderungen des Funktionsargumentes erreicht werden kénnen. Ande-

res ausgedriickt, heiBt dies, dass die Funktion keine Spriinge hat, oder dass man “beim
Zeichnen der Funktion den Bleistift nicht absetzen muss”.

® Eine Moglichkeit diese Intuition zu formalisieren, ist es zu fordern, dass fiir jede Folge
(zn)nen die gegen ein x in der Definitionsmenge der Funktion konvergiert, die korre-
spondierende Folge von Funktionswerten (f(zn))nen in der Zielmenge der Funktion
gegen den Funktionswert f(z) konvergiert, und zwar fiir alle  der Definitionsmenge:

f:D — Z ist stetig &
Fiir alle z € D und (zn)n—oo C D : ILm zn =z = lim (f(zn)) = f(z).

n—0o0
® Die Polynom-, Exponential-, Logarithmusfunktion sind stetige Funktionen.

0 ifz<O

® Nichtstetige Funktionen haben oft Fallunterscheidungen, z.B. f(z) := .
1 ifx>0
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Funktionen

Zur Stetigkeit von Funktionen

Stetige Funktion Nichtstetige Funktion

104 1.0 -—
0.8 | 0.8
0.6 06 -
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 = T T T T 00 7 — T T

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2

X X
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Differentialrechnung

Definition (Ableitung)

Es sei I C R ein Intervall und
f:I—->Rz— f(zx) (49)

eine univariate reellwertige Funktion. f heiBt in a € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

@) e tim T =S (@

50
h—0 h (50)

existiert. f’(a) heiBt dann die Ableitung von f an der Stelle a. Ist f differenzierbar fiir alle
x € I, so heiBt f differenzierbar und die Funktion
I =Rz f(x) (51)

heiBt Ableitung von f
Bemerkungen

® Fiir h > 0 heiBit M Differenzquotient.

® Der Differenzquotient misst die Anderung f(a+ h) — f(a) von f pro Strecke h.

® Fiir b — 0 misst der Differenzquotient die Anderungsrate von f in a.

® f’(a) ist eine Zahl, f ist eine Funktion.

® Wir werden keine Grenzwertbildung zur Berechnung von Ableitungen benétigen.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 42



Differentialrechnung

Definition (Notation fiir Ableitungen univariater reellwertiger Funktionen)

Es sei f eine univariate reellwertige Funktion. Aquivalente Schreibweisen fiir die Ableitung

von f und die Ableitung von f an einer Stelle z sind
(1) Die Lagrange-Notation f' und f’(x)

(2) Die Newton-Notation f und f(z).

(3) Die Leibniz-Notation % und %

(4)

4) Die Euler-Notation D f und D f(z).

Bemerkungen
® Fiir univariate reellwertige Funktionen benutzen wir f’ und f’(z) als Bezeichner.
® In Berechnungen benutzen wir auch die “Operator-Schreibweise” %f(z).

® Wir verstehen %f(:v) als den Auftrag, die Ableitung von f zu berechnen.
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Differentialrechnung

Definition (Hohere Ableitungen)
Es sei f eine univariate reellwertige Funktion und
FO =y (52)

sei die Ableitung von f. Die k-te Ableitung von f ist rekursiv definiert durch
FO) = (f(’H))' W= (53)

unter der Annahme, dass f(k_l) differenzierbar ist. Insbesondere ist die zweite Ableitung
von f definiert durch die Ableitung von f’, also

= (54)

Bemerkung
® Wir schreiben auch dijgf(x) fiir den Auftrag, die zweite Ableitung von f zu bestimmen.
® Die nullte Ableitung f(o) von f ist f selbst.
® (blicherweise schreibt man fiir k < 4 f, f'/, f' statt f(l)7 f(2),f(3).

® |m Allgemeinen benéstigen wir nur f' und f”’.
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Differentialrechnung

Theorem (Rechenregeln fiir Ableitungen)

Fiir « = 1,...,n seien g; reellwertige univariate differenzierbare Funktionen. Dann gelten
folgende Rechenregeln fiir Ableitungen

(1) Summenregel

Fiir f(x Zgz(x gilt f'(z) = gi(x). (55)
i=1
(2) Produktregel
Fiir f(z) := g1(2)g2() gilt f'(z) = g1(2)g2(2) + g1(2)g5(). (56)
(3) Quotientenregel
Fir f(z) = 2 g pr(g) = 912)02(@) — 01(2)g5 () (57)
g2(x) 93 (x)
(4) Kettenregel
Fiir f(2) = g1(g2(2)) gilt f'(z) = g1 (g2(x))g2(x) (58)

Bemerkung

® Fiir Herleitung und Beweise der Rechenregeln wird auf die einschlégige Literatur verwiesen.
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Differentialrechnung

Theorem (Ableitungen elementarer Funktionen)

Fiir elementare Funktionen der Statistik ergeben sich folgende Ableitungen

Name Definition Ableitung
Polynomfunktionen f@) =30 gaict  f(z) =30 dazt?
Konstante Funktion  f(z):=a fl(z)=0
Identititsfunktion flz) == fl(x)=1
Lineare Funktion f(z):=azx+b fl(z)=a
Quadratfunktion fzx) := x? fl(z) =2z
Exponentialfunktion f(z) := exp(x) f'(x) = exp(z)
Logarithmusfunktion f(z) == In(z) fl(z) = %
Bemerkung

® Fiir Beweise wird auf die einschligige Literatur verwiesen.
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Differentialrechnung

Beispiele

Identitatsfunktion
4 —
2 —
04
5

— f(x) =

-4 —_— fx)=1

T T T T

-4 -2 0 2 4

Lineare Funktion

Quadratfunktion

4_

2_

04

o
— f(x) =0.5x-1

— f(x)=05 -4+
T T T T T
4 2 0 2 4

X X
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Differentialrechnung

Beispiele
Exponentialfunktion Logarithmusfunktion
6 —
5 4 — f(x) =exp(x) 4 —
— () =exp(x)
4 5
3 —
2 0
1 -2 4 — f(x) =In(X)
0 — f(X) = 1/x
_1 - _4 -
T T T T T T T 1 T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 0 1 2 3 4
X X
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Analytische Optimierung

Definition (Extremstellen und Extremwerte)

Essei U C Rund f : U — R eine univariate reellwertige Funktion. f hat an der Stelle zg € U

® cin lokales Minimum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit ¢ €]a, b[ und
f(zo) < (=) fiirallex € INU, (59)
® cin globales Minimum, wenn gilt, dass
f(zo) < f(z) fir alle z € U, (60)
® ein lokales Maximum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit zg €]a, b[ und
f(zo) > f(=) firallexz € INU, (61)
® Jokales Maximum, wenn gilt, dass
f(zo) > f(=) fir alle z € U. (62)

Der Wert z¢ € U der Definitionsmenge von f heiBt entsprechend lokale oder globale Minimalstelle oder
Maximalstelle, der Funktionswert f(zo) € R heiBt entsprechend lokales oder globales Minimum oder
Maximum. Generell heiBt der Wert ¢ € U Extremstelle und der Funktionswert f(zo) € R Extremwert.
Bemerkungen

® Extremstellen werden auch mit arg min, ¢ ;¢ f(x) oder arg max, ¢ ;- f(x) bezeichnet.

® Extremwerte werden auch mit mingernu f(z) oder max,ernu f(z) bezeichnet.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 50



Analytische Optimierung

Definition (Notwendige Bedingung fiir Extrema)
f sei eine univariate reellwertige Funktion. Dann gilt

xq ist Extremstelle von f = f/(z0) = 0. (63)

Bemerkungen
® Wenn z( eine Extremstelle von f ist, dann ist die erste Ableitung von f in x¢ null.
® Sei zum Beispiel xg eine lokale Maximalstelle von f. Dann gilt

® |inks von xg steigt f an, rechts von xq fillt f ab.

® In x( steigt f weder an, noch fillt f ab, also ist f/(xo) = 0.
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Analytische Optimierung

Definition (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema)
f sei eine zweimal differenzierbare univariate reellwertige Funktion.

® Wenn fiir xg € U C R
F/(20) = 0 und f"(w0) >0 (64)

gilt, dann hat f an der Stelle 2o ein Minimum.

® Wenn fiir xg € U C R
F/(20) = 0 und f"(w0) < 0 (65)

gilt, dann hat f an der Stelle zg ein Maximum.

Bemerkung
® Eine Intuition vermittelt nachfolgende Abbildung.
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Analytische Optimierung

Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

6 -

4 -

2

04— fx)=x-17?
— f(x)=2x-2

- fx)=2

Hier ist offenbar x:p = 1 eine lokale Minimalstelle von f(z) = (x — 1)2. Man erkennt:
® Links von zq féllt f ab, rechts von x( steigt f an.
® |n xq steigt f weder an, noch fillt f ab, also ist f'(zo) = 0.
® Links und rechts von z und in xq ist die Anderung f'’ von f’ positiv.
® Links von zg schwicht sich die Negativitaet von f’ zu 0 ab.

® Rechts von x( verstirkt sich die Positivitaet von f.
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Analytische Optimierung

Definition (Standardverfahren der analytischen Optimierung)
f sei eine univariate reellwertige Funktion. Lokale Extremstellen von f kdnnen mit folgendem
Standardverfahren der analytischen Optimierung identifiziert werden:

(1) Berechnen der ersten und zweiten Ableitung von f.

(2) Bestimmen von Nullstellen z* von f’ durch Auflésen von f/(z*) = 0 nach z*.

= Nullstellen von f’ sind Kandidaten fiir Extremstellen von f.

(3) Evaluation von f’(z*).
= Wenn f”(z*) > 0, dann ist * lokale Minimumstelle von f.
= Wenn f”(z*) < 0, dann ist z* lokale Maximumstelle von f.

= Wenn f”(z*) = 0, dann ist z* keine Extremstelle von f.
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Analytische Optimierung

Beispiel
® Wir betrachten die Funktion
fR=Rz— flz):=(z—1)>% (66)

® Die erste Ableitung von f ergibt sich mit der Kettenregel zu

f’(w):%((wfl)Q) :2(x71)-dix(xfl):2x72. (67)
® Die zweite Ableitung von f ergibt sich zu
F(x) = if’(:):) = i(2:1372) =2 > 0 fiir alle z € R. (68)
dx dx

® Aufldsen von f’(z*) = 0 nach z* ergibt
flz") =02 -2=022" =2 2" =1 (69)

® z* =1 ist folglich eine Minimalstelle von f mit zugeh&rigen Minimalwert f(1) = 0.
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Analytische Optimierung

Beispiel
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Integralrechnung

Ubersicht

® Integrale kommen in der W-Theorie und Statistik an vielen Stellen vor:

WDF Definition und Berechnen von Wahrscheinlichkeiten aus WDF
Beziehung von WDF und KVF

Erwartungswerte inklusive Varianz und Kovarianz

u.v.a.m.

® Ziel hier ist es, zentrale Begriffe aus der Schulmathematik zu wiederholen.
® |n der Schulmathematik wird iiblicherweise das Riemannintegral betrachtet.

® Zentrale Begriffe sind Stammfunktion, unbestimmtes Integral, bestimmtes Integral,
Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung, uneigentliches Integral, und mehr-
dimensionales Integral.

® Der Fokus liegt auf der Klarung von Begriffen und Symbolen, nicht dem Rechnen.

® Auf die Einfiihrung des modernen Integralbegriffs nach Lebesgue wird verzichtet.
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Integralrechnung

Definition (Stammfunktion, Unbestimmtes Integral)

Fiir ein Intervall I C R sei f : I — R eine univariate reellwertige Funktion. Dann heiBt eine
differenzierbare Funktion F' : I — R mit der Eigenschaft

F = f (70)

Stammfunktion von f. Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heiBt

/f(:v)d:c =F(z)+cmitceR (71)

unbestimmtes Integral der Funktion f.

Bemerkungen

Die Ableitung der Stammfunktion F' von f ist f.

Das unbestimmte Integral ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f.

Die Konstante ¢ € R heiBt Integrationskonstante, es gilt %c = 0.

Der Ausdruck [ f(z)dz ist als F(z) + c definiert

In [ f(z) dz haben [ und dx keine eigentliche Bedeutung, f(z) heiBt Integrand.
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Integralrechnung

Theorem (Stammfunktionen elementarer Funktionen)

Fiir elementare Funktionen der Statistik ergeben sich folgende Stammfunktionen

Name Definition Stammfunktion
Polynomfunktionen f(@) =i gaix®  F(z) =37, 77!
Konstante Funktion  f(z) :=a F(z) = az
Identitatsfunktion @) =@ F(z) = %azQ
Lineare Funktion f(@):=ax+0b F(z) = %azz + bz
Quadratfunktion f(x) = z2 F(z) = %x‘“’
Exponentialfunktion f(z) := exp(x) F(z) = exp(z)
Logarithmusfunktion f(z) :=In(x) F(z)=zlnz —x

Bemerkung

® Beweise ergeben sich direkt durch Ableiten der Stammfunktionen.
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Integralrechnung

Theorem (Rechenregeln fiir Stammfunktionen)

f und g seien univariate reellwertige Funktion, die Stammfunktionen besitzen, und g sei
invertierbar. Dann gelten folgende Rechenregeln fiir die Bestimmung von Integralen

(1) Summenregel
/af(x) - () = a/f(x) dz -+ b/g(x) da fiir a,b € R (72)
(2) Partielle Integration
[ 1/ @g(@)do = f@(@) - [ @)/ (@) do (73)
(3) Substitionsregeln

/ Flae))g! (@) de = / F(8)dt mit t = g(x) (74)

Bemerkung

® Fiir die Herleitung der Summenregel wird auf die einschligige Literatur verwiesen.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 61



Integralrechnung

Beweis

Die Rechenregel der partiellen Integration ergibt sich durch Integration der Produktregel der Differentiation. Wir erinnern

uns, dass gilt
(f@)g(@)) = f'(@)g9(=) + f(2)g (). (75)

Integration beider Seiten der Gleichung und Beriicksichtigung der Summenregel fiir Stammfunktionen ergibt dann

J(f(@)g(@) dz = | f'(2)g(x) + f(z)g'(z) dz
& f@)g(e) = [ f'(@)g(x) de + [ f(x)g' (z) de (76)
& [ (@)g(e) de = f(a)g(e) — | f()g' () da

Die Substitutionsregel ergibt sich fir F/ = f durch Anwendung der Kettenregel der Differentiation auf die verkettete
Funktion F'(g). Speziell gilt zunichst

(F(g(2)) = F'(g(2))g’(z) = f(g(2))g’ (x) ()

Integration beider Seiten der Gleichung

(F(g(=)) = fg(x))g’ (=) (78)
ergibt dann

J(F(g(@) do = [ f(g(2))g' (z) du
& F(g(e)) + e = [ f(9(2))g (2) de (79)
& [ flg(@)g’ (@) de = [ f(t) dt mit ¢ := g(a).
Dabei ist die rechte Seite der letzten obigen Gleichung zu verstehen als F'(g(x)) + ¢, also als Stammfunktion von f

evaluiert an der Stelle t := g(x). Das dt ist nicht durch dg(x) zu ersetzen, sondern rein notationstechnischer Natur.

O
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Integralrechnung

Bestimmtes Integral von f : [a,b] =& R

Abbildung 2.54 aus Barwolff (2017)
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Integralrechnung

Definition (Zerlegung eines Intervalls, Feinheit)

Es sei [a,b] C R ein Intervall und zo, 1, z2, ...,Zn € [a,b] ein Menge von Punkten mit

a=20< T <Tg- < Tp:=b (80)
mit
Ax; = x; —x;_q firi=1,...,n. (81)
Dann heiBt die Menge
Z = {[I07x1]7[x17x2]7---7[xn—17w"]} (82)

der durch zg, z1, z2, ..., T, definierten Teilintervalle von [a, b] Zerlegung von [a, b].
Weiterhin heiBt
Zmax := max Az, (83)

€N

also die groBte der Teilintervalllingen Ax;, die Feinheit von Z.

Bemerkung

® Agx; ist die Breite der der Streifen in untenstehender Abbildung.
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Integralrechnung

Definition (Riemannsche Summe)

f : [a,b] — R sei eine beschrinkte Funktion auf [a,b], d.h. |f(z)| < ¢ fiir 0 < ¢ < oo und
alle z € [a,b], Z sei eine Zerlegung von [a,b] mit Teilintervalllingen Az; firr i = 1,...,n.
Weiterhin sei fiir i = 1, ..., n &; ein beliebiger Punkt im Teilintervall [x;_1, z;] der Zerlegung
Z. Dann heiBt

R(Z):=_ f(&)Ag; (84)
=1

i=

Riemannsche Summe von f auf [a,b] beziiglich der Zerlegung Z .

Bemerkungen

® Wihlt man in jedem [x;_1, ;] das Maximum von f, ergibt sich die Riemannsche Obersumme.
® Wihlt man in jedem [x;—1, ;] das Minimum von f, ergibt sich die Riemannsche Untersumme.

® Fir Az; — 0,3 =1, ...,n geht der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme gegen 0.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 65



Integralrechnung

Zerlegung und Riemann Ober- und Untersummen fir f : [a,b] = R

f(x)

a=xox1 X, X; X, b=x5 '

Abbildung 2.55 aus Birwolff (2017)
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Integralrechnung

Theorem (Riemannsches Integral)

f : [a,b] — R sei eine beschrinkte reellwertige Funktion auf [a, b]. Weiterhin sei fiir Zj,, k =
1,2,3... eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit zugeh&rigen Feinheit Zj, ... Wenn fiir
jede Folge von Zerlegungen Z1, Za, ... mit | Zj, .| — O fiir k — oo und fiir beliebig gewahlte
Punkte &;,7 = 1,...,n im Teilintervall [z, ;1,7 ;] der Zerlegung Zj, gilt, dass die Folge
der zugehdrigen Riemannschen Summen R(Z1), R(Z2), ... gegen den gleichen Grenzwert
strebt, dann heiBt f auf [a,b] integrierbar. Der entsprechende Grenzwert der Folge von
Riemannschen Summen wird bestimmtes Riemannsches Integral genannt und mit

b
/ f(z)dz = lim R(Zy) fiir |Zme| — 0 (85)
® k— o0 ’
bezeichnet.

Bemerkungen
® Fiir f > 0 ist fab f(x) dx der Flacheninhalt zwischen den f(x) und der xz-Achse
® Generell ist f; f(z) dz der vorzeichenbehaftete Flicheninhalt den f(z) und der z-Achse.
® Positive und negative Flacheninhalt gleichen einander aus.

o ff f(z) dz ist als Mittelwert von f auf [a, b] zu verstehen.
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Integralrechnung

Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R existiert ein £ €]a, b[ mit

b
/ (@) de = F(E)® - a) (86)

e Statt eines Beweises verweisen wir auf untenstehende graphische Darstellung

TN

‘
‘
‘
‘
i
a

Abbildung 2.59 aus Barwolff (2017)
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Integralrechnung

Theorem (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale)

Es seien f und g integrierbare Funktionen auf [a,b]. Dann gelten folgende Rechenregeln.
(1) Linearitat. Fiir c¢1,c2 € R gilt
b

b b
/ (c1f(z) + cag(z)) dx = 1 / f(z)dz + c2 / f(z)dx. (87)
(2) Additivitit. Fiir a < ¢ < b gilt
b c b
/ f(z)dx :/ f(z) dm+/ f(z) dx. (88)

(2) Vorzeichenwechsel bei Umkehrung der Integralgrenzen

/ab F@)ds = — /ba e (89)

Bemerkung
® Fir eine formale Herleitung verweisen wir auf die einschligige Literatur.

® Eine graphische Darstellung der Additivitat findet sich untenstehend.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 69



Integralrechnung

fabf(ac) dx = f: f(z)dx + fcb f(z)dx

Nach Abbildung 2.55 aus Barwolff (2017)
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Integralrechnung

Theorem (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist f: I — R eine auf dem Intervall I C R stetige Funktion, dann ist die Funktion

T
F:lI Rz F(z) ::/ F)dt mit ,0 c [l (90)
a
eine Stammfunktion von f.
Beweis
Wir betrachten den Differenzquotienten
1
T(F(z + h) — F(x)) (91)
v
Mit der Definition F'(x) := [J f(t) dt und der Additivitst des bestimmten Integrals gilt dann
1 1 x+h x 1 z+h
wem - re) = ([T rwa [Trma) = - [T a ©2)
h h \Ja Ja h Ja
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es also ein £ €]z, © + h|[, so dass
1
g(F(erh)*F(z)):f(&) (93)
Grenzwertbildung ergibt dann
1
lim —(F(z + h) — F(z)) = lim_ f(£) fir £ €]z, z + h[e F'(z) = f(z). (94)
h—0 h h—0
O
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Integralrechnung

Theorem (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist F' eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf einem Intervall I, so

gilt fira,be I mita<b

b
[ 1@y do=FO) - F@ = F@) It (95)

Beweis
Mit den Rechenregeln fiir bestimmte Integrale und dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ergibt sich

Fo) - r@ = [ s@a- [ swa= [ @ (06)
O
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Integralrechnung

Definition (Uneigentliche Integrale)

f : R — R sei eine univariate reellwertige Funktion. Mit den Definitionen

' f(z)dz = lim bf(x)d;v sl [ e Jim f (97)
/_oo a——o0 J, a

und der Additivitdt von Integralen

/_0:0 f(z)dz = /_boo f(x)d$+/boo f(z)dx (98)

wird der Begriff des bestimmten Integrals auf die unbeschriankten Integrationsintervalle
]—00, b], [a, oo und | —o0, co| erweitert. Integrale mit unbeschrinkten Integrationsintervallen
heiBen uneigentliche Integrale. Wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren, sagt man,
dass die uneigentlichen Integrale konvergieren.

Bemerkung

® Fiir die WDF f einer Zufallsvariable ist die Forderung [°°_ f(x) dx = 1 zentral.
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Integralrechnung

Beispiel (Uneigentliches Integral)

Wir betrachten das uneigentliche Integral floo % dx. Nach den Festlegungen in der Defini-
x
tion uneigentlicher Integrale gilt

< 1 b1
/ —dx = lim — dz. (99)
1 2 b—oo Jq 2
Mit der Stammfunktion F(z) = —x~! von f(x) = x~2 ergibt sich fiir das bestimmte
Integral in obiger Gleichung
b1 1 1 1
/ Lde—rey—ry=-2 (L) =11 (100)
1 2 b 1 b
Es ergibt sich also
o 1 ) b1 ) 1 .1 )
— dx = lim —dr=1lm (——4+1)]=—1lim —+ lim 1=0+1=1.
1 2 b—oo Jq 2 b—oo b b—oo b b—oo
(101)
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Integralrechnung

Definition (Mehrdimensionale Integrale)

f : R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann heiBen Integrale der Form

by bn
f(z)da::/ f(x1,...,zn)der...day (102)
lag,b1]x - X[an,bn] “ “m

mehrdimensionale bestimmte Integrale auf Hyperrechtecken. Weiterhin heiBen Integrale der Form
/ f(:c)dac:/ / f(z1,...,zpn) dzy...dzy (103)
R"™ —oo — oo
mehrdimensionale uneigentliche Integrale.

Bemerkungen

® Man kann multivariate reellwertige Funktion nicht nur auf Hyperrechtecken, sondern im Prinzip
auf beliebigen Hyperflachen integrieren. Dies kann sich jedoch oft schwierig gestalten.

® Der Satz von Fubini besagt, dass man mehrdimensionale Integrale in beliebiger Koordinatenfolge
auswerten kann, also dass zum Beispiel

by bo b2 b1
P P T L
/Ll ( o X1,T2 xro X1 /a2 /al XT1,T2 X1 xro

® Fiir die WDF eines Zufallsvektors ist die Forderung [, f(z)dz = 1 zentral.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 75



Integralrechnung

Beispiel (Zweidimensionales Integral)
Wir betrachten das zweidimensionale bestimmte Integral der Funktion
f:R2 SR, (z1,22) = f(z1,22) 1= a:%+4a:2 (105)

auf dem Rechteck [0, 1] x [0,1]. In

1 1 1 1
/ / 2} + dwo dz1 dzo = / (/ x} + dxz dwl) dxa (106)
0 0 0 0

betrachten wir zundchst das innere Integral. zo nimmt hier die Rolle einer Konstanten ein.
Eine Stammfunktion von g(z1) := x% + 4z ist G(z1) = éx{’ + 4x9x1, wie man sich durch
Ableiten von G iiberzeugt. Es ergibt sich also fiir das innere Integral

1 2 1 3 1 3 1
/ @7 +4xgde; = G(1) —G(0) = — - 1° +dwg -1 — — - 0% —dwg - 0= — +4dag (107)
Jo 3 3 3

Betrachten des duBeren Integrals in Gleichung (106) ergibt dann mit der Stammfunktion
H(z2) = %1‘2 + 222 von h(z2) = é + 4x9, dass

13
S044-0%==. (108)
3

w | =

1 1 2 11 1 2
/ / m1+4m2dm1dm2:/ Z f4dmgdag = H() — HO) = — -1+4-1% —
Jo Jo Jo 3 3
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Mathematische Grundlagen
® Mengen

® Summen, Produkte, Potenzen

Funktionen

Differentialrechnung

Analytische Optimierung
® Integralrechnung

¢ Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Diskutieren Sie den Unterschiede zwischen Definitionen, Theoremen, und Beweisen.
2. Geben Sie die Definition einer Menge nach Cantor (1895) wieder.

3. Nennen Sie drei Méglichkeiten zur Definition einer Menge.

4. Fiir Mengen M, N erldutern Sie die Ausdriicke m € M, m ¢ N,M C N, M C N.
5. Definieren Sie den Begriff der Kardinalitdt einer Menge.

6. Definieren Sie den Begriff der Potenzmenge einer Menge.

7. Essei M := {a, b}. Bestimmen Sie P(M).

8. Esseien M := {a, b}, N := {a, c,d}. Bestimmen Sie M UN, M N N,M \ N, MAN.
9. Erliutern Sie die Symbole N, N,,, und N°.
10. Erldutern Sie den Unterschied zwischen N und Z.
11. Erliutern Sie den Unterschied zwischen R und Q.
12. Definieren Sie die Begriffe des abgeschlossenen, offenen, und halboffenen Intervalls.
13. Es seien M und N Mengen. Erldutern Sie die Notation M x N.
14. Definieren sie die Menge R™.
15. Berechnen Sie die Summen 3%, 2, 323 3%, und 3°%_, 24,
16. Schreiben Sie die Summe 1 4+ 3 4+ 5 4 7 4+ 9 4 11 mithilfe des Summenzeichens.
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Selbstkontrollfragen

17. Schreiben Sie die Summe 0 + 2 + 4 + 6 + 8 + 10 mithilfe des Summenzeichens.
18. Definieren Sie das Produktzeichen.

19. Fiir a € R, definieren Sie die nte (negative) Potenz von a.

20. Berechnen Sie 22 - 2% und 2°. Geben Sie die zugehérige Potenzregel an.

21. Berechnen Sie 62 und 22 - 32. Geben Sie die zugehérige Potenzregel an.

1 .
22. Warum kann die n-te Wurzel von a als an geschrieben werden?

2 1 1
23. Berechnen Sie (v/2)3,92, und 47 2.

24. Erlautern Sie die Komponenten der Funktionsschreibweise f : D — Z,z — f(x).
25. Definieren Sie die Begriffe Bildmenge, Wertebereich, und Urbildmenge einer Funktion.
26. Definieren Sie die Begriffe Surjektivitat, Injektivitat, und Bijektivitat einer Funktion.

27. Erliutern Sie, warum f : R — R, & > f(z) := 22

weder injektiv noch surjektiv ist.
28. Erliutern Sie, warum f : [0, co[— [0, 0o[, z + f(x) := 22 bijektiv ist.

29. Erldutern Sie die Komponenten der Schreibweise go f : D — S,z — (g o f)(z).
30. Definieren Sie den Begriff der inversen Funktion.

31. Geben Sie die inverse Funktion von z2 auf [0, oo[ an.

32. Definieren Sie den Begriff der linearen Abbildung.
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Selbstkontrollfragen

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.

Definieren Sie die Begriffe der univariat-und multivariat-reellwertigen Funktion.
Definieren Sie Begriff der multivariaten vektorwertigen Funktion.

Skizzieren Sie die konstante Funktion fiir a := 1 und die Identitatsfunktion.
Fiir a = 2 und b = 3, skizzieren Sie die linear Funktion f(x) = ax + b.
Skizzieren Sie die Funktionen f(z) := (z — 1)% und g(z) := (z + 3)?
Skizzieren Sie die Exponential- und Logarithmusfunktionen.

Geben Sie Exponentialeigenschaften der Exponentialfunktion an.

Geben Sie die Logarithmeneigenschaften der Logarithmusfunktion an.
Definieren Sie den Begriff der Ableitung f’(a) einer Funktion f an einer Stelle a.
Definieren den Begriff der Ableitung f’ einer Funktion f.

Erliutern Sie die Symbole f'(z), f(z), % und £ f(x).

Definieren Sie den Begriff der zweiten Ableitung f’’ einer Funktion f.

Geben Sie die Summenregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Produktregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Quotientenregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Kettenregel fiir Ableitungen wieder.
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Selbstkontrollfragen

50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(z) := 327 + exp (—2?) — z In(z).
Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(z) := 37 (z; — w)? fiir p € R.
Definieren Sie die Begriffe des globalen und lokalen Maximums/Minimums einer Funktion.
Geben Sie die notwendige Bedingung fiir ein Extremum einer Funktion wieder.

Geben Sie die hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum einer Funktion wieder.
Geben Sie das Standardverfahren der analytischen Optimierung wieder.

Bestimmen Sie einen Extremwert von f(z) 1= exp (— 4 (z — p)?) fir p € R.

Definieren Sie den Begriff der Stammfunktion einer univariaten reellwertigen Funktion.
Definieren Sie den Begriff des unbestimmten Integrals einer univariaten reellwertigen Funktion.
Erlautern Sie den Begriff des Riemanschen Integrals.

Geben Sie den ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.

Geben Sie den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.

Erldutern Sie den Begriff des uneigentlichen Integrals.

Erldutern Sie den Begriff des mehrdimensionalen Integrals.

Berechnen Sie das bestimmte Integral fol 2z dz.
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Datenwissenschaft

Datenwissenschaft

Die Kunst, aus Daten Sinn zu generieren
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Datenwissenschaft

Datenwissenschaft

Informatik Mathematik
& Maschinelles &
Programmierung e Statistik

Quantitative

Digitalisierung Famsdmg

Disziplinspezifisches
Fachwissen
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Datenwissenschaft

Datenanalyse ist Datenreduktion

Rohdaten Reduzierte Daten
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Datenwissenschaft

Datenanalyse ist modellbasiert

Naturwissenschaft
Modellformulierung | <—

|

Realitat —> Daten —>| Modellschatzung

|

Modellevaluation |[—
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Datenwissenschaft

Datenanalyse ist Dateninterpretation
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Datenwissenschaft

Datenwissenschaft

Statistik = Maschinelles Lernen = Kiinstliche Intelligenz

Statistik Maschinelles Lernen Kinstliche Intelligenz

Probabilistische Modelle Deterministische Modelle | Agenten-basierte Modelle

Theoretische Analyse Klassifikation Reinforcement learning
Optimalitatstheorie Bayesianische Modelle Symbolik
Asymptotische Theorie Anwendung Anwendung
Wissenschaftsphilosophie | Benchmarking Hype
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Statistik

Statistik

Die Kunst, aus Daten Sinn zu generieren

und seine Unsicherheit zu quantifizieren
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Statistik

MaRtheorie Asymptotische Inferenz

Wahrscheinlichkeitstheorie ~ Peskriptive Statistik

Schitztheorie Konfidenzintervalle

Korrelation und Regression

Frequentistische Inferenz

Bayesianische Inferenz ~ Hypothesentests

Varianzanalyse
Poweranalyse
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Statistik

Geschichte

Applications

19th Century

BRADLEY EFRON
TREVOR HASTIE

COMPUTER
STATISTICA
INFERENCE

-]

Mathematics Computation
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Statistik

Geschichte

1900
1908
1925
1933
1937
1950
1950
1961
1962
1971
1979
1995
1996
2000
2003
2010
2015

Pearsons Chi-Quadrat Test

Studentsche t-Verteilung

Fishers “Statistical Methods for Research Workers”
Neyman und Pearsons Hypothesentesttheorie

Neymans Konfidenzintervalle

Walds Statistische Entscheidungstheorie

Savages & de Finettis Bayesianische Entscheidungstheorie
Raiffa & Schlaifers Statistische Entscheidungstheorie
Tukeys “The future of data analysis”

Lindleys Bayesianische Statistik

Efrons Bootstrap

Benjamini und Hochbergs Falscherkennungsrate

Vapniks Statistische Lerntheorie

Multiples Testen bei Microarray and Neuroimaginganalysen
Beals Variational inference

Renaissance neuronaler Netze als Deep Learning

Datenwissenschaft
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Statistik

Fundamentale Annahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie
® Zufallsprozesse konnen mathematisch modelliert werden.
® Mathematik kann zur Vorhersage zufdlliger Ereignisse genutzt werden.

® Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist mengentheoretisch begriindet.
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Statistik

Fundamentale Annahmen der Frequentistischen Statistik

® Wabhrscheinlichkeiten spiegeln die relative Frequenz des Auftretens eines zufélligen
Ereignisses und beschreiben objektive Eigenschaften der realen Welt.

® Die Parameter probabilistischer Modelle sind feste, unbekannte Konstanten, die
als wahre, aber unbekannte, Parameterwerte bezeichnet werden. Uber Parame-
terwerte und Modelle werden keine probabilistischen Aussagen getroffen.

® Statistische Methoden werden so gestaltet, dass sie gute langfristige relative
Frequenzeigenschaften besitzen und werden typischerweise anhand ihrer Stich-

probenverteilungen bewertet.

Im BSc Psychologie lernen Sie nur Methoden der Frequentistischen Statistik kennen.
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Statistik

Fundamentale Annahmen der Bayesianischen Statistik

® Wahrscheinlichkeiten werden als Grade der Sicherheit, nicht als langfristige re-
lative Haufigkeiten interpretiert. Aussagen der Form “Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Wintersemester 2021/22 in Prasenzlehre stattfindet, ist 0.7 haben
eine Bedeutung.

® Die Parameter probabilistischer Modelle sind feste, unbekannte Konstanten, die
als wahre, aber unbekannte, Parameterwerte bezeichnet werden. Uber Parame-
terwerte und Modelle werden probabilistische Aussagen getroffen, die unseren
Grad an Sicherheit hinsichtlich ihrer quantitativen Ausprigung und Validitat
widerspiegeln.

® Probabilistische Aussagen iiber Parameter werden mithilfe von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen getroffen, auf deren Grundlage optimale Entscheidungen im

Sinne von Kosten-Nutzenfunktionen getroffen werden konnen.

Im MSc Psychologie lernen Sie auch Methoden der Bayesianischen Statistik kennen.
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Modul B2 Inferenzstatistik

Modul B2 Inferenzstatistik Sommersemester 2021

Einheit Datum Thema

(0) Mathematische Grundlagen Ad libitum Allgemeine Grundlagen
(1) Einfiihrung 07.04.2021  Allgemeine Grundlagen
(2) Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen ~ 14.04.2021  Wahrscheinlichkeitstheorie
(3) Multivariate Verteilungen und Stichproben 21.04.2021  Wahrscheinlichkeitstheorie
(4) Erwartungswert und Kovarianz 28.04.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie
(5) Ungleichungen und Grenzwerte 05.05.2021  Wahrscheinlichkeitstheorie
(6) Transformationen der Normalverteilung 12.05.2021  Wahrscheinlichkeitstheorie
(7) Parameterschitzung 19.05.2021  Wahrscheinlichkeitstheorie
(8) Schatzereigenschaften 26.05.2021  Grundlagen der Statistik
(9) Konfidenzintervalle 02.06.2021  Grundlagen der Statistik
(10) Hypothesentests 09.06.2021  Grundlagen der Statistik
(11) T-Tests 16.06.2021  Spezielle Verfahren

(12) Poweranalyse 23.06.2021  Spezielle Verfahren

(13) Einfaktorielle Varianzanalyse 30.06.2021  Spezielle Verfahren

(14) Zweifaktorielle Varianzanalyse 07.07.2021  Spezielle Verfahren
Klausur Juli

Wiederholungstermin September
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Modul B2 Inferenzstatistik

Weiterfiihrende Literatur

Held

Hans-Otto Georgii

STOCHASTIK

EINFOHRUNG INDIE WAKRSCHEINUICHKEITSTHEORIE
OND STATISTIX

Probability and Statistics I

Methoden der
statistischen Inferenz

S AvFLAGE
Likelihood und Baye

Statistical Inference

Georgii (2009) Held and Sabanés Bové DeGroot and Schervish Casella and Berger (2012)

(2014) (2012)
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Modul B2 Inferenzstatistik

Ziele des Moduls
® Erwerben von grundlegenden Kenntnisse der Inferenzstatistik
® Tieferes Verstandnis statistisch gesicherter wissenschaftlicher Erkenntnis
® Forderung des logischen, quantitativen, und methodenkritischen Denkens

® Theoretischer Hintergrund zu Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse

Keine Ziele des Moduls

® Wecken des Interesses an Wissenschaft oder psychologische Datenanalyse

= Beides bringen Sie schon mit, sonst wiren Sie nicht hier

® Extrinsische Lernmotivation

= Wir setzen intrinsische Motivation voraus

® Durch Mathematikverzicht unverstindliche “Statistik fiir Psycholog:innen”

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 23



Modul B2 Inferenzstatistik

Organisation des Moduls
® Synchrone Onlinevorlesung mittwochs 9 - 12 Uhr (7.4.2021 - 7.7.2021)
® Vorlesungsfolien und Vorlesungsvideolinks auf Abteilungswebseite
® Interaktive Q&A Session donnnerstags 11 - 13 Uhr (8.4.2021 - 8.7.2021)

® Selbstkontrollfragen zur selbstindigen Bearbeitung

Leistungsnachweis
® Klausur am Ende des Semesters
® Priifungsnote entspricht der Klausurnote

® Klausurfragen angelehnt an Selbstkontrollfragen
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Modul B2 Inferenzstatistik

Einige Ratschlage

Bearbeiten Sie die Inhalte anhand der Selbstkontrollfragen wochentlich aktiv nach.

= Schauen Sie sich das Vorlesungsvideo ruhig nochmal an.

Lernen Sie ihre Antworten auf die Selbstkontrollfragen auswendig.
= Der Kurs ist sehr hierarchisch, Wissen aus Woche k wird in Woche k + 1 benétigt.

= Mathematik ist auch nur Detailwissen!

Lesen Sie alternative Darstellungen aus den Literaturhinweisen oder auf Wikipedia.

= Priifungsrelevant ist allerdings allein die Darstellung im Kurs.

Bilden Sie Lerngruppen und/oder besuchen Sie das Tutorium.

= Uben Sie, das Gelernte aktiv und laut wiederzugeben.

Bereiten Sie Fragen fiir die Q&A Session am Donnerstagvormittag vor.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 25



Modul B2 Inferenzstatistik

Fragen?
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Einfiihrung

® Datenwissenschaft

e Statistik

® Modul B2 Inferenzstatistik

e Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Diskutieren Sie den Begriff “Datenwissenschaft”.

2. Nennen und erldutern Sie drei zentrale Charakteristika der Datenanalyse.

3. Diskutieren Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede von Statistik, Maschinellem Ler-
nens und kiinstlicher Intelligenz.

4. Nennen und erliutern Sie drei fundamentale Annahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie.

5. Nennen und erldutern Sie drei fundamentale Annahmen der Frequentistischen Statistik.

6. Nennen und erldutern Sie drei fundamentale Annahmen der Bayesianischen Statistik.
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(2) Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen



Literaturhinweise

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Konzepte gehéren zum Standard der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Zu Wahrscheinlichkeitsrdumen wird die Lektiire von Georgii (2009, Abschnitte
1.1, 1.2, 3.1 und 3.3) empfohlen. Zu Zufallsvariablen wird die Lektiire von Georgii (2009,
Abschnitte 1.3, 2.1, 2.6) empfohlen. In englischer Sprache finden sich entsprechende Dar-
stellungen in Wasserman (2004, Sections 2.1 - 2.8) und DeGroot and Schervish (2012,

Chapter 3).
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Wahrscheinlichkeitsraume

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) ist ein Triple (Q, A, P), wobei

® () eine Menge Ergebnismenge ist, d.h. eine Menge von Elementarereignissen w,

® A eine o-Algebra ist, d.h., A ist eine Menge mit den Eigenschaften

o NEA,
o A ist abgeschlossen unter der Bildung von Komplementarereignissen, d.h., wenn
A € A, dann ist auch A :=Q\ A€ A firalle A€ A,

o A ist abgeschlossen unter der abzihlbaren Vereinigung von Ereignissen, d.h.,

wenn Ap, Ao, ... € A, dann folgt U2, A; € A, und

® P ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, d.h. eine Abbildung der Form P : A — [0, 1] mit

o P(A) > 0 fiir alle A € A (Nicht-Negativitat)
o P(Q) =1 (Normiertheit)
o P (U2, A;) =352, P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A (o-Additivitit).
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Wahrscheinlichkeitsraume

ERGEBNISSE DER MATHEMATIK = i1 Trmeovgiets Vembenge 5 [3 i Die ementare Wahrehelichkeirechoune ]

UND IHRER GRENZGEBIETE il 1 e A s Bt e sl & i Spem g Mo 4, . i Vo 8 b X
Y en Sichahet fde cinseln diser Bahaupt ne Za.  dab man fessall, weches
HERAUSGEGEBEN VON © in bezug auf die Richtigkeit der simultanen Behauptung Gberhaupt a
_ZENTRALBLATT FOR MATHEMATIK Keine Schle ichn. Deshalb ol aus dem Prinp A
ZweTER BAND g, daB be ciner bt groten Ansahlvon Seren von Versuchen, von
dmen s Versuchen beseht, in fder Seie dex Quotient
s von P(A4) wrig unterscheiden it
Bemerkung 1L Do unmgichen Ercgns (de leeren Menge) . b.u cne Untemenge von 41, Aus_der Realisation des
cotspriche. kit unseres Axiome die Wahreheinlchkelt P(0) = 0, g B 1ot notwendig
umgekehet sus P(4) = 0 dic Unmoglichkei ds Erignises 4 X
GRUNDBEGRIFFE DER o e g e
Galichkets s, ciner ‘inmaligen §4. Unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen, bedingte
Realiation der Bedingungen S das Ereignis A praktisch anmigheh eebaiclichieisen, dar Sate vor
WAHRSCHEINLICHKEITS- st. Das bedeutet jodoch keineswes, dab auch bei einer gentend Wahescheinlic , der Satz von Baves.
langen Reihe von Versuchen das Ereignis A nicht auftreten wird. Aus 4 + A =E und den Axiomen IV und V folgt
Anderescit Kann man nach dem Prinsip A nur bebaaptn, dad bei 0=
RECHNUNG PA) = 0 und seb grobem  der Quotint s sehe K wird (et “ PP = 1.
Jamn 2. B. giich 1/ sein
vox
§3. Terminologische Vorbemerlcungen. » P =0
A.KOLMOGOROFF ‘Wir haben die eigentlichen Obiekte unserer weiteren Batrachtungen Wenn 4, B, .., N unvercinbar sind, 50 folgt aus dem Axiom IV die
— die zufalligen Ercignise — ais Mengen deiiert, Mehrere mengen- oty
e e e e o @ PUEBE N =P HPE) £ P
icher it e e Adsitonacy.
P n PUA) >0 it 40 nennt man den Quotenten
14 und B und duulkl dh Die Ereignisse A ur it pian
p 4, i 1Dk i 4 i B s © P = S
248 N0 Dl Ergis 4. 8,000, g
sind unversinbar us (5) folgt unmittebar
B N=X 3. Das Evegni X bestet i dor © PUAB) = P(4)Pu(B).

geichasitgen Reabaton sl

Ein Induktionsschlud ergibt sodann die allgemeine Formel
O PUify. A = PAIPA(AD Paa, (40P e ()
(deg Multiplikationssto)

an beweist auch lecht folgende Formela:

CARBEN=X.

5. Die Komplementarmenge 4.

® PaiB) =0,
© Pa) =1,
BERLIN Aty e vk (10) Pa(B+C) = Pall) 4 Pa(C).
VERLAG VON JULIUS SPRINGER = ulh notwendig vorkommen. Vergleicht man diese Formeln (8) bis (10) it de Axemen 1 b Vo
1933 Ve 3. Forml ) 0 crgibt sic, dab das Meng Mengefunion P (5}

“Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der
leitende Gedanke des Verfassers war dabei, die Grundbegriffe der-Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche
noch unliangst fiir ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen
der modernen Mathematik* einzuordnen.” (*z.B. Mengenlehre, Abbildungen, Lebesgue Integral)

Kolmogorov, A.N. (1933) Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Wahrscheinlichkeitsraume

Ausgewdahlte Bemerkungen

® W-Raume sind abstrakte Modelle von Zufallsexperimenten.

® W-Riume sind spezielle MaBrdume (2, A, p).

® MaBrdume sind mathematische Modelle zur Beschreibung der Volumina von Mengen.
® Tuple von Ereignismengen und o-Algebren heiBen Messrdume.

® W-Riume sind Messraume mit WahrscheinlichkeitsmaBen.

® Elementarereignisse werden anhand von P({w}) “gezogen”.

® W-R&ume vereinheitlichen endliche, abz&dhlbare, und iiberabzdhlbare Ergebnismengen.
® W-Raume vereinheitlichen diskrete und kontinuierliche Wahrscheinlichkeit.

® o-Algebren sind “vollstindige Mengen von Ereignissen” .

® Fiir endliche Ereignismengen ist die typische o-Algebra die Potenzmenge P(Q2).

® Fiir die Ereignismenge R erfiillt die Borel o-algebra die gleiche Funktion.

® Die W-theoretischen Charakteristiken von (2, A,P) werden durch PP festgelegt.

® W-Raume verschwinden oft hinter Zufallsvariablen und Verteilungen.
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Wahrscheinlichkeitsraume

Beispiel (Wiirfel)
® Es ist sinnvoll, die Ereignismenge als Q := {1, 2, 3,4, 5,6} zu definieren.

® Auch die Definition € := {«, -, -+, - - - g } wire mdglich.
® Die Potenzmege P ({1,2,3,4,5,6}) enthilt alle méglichen Ereignisse A;, z.B.

Es fillt eine beliebige Augenzahl AL =Q

Es fillt eine Augenzahl gréBer als 4 Ay = {5,6}
Es fillt eine gerade Augenzahl As = {2,4,6}
Es fillt eine Sechs Ay = {6}
Eins, drei, oder sechs fillt As ={1,3,6}
Es fillt keine Augenzahl Ag =10

® P kann durch Festlegung von P({w}) fiir alle w € Q definiert —, die Wahrschein-
lichkeiten aller anderen Ereignisse A € A kénnen dann mit der o-Additivit P(A) =
> wea P({w}) errechnet werden, weil die w € A mit w € Q paarweise disjunkt sind.

® Im Modell eines unverfalschten Wiirfels ware P({w}) := 1/6 fiir alle w € Q.

® Fiir das Modell eines verfilschten Wiirfels kénnte zum Beispiel definiert werden, dass

B({1}) = P({2}) = B({6}) := 1/9, und P({3}) = B({4}) = P({5}) := 2/9.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Definition (WahrscheinlichkeitsmaB)
Es seien €2 eine Ereignismenge und A eine o-Algebra auf Q2. Eine Abbildung
P: A—[0,1],A— P(A) (1)
mit den Eigenschaften
(1) P(A) >0 fiir alle A € A,
(2) P(©2) =1, und
(3) wenn Ajq, Ag, ... € A paarweise disjunkt sind, dann gilt P(U2,)A; = > 72, P(Ay).
heiBt ein WahrscheinlichkeitsmaB oder einfach Wahrscheinlichkeit.

Bemerkungen
® Fiir A € A heiBt P(A) die (totale) Wahrscheinlichkeit von A.

® Fir A,B € A heiBt P(AN B) die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von A und B.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Zur Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
® Die Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs P(A) ist nicht eindeutig.

® Nach der frequentistischen Interpretation ist P(A) die idealisierte relative Hiufigkeit,
mit der das Ereignis A unter den gleichen duBeren Bedingungen einzutreten pflegt.

® Nach der Bayesianischen Interpretation ist P(A) ist der Grad der Sicherheit, den ein
Beobachter aufgrund seiner subjektiven Einschdtzung der Lage dem Eintreten des Er-

eignisses A zumisst.

® Frequentistische und Bayesianische Interpretationen basieren mit der Wahrscheinlich-
keitstheorie auf dem gleichen mathematischen Bezugssystem.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten)
Es sei (2, 4,P) ein W-Raum und A, B € A. Dann gelten unter anderem
(1) P(@) =0und 0 <P(A) <1.

(2) A C B = P(A) < P(B).
(3) P(A°) = 1 — P(A).
(4) ANB =0= P(AU B) = P(A) + P(B).

(5) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Beweis von (5)
Mit der Additivitdt von P fiir disjunkte Ereignissce gilt
P(AUuB) =P(ANB°) +P(AN B)+P(A° N B)
=P(ANB°)+P(ANB)+P(A°NB)+P(ANB) —P(AN B)

2
=P((ANB°)U(ANB))+P((A°NB)U(ANB)) —P(AN B) @
=P(A) +P(B) —P(AN B)
Zur Veranschaulichung der ersten Gleichung
P(A U B) = P(A N B°) V] P(ANB) V] P(A° N B)
A B A B
Q Q Q Q
O
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Definition (Unabhingige Ereignisse)

Zwei Ereignisse A € A and B € A heiBen (stochastisch) unabhidngig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B). (3)

Eine Menge von Ereignissen {A;|i € I} C A mit beliebiger Indexmenge I heiBt (stocha-

stisch) unabhingig, wenn fiir jede endliche Untermenge J C I gilt, dass

P (Njesd4;) = [ P(4y). (4)
jeJ

Bemerkungen

Stochastische Unabhingigkeit modelliert die Abwesenheit von gegenseitigen Einfliissen.

Die Unabhéngigkeit bestimmter Ereignissen kann in der Definition eines probabilistischen Modells
vorausgesetzt werden, so zum Beispiel die Unabhangigkeit von Fehlervariablen.

Die Unabhingigkeit von Ereignissen kann aus der Definition eines probabilistischen Modells folgen.
Disjunkte Ereignisse mit von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit sind nie unabhingig:
P(A)P(B) > 0, aber P(AN B) = P(0) = 0, also P(A N B) # P(A)P(B).

Die Bedingung der beliebigen Untermengen von I sichert die paarweise unabhingig der A;,7 € I.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Es sei (2, A,P) ein W-Raum und A, B € A mit P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses A € A gegeben Ereignis B € A ist definiert als

P(AN B)

—o (5)
P(B)

Fiir jedes feste B, ist P(-|B) ein WahrscheinlichkeitsmaB, d.h. P(-|B) > 0, P(Q|B) = 1,

und fiir paarweise disjunkte A1, Az, ... € A gilt P (U2, A4|B) = 32, P(A;|B).

P(A|B) =

Anmerkungen
® P(A|B) ist die normalisierte Version der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit P(A N B).
® Die Festlegung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit P(A N B) legt P(A|B) fest.
® Die Rechengeln der Wahrscheinlichkeit gelten fiir die Ereignisse links des Strichs.
o Ublicherweise gilt P(A|B) # P(B|A), z.B. P(Tod|Erhingen) # P(Erhingen|Tod).

® Eine Verallgemeinerung fiir P(B) = 0 ist mdglich, aber technisch aufwindig.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsraum Modell des fairen Wiirfels und wollen die bedingte Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl” gegeben das Ereignis “Es fillt eine Zahl
groBer als 3" berechnen. Wir halten zunichst fest, dass das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl” der
Teilmenge A := {2,4,6} von Q entspricht, und dass das Ereignis “Es fillt eine Zahl groBer als 3" der
Teilmenge B := {4,5,6} von  entspricht. Wir halten dann fest, dass unter der Annahme des Modell
des fairen Wiirfels gilt, dass

P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =1/6 +1/6 + 1/6 = 3/6 (6)
P({4,5,6}) = P({4}) + P({5}) + P({6}) =1/6 +1/6 +1/6 = 3/6. (7)
SchlieBlich halten wir fest, dass das Ereignis A N B, also das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl,
die gréBer als 3 ist”, die Wahrscheinlichkeit
P(AN B) = P({2,4,6} N {4,5,6}) = P({4,6}) = B({4}) + P({6}) = 1/6 + 1/6 = 2/6  (8)
hat. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann
P(ANB P({4,6 2/6
P(A|B) = ( ) _ PA46H _2/6 2/6-6/3 = 2/3. (9)
P(B) P({4,5,6}) 3/6
Wenn man also weiB3, dass eine Augenzahl gréBer als 3 gefallen ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich

dabei um eine gerade Augenzahl handelt 2/3. Wenn man ersteres nicht weiB, ist die Wahrscheinlichkeit
fiir das Fallen einer geraden Augenzahl (nur) 1/2.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit)

Es seien (£2,.A,P) ein W-Raum und A, B € A unabhéngige Ereignisse mit P(-|B) >

0. Dann gilt
P(AB) = © (ﬁ(;)B) _ P(Iﬁg()B) — P(A). (10)

Bemerkungen

® Bei Unabhingigkeit dndert das Wissen um das Eintreten von B die Wahrschein-
lichkeit des Eintretens von A nicht.

® Unabhéngigkeit wird als P(A)P(B) modelliert, damit P(A|B) = P(A) gilt.
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Konstruktion, Definition und Notation

Konstruktion von Zufallsvariablen und Verteilungen

Es seien (2, A,P) ein W-Raum und X : Q — X eine Abbildung.
Es sei S eine o-Algebra auf X.

Fiir jedes S € S sei das Urbild von S definiert als
X718) = {w e QX (w) € S}. (11)

Wenn X~1(S) € A fiir alle S € S gilt, dann heiBt X messbar.
X : Q — X sei messbar. Allen S € § kann die Wahrscheinlichkeit

Px :S —[0,1],5 = Px(S) :=P (X ~(5)) =P ({w € Q| X (w) € S}) (12)
zugeordnet werden.
X heiBt nun Zufallsvariable und Px heiBt BildmaB oder Verteilung von X.
(X,S8,Px) ist ein W-Raum.

Mit X := R und S := B riickt der W-Raum (R, B,Px ) ins Zentrum der Betrachtung.
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Konstruktion, Definition und Notation

Konstruktion von Zufallsvariablen und Verteilungen

QA P) X:Q-X

X,s,Py)

P(X~1(S)) = P{{w € Q|X(w) € S}) =:Px(S)
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Konstruktion, Definition und Notation

Definition (Zufallsvariable)

Es sei (22, A,P) ein W-Raum und (X, S) ein Messraum. Eine Zufallsvariable (ZV) ist dann
definiert als eine Abbildung X : Q — X mit der Messbarkeitseigenschaft

{w e QX (w) € S} € Afiiralle S e S. (13)

Bemerkungen
® ZVen sind weder “zufillig” noch “Variablen”.
® Intuitiv wird w € Q “zufillig” anhand von P gezogen und X (w) realisiert.
® Wir nennen X den Ergebnisraum der ZV X.

® Die Verteilungen (BildmaBe) von ZVen sind in der Statistik zentral.

Der Begriff der Verteilung wird oft auch fiir W-MaBe und Dichten verwendet.
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Konstruktion, Definition und Notation

Beispiel (Summe zweier Wiirfel)

® Fiir das Werfen zweier Wiirfel ist ein sinnvolles Wahrscheinlichkeitsraum-Modell
® 0 :={(d1,d2)|d1 € Ng,d2 € Ng}
* A:=P(Q).
® P:.A— [0,1] mit P({(d1,d2)}) = 1/36 fiir alle (d1,d2) € Q.
® Die Augenzahl-Summenbildung wird dann sinnvoller Weise durch die Zufallsvariable
X:Q#—)X,(dl,dg)HX((dl,dg)) =dy + da. (14)
beschrieben, wobei X := {2,3,...,12}.
® S :=P(X) ist eine sinnvolle o-Algebra auf X.

® Mithilfe der o-Addivitat von P kénnen wir die Verteilung Px von X fiir alle Elemen-
tarereignisse {x} € S berechnen, wie auf der nichsten Folie gezeigt.

® Wir haben damit ein weiteres Wahrscheinlichkeitsraum-Modell (X, S,Px) konstruiert.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 23



Selbstkontrollfragen

Beispiel (Summe zweier Wiirfel)

Bestimmung der Verteilung Px von X

Px({11}) =
Px({12}) =

T{11})  =P{(5,6),(6,5)})
“t({12})  =P({(6,6)})

Px({2}) =P(X7'({2})) =P{@LD} = 36
Px({3}) =P(X7'({3})) =P{(1,2),2 D} =35
Px({4) =P(X7'({4}) =P{(1.3),(31),(22)}) =35
Px({5}) =P(X7'({5}) =P({(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)}) =55
Px({6}) =P(X7'({6}) =P{(1,5),(51),(2,4).(42),(3,3)}) =5
Px({7}) =P(X'({7}) =P({(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3)}) =35
Px({8}) =P(X7'({8}) =P({(2,6),(6.2),(3,5),(53),(44)}) =3
Px({9}) =P(XT'({9}) =P({(3,6).(6,3),(4,5),(54)}) =55
Px({10}) =P (X7'({10}) =P({(4,6),(6,4),(55)}) =55

P (X Z

P(X 36
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Konstruktion, Definition und Notation

Definition (Notation fiir ZVen)

Es seien (2, A,P) und (X,S,Px) W-Riume und X : Q@ — X sei eine ZV. Dann gelten
folgende Konventionen:

{X €S} ={weQX(w)e S}, SC,
{X =2} ={we QX (w) =z},z € X,
{X <z} ={weQX(w) <z}, zeX,
{X <2} ={we QX (w) <z},zeX.

Aus diesen Konventionen folgen exemplarisch die folgenden Konventionen fiir Verteilungen:
Px (XeS)=P({XeS})=PHweQX(w)eS}),SCX
Px (X <z)=P({X <z})=P({w € QX(w) <z}),z € X.
Oft wird zudem auf das ZV Subskript bei Verteilungssymbolen verzichtet, z.B.
P(XeS)=Px(XeS),ScCax,
P(X <z)=Px (X <S),ze .
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Konstruktion, Definition und Notation

Zum Zusammenhang von W-MaBen, ZVen, und Dichten
® Verteilungen von Zufallsvariablen sind in der Statistik zentral.

® Verteilungen von Zufallsvariablen werden tiblicherweise mithilfe von WMFen und
WDFen definiert.

® Welche Rolle spielen dann Wahrscheinlichkeitsraume und WahrscheinlichkeitsmaBe?

® WabhrscheinlichkeitsmaBe < Verteilungen von Zufallsvariable

P sei ein WahrscheinlichkeitsmaB auf der Borel o-Algebra.
& (Q,F,P) := (R, B,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum
< X: Q- R wr— X(w) = w ist eine Zufallsvariable
& Py =P.

& P ist die Verteilung einer Zufallsvariable.
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Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

® \Wahrscheinlichkeitsraume

Elementare Wahrscheinlichkeiten

Konstruktion, Definition, und Notation von Zufallsvariablen

Wabhrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskrete ZV, Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Eine ZV X heiBt diskret, wenn ihr Ergebnisraum X endlich oder abzihlbar ist. Die Wahr-
scheinlichkeitsmassefunktion (WMF) einer diskreten ZV ist definiert als

p: X —[0,1],z — p(z) :=P(X = z). (15)

Bemerkungen

® Eine Menge heiBt abzihlbar, wenn sie bijektiv auf N abgebildet werden kann.
® WMPFen sind nicht-negativ, d.h. p(z) > 0 fiir alle x € X.

® WMFen sind normiert, d.h. 37, p(z) = 1.

® WMFen heiBen im Deutschen iiblicherweise W-Funktionen oder Zihldichten.

® WMPFen heiBen auf Englisch probability mass functions (PMFs).

Zur Parallelitdt mit PMFs und WDFs bevorzugen wird den WMF Begriff.
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Bernoulli-Zufallsvariable)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X = {0,1} und WMF
p:X = [0,1], 2 p(x) := p®(1 — p)t == for p € [0,1]. (16)

Dann sagen wir, dass X einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter p € [0, 1] unterliegt und
nennen X eine Bernoulli-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ Bern(u) ab. Die WMF
einer Bernoulli-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bern(a; 1) = u* (1 — p1)' . (17)

Bemerkungen
® Eine Bernoulli-Zufallsvariable kann als Modell eines Miinzwurfs dienen.

® , ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X den Wert 1 annimmt,

FX=1=p'1-p"" =p (18)
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Bernoulli-Verteilungen)

Bern(x;0.1) Bern(x;0.5) Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
08 08 08
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 | 0.0 0.0
00 05 10 00 05 10 00 05 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Binomial-Zufallsvariable)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := N9 und WMF

p: X = 0,1,z — p(z) := <n> u* (1 — )" ™% for p € [0,1]. (19)
a3
Dann sagen wir, dass X einer Binomialverteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N

unterliegt und nennen X eine Binomial-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ Bin(u,n)
ab. Die WMF einer Binomial-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bin(z; i, n) := <Z> (1= )2, (20)

Bemerkung

® Es gilt Bin(z; p, 1) = Bern(z; ).
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Binomial-Verteilungen)

Bin(x;5,0.1)

Bin(x;10,0.5)

‘||ll¢
6 8 10

X

0_0.'||
o 2

4
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0.6
0.5

0.4
0.3
0.2
0.1

....lll

0.0
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WMF
1
p: X = Ry, z = p(x) = m (21)

Dann sagen wir, dass X einer diskreten Gleichverteilung unterliegt und nennen X eine
diskret-gleichverteilte Zufallfsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ U(|X|) ab. Die WMF einer
diskret-gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1
U(z; | X)) == 75 (22)
X
Bemerkungen
® Bern(z;0.5) = U(z; |X]) fiur X = {0,1}.
® Es gilt zum Beispiel Bin(z;0.5) = U(z; |X|) fir X = {0, 1}.
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[0,1]


Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Diskrete Gleichverteilungen)

U(x; X ={0,1}) U(x; X = {-3,-2,-1,0,1}) U(x; X = {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4})

06 06 06
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 | | | | | 0.1
0.0 0.0 0.0 |||||||||

-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

X X X
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Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

® \Wahrscheinlichkeitsraume

Elementare Wahrscheinlichkeiten

Konstruktion, Definition, und Notation von Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Kontinuierliche ZV, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion)
Eine Zufallsvariable X heiBt kontinuierlich, wenn eine Funktion
p:R = R>g,z — p(x) (23)

existiert, so dass gilt

® p(z) >0 fiir alle z € R,

* [Zop(@)de =1,

®* Pa< X <b)= f:p(ac)dx fiir alle a,b € R,a < b.
Eine entsprechende Funktion p heiBt Wahrscheinlichkeitsdichtefunction (WDF) von X.
Bemerkungen

® WDFen kénnen Werte groBer als 1 annehmen.

® Es gilt P(X = a) = [ p(z) dz = 0.

® Wabhrscheinlichkeiten werden aus WDFen durch Integration berechnet.

® (Wahrscheinlichkeits)Masse = (Wahrscheinlichkeits)Dichte x (Mengen)Volumen.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Normalverteilte und standardnormalverteilte Zufallsvariablen)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1 1
piR > Roo,o pla) =~z exp (— 55 (@ =) (24)
yixea

Dann sagen wir, dass X einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Parametern
i € R und o2 > 0 unterliegt und nennen X eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen
dies mit X ~ N (,u, 02) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir
mit

N (m;u, 02) 8= (25)

1 1 )
Vo @ (T 7))
Eine normalverteilte Zufallsvariable mit 1 = 0 und 02 = 1 heiBt standardnormalverteilte
Zufallsvariable und wird oft als Z-Zufallsvariable bezeichnet.

Bemerkungen
® Der Parameter p entspricht dem Wert hochster Wahrscheinlichkeitsdichte.

® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Normalverteilungen)

N(x; 0,1) N(x; -2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 /k 0.1
0.0 0.0 0.0
-0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gamma Zufallsvariable)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := R~ und WDF
p:Rso — Rso,z— p(z) := ;xafl exp (—E) , (26)
I(a)B> B
wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass X einer Gammaverteilung mit
Formparameter o > 0 und Skalenparameter 3 > 0 unterliegt und nennen X eine gammaver-

teilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ G(a, 8) ab. Die WDF einer gammaverteilen
Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 a— T
G(z; o, B) := Wx Lexp (—E) . (27)

Bemerkung

e (%, 2) heiBt auch Chi-Quadrat (x?) Verteilung mit n Freiheitsgraden.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Gamma Verteilungen)

G(x; 1,1) G(x; 2,2) G(x; 5,1)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0 -/\
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Beta-Zufallsvariable)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := [0, 1] und WDF

Fla+B) a1 B—1
p: X = [0,1,z— p(z) = ——=2% (1 —x) for o, B € Rxo, (28)
I(a)'(8)
wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass X einer Beta-Verteilung mit
Parametern o > 0 und 8 > 0 unterliegt, und nennen X eine beta-verteilte Zufallsvariable.
Wir kiirzen dies mit X ~ Beta(a,3) ab. Die WDF einer beta-verteilten Zufallsvariable
bezeichnen wir mit

F(CM + 5) Ia—l

Beta(x; a, §) = T'(a)T(B)

(1)1, (29)

Bemerkung

® Fiir o < 1,8 < 1 ist der Ergebnisraum X :=]0, 1[.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Beta-Verteilungen)

Beta(x; 1,1) Beta(x; 3,2)
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X

Beta(x; 10,5)

00 02 04 06 08 10
X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gleichverteilte Zufallsvariable)

Es sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1
— x € la,b
p:R—Rsg,z > pz):=q b= [a, 8] . (30)
- 0 z ¢ [a,b]
Dann sagen wir, dass X einer Gleichverteilung mit Parametern a und b unterliegt und nennen
X eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ U(a,b) ab. Die WDF einer
gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1
b—a

U(z;a,b) = (31)
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Gleichverteilung)

U(x; 0,1) U(x; -3,1) U(x; -4,4)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 —,_\_ 0.2
0.0 0.0 0.0 —I l—
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X X
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Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

® \Wahrscheinlichkeitsraume

Elementare Wahrscheinlichkeiten

Konstruktion, Definition, und Notation von Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Kumulative Verteilungsfunktion)
Die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) einer Zufallsvariable X ist definiert als

P:R—[0,1],z — P(z) :=P(X < z). (32)

Bemerkungen
® KVFen sind sowohl fiir diskrete als auch kontinuierliche ZVen definiert.
® P(z) ist fiir jedes z € R definiert, auch wenn = ¢ X.

® Mithilfe von KVFen kénnen Intervallwahrscheinlichkeiten angegeben werden
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Uberschreitungswahrscheinlichkeit)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ereignisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion.
Dann gilt fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P(X > z), dass

P(X > z) = 1 — P(z) fiir alle z € X. (33)

Beweis
Die Ereignisse {X > z} und {X < z} sind disjunkt und
Q={weQX(w)>z}U{weX(w) <z} ={X>z}U{X <z}. (34)
Mit der o-Additivitdt von P folgt dann
P(Q) =1
SPHX >zlu{X <z})=1
S PHX >a}) +PH{X <a}) =1 (35)
& P{X >a}) =1 - B({X < o})
< PH{X >z}) =1— P(x).

vV Vv
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Intervallwahrscheinlichkeiten)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ereignisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion.
Dann gilt fiir die Intervallwahrscheinlichkeit P(X € |x1,x2]), dass

P(X €]z1,z2])) = P(z2) — P(z1) fiir alle z1,z2 € X mit 1 < x2. (36)

Beweis
Wir betrachten die Ereignisse {X < z1},{z1 < X < 22} und {X < 22}, wobei
{X<zi}n{z1 < X <z} =0und {X <z1} U{z1 < X <22} ={X < za2}. (37)
gelten. Mit der o-Additivitdt von P gilt dann
PH{X <z} U{z1 <X <22} <
S PAX <o1}) +P({rr < X < w2}) =P{X < 22})
e P({z1 < X <a2}) =P{X < a2}) —PH{X <m}) (38)
& P({z1 < X < 22}) = P(x2) — P(z1)
< P(X €1, z2]) = P(x2) — P(z1).

) =P({X < z2})
)
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Eigenschaften von kumulative Verteilungsfunktionen)

Es sei X eine Zufallsvariable und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann hat P die
folgenden Eigenschaften

(1) P ist monoton steigend, i.e., wenn x1 < z2, dann gilt P(z1) < P(x2).
(2) limg— —oo P(z) =0 und limgy oo P(z) = 1.
(3) P ist rechtsseitig stetig, d.h., P(z) = P(z") = limy— 2 y>z P(y) fiir alle z € R

Bemerkungen

® Die genannten Eigenschaften kdnnen auch zur Definition einer KVF genutzt werden.

® (3) & Eine KVF hat keine Spriinge, wenn man sich Grenzpunkten von rechts nihert.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beweis

(1) Wir halten zunichst fest, dass fiir Ereignisse A C B gilt, dass P(A) < P(B). Wie halten dann fest,
dass fiir 1 < x2,

X <o} ={weQX(w) <21} C{we QX (w) w2} ={X < w2} (39)

Also gilt
P{X <z1}) <P{X < z2} = P(z1) < P(z2). (40)

(2) Wir verzichten auf einen Beweis

(3) Wir definieren

P@E) = lim_ P(y). (41)
Seien nun y1 > ys > -+ so, dass limy, o0 Yn = 2. Dann gilt
{X <o} =il {X <wn} (42)
Es gilt also
P(x) = PUX < 2}) = P03, {X < yu}) = Jim B{X < yu}) = Pe¥),  (43)

wobei wir die dritte Gleichung unbegriindet stehen lassen.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen von diskreten Zufallsvariablen
® Wenn a < bund P(a < X <b) =0, dannist P konstant horizontal auf ]a, b.
® An jedem Punkt  mit P(X = z) > 0 springt die KVF um den Betrag P(X = z).
® & An jedem Punkt z mit p(z) > 0 springt die KVF um den Betrag p(z) > 0.

® Generell ist die KVF einer diskreten Zufallsvariable mit Ergebnisraum Ng durch
[z]
P:R—[0,1],x+ P(z) := > P(X =k) (44)

k=0

gegeben, wobei || die Abrundungsfunktion bezeichnet.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Bernoulliverteilungen)

WMF von Bern(x;0.1) WMF von Bern(x;0.5) WMF von Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 l 0.0 0.0
00 05 10 00 05 1.0 00 05 10
X X X
KVF von Bern(x;0.1) KVF von Bern(x;0.5) KVF von Bern(x;0.7)
1.0 1.0 4 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 ; - T T T T 0.0
-2 01 2 3 -2 01 2 3 -2 01 2 3
X X X
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Binomialverteilungen)

WMF von Bin(x;5,0.1)

KVF von Bin(x;5,0.1)

-5 0 5 10 20

WMF von Bin(x;10,0.5)

||I...
6 8 10

X

00 1.1l
0 2 4

KVF von Bin(x;10,0.5)

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

-5 0 5 10 20
X

WMF von Bin(x;15,0.7)

KVF von Bin(x;15,0.7)

-5 0 5 10 20
X
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen ZVen)

X sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit WDF p und KVF P. Dann gilt

@) = /I p(t)dt und p(z) = iP(:z:) (45)

o dzx

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil P(X = x) = 0 fiir alle z € R gilt, die KVF von X keine Spriinge hat,
d.h. P ist stetig. Mit der Definitionen von WDF und KVF, folgt, dass P die Form einer Stammfunktion
von p hat. Dass p die Ableitung von P ist, folgt dann unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Analysis.

O
Bemerkungen
® Die KVF ist eine Stammfunktion der WDF, die WDF ist die Ableitung der KVF.

® Das Theorem von Radon-Nikodym ist eine generalisierte Variante dieser Einsicht.

® KVFen von kontinuierlichen ZV heiBen auch kumulative Dichtefunktionen (KDFen).
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Beispiel (Normalverteilung)
Es sei X ~ N(u,o?).

® Die WDF von X ist
1 1 2
V2ro? exp( 2077 ) )

p:R— Rso,z— p(z) =

® Die KVF von X ist

1 ® 1
P:R —]0,1[,z — P(z) = \/?7/ exp <7ﬁ(£7u)2) d§.

Die KVF von X ~ N(u, 02) kann nur numerisch, nicht analytisch, berechnet werden.

® Fiir 4 = 1,02 = 1, gilt zum Beispiel p(2) = 0.24 und P(2) = 0.84.

® Die WDF und KVF von Z ~ N(0, 1) werden oft mit ¢ und ®, respektive, bezeichnet.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Normalverteilung)
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Inverse Kumulative Verteilungsfunktion)
X sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit KVF P. Dann heiBt die Funktion
P~1:0,1[= R,q — P71(q) := {z € R|P(z) = ¢} (46)

die inverse kumulative Verteilungsfunktion von X .

Bemerkungen
e P~ st die Inverse von P, d.h. P~Y(P(z)) = .
® Offenbar gilt P(z) =g < P(X <z) =gq.
® Fiir ¢ €]0,1[ ist also P~1(q) der Wert = von X, so dass P(X < z) = q gilt.
® Wenn Z ~ N(0,1) mit KVF & ist, dann gilt zum Beispiel ®1(0.975) = 1.960.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Normalverteilung)

Es sei X ~ N(u,o?).
® Die KVF von X ist

P:RH]O,l[,x»—)lP’(ng):\/Qi?/j exp (fﬁ(gﬂm) de (47)

® Die inverse KVF von X ist

P10,1[- R,q— P~ (q) = {z € RIP(x) = q}. (48)
® Fiir y= 1,02 =1 gilt z.B., dass P(2) = 0.84 und P~1(0.84) = 2.
® Die inverse KVF von X ~ N(0, 1) wird oft mit ®~1 bezeichnet.

® Typische Beispielwerte fiir die KVF und inverse KVF von N(0, 1) sind
® $(1.645) = 0.950, ®1(0.950) = &~ (1 — 0.050) = 1.640.
® $(1.960) = 0.975, ~1(0.975) = &~ (1 — 2:950),
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beispiel (Normalverteilung)
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Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

® \Wahrscheinlichkeitsraume

Elementare Wahrscheinlichkeiten

Konstruktion, Definition, und Notation von Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den Begriff der o-Algebra

2. Definieren Sie den Begriff des WahrscheinlichkeitsmaBes.

3. Definieren Sie den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes

4. Skizzieren Sie das Wahrscheinlichkeitsraummodell eines fairen Wiirfels.

5. Geben sie zwei Interpretationen der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

6. Definieren Sie den Begriff der Unabhiangigkeit zweier Ereignisse.

7. Definieren Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

8. Geben Sie das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit wieder.

9. Geben Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit wieder.

10. Definieren Sie den Begriff der Zufallsvariable.
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Selbstkontrollfragen

11. Definieren Sie den Begriff der Wahrscheinlichkeitsmassefunktion.

12. Definieren Sie die Begriffe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

13. Definieren Sie den Begriff der kumulativen Verteilungsfunktion.

14. Schreiben sie die Intervallwahrscheinlichkeit einer Zufallsvariable mithilfer ihrer KVF.
15. Definieren Sie die WDF und KVF einer normalverteilten Zufallsvariable.

16. Schreiben Sie den Wert P(z) der KVF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer WDF.

17. Schreiben Sie den Wert p(z) der WDF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer KVF.

18. Nennen sie drei Eigenschaften von kumulativen Verteilungsfunktionen.

19. Definieren Sie den Begriff der inversen Verteilungsfunktion.
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(3) Multivariate Verteilungen



Multivariate Verteilungen

Literaturhinweise

Die Lektiire von Georgii (2009, Abschnitte 3.1 - 3.4) wird empfohlen. Entsprechende
englischsprachige Darstellungen finden sich in DeGroot and Schervish (2012, Sections
3.4 - 3.7) und Wasserman (2004, Sections 2.9 - 2.10).
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Multivariate Verteilungen

o Zufallsvektoren

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Verteilungen

e Zufallsvektoren

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen
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Zufallsvektoren

Definition (Zufallsvektor)

Es sei (€2, A, P) ein W-Raum und (X, S) ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-dimensionaler
Zufallsvektor ist dann definiert als eine Abbildung

X1(w)
X: Q=X w— X(w):= : (1)
Xn(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{we QX (w) € S} € Afiiralle S e S. (2)
Bemerkungen
® X ist messbar, wenn die Komponentenfunktionen X1, ..., X,, messbar sind.

® Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind also Zufallsvariablen.
® Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.
® Fiir einen Zufallsvektor schreiben wir auch hiufig X := (X1, ..., X,,).

® Fiir n := 1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.

BSc gie | Modul B2 | @ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 6




Zufallsvektoren

X1§0))

(@, A,P) XQ-X,wr X = :
Xn(@)

X, $,Px)

P(X™1(S5)) = P({w € Q|X(w) € S}) =: P(S)
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Multivariate Verteilungen

o Zufallsvektoren

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
Es sei (92,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) ein n-dimensionaler Messraum und
X: Q=X w— X(w) (3)
ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB Px, definiert durch
Px :S — [0,1],S — Px(S) :=P(X1(S)) = P ({w € Q| X(w) € S}) (4)
die multivariate Verteilung des Zufallsvektor X .

Bemerkungen
® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors X" .
® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fiir Zufallsvektoren analog, z.B.
Px(X €S):=P{X € S}) =P({w € Q|X(w) € S})
Bx(X =) :=P({X =2}) = F({w € QX (w) = «})
(5)
Px(X <z):=P ({X < x}) =P ({w € QX (w) < x})
Px(z1 < X < 22) :=P({r1 £ X <22}) =P({w € Qlz1 < X(w) < 22})

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden, d.h. zum Beispiel heift
r < yfirz,y € R", dass x; < y; firallei =1,...,n.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen)
X sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X . Dann heiBt eine Funktion der Form

Px: X —[0,1], z+— Px(z) :=Px(X <xz) (6)
multivariate kumulative Verteilungsfunktion von X.

Bemerkungen
® M.v. kumulative Verteilungsfunktionen kénnen zur Definition m.v. Verteilungen genutzt werden.

® Hiufiger ist die Definition m.v. Verteilungen durch multivariate WMFen oder WDFen.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, multivariate WMF)

Es sei (2,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — X ein Zufallsvektor. X heiBt
diskreter Zufallsvektor, wenn der Ergebnisraum X endlich viele oder héchsten abzihlbar
viele Elemente z;,7 = 1,2,... enthdlt. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion

(WMF) eines diskreten Zufallsvektors X wird mit px bezeichnet und ist definiert durch
px : X = [0,1],z = px(x) :=Px (X = x). (7)

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.

® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in X :=
X1 X Xp annimmt, wobei X7 := {1,2,3} und Xo = {1,2, 3,4} seien. Eine exemplarische
bivariate WMF der Form

pPx : {17273} X {1’2737 4} - [0’ 1}’(1'17532) = pX(l'lyx2) (8)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert.

px(z1,22) | z2=1 @x2=2 22=3 o =4
x1 =1 0.1 0.0 0.2 0.1
x1 =2 0.1 0.2 0.0 0.0
x1 =3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass 221:1 Zizzl px(z1,z2) = 1.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 12



Multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, multivariate WDF)

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallsvektor der Form X : 2 — R™ heiBt
kontinuierlicher Zufallsvektor. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)
eines kontinuierlichen Zufallsvektors X ist eine Funktion

px :R™ = R>o,z — px(z), (9)
mit den Eigenschaften
(1) fon px (@) dw = 1
(2) Px(z1 < X <ap) = [ fff: Px(81,.,8n)ds1 - dsn

T1q

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.
® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.

® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren

xp x
Px(X:I):IPX($§XS$):/ / "pX(Sh---vSn)dSl"‘dsn (10)
vy Jxn
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Multivariate Verteilungen

o Zufallsvektoren

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen
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Marginalverteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(2, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum, X :
Q) — X sei ein Zufallsvektor, Px sei die Verteilung von X, X; C X sei der Ergebnisraum
der iten Komponente X; von X, und S; sei eine o-Algebra auf X;. Dann heiBt die durch

PX@' : S — [0,1},5’—) Px (X1 X oo X X1 XSXXZ'+1 X oo X.Xn) fir S € S; (11)
definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von X .

Bemerkungen
® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.

® Die Komponenten eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen, univariate Marginalverteilungen sind

also Verteilungen von Zufallsvariablen.

® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von X legt auch die Verteilungen der X; fest.
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Marginalverteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse/dichtefunktionen)

(1) X = (X1,..., Xy) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmasse-
funktion px und Komponentenergebnisriumen X1, ..., X,,. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeits-
massefunktion der iten Komponente X; von X als

px; : Xi = [0,1],z; = px, (x;) 1=
Z ST D T px (@, e Bie1, Ty Tig1s s ) (12)
Ti—1 Ti41 Tn

(2) X = (X1,..., Xn) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion px und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion der iten Komponente X; von X als

px; ‘R = Rxso,z; = px, (z:) 1=

f-o f J ooo [} mse(@ng ooy B—ip Big Bl g coon Bip) @hBil coo AHB—il @HPaLI 000 HBpe  (18)
ESTRE P I VS N 20
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis

® Die WMFen der univariaten Marginalverteilungen eines diskreten Zufallsvektors werden durch Sum-
mation bestimmt, die WDFen der univariaten Marginalverteilungen eines kontinuierlichen Zufalls-
vektors werden durch Integration bestimmt.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in
X = Xy X X2 annimmt, wobei X7 := {1,2,3} und X2 = {1,2,3,4} seien. Basierend auf
der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginalen WMFen px, und px,

px(z1,22) | 22 =1 x2=2 z2=3 a2 =4 | px,(z1)
r1 =1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
r1 =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
DX, (z2) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass Zi’,l:l px, (1) =1 und 222:1 Px,(x2) =1 gilt.
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Bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen

Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4,P) und zwei Ereignisse
A, B € A mit P(B) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

PAIB) = —5

(14)
Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen X1, X2 mit Ereignisrdaumen X7, X2 und (messbaren)
Mengen S1 € X1,S2 € Xs die bedingte Verteilung von X; gegeben X5 mithilfe der
Ereignisse A := {X1 € S1} und B := {X3 € Sa} definiert.

So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass X; € S; gegeben dass
X2 € Sy unter der Annahme, dass P({X2 € S2}) > 0, zu

N e o (15)

In der Folge betrachten wir zunichst durch die WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufalls-

vektoren definierte bedingte Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

X := (X1, X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X; x X2, WMF
PX = Px;,X, und marginalen WMFen px, und px,. Die bedingte WMF von X; gegeben
Xo = x3 ist dann fiir px, (x2) > 0 definiert als

_ pxy,x, (21, 22)

PX1|Xo=azs * X1 = [0,1],21 = x| | xo=a, (T1|T2) := T opx, (@) (16)
2

Analog ist fiir px, (x1) > 0 die bedingte WMF von X gegeben X; = x1 definiert als

DX, X, (T1,72)
Pxy|Xy=ay ¢ X2 = [0,1], 22 = pxy|xy =0y (B1|22) 1= "2 (17)
Px; (T1)
Die bedingten Verteilungen mit WMFen px, |x,=¢, Und px,|x,—z, heiBen dann die dis-
kreten bedingten Verteilungen von X1 gegeben Xo = zo und X gegeben X1 = z1,
respektive.

Bemerkungen

® In Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also
_pxyxg(z1,22)  P{X: =@} N {Xs = z2})

Pxy Xy (T1]T2) = Py (22) = P({ X2 = 22]) . (18)

® Bedingte Verteilungen sind lediglich normalisierte gemeinsame Verteilungen!
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Bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in
X = Xy X X2 annimmt, wobei X7 := {1,2,3} und X> = {1,2,3,4} seien. Basierend auf
der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen WMFen

ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir px,|x, =z,

Px;|x, (1, 22) zo =1 xo =2 z9 =3 xo =4
Pxyxi=1(z2lzy =1) | 85 =025 3§=000 32=050 §4=025
Pxy|xy—(alr1 =2) | 21 =033 92=066 22=000 22=000
Pxyx =3(z2lz1 =3) | 23 =000 21=033 21=033 Sl1=033

Bemerkungen
® Man beachte, dass 212:1 Pxy| X =z (T2]z1) = 1 fiir alle 21 € &7,
® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen DX, X, (T1,x2) und PXo|X, (z2|z1).

® Bedingte Verteilungen sind lediglich normalisierte gemeinsame Verteilungen!
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

X := (X1, X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R2, WDF px =
PXx,,X, und marginalen WDFen px, und px,. Die bedingte WDF von X7 gegeben X5 = x2
ist dann fiir px, (z2) > 0 definiert als

Px1,X, (%1, 72)
PX1|Xo=azs R = R>0,21 = px | xy=a, (T1]22) := W (19)
2

Analog ist fiir px, (x1) > 0 die bedingte WMF von X gegeben X; = x; definiert als

Px,, X, (%1, T2)

pxy (%1) (20)

PXy|Xi=a1 P R = R>0,%2 = Dx,|x;—as ( T2|T1 ) i=

Die Verteilungen mit WDFen px, |x,=¢, Und Px,|x, =z, heiBen dann die kontinuierlichen
bedingten Verteilungen von X1 gegeben Xo = x2 und Xo gegeben X1 = x1, respektive.

Bemerkungen

® Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(X = x) = 0, aber nicht notwendig auch px (z) = 0!
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhingige Zufallsvariablen)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X := (X1, X2) ein zweidimensionaler Zufalls-
vektor. Die Zufallsvariablen X1, X2 mit Ergebnisraumen X7, X2 heiBen unabhingig, wenn
fiir alle S; C Xy und Sy C X> gilt, dass

Px (X1 € S1,X2 € S2) =Px, (X1 € S1)Px, (X2 € S2). (21)

Bemerkungen
® Die Definition besagt, dass die Ereignisse {X1 € S1} und {X3 € S2} unabhingig sind.
® Es gilt also auch, dass P({X1 € S1})[{X2 € S2}) =P({X1 € S1}).
® Wissen um das Ereignis { X2 € S>} veridndert die Wahrscheinlichkeit von {X; € S1} also nicht.

® Einen formaleren Zugang bietet das Konzept der Produktwahrscheinlichkeitsrdume.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Theorem (Unabhangigkeit und Faktorisierung der WMF /WDF)
(1) X := (X1,X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X; x X2, WMF px
und marginalen WMFen px,,px,. Dann gilt
X1 und X3 sind unabhingige Zufallsvariablen <
px (@1, 22) = px, (r1)px, (x2) fir alle (z1,22) € X1 X X2, (22)
(2) X := (X1,X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF px
und marginalen WMFen px,,px,. Dann gilt
X1 und X2 sind unabhingige Zufallsvariablen <
px(x1,22) = px, (1)px, (x2) fir alle (z1,22) € R2. (23)

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die Produkteigenschaft px (z1,z2) = px, (€1)px, (x2) heiBt auch Faktorisierung.

® Unabhéngigkeit zweier ZVen entspricht der Faktorisierung ihrer gemeinsamen WMF/WDF.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhéngige diskrete Zufallsvariablen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2), der Werte in {1,2,3} x
{1,2, 3,4} annimmt, und dessenn gemeinsame und marginale WMFen die untenstehende Form haben

px(ll,aig) ZE2:1 w2:2 (E2:3 o =4 pxl(ail)
) =1 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
T =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
T =3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
px, (T2) 0.20 0.30 0.30 0.20

Da hier gilt, dass

px (1,1) =0.10 # 0.08 = 0.40 - 0.20 = px, (1)px, (1) (24)

sind die Zufallsvariablen X7 und X2 nicht unabhingig.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhéngige diskrete Zufallsvariablen)

Die gemeinsame Verteilung von X3 und X5 unter der Annahme der Unabhangigkeit von X; und X2
bei gleichen Marginalverteilungen ergibt sich zu

px (z1,2) o =1 Ty =2 To =3 T =4 le(arl)
r; =1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
T =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
r1 =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
P, (2) 0.20 0.30 0.30 0.20

(NEU) Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhingigkeit von X; und X zum Beispiel die bedingten
Wahrscheinlichkeitsmassefunktion px,|x, zu

Pxq|Xq (T1,22) xzy =1 2 =2 x2 =3 o =4
pXQ\Xlzl(w2|$1:1) %:0.2 %:03 8}13 =0.3 %:0.2
praicaleales =2) | B9 =02 BB =03 8805 88 =02
pxaixios(rale =) | 898 —02 8803 8% —o0s 88 0o

Im Falle der Unabhéngigkeit von X und X5 dndert sich die Verteilung von X gegeben (oder im Wissen
um) den Wert von X also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung von X5. Dies entspricht
natiirlich der Intuition der Unabhiangigkeit von Ereignissen im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (n unabhingige Zufallsvariablen)

X := (X1,...,Xy) sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X = x7 , X;.
Die n Zufallsvariablen X1, ..., X, heiBen unabhingig, wenn fiir alle S; € X;,i = 1,...,n
gilt, dass
n
Px (X1 € S1,.., Xn € Sn) = [ [ Px; (X: € Si). (25)
i=1
Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF px mit marginalen WMFen
oder WDFen px,,i = 1,...,n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von X3, ..., X, gleich-
bedeutend mit der Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

Px(Z1, .0y Tn ) = pri(ﬂcz‘)- (26)
=

Bemerkung

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen Falls.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen)
n Zufallsvariablen X1, ..., X, heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn
(1) Xi,..., Xn unabhingige Zufallsvariablen sind, und
(2) die Marginalverteilungen der X; iibereinstimmen, also gilt, dass
px; =px, furallel <i,j <n. (27)
Wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilt sind, und die ite

Marginalverteilung Px := Py, ist, so schreibt man auch

X1,y Xn ~ Px. (28)

Bemerkungen
® Man sagt kurz, dass X1, ..., X,, u.i.v. sind.
® Im Englischen spricht man von independent and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen.
® |n der Statistik werden Stichproben meist mit u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

® 7 u.i.v. normalverteilte ZVen werden als X1, ..., X,, ~ N(u, 02) geschrieben.
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den Begriff des Zufallsvektors.

2. Definieren Sie den Begriff der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors.

3. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WMF.

4. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WDF.

5. Definieren Sie den Begriff der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors.

6. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsverktors?

7. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsverktors?
8. Definieren Sie den Begriff der Unabhingigkeit zweier Zufallsvariablen.

9. Wie erkennt man an der gemeinsamen WMF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors,
ob die Komponenten des Zufallsvektors unabhéngig sind oder nicht?

10. Definieren Sie den Begriff der Unabhingigkeit von n Zufallsvariablen.

11. Definieren Sie den Begriff n unabhingig und identisch verteilter Zufallsvariablen.
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(4) Erwartungswert und Kovarianz
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Literaturhinweise

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Konzepte gehéren zum Standard der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Die Lektiire von Georgii (2009, Abschnitte 4.1 und 4.3) wird empfohlen. In
englischer Sprache finden sich entsprechende Darstellungen in Wasserman (2004, Sections
3.1 - 3.3) und DeGroot and Schervish (2012, Sections 4.1 - 4.3, 4.6). Die angegebenen
Beweise fiir den Erwartungswert und die Varianz der univariaten Normalverteilung wenden

sich an interessierte Leser:innen und sollten beim ersten Durcharbeiten iibergangen werden.
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert)
Es sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X sei eine Zufallsvariable. Dann
ist der Erwartungswert von X definiert als
® E(X):=> cxrpx(x), wenn X : Q — X diskret mit WMF px ist, und als
® E(X):= [T zpx(z)dz, wenn X : Q — R kontinuierlich mit WDF px ist.
Der Erwartungswert einer Zufallsvariable heiBt existent, wenn er endlich ist.
Bemerkungen

® Der Erwartungswert ist eine skalare Zusammenfassung einer Verteilung.

® Intuitiv ist E(X) ~ % " 1 X fiir eine groBe Zahl n von Kopien X; von X.
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei X ~ Bern(u). Dann gilt E(X) = p.

Beweis

X ist diskret mit X = {0, 1}. Also gilt

E(X) = Z x Bern(zx; )

z€{0,1}
=0-p001 =)' 041t (1)t (1)
=1-pt(1—p)°
_
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei X ~ N(u,02). Dann gilt E(X) = p.

Beweis

Wir halten zunichst ohne Beweis fest, dass

/oc exp(—z?) de = /7. 2)

oo

Mit der Definition des Erwartungswerts fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt

E(X) = [: z\/% exp <7%(1 — ,u)2> dx. 3)

Mit der Substitutionsregel

g(b) b ,
[ r@an = [ g @) do ()
g(a) a
und der Definition von
g:R =R,z — g(z):=V202z + p with ¢’ (z) = V202, (5)

gilt dann
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)

E(X)

Rl 1
\/ﬁ/ T exp (—ﬁ(w—u)Z) dx
o2 Joo

oo(\/ﬁaﬁ-{-u)exp (—% ((\/ﬁx—&-u) - /t)2> V202 dz

1
=
271_02/ (\/Ta:er, exp( ) dzx (6)

= 0= (Va7 [T aen (<a?) do ot [T exn (<o7) ar)
= = (Va7 [T wenw (<a*) do+ uvF)

Eine Stammfunktion von x exp (—w2) ist —% exp(—z?). Mit

lim exp(—z®) =0und lim exp(—a?) =0 )
T ——o0 T—roo
verschwindet der Integralterm und wir erhalten

E(X) = (uf) (8)

ﬂ\

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 9



Erwartungswert

Theorem (Eigenschaften des Erwartungswerts)

(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gilt
E(aX + b) = aE(X) + b. 9)

(2) (Linearkombination) Fiir Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1, ...,an € R gilt

n n
E <Z aiXi) =Y aE(X,). (10)
i=1 i=1
(3) (Faktorisierung bei Unabhingigkeit) Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

E <ﬁ XZ-> = ﬁE(Xi). (11)

Bemerkung

® Die genannten Eigenschaften sind oft niitzlich zur Berechnung von Erwartungswerten.
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Erwartungswert

Beweis

Eigenschaft (1) folgt aus den Linearitdtseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten den
Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable X mit WDF px genauer. In diesem Fall gilt

E(Y) = E(aX + b)
= /oo(aac + b)px (x) dz
= [ lawpx(@) + bpx (a) da (12)

:a/ zpx (x) dz+b/ px (x) dz

aE(X) + b.

Eigenschaft (2) folgt gleichfalls aus den Linearititseigenschaften von Summen und Integralen. Wir be-
trachten den Fall von zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen X7 und X> mit bivariater WDF PX1,Xq

genauer. In diesem Fall gilt
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
2
i=1
= E(ale + a2X2)
= //2(a1x1 + a22)px;, x5 (%1, x2) day das
R
= //2 a1T1PX, X5 (21, 22) + a2x2px,,x, (21, 22) dz1 dza
R
=a //2 T1Px,,Xq (T1,22) dz1 dT2 + a2 //2 T2pxy,Xo (T1,22) dz1 das
3 R

oo oo oo oo
= a1/ x1 (/ PX1, Xy (T1,72) dwz) dzi + az/ T2 (/ PX1, Xy (T1,72) dwl) dzx2
_oo —oo -oo -o0o

:a1/ z1px, (1) dz1 +a2/ T2px,(22) dre
-0 -00

= allE(Xl) —+ az]E(Xg)

2
=" a:E(X,).
=1
(13)

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
Zu Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall von n kontinuierlichen Zufallsvariablen mit gemeinsamer
WDF px,,...,x, - Weil als X1, ..., X,, unabhingig vorausgesetzt sind, gilt

n
Px1,xn (@1, 20) = [ px; (=) (14)
i=1

Weiterhin gilt also

n

n =) oo
E(]]= :/ / I1 = |pxy. xn(@1, s 2n) dos.. dan
i=1 -o0 -oo \iZ1

oo oo n n
:/ [ T @i [ pxs (@0) day... da,

" =1 i=1

. —
:/ / 1 eipx, (z:) das ... don (15)
-oo S0 =1

= H/‘oo a:ipxi(wi)dwi

i=1v "

O
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Varianz und Standardabweichung

Definition (Varianz und Standardabweichung)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X). Die Varianz von X ist definiert als
V(X) :=E ((X —-E(X))?), (16)

unter der Annahme, dass dieser Erwartungswert existiert. Die Standardabweichung von X
ist definiert
S(X) := V/V(X). (17)

Bemerkungen
® Die Varianz misst die Streuung (Breite) einer Verteilung.
® Quadration ist nétig wegen E(X —E(X)) =E(X) —E(X) =0.
® Ein alternatives MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist E(|X — E(X)]).

® Ein weiteres MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist die Entropie —E(lnpx (X)).
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable)
Es sei X ~ Bern(u). Dann ist die Varianz von X gegeben durch

V(X) = p(l - p). (18)
Beweis

X ist eine diskrete Zufallsvariable und es gilt E(X) = pu. Also gilt
V(X) =E ((X - )*)

= > (v - p)’Bern(z;p)

ze€{0,1}
=0-w’Q-w P+ a-pita-w!
= 20—+ 01—’ (19)

= (u2+(17u)u) (1-p)
:(u2+u*N2>(1*H)

= pu(l—p).
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Varianzverschiebungssatz)
Es sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt
V(X) =E (X?) - E(X)2 (20)

Beweis
Mit der Definition der Varianz und der Linearitdt des Erwartungswerts gilt

V(x) =E (X - B(X))%)
=B (X? - 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) - 2E(X)E(X) + E (]E(X)z) (21)

= E(X?) - 2E(X)? + E(X)?
=E(X?) —E(X)%

Bemerkung

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E (XQ) und E(X) leicht zu berechnen sind.
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei X ~ N(p,02). Dann gilt V(X) = o2.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Varianzverschiebungssatz gilt, dass

1 el 1
V(X) = E(X?) —E(X)? = / 22 exp (—7(1 - u)2> do — p? (22)
2wo? J oo 202
Mit der Substitutionsregel
b , "g(b)
[ seeng@ar= [ @ (23)
a g(a
und der Definition von

g:R—= R,z V202x + p, g(—00) := —o0, g(00) := 0o, with g'(z) = V202, (24)

kann das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (22) dann als
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Rl 1
/:oo z% exp <_T(2(I - u)2> dx

= [OO(VQUZJC + )% exp (7T;((V 202z + p) — ;4)2> V202 dx

20222 )
dz
2
o

o
2

(25)

= V202 /OO(\/QUZI + 1) exp <7

= \/202/ (V202z + p)? exp (—x2) dzx.
-0o
geschrieben werden. Also gilt

V202 oo
V(X) = # [w(v2021 + w2 exp (—2?) do — p?

1
— /“’(\/%%)2 +2V20%ap + u?) exp (~22) da — 2
V7 Joo

i (202 /oo m2 exp (—12) dx + 2V 202u/OQ x exp (7.'32) dx + M2 /oo exp (7.'32) dm) — u2
VT J-oc0 -0 J-o0
(26)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin ohne Beweis fest, dass

oo oo
/ z exp(—2>) dz = 0 und / exp(—z?) de = /7. (27)
S0 -0
Es ergibt sich dann
1 . oo
V(X) = 7= (202 /oo z? exp (7932) dx + pQﬁ) -
20% oo 2 2 2
= — T — d — 28
ﬁ/mT exp(r) T+ p o (28)
202 <, 2
= — - d
e [oo x exp( T ) w
Mit der partiellen Integrationsregel
[ F @@ o= j@a@ls — [ 1@ @) da (29)
und der Definition von
fiR >R,z f(z):= exp(—2z?) with f'(z) = —2exp(—z?) (30)

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 20



Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

und
1 1
g:R—=> R,z g(z):= 3% with g’(x):—i, (31)
so dass 1
7' @(a) = ~2exp(~a?) (=32 ) = o exp(=a?), (32)
gilt, ergibt sich dann
202 x4 2
V(X)) = — — d
(X) \/TT_/:oowexp(w)I
202

- (7%zexp(712)|2°oo - /: exp (—o*) (7%) dz) (33)
20°

1 w1 oo
= NG (—E:vexp(—zz)Loo + 5/ exp (—rz) dm) s

Aus limg 400 exp(wa) = 0 schlieBen wir, dass der erste Term in den Klammern auf der rechten
Seite der obigen Gleichung gleich 0 ist. SchlieBlich ergibt sich

V(X) = % (% /: exp (~2?) da;) - % = — o2 (34)

O
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Eigenschaften der Varianz)

(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gelten
V(aX +b) = a?V(X) und S(aY + b) = |a|S(X). (35)

(2) (Linearkombination bei Unabhéngigkeit) Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., X,
und ai,...,an € R gilt

A% (z": aiXi> = zn:a?V(Xi). (36)
=1 =1

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 22



Varianz und Standardabweichung

Beweis

Um Eigenschaft (1) zu zeigen, definieren wir zunichst Y := aX + b und halten fest, dass E(Y) =
aE(X) + b. Fiir die Varianz von Y ergibt sich dann

V(Y) =E (¥ - E(Y))?)

E <(aX +b—ak(X) — b)2)

E <(aX — aE(X) 2)
= ((a(X E(X))? (37)
=E (*(X - E(X))?)
=a’E (( 2)
= a®V(X)
Wourzelziehen ergibt dann das Resultat fiir die Standardabweichung.

Fiir Eigenschaft (2) betrachten wir den Fall zweier unabhéngiger Zufallsvariablen X; und X5 genauer.
Wir halten zunichst fest, dass in diesem Fall gilt, dass

E (a1 X1 + a2X2) = a1 E(X1) + axE(X2). (38)
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Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

= V(a1 X1 + as Xs)

=& ((01 X1 + 02X — E(a1 X3 + a2 X2))?)
IE( a1 X1 + as Xz — a1E(X1) — azE(X2)) )
=E ((a1 X1 — mE(X1) + a2 X3 — a2E(X2))?)
(
(
(

=B (((a1(X1 = E(X1)) + (a2(X2 — B(X2)))?)

=E ((a1(X1 —E(X1)))? — 2(a1 (X1 — E(X1))(az(X2 — E(X2)) + (az(X2 — E(Xz)))z)
=E (a3 (X1 — E(X1))? = 2a1a2(X1 — E(X1)) (X2 — E(X3)) + a3(Xa — ]E(Xz))z)

=d’E ((X1 - (xl))2) — 2a1a2E (X1 — E(X1))(X2 — E(X2))) + a2E ((x2 - ]E(XQ))Z)
= a2V(X1) — 2a1a2E (X1 — B(X1))(X2 — E(X2))) + a2V(X3)

= Z aZV(X;) — 2a1a2E (X1 — E(X1))(X2 — E(X2)))
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)
Weil X1 und X2 unabhingig sind, ergibt sich mit den Eigenschaften des Erwartungswerts fiir unabhangige
Zufallsvariablen, dass
E((X1 — B(X1))(X2 — E(X2))) =E ((X1 — E(X1))) E (X2 — E(X2)))

= (E(X1) — E(X1))(E(X2) — E(X2)) (39)

=0
ist. Damit folgt also

2 2
v (Z (lin',) = alv(Xy). (40)
i=1 i=1

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert und Kovarianz
® Erwartungswert

® Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung)

X1, ..., X, seien Zufallsvariablen.

® Das Stichprobenmittel von X1, ..., X, ist definiert als der arithmetische Mittelwert

_ 1 &
Xp = - ZXZ (41)
i=1
® Die Stichprobenvarianz von X, ..., Xy, ist definiert als
1 n
2 . _ %2
Spi=— ;(Xl Xn)2. (42)

® Die Stichprobenstandardabweichung ist definiert als
S = /8- (43)

Bemerkungen

® E(X),V(X), und S(X) sind Kennzahlen einer Zufallsvariable X.

* X,, SZ’, und S,, sind Kennzahlen einer Stichprobe X1, ..., X,,.

und s, bezeichnet.

® X,,52, und S, sind Zufallsvariablen, ihre Realisationen werden mit Z,,, s2,

nt
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Beispiel (Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung)

® Esseien X1,..., X10 ~ N(1,2).
® Wir nehmen die folgenden Realisationen an

x1 T2 x3 Ta Ts5 Z6 x7 8 Z9 Z10
0.54 1.01 -3.28 0.35 275 -051 2.32 1.49 0.96 1.25

® Die Stichprobenmittelrealisation ist

1 & 6.88
T10 = — i = —— = 0.68. 44
Z10 10 z:: z 10 (44)
® Die Stichprobenvarianzrealisation ist
25 37

52 xr; — T10 x; — 0. 68 = 2.82. 45
o = g( ? Z( = (45)

® Die Stichprobenstandardabweichungrealisation ist
s10 = y/s%, = V2.82 = 1.68. (46)
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Erwartungswert und Kovarianz
® Erwartungswert
® Varianz und Standardabweichung

® Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Kovarianz und Korrelation

Definition (Kovarianz und Korrelation)
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als
C(X,Y) :=E (X - E(X)) (Y —E(Y))). (47)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

XYy e CXY) _ CeY) (48)

T VXYV S(X)S(Y)”

Bemerkungen

® Die Kovarianz von X mit sich selbst ist die Varianz von X,

C(X, X) = E ((X — E(X))?) = V(X). (49)

® p(X,Y) wird auch Korrelationskoeffizient von X und Y genannt.
® Wenn p(X,Y) = 0 ist, werden X und Y unkorreliert genannt.

® Wir zeigen spiter mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass —1 < p(X,Y) < 1.
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Kovarianz und Korrelation

Beispiel (Kovarianz und Korrelation zweier diskreter Zufallsvariablen)

Es sei X := (X1, X2) ein Zufallsvektor mit WMF Pxq,X, definiert durch (Lange and Mosler, 2017)

Pxq1,Xo(®1,22) | z2 =1 22=2 x2=3 | px,(z1)
z; =1 0.10 0.05 0.15 0.30
ry =2 0.60 0.05 0.05 0.70
P, (@2) 0.70 0.10 0.20

X1, X2 sind also zwei Zufallsvariablen mit einer definierten bivariaten Verteilung. Um C(X1, X2) und
p(X1, X2) zu berechnen, halten wir zunichst fest, dass

2
E(X1)= > z1px;(®1) =1-03+2-0.7=17 (50)
z1=1
und

3
E(X2) = > @apx,(w2) =1-0.7+2-0.1+3-0.2=15. (51)
zo9=1

Mit der Definition der Kovarianz von X1 und X3, gilt dann
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Kovarianz und Korrelation

C(X1, X2)
=E((X1 — E(X1)) (X2 — E(X2)))

2 3
= 3 3 (@1 - E(X1) (w2 — E(X2))px,, x, (715 72)
z1=1lao=1

2 3
S (w1 - 1.7)(wg — L.5)px,, Xq (1, 22)
zr)=1zg9=1

2
= Z (€ 71.7)(171.5);;)(1,)(2(”,1)
z1=1

+ (21 —1.71)(2 - 1.5)px,, X, (21,2)
+ (21 — 1.7 = 1.5)px, X, (®1,3)
= (1-1710-18px, x,(L1D+ (1 -17(2=-15px; x,(1.2)+ (1 - 173 - 15)px, x,(13)
+ (@2 -1 - 1.5)px; X, (2,1) + (2= 172 - 1.5)px, x5 (2,2) + (2= 1.1 = 1.5)px, x5 (2,3)
= (—0.7) - (—0.5)-0.10 +(—0.7) - 0.5 - 0.05 +(—0.7) - 1.5 .0.15
+0.3-(—0.5) - 0.60 +0.3-0.5-0.05 +0.3-1.5-0.05
= 0.035 — 0.0175 — 0.1575 — 0.09 + 0.0075 + 0.0225

= —0.2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Kovarianzverschiebungssatz)

X und Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (52)

Beweis
Mit der Definition der Kovarianz gilt

C(X,Y) =E (X — E(X))(Y —E(Y)))
-E (XY ~ XE(Y) — E(X)Y + ]E(X)]E(Y))
(53)
= E(XY) — E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)

=E(XY) — E(X)E(Y).
Bemerkungen

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E(XY ), E(X), und E(Y) leicht zu berechnen sind.
® Fiir Y = X erhalten wir V(X) = E(X?) — E(X)2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Korrelation und Unabhingigkeit)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen. Wenn X und Y unabhingig sind, dann ist
C(X,Y) =0 und X und Y sind unkorreliert. Ist dagegen C(X,Y) = 0 und sind X
und Y somit unkorreliert, dann sind X und Y nicht notwendigerweise unabhangig.

Beweis

Wir zeigen zunichst, dass aus der Unabhingigkeit von X und Y C(X,Y) = 0 folgt. Hierzu halten wir
zunéchst fest, dass fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt, dass

E(XY) = E(X)E(Y). (54)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz folgt dann
C(X,Y)=E(XY) —-EX)E(Y) =E(X)E(Y) — E(X)E(Y) = 0. (55)

Mit der Definition des Korrelationskoeffizienten folgt dann unmittelbar, dass p(X,Y) = 0 und X und

Y somit unkorreliert sind.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Wir zeigen nun durch Angabe eines Beispiels, dass die Kovarianz von abhingigen Zufallsvariablen X
und Y null sein kann. Zu diesem Zweck betrachten wir den Fall zweier diskreter Zufallsvariablen X
und Y mit Ergebnisrdumen X = {—1,0,1} und Y = {0, 1}, marginaler WMF von X gegeben durch
px (X = x) = 1/3 fiir © € X und der Definition Y := X 2. Wir halten dann zunichst fest, dass

1 1 1
E(X)= Y apx(X=2)=-1--+40--+1--=0 (56)
3 3 3
zEX
und
1 1 1
E(XY)=EXX*) =EX*) = > o’px(X=2)=-1>- - +0> - +1® - =0 (57)
3 3 3
zEX
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz ergibt sich dann
C(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) = ]E(X3) —E(X)E(Y)=0—-0-E(Y)=0. (58)

Die Kovarianz von X und Y ist also null. Wie unten gezeigt faktorisiert die gemeinsame WMF von X
und Y jedoch nicht, und somit sind X und Y nicht unabhangig.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)
Die Definition of Y := X2 impliziert die folgende bedingte WMF
py|x (y|T) ‘ r=-1 =0 =zz=1

y=0 0 1 0
y=1 1 0 1

Die marginale WMF px und die bedingte WMF py-| x implizieren die gemeinsame WMF

px,y(z,y) | z=—-1 a=0 z=1| py(y)
y=0 0 1/3 0 1/3
y=1 1/3 0 1/3 2/3
px(z) 1/3 1/3 1/3

Es gilt also zum Beispiel

1 1 1
px,Y(£=—1,y=0)=0¢§=§'§=px($=—1);ﬂY(y=0) (59)

und damit sind X und Y nicht unabhingig.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen und es seien a,b,c € R. Dann gilt

V(aX 4+ bY + ¢) = a®V(X) + b2V(Y) + 2abC(X,Y). (60)
Speziell gelten
V(X +Y) =V(X) 4+ V(Y) +2C(X,Y) (61)
und
VX -Y)=V(X)+ V() - 2C(X,Y) (62)
Bemerkungen

® Varianzen von Zufallsvariablen addieren sich nicht einfach.

® Die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen hingt von ihrer Kovarianz ab.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis
Wir halten zunachst fest, dass
E(aX 4+ bY 4 ¢) = aE(X) + bE(Y) + c. (63)
Es ergibt sich also
V(aX +bY +¢)
=E ((aX +bY + ¢ — aB(X) — bE(Y) — 0)2)

= E ((a(X = E(X)) + b(Y = E(V)))*)

(64)
=E ((X = E(X))* + 6°(Y = E(Y))” + 2ab(X — E(X))(Y — E(Y))))
= a®E (X = E(X))*) + VE (¥ = E(Y))?) + 2abE (X — E(X))(Y — E(Y))))
= a?V(X) 4+ b?V(Y) + 2abC(X,Y)
Die Spezialfille folgen dann direkt mit @ := b := 1 und a := 1, b := —1, respektive.
O
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Erwartungswert und Kovarianz
® Erwartungswert
® Varianz und Standardabweichung

® Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Definition (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)
(X1,Y1), ..., (Xn, Yy) seien zweidimensionale Zufallsvektoren.
® Das Stichprobenmittel der (X1, Y1), ..., (Xn, Yy) ist definiert als
. B N 1 n 1 n
(X,Y), = (Xn,Yn) = <7ZXI-,72Y1-) . (65)
ni=1 =1
® Die Stichprobenkovarianz der (X1, Y1), ..., (Xn, Ys,) ist definiert als

1

Cp =
" n—1

Z(X'i - Xn )(Yl - Yn ) (66)
i=1
® Der Stichprobenkorrelationskoeffizient der (X1, Y1), ..., (X, Yy ) ist definiert als

R, = ——, (67)

wobei Sx , und Sy, die Stichprobenstandardabweichungen von X1,..., X, und Yi,...,Y,,
bezeichnen.

Bemerkungen

® (X,Y),, Cyn, und R, sind Zufallsvariablen

® (z,¥),. cn, und 7, bezeichnen ihre Realisierungen
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Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Beispiel (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)

® Esseien (X1, Y1), ..., (X10, Y1i0) zweidimensionale Zufallsvariablen.

® Wir nehmen folgende Realisierungen an

(z1,v1) (®2,y2) (z3,y3) (w4,v4) (®5,y5) (x6,v6) (v7,vy7) (8,y8) (x9,v9) (®10,¥10)
(0.8,-07) (1.1,16) (0.8 1.1) (02 01) (11,04) (0515 (13,-1.2) (1.8 06) (0.4,02) (L5 -1.0)

® Die Stichprobenmittelrealisation ergibt sich zu

1 Ao 1 Jo
x, == Ti, — i | =(0.75,0.26). 68
T (5 Sy Do) = ©75.00) (60
® Die Stichprobenstandardabweichungrealisationen ergeben sich zu
1 1o 1 1o
SX.m = 4| — T; — T10)2 = 0.79 und sy, = 4| — i — 9Y10)2 = 0.99. 69
X, 9 ;( 10) Y, 9 1g;(y F10) (69)

® Die Stichprobenkovarianz- und Stichprobenkorrelationsrealisationen ergeben sich zu

, = .
en = S (@i — @0 )(yi — Gn ) = —0.26und r,, = — " = —0.33.  (70)

n—1= Sz,nSy,n
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und interpretieren Sie den Erwartungswert einer Zufallsvariable.

2. Berechnen Sie den Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable.

3. Nennen Sie die Linearitdts- und Multiplikationseigenschaften des Erwartungswerts.

4. Definieren und interpretieren Sie die Varianz einer Zufallsvariable.

5. Driicken Sie E(X?2) mithilfe der Varianz und des Erwartungswerts von X aus.

6. Was ist V(aX) fiir konstantes a € R?

7. Definieren Sie die Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y.

8. Schreiben Sie die Kovarianz zweier Zufallsvariablen mithilfe ihrer Erwartungswerte.

9. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen X und Y bei Unabhéangigkeit?

10. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen X und Y im Allgemeinen?
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Selbstkontrollfragen

11. Gegeben seien folgende Realisationen von Zufallsvektoren (X1,Y1), ..., (X5, Y5):

(z1,91) (w2,y2) (%3,93) (va,y4) (5,¥5)
(52, 4.1) (-1.1,-0.8) (2.7, 2.1) (-3.2, -2.8) (0.1, -0.2)

Berechnen Sie bitte mithilfe eines Taschenrechners das Stichprobenmittel, die Stichpro-
benvarianz, und die Stichprobenstandarabweichung der Realisationen von X7, ..., X5,
das Stichprobenmittel, die Stichprobenvarianz, und die Stichprobenstandarabweichung
der Realisationen von Y7, ...,Ys, und die Stichprobenkovarianz und die Stichproben-
korrelation der Realisationen von (X1, Y1),...,(X5, Y5). Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse
mithilfe der R Funktionen mean(), var(), sd(), cov(), und cor().
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(5) Ungleichungen und Grenzwerte
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Literaturhinweise

Bei dem vorgestellten Konzepten dieses Abschnittes handelt es sich nicht um eine umfas-
sende Einfiihrung in die Theorie der Ungleichungen und Grenzwerte der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Es handelt sich lediglich um eine Zusammenstellung zentraler Resultate, auf
die in spiteren Abschnitten zuriick gegriffen werden soll. Die Lektiire von (Georgii, 2009,
Abschnitte 5.1 und 5.3) wird empfohlen. Englischsprachige Darstellungen finden sich z.B.
in Wasserman (2004, Abschnitte 4.1 und 4.2) und Casella and Berger (2012, Abschnitte
3.6 und 4.7).
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Markov Ungleichung)

Es sei X eine Zufallsvariable mit P(X > 0) = 1. Dann gilt fiir alle z € R, dass

E(X)

P(X >2x) <
(X2a)< =

(1)

Bemerkungen

® Weil P(X > 0) = 1 gilt, sagt man auch, dass X eine nicht-negative Zufallvariable ist.
® Die Ungleichung setzt Uberschreitungswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte in Bezug.

® Gilt z.B. fiir eine nichtnegative Zufallsvariable X, dass E(X) = 1, dann ist P(X > 100) < 0.01.
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis

Wir betrachten den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable X mit WDF p. Wir halten zunichst fest,
dass

B0 = [~ enteyde = /0 en€) s = [ ep(e de+ [ en©ae, @
weil X nicht-negativ ist. Es folgt dann
50 > [Ten@aez [Top@ac=a [T p©de = 2P(X 2 0), ®)
Dabei gilt die erste Ungleichung weil
/j;gp(g)dg — 0 fir 2 < 0 und /;5p(g)dg > 0 fir & > 0. )
und die zweite Ungleichung gilt, weil = < & fiir £ € [x, oo[. Es folgt also, dass
E(X) 2 2B(X > ) & B(X > ) < Do), (5)
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beispiel (X ~ G(o, B))
® Wir halten ohne Beweis fest, dass fiir X ~ G(a, 3) gilt, dass E(X) = .
® Wir betrachten den Fall a := 5,8 := 2, so dass G(x;5,2) = x2(10)

P(x) Markov Ungleichung
1.0 5
— 1-P(x)

08 47 E(X)/x
0.6 3
0.4 2
0.2 1
0.0 T T T T 1 05 T T T T i

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

X X
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Chebyshev Ungleichung)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Varianz V(X). Dann gilt fiir alle z € R

vx)

P(X ~E(X)| 2 2) < =5

(6)

Bemerkungen
® Die Chebyshev Ungleichung setzt Abweichungen vom Erwartungswert in Bezug zur Varianz.
® Zum Beispiel gilt

P(1X B0 2370 ) £ —) o — 0.

(3v)”
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis
Wir halten zunichst fest, dass fiir a, b € R gilt
a> > b* & |a] > b. (7)

Dazu betrachten wir die folgenden vier méglichen Fille

la| > b fira>0,b>0 <& a>b <& a? > b?
la| > bfira>0,b<0 < a>b & a? > b?
la| >bfira<0,b>0 & —a>b < (—a)?>b0> =da%>>0b2
la| > bfira<0,b<0 & —a>b << (—a)?>0b%> =da%>>0b2

Als nichstes definieren wir Y := (X — E(X))? . Dann folgt aus der Markov Ungleichung

(o) < B
@P((X—E(X))zzzz)gﬂz(()(;w (8)
& P(X —E(X)| > 2) < LX),

x2
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Ungleichungen und Grenzwerte

® Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der groBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Es seien X,Y zwei Zufallsvariablen und E(XY") endlich. Dann gilt

E(XY)? <E(X?)E(Y?) (9)

Bemerkungen
® Analog gilt fiir Vektoren =,y € R™, dass (z, y)? < ||z - ||y||.

® Die Korrelationsungleichung ist eine direkte Konsequenz der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Erwartungswertungleichungen

Beweis
Wir betrachten den Fall, dass 0 < E(X2) < oo und 0 < E(Y2) < oco. Fiiralle a, b € R gilt dann

0 SE((aX+bY)2) und 0 g]E((ax 7by)2) . (10)

Also folgt
0 < a?E(X2) + b2E(Y2) + 2abE(XY) und 0 < a?E(X2) + b2E(Y2) — 20bE(XY). (1)

Definition von a := {/E(Y 2) und b := \/E(X?2) ergibt dann
< E(YHEX?) + E(XHE(Y?) + 2\/E(Y ) /E(XDE(XY)

o —2/E(Y2)\/[E(X2)E(XY) < 2E(X2)E(Y?)

(=]

& —VEYDEXDE(XY) < VEYDEX2)E(Y2)E(X2) "
& —E(XY) < VE(Y2)E(X2),
und analog
0 < B(YE(x?) + BxDE(Y?) - 2/E(v2)E(x2)E(XY)
& 2B 2)E(X2)E(XY) < 25(X2)E(Y?) w)

= VE(Y2)E(X2)E(XY) < VE(Y2)E(x2)\/E(Y2)E(X2)
< E(XY) < \E(Y2)E(X2).

Zusammengenommen ergibt sich fiir den betrachteten Fall also die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ein vollstandiger Beweis findet sich bei DeGroot
and Schervish (2012, Theorem 4.6.2).

O

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 13



Erwartungswertungleichungen

Theorem (Korrelationsungleichung)

X und Y seien Zufallsvariablen mit V(X),V(Y) > 0. Dann gilt

Py = S < (14)
Bemerkung
® Esgiltalso p(X,Y)?2 <1& [p(X,Y)| <1e p(X,Y) € [-1,1].
Beweis
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir zwei Zufallsvariablen U und V' gilt, dass
(EUV))* <EWU*EV?). (15)

Wir definieren nun U := X —E(X) und V := Y —E(Y). Dann besagt die Cauchy-Schwarz Ungleichung,
dass

E((X - E(X))(Y —E(Y)* <E((X —E(X)*)E (v —E(¥))?). (16)
Also gilt
2 C(X,Y)*
C(X,Y)? < V(X)V(Y) & VXV <1 (17)

]
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Ungleichungen und Grenzwerte

® Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der groBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Gesetze der groBen Zahl

Uberblick
® Es gibt ein Schwaches Gesetz der groBen Zahl und ein Starkes Gesetz der groBen Zahl.
Intuitiv besagen beide Gesetze, dass sich das Stichprobenmittel von unabhingigen

und identisch verteilten Zufallsvariablen fiir eine groBe Anzahl an Zufallsvariablen dem
Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilung nahert.

® Das Schwache und das Starke Gesetz der groBen Zahl unterscheiden sich in Hinblick

auf die zu ihrer Formulierung benutzen Formen der Konvergenz von Zufallsvariablen.

® Das Schwache Gesetz basiert auf der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
® Das Starke Gesetz basiert auf der fast sicheren Konvergenz.

® Wir begniigen uns mit Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und dem Schwachen Gesetz.
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Gesetze der groBen Zahl

Definition (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit)

Eine Folge von Zufallsvariable X1, X2, ... konvergiert gegen eine Zufallsvariable X in Wahr-
scheinlichkeit, wenn fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 gilt, dass

lim P(| X, —X|<e)=1< lim P(|X, —X|>¢) =0 (18)
n— o0 n— o0
Die Konvergenz von X1, Xa,.... gegen X in Wahrscheinlichkeit wird geschrieben als

n—oo

Bemerkungen

¢ X, % X heiBt, dass sich die Wahrscheinlichkeit, dass X, in dem zufilligen
n o0

Intervall | X — €, X + €[ liegt, unabh&ngig davon, wie klein dieses Intervall sein mag, 1
nihert, wenn n gegen Unendlich strebt.

® |Intuitiv heiBt das, dass sich fiir eine konstante Zufallsvariable X := a die Verteilung
von X, mehr und mehr um a konzentriert, wenn n gegen Unendlich strebt.
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Gesetze der groBen Zahl

Theorem (Schwaches Gesetz der groBen Zahl)

X1, ..., Xpn seien unabhingig und gleichverteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = u fiir alle
i =1,...,n. Weiterhin bezeichne

X, = % > X (20)

das Stichprobenmittel der X;,i = 1, ..., n. Dann konvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen
8
Xn —— p. (21)

Bemerkung

® Fiir einen Beweis siehe z.B. Georgii (2009, Abschnitt 5.1).

e X, %) 1 heiBt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel nahe dem
n oo

Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilung liegt, sich 1 ndhert, wenn n — oo.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 18



Gesetze der groBen Zahl

Beispiel (X1, ..., Xn ~ N(0,1))
® Die linke Abbildung zeigt Realisationen von X, als Funktion von n.

® Die rechte Abbildung zeigt Schitzungen von P(|X,, — u| > ¢€) als Funktionen von n und e.

Stichprobenmittelrealisationen Wabhrscheinlichkeitschatzungen
15 v 1.0
Xn £=1.000
1.0 H £=0.500
0.8 £20.250
05 £=0.125
0.6
0.0 1
0.4
-0.5
-1.0 o 0.2
-15 T T T | 0.0 1 T i \ \
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
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Ungleichungen und Grenzwerte

® Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der groBen Zahl

Zentrale Grenzwertsitze

Selbstkontrollfragen
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Zentrale Grenzwertsatze

Uberblick

® Die Zentralen Grenzwertsitze besagen grob, dass die Summe von unabhingigen Zufallsvariablen
asymptotisch, d.h. fiir unendlich viele Zufallsvariablen, normalverteilt ist.

® Modelliert man eine MessgréBe Y also als Summe eines deterministischen Einflusses ;1 und der
Summe € := > 7
unbekannte Stdreinfliisse beschreiben, so ist fiir groBes n die Annahme

X, einer Vielzahl von unabh&ngigen Zufallsvariablen X;,7 = 1, ..., n, welche

Y = p+emite~ N(m,s?) (22)
also mathematisch gerechtfertigt. Wie wir spater sehen werden, liegt die Annahme in Gleichung

(22) vielen statischen Modellen zugrunde.

® |n der “Lindenberg und Lévy" Form des Zentralen Grenzwertsatzes werden unabhingig und iden-
tische Zufallsvariablen vorausgesetzt. In der “Liapunov” Form werden nur unabhingige Zufallsva-
riablen voraussetzt. Der Beweis der “Lindenberg und Lévy” Form ist einfacher als der Beweis der
“Liapunov” Form. Wir verzichten hier auf die Angabe von Beweisen.

® In beiden Formulierungen des Zentralen Grenzwertsatzes die betrachtete Konvergenz von Zufalls-
variablen die Konvergenz in Verteilung, welche wir zun&chst einfiihren.
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Zentrale Grenzwertsatze

Definition (Konvergenz in Verteilung)

Eine Folge X1, X2, ... von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsva-
riable X, wenn
lim Px, (z) = Px(z). (23)
n— oo
fiir alle x an denen Px stetig ist. Die Konvergenz in Verteilung von X1, Xa, ... gegen X
wird geschrieben als
Xn —2 X, (24)

Gilt X, %) X, dann heiBt die Verteilung von X die asymptotische Verteilung der Folge
n o0
X1, Xo, ...
Bemerkungen
e X P Xisteine Aussage liber die Konvergenz von KVFs.

n—oo

® Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert Konvergenz in Verteilung.
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy)

X1, ..., Xy seien unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
p := E(X;) und Varianz 02 := V(X;), 0 < 02 < oo fiir alle i = 1,....,n. Dann gilt fiir
jedes feste x, dass

lim P ()i/fﬂ ) = ®(x), (25)

wobei & KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Bemerkung
® Wir beweisen spater noch folgende Implikationen des Zentralen Grenzwertsatzes:
o Fiir n — oo gilt asymptotisch >7" | X; ~ N(n,u,na' ).
o Fiir n — oo gilt asymptotisch X,, ~ N (,u, - )
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Zentrale Grenzwertsatze

Beispiel (X1, ..., Xn ~ x*(k))

® Wir halten ohne Beweis fest, dass E(X;) = k und V(X;) = 2k.
® Wir betrachten das Szenario X; ~ x(3) firi=1,...,n.

® Die linken Abbildungen zeigen Histogrammschiatzer der Wahrscheinlichkeitsdichte von

Xn— 1
Y, = —— 26
n a/\/ﬁ ( )

basierend auf 1000 Realisationen von Y,, fiir n = 2 und n = 200, sowie die WDF von N (0, 1).

® Die rechte Abbildung zeigt die entsprechenden (empirischen) kumulativen Verteilungsfunktionen.

n=2

n =200
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Liapounov)

X1, ..., Xn seien unabhingige aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit den Eigenschaften
Y1 E (1% — pwil?)
E(|X; — wil®) < cound lim &= =0. 27
(1X: — wal?) Jim S (27)

Es sei weiterhin p; := E(X;) und af =V(X;) fir i = 1,...,n. Dann gilt fiir jedes feste z,

dass

n R n .

lim P Zi:l X 21:1 Hi
n— oo n 2
i=19;

<z|=a@), (28)

wobei ® KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Bemerkungen
® Fiir n — oo gilt also asymptotisch 37 | X; ~ N (30 pi, > iy 02).

® Die Summe vieler unabhangiger Zufallsvariablen ist asymptotisch normalverteilt.
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Ungleichungen und Grenzwerte

® Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der groBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Markov Ungleichung wieder.

2. Geben Sie die Chebyshev Ungleichung wieder.

3. Geben Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung wieder.

4. Geben Sie die Korrelationsungleichung wieder.

5. Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

6. Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Verteilung.

7. Geben Sie das Schwache Gesetz der groBen Zahl wieder.

8. Erldutern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy.
9. Erlidutern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Liapunov.

10. Warum sind die Zentralen Grenzwertsitze fiir die statistische Modellbildung wichtig?
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(6) Transformationen der Normalverteilung
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Literaturhinweise

Weiterfithrende Diskussionen der in dieser Vorlesungsheinheit behandelten Inhalte
finden sich z.B. in Georgii (2009, Kapitel 9), DeGroot and Schervish (2012, Sections
3.8 - 3.9) und Casella and Berger (2012, Section 5.3). Der Abschnitt Transformati-
onstheoreme in dieser Vorlesungseinheit richtet sich primar Studierende, die an der
Arbeit mit probabilistischen Modellen in der Statistik, dem maschinellen Lernen,
oder der kiinstlichen Intelligenz interessiert sind. Bei den Standardtransformationen

sind wie Ublich die Theoreme, nicht jedoch die Beweise, priifungsrelevant.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen

® Transformationstheoreme
e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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Transformationen der Normalverteilung
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x2-Transformation
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® Selbstkontrollfragen

BSc gie | Modul B2

| @ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 5



Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

® Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable bei der Durchfiihrung eines Zufallsexperiments annimmt,
heiBt eine Realisierung der Zufallsvariable. Mithilfe eines Computers lassen sich Zufallsexperimente
simulieren und Realisierungen von Zufallsvariablen erhalten.

® Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen erhilt man in R mit rnorm(), wobei die Syntax
fiir Realisierungen von n unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen X; ~ N (u, 02),1‘ =
1, ..., n durch morm(n, u, Vo?) gegeben ist.

x = rnorm(1,0,1) # X1 \sim N(0,1)
[1] 0.13
x = rnorm(1,10,1) # X1 \sim N(10,1)
(1] 8.87
= rnorm(3,5,sqrt(2)) # Xi \sim N(5,2), i =1,2,3 (u.i.v.)

x =
[1] 5.25 3.17 6.62
x = rnorm(lel,5,sqrt(2)) # Xi \sim N(5,2), i = 1,...,10 (u.i.v.)

[1] 2.63 8.48 5.60 7.88 6.04 4.08 5.34 3.22 6.42 5.30

x = rnorm(le4,5,sqrt(2)) \sim N(5,2), i = 1,...,10.000 (u.i.v.)
[1] 6.78 5.43 5.10 2.89 4.28 4.22 4.31 1.94 5.65 6.26 4.49 4.82 4.93 5.66

it
X

® Die empirische Verteilung unabhingig und identisch simulierter Zufallsvariablenrealisationen ent-
spricht der Verteilung der Zufallsvariable. Die empirische Verteilung stellt man mit Histogrammen
(H3ufigkeitsverteilungen) oder histogramm-basierten Dichteschitzern dar.
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

N(x; 0, 1) Realisierungen von Xy, . . ., Xy
05
04
03
0.2
0.1
0.0 T T T 1 I T T T 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X1
Xi~N(0,1),i=1,...,10* Xi~N(0,1),i=1,...,10*
1000 Absolute Haufigkeit 05 Dichteschatzung
04 N(x0,1) .;
0.3 ’—fr I
0.2 ﬂ [
0.1 } “
0.0 111‘ W mh ‘
-4 -2 0 2 4
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

® |nhalt dieser Vorlesungseinheit sind einige GesetzmaBigkeiten zur Transformation von normalverteil-
ten Zufallsvariablen. Mit Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf Zufallsvariablen
sowie die arithmetische Verkniipfung mehrerer Zufallsvariablen gemeint. Die zentrale Fragestellung
dabei ist folgende: “Wenn die Zufallsvariable X normalverteilt ist, wie ist dann eine Zufallsvariable
Y, die sich durch Transformation von X ergibt, verteilt?”

® Fiir die in dieser Vorlesungseinheit behandelten Fille gilt, dass man explizit Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen fiir die Verteilung der transformierten Zufallsvariable angeben kann. Diese gehtren
zu den klassischen Resultaten der frequentistischen Statistik und sind fiir das Verstdndnis von Kon-
fidenzintervallen, Hypothesentests, und Varianzanalysen essentiell.

® |ntuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation ihrer
u.i.v. Realisierungen klar machen. Betrachtet man z.B. X ~ N(0,1) und ihre Transformation
Y := X2 und sind z1 = 0.10,z2 = —0.20,z3 = 0.80 drei u.i.v. Realisierungen von X, so
entspricht dies den u.i.v. Realisierungen y1 = mf = 0.01,y2 = zg = 0.04,y3 = zg = 0.64
von Y. In diesem Beispiel fillt auf, dass Y keine negativen Werte annimmt, die Verteilung von Y’
ordnet negativen Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu.
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

® Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

# Simulationsspezifikation

n = led # Anzahl von u.i.v Realisierungen (ZVen)
mu =1 # Erwartungswertparameter von X

sigsqr = 2 # Varianzparameter von X

# Quadration einer Zufallsvariable

X = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen xi, i = 1,....,n von X
hist (X) # Histogramm der Realisierungen von X
Y = X"2 # Realisierungen yi = xi"2 von Y

hist (Y) # Histogramm der Realisierungen von Y

# Addition zweier normalverteilter Zufallsvariablen

X_1 = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen x1i, i = 1,....,n von X1
X_2 = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen x2i, i = 1,....,n von X2
Y = X.1 + X_.2 # Realisierungen yi = x1i + x2i von Y
hist (Y) # Histogramm der Realisierungen von Y
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Vorbemerkungen

Uberblick

® |Im Abschnitt Transformationstheoreme stellen wir zunichst einige generelle Werkzeuge zum Be-
rechnen der WDFen von transformierten Zufallsvariablen bereit. Diese Werkzeuge sind von der
allgemeinen Form “Wenn X eine Zufallsvariable mit WDF px und Y := f(X) die durch f trans-
formierte Zufallsvariable ist, dann gilt fiir die WDF von Y die folgende Formel: py := {Formel}".

® Im Abschnitt Standardtransformationen diskutieren wir sechs Standardtransformationen normal-
verteilter Zufallsvariablen, die in der klassischen frequentistischen Statistik und damit im weite-
ren Verlauf des Kurses zentrale Rollen spielen. Diese Aussagen sind von der allgemeinen Form

“Wenn X;,7 = 1,...,n unabh&ngig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen sind und Y :=
f( X1 ,...,X,) eine Transformation dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF von Y durch
die Formel py := {Formel} gegeben und man nennt die Verteilung von Y {Verteilungsname}”.

® Die Aussagen im Abschnitt Standardtransformationen sind fiir die klassische frequentistische Sta-
tistik zentral, weil

(1) der zentrale Grenzwertsatz die Annahme additiv unabhingig normalverteilter Stérvariablen,
und damit normalverteilter Daten, rechtfertigt,

(2) wie wir in der nichsten Vorlesungseinheit sehen werden, es sich bei Schitzern und Statistiken
um Transformationen von Zufallsvariablen handelt, und

3

-

Konfidenzintervalle und Hypothesentests durch die Verteilungen ihrer jeweiligen Statistiken
charakterisiert und gerechtfertigt sind.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen

® Transformationstheoreme
e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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Transformationstheoreme

Uberblick

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine
Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X), wenn X eine Zufallsvariable mit
WDF px ist und f eine bijektive Funktion ist.

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei linear affinen Abbildungen gibt eine
Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine Zufallsvariable
mit WDF px ist und f eine linear-affine Funktion ist.

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei stiickweisen bijektiven Abbildun-
gen gibt eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine
Zufallsvariable mit WDF px ist und f zumindest in Teilen bijektiv ist.

® Das multivariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert
eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X), wenn X ein Zufallsvektor
mit WDF px ist und f eine bijektive multivariate vektorwertige Funktion ist.

® Das Faltungstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y :=
X1 + Xo, wenn X1 und X5 zwei Zufallsvariablen mit WDFen px, und px, sind.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit WDF px fiir die P(Ja,b[) = 1 gilt, wobei a und/oder b

entweder endlich oder unendlich seien. Weiterhin sei

Y= f(X) (1)

wobei die univariate reellwertige Funktion f :]a,b[— R differenzierbar und bijektiv auf
Ja,b[ sei. f(la,b]) sei das Bild von ]a,b[ unter f. SchlieBlich sei f~!(y) der Wert der
Umkehrunktion von f(z) fiir y € f(]a,b[) und f’(z) sei die Ableitung von f an der Stelle
z. Dann ist die WDF von Y gegeben durch

S — -1 ur a
pr R Ragy o ey = § O X U0 Brve i o,

0 firy € R\ f(]a,b)).
Bemerkungen

® |inear-affine Abbildungen sind ein wichtiger Anwendungsfalls.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf Ja, b[ ist, f entweder strikt wachsend oder strikt fallend ist.
Nehmen wir zunichst an, dass f auf Ja, b[ strikt wachsend ist. Dann ist auch f_1 firalle y € f(Ja, b[) wachsend, und es gilt

Py =PY <) =PUX) <o) =P TGN < Tw) =P(Xx < ') =Px (W) @

Py ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl f71 als auch Py differenzierbar sind. Mit der Kettenregel und dem Satz von
der Umkehrabbildung (f71 () = 1/f’(f71 (z)), folgt dann, dass die WDF p+y- sich ergibt wie folgt:

py (v) = ipym = ipx (W) =rx (FT W) — 1w = ;)px (tw), @

d
dy (1w

Weil £~ 1 strikt wachsend ist, ist d/dy(f 1 (y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn f auf ]a, b[ strikt fallend ist,
dann ist auch f ~ 1 firalle y € f(Ja, b[) fallend und es gilt

Py =PFX) <) =P (TGN 2T w) =p (x>t w) =1-Px (W), ©®
Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

d d _ _ d 1 _
py(y):dfy(lny(y))zfan (f 1(y>):7px (f l(y)) [Tyf l(y)zfmpx (f l(y)).
(6)

Weil £ 1 strikt fallend ist, ist d/dy (f ~ 1 (y)) negativ, so dass —d /dy(f 1 (y)) gleich |d/dy(f 1 (y))] ist und das Theorem trifft

zu.

(]
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei linear-affinen Abbildungen)

X sei eine Zufallsvariable mit WDF px und es sei

Y = f(X) mit f(X) :=aX + b fiir a #0. (7)
Dann ist die WDF von Y gegeben durch
1 y—>b
py :R = R0,y = py(y) = mpx( . > (8)

Bemerkung
® Das Theorem folgt direkt WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

_ _ y—2>b
fliRHR,nyl(y):T 9
ist, weil dann f o f~! = idg gilt, wie man anhand von
—-b
f(f_l(z)):a(w >+b:x7b+b:mﬂirallex€R (10)
a
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
d
f’:R%R,me’(m):d—(az+b):a. (11)
by
Also folgt mit dem Theorem zur WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen, dass
1 —1
py :R—= R0,y = py(y) = —————px ([ (W)
- 17 (F= @) | ( >
(12)
1 <y - b)
= —px | =——).
lal a
O
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Transformationstheoreme

Theorem (U.v. WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WDF px . Weiterhin sei
Y = f(X), (13)

wobei f so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von X in eine endliche Anzahl von Mengen X7, ..., X
mit einer entsprechenden Anzahl von Mengen Y := f(X1),..., Yk := f(X)) im Ergebnisraum Y von
Y partitioniert werden kann (wobei nicht notwendigerweise Y; N Y; = 0,1 < i,5 < k gelten muss),
so dass die Abbildung f fiir alle X1, ..., X} bijektiv ist (d.h. f ist eine stiickweise bijektive Abbildung).
Fir ¢ = 1, ..., k bezeichne f;l die Umkehrfunktion von f auf ));. SchlieBlich nehmen wir an, dass die
Ableitungen f/ fiir alle i = 1, ..., k existieren und stetig sind. Dann ist eine WDF von Y durch

k
py 1Y = R0,y py(y) = D 1y, (¥)

1 _
2 mpx (fi 1(?!)) o (14)

gegeben.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die x2-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Theorem (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
X sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF px . Weiterhin sei
Y = f(X), (15)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R™ — R"™ differenzierbar und bijektiv auf ]a, b] sei.
SchlieBlich seien

; o
J (@) = <—f¢(z)) € R X" (16)
O 1<i<n,1<j<n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle € R™, |J/(x)| die Determinante von J/(z), und es sei
|Jf (x)| # 0 fiir alle z € R™. Dann ist eine WDF von Y durch

mpx (f_l(y)) fory € f(R™)
for y € R™ \ f(R™)

py : R™ — R>o,y — py () := (17)

gegeben.

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des univariaten Falls.

® Die T-und F-Transformationen sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Theorem (Summe unabhingiger Zufallsvariable, Faltung)

X1 und X3 seien zwei kontinuierliche unabhangige Zufallsvariablen mit WDF px, und px,,
respektive. Y := X 4+ X2 sei die Summe von X; und X3. Dann ergibt sich eine WDF der
Verteilung von Y als

oo oo
py (y) = / px, (Y — 22)px, (x2) dro = / px, (21)px, (y — 1) doa (18)
— 00 — 00
Die Formel fiir die WDF py heiBt Faltung oder Konvolution von px, und px,.
Bemerkung

® Die Summen- und Mittelwerttransformation sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen. Dazu definieren
wir zundchst

FiRE SRz o fla) = (zl +I2> = (zl> (19)
) z2
Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch
fiR? 5 R 2 f(2) = (ZI;I2> (20)
2
weil dann fo f7! = idg2 gilt, wie man anhand von
-1 _ -1 (miFa2) _ (w1t @2—x2) _ (X1

@y =g () = () < () ()

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu

22 f1(@) = fi(z) 11(z1+m2) o~ (x1 + x2) 1 1
Jf(ﬂi) = (8 1f2(:1:) Z%zfz(m)> = <8 LIZ a 2 a o ) (0 1) (22)

GER GER EEDY

und die Jacobideterminante damit zu |J7 (z)| = 1.
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Transformationstheoreme

Beweis (fortgefiihrt)
Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhé&ngigkeit von X7 und Xs impliziert, dass

Pxq, X, (%1, 22) = px; (z1)p(X2)(22) (23)

impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich 25 ergibt dann ergibt dann fiir z € f(R?)

— 1 -1
p2() = gy (19)

= 1PX1.X; (21 — z2, 22) (24)
=px; (21 — 22)px, (22)
Integration iiber 2 ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von Z;
Pz (21) = /m pxq (21 — 2)px, (v2) da2 (25)
—oco
Mit Z; = X1 4+ X2 = Y ergibt sich dann die erste Form des Faltungstheorems zu
py (y) = /_O:C Pxy (Y — 2)px, (v2) doa. (26)
O
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen
® Transformationstheoreme

e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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Standardtransformationen

Uberblick

® Das Summentransformationstheorem besagt, dass die Summe unabhingig normal-
verteilter Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser
Verteilung an.

® Das Mittewertstransformationstheorem besagt, dass das Stichprobenmittel unabhingig
normalverteilter Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter
dieser Verteilung an.

® Das Z-Transformationstheorem besagt, dass Subtraktion des Erwartungswertparame-
ters und gleichzeitige Division mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung
einer normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnormalverteilung transformiere.

® Das x2-Transformationstheorem besagt, dass die Summe quadrierter u.i.v. standard-
normalverteilter Zufallsvariablen eine y?-verteilte Zufallsvariable ist.

® Das T-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Divi-
sion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable durch die Quadratwurzel einer x2-
verteilten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt, eine t-verteilte Zufallsvariable ist.

® Das F-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Divi-
sion zweier x2 verteilter Zufallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen Freiheits-
gradparameter, ergibt eine F-verteilte Zufallsvariable ist.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen
® Transformationstheoreme
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® F-Transformation
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Summentransformation

Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen)

Fiir: = 1,...,n seien X; ~ N(ui,a%) unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann
gilt fur die Summe Y := 3" | X; , dass
n n
v (St @7
i=1 =1

Fiir unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen X; ~ N(u,02) gilt folglich

Y ~ N(nu,no?). (28)

Bemerkung
® Die Mittelwerttransformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsitze sind wichtige Anwendungsfille.
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Summentransformation

Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen

X1 ~N(-2.0,0.5) X2~N(1.0,0.7) X1+Xz~N(-1.0,1.2)

05 4
0.4 4
0.3 4
0.2 4

0.1 4
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Summentransformation

Beweis

Wir skizzieren mithilfe der Faltungsformel, dass fiir X1 ~ N(u1,02), X2 ~ N(uz,02), und ¥ =
X1 + X2 gilt, dass Y ~ N(u1 + Mg,of + US). Fiir n > 2 folgt das Theorem dann durch Iteration.
Mit der Definition der WDF der Normalverteilung erhalten wir zundchst

o0
Py (y) = / Py (21)Px, (y — 1) doy
[ e (5 (5)) e (5 () )
——exp|—= | —— exp | —= (| ——— x
— oo V2o P 2 o1 2mog P 2 o2 !

o0 1 1 /1 —p1\2 1 /y—my —p2\?
——exp|—=|————) — | ——m dx.
oo 2WO102 2 o1 o2

2
(29)
Mit einigem algebraischen Aufwand erhdlt man die Identit&t
1 (wl —M1>271 (y—iﬂl —Mz)z
2 o1 2 g2
_ = —p2)?  (0F +03)w1 — 0Ty + ppof — paoy)? (30)

2(of +03) 20¢03 (0} +03)

so dass weiterhin gilt, dass
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

) 1 (y — 1 — no)? ((df-%—ﬂ%)m —afy+u20f —/»105)2
Py () = b 2 .2y 2.2(02 1 o2 dy
—o0 2woy0g 2(0? + 03) 20202 (0?2 + 02)
oo 1 (W —m1 —nz)? (o} + oD)@1 — ofy + pgof — uy0d)?
= Smoon P\ T T 21,2y P T 2.2(,2 2 dey
—oc0 2moy0g 2(07 + 03) 20202 (0% + 03)
1 (y — p1 — u2)? oo ((G%erg)wl *U%eruzaf*#lG%)z
_ o () (L —edy pae @
2n0 09 2(c? + 03) —oo 20202 (0% + 03)
(31)
Fiir das verbleibende Integral zeigt man mithilfe der Integration durch Substitution, dass
/-oo (63 + 0wy — oFy + pgo? — pyo3)? J Varoyog )
exp [ — 2 = .
oo 20703(a3 + o3) 212
Es ergibt sich also
() 1 V2rojog (y — 1 — p2)?
py (y) = exp | —
2no10g \/0% + o2 2(0? + 02)
= (33)

_enten? (7 (v—ny - u2)2>

1 o (y — 1 — pg)?
= xp [ — .
VIT\[oF + o3 2(62 4 02)

2(0f + 02)
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

SchlieBlich folgt, dass

= ! exp | — ! — 2
py (y) = e p( 307+ 00) (y — (p1 + p2)) >

(34)

N(y; p1 + pz, 0% +03)

Ein einfacheres Vorgehen ergibt sich vermutlich nach Fouriertransformation der WDF im Sinne der
sogenannten charakteristischen Funktion einer Zufallsvariable. In diesem Fall wiirde die Faltung der
WDFen der Multiplikation der charakteristischen Funktionen entsprechen.

O

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 29



Transformationen der Normalverteilung
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Mittelwerttransformation

Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen)

Firi=1,...,n seien X; ~ N(p,,o’z) unabhingig und identisch normalverteilte Zufallsva-

riablen. Dann gilt fiir das Stichprobenmittel X,, := % o1 X, dass
2
Xn~N (u, i) . (35)
n

Bemerkung
® Die Analyse von Erwartungswertschatzern ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsitze sind wichtige Anwendungsfille.
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Mittelwerttransformation

Stichprobenmittel u.i.v. normalverteilter Zufallsvariablen

Xi~N(2,4),i=1,...,10 Xn ~N(2,4/10)
0.7 — 0.7
0.6 — 0.6 —
0.5 — 0.5 —
0.4 — 0.4 —
0.3 0.3 —
0.2 e 0.2
1
0.0 — ”\Vlﬂw \ ‘“W“' T \ 00 — T T T \
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X Xn
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Mittelwerttransformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhingig normalverteilten Zufallsvariablen gilt, dass X,

Ly mit
n

Y = E?:l X; ~ N(np, no2). Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann
pe (Zn) ! N(n:?‘ snp n02>
Tn) = Cn s s
Xn I1/n]
n 1 2
=—" ep (77 (n&n — np) )
Varno? 2no2
n ( 1 )2)
= —— exp(— , — M
Vanno?2 2no2
~1 1 (nzn)?  2(n@n)(np)  (np)?
=nn 2 exp | — —
2o 2no2 2no2 2no?
(36)
e 1 ng2  2mEpp np?
=Vn——=exp | — _ =
Vano2 202 202 202
1 1 z2 2%y u?
= exp [ — —
1/vm Vano?2 2(62/n)  2(62/n)  2(c2/n)
1 1 P
= exp | — 3 (Bn — 1)
V2r(a2/n) 2(02/n)
- 2
=N (rn:u,U /n>
also, dass Xy ~ N (p., az/n).
O
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Z-Transformation

Definition (Z-Zufallsvariable)

Z sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF
])ZR—)R y % > Z)i= —F—exXp| —=% .
>0 p /72 2

Dann sagen wir, dass Z einer Z-Verteilung (oder Standardnormalverteilung) unterliegt und
nennen Z eine Z-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit Z ~ N(0,1) ab. Die WDF einer
Z-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

N(z;0,1) := \/% exp (—%i) . (38)

Bemerkung

® Eine Z-Zufallsvariable ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit y := 0 und 2 := 1.
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Z-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Z-Verteilung

N(z;0,1)
0.5
0.4
0.3

0.2

0.0 T T T \

® Die Z-Verteilung hat keine Parameter.
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Z-Transformation

Theorem (Z-Transformation)

Es sei X ~ N(u,0?) eine normalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable
X—p

g

7 =

(39)
eine Z-verteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0,1).

Bemerkungen

® Z wird hier als (X — p)/o definiert. Dass ein solches Z aber eine Z-Zufallsvariable ist, muss
bewiesen werden und ergibt sich nicht einfach durch die Wahl des Bezeichners fiir (X — p)/o,
welcher hier zufillig auch Z lautet. In analoger Form gilt diese Bemerkung auch fiir alle weiteren
betrachteten Transformationen.

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.
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Z-Transformation

Z-Transformation

X —_
X ~N(2,3) z 0“~ N(0,1)
0.4 0.4 n
Nk
Miin
0.3 o 0.3 i
| |
02 ATt 02 | |
[ 1 { i
7 1 f i
0.1+ 7 9 0.1 4 f 1
T F f ’w
0.0 =~ ’ﬂ\rﬂ T T T Mj\h" ml | 0.0 = M! !m T T T |
4 -2 0 2 4 6 8 10 4 -2 0 2 4 6 8
X z

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 38



Z-Transformation

Beweis

Wir nutzen das univariate WDF Transformationstheorem fiir linear-affine Funktionen. Dazu halten wir
zundchst fest, dass die Z-Transformation einer Funktion der Form

C:R—)R,zw((m)::x_/i::z (40)
o

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von ¢ durch

CHRo Rz ) =024 (41)
gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = =" gilt, dass
— — xr — [ olxr —
Cl(z):C1<7J/>:7(0l)+u:w—u+u:z. (42)

SchlieBlich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung ¢’ von ¢ gilt, dass

Cw=g () =n(G-4)=2 *)
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Z-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

pz(z) = N (o’z-‘ru;u,az)

1
/o]
1 1 1
1/Va? Vamar ¥ (‘ﬁ
Vo2 1 5, (44)
e

1 1,
\/TTTBXP (752 )
N(z;0,1)

also, dass Z ~ N(0,1). Z ist also eine Z-Zufallsvariable.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen

® Transformationstheoreme

¢ Standardtransformationen
® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® /-Transformation
* 2 Transformation
® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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x2-Transformation

Definition (x2-Zufallsvariable)

U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF

1 n_q 1
:Rso = Rso,u—p(u) i= —xwu2 "exp|—=u|, 45
p:R>o >0 p(u) r(2)2% p( 5 ) (45)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer x2-Verteilung mit n
Freiheitsgraden unterliegt und nennen U eine x2-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit U ~ x2(n) ab. Die WDF einer x2-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 n 1
2 &_j|
X~ (u;n) :== ———xu2" " exp (—7u) . 46

( ) F(g)22 z (“0)

Bemerkung

® Die WDF der x2-Verteilung entspricht der WDF G (u; %, 2) einer Gammaverteilung.
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x2-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der x2-Verteilung

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

200,
X“(u;n)
— n=1
n=2
n=3
— n=5
n=10
T T T |
4 6 8 10
u

® Steigendes n verbreitert XQ(u; n) und verschiebt Masse zur gréBeren Werten.
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x2-Transformation

Theorem (x2-Transformation)

Z1, ... Zn ~ N(0,1) seien unabhingig und identisch verteilte Z-Zufallsvariablen. Dann ist
die Zufallsvariable

U:=> 2z} (47)
i=1

eine x2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also U ~ x2(n). Insbesondere
gilt fiir Z ~ N(0,1) und U := Z2, dass U ~ x2(1).

Bemerkungen
® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.

® Die F-Statistik und Varianzanalysen sind wichtige Anwendungsfille.
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x2-Transformation

x2-Transformation
Z~N(0,1) u=2*~x)
0.8 4
0.4 —
fn
f]
0.3 | 06
f
0.2 - | 0.4 | |
| |
| |
01 ) A 0.2 X
{ill Hw
00 4+ mﬂ! ‘hh ; . , 00 4 ; Hmm'\\”\m . . ,
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z X

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 45



x2-Transformation

Beweis

Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe des WDF Transformationstheorems fiir
stiickweise bijektive Abbildungen. Danach ist die WDF einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus
der Transformation einer Zufallsvariable Z mit WDF pz durch eine stiickweise bijektive Abbildung her-
vorgeht, gegeben durch

k

1 1
u) = 1y ——— ; u)) . 8
P () = 3 s = P (47 ) 49

Wir definieren
Uy =] — 00, 0[,Us :=]0, c0[, und U; := R fiiri = 1,2, (49)
sowie
fii Zi = U oes fi(z) = 2" = wfiri=1,2. (50)
Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f; ergeben sich zu
fiiZi = Zi,x e fl(z) = 22 fiiri = 1,2, (51)

und
it U, ue f7 N (w) = —vauund fit iUy — Us,u e fy N (u) = Va, (52)

respektive.
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x2-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in Gleichung (48) ergibt dann

1 1 1 »
Ter =1\ u 1y, (W) ——— ”
Ty U 00) # el e (727 0)
1 1

= van v o () + v oo (3 09) 53
1 1 1 1 1 1

= ((30) *am v o (3v)
1 1 1

= ?ﬁexp (—5u> .

Andererseits gilt, dass mit I" (%) = /m, die PDF einer X 2-Zufallsvariable U mit n. = 1 durch

pu(u) = 1y, (u)

1 1o ( 1 > 11 ( 1 ) (54)
e ) exp|—=u)] = ——=exp|(—=u
F(%)Z% 2 V2r Vu 2

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N(0, 1) ist, dann ist U := Z2 ~ x2(1).
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen
® Transformationstheoreme

e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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T-Transformation

Definition (t-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

F(n+1) £2 _%
p:R—>R>O,t»—>p(t)::\/ﬁ+(ﬁ) 1+ — , (55)
2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass T einer t-Verteilung mit n
Freiheitsgraden unterliegt und nennen T eine t-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit T' ~ t(n) ab. Die WDF einer ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

el -
T(t;n) = T (1 + g) . (56)
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T-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der t-Verteilung

T(t;n)
0.4
— n=2
n=3
n=5
0.3 + — n=10
n=30
0.2
0.1 \

0.0 T T T T T
-4 -2 0 2 4

® Die Verteilung ist um 0 symmetrisch
® Steigendes n verschiebt Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum.

® Abn = 30 gilt T(t;n) ~ N(0,1).
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T-Transformation

Theorem (T-Transformation)

Z ~ N(0,1) sei eine Z-Zufallfsvariable, U ~ x2(n) sei eine x2-Zufallsvariable mit n Frei-

heitsgraden, und Z und U seien unabhédngige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
Z

VU/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also T ~ t(n).

T :=

(57)

Bemerkungen
® Das Theorem geht auf (Student, 1908) zuriick.
® Das Theorem ist ein zentrales Resultat der frequentistischen Statistik.
® Zabell (2008) gibt hierzu einen historischen Uberblick.

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.
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T-Transformation

T-Transformation

Z-N(©1) U-x'@)
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T-Transformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhingigen) Verteilung
von Z und U durch

() = = exp (—327) ——rud " exp (—5u) (58)
zZ,u) = ex —=Zz —F u ex —=u .
pz,U Nor P 2 F(%)z% p 2

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung

i,u =: (t,w 59
/n ) (t,w) (59)

u

FiR 5 R? (2,u) = f(z,u) = (

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF
von (t, w) herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF
px und Y := f(X) fiir eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R™ — R" ist, die WDF des
Zufallsvektors Y durch
n 1 -1
Py i R" = Rao,y = py (v) = —r——px (7)) (60)
- [T7(f= () |

gegeben ist. Fiir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunachst fest, dass

TR SR (Lw) = TNt w) = (q/w/nt,w> . (61)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Dies ergibt sich direkt aus

UGz w) = £ (\/;711) = <7%u> = (z,u) firalle (z,u) € R2.  (62)

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, ) durch

3 z o =z v\ —1/2
el =2 \Varm ) o\ )| = (7) , (63)
9 92 n
5z ou
gegeben ist, sodass folgt, dass
1 w\1/2
[ —— . 64
T () (©4)
Einsetzen in Gleichung (60) ergibt dann
w\ 1/2
prawitw) = (2) vy (Vusntw), (65)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Es folgt also

pr(t) = /OOC prw (t, w) dw
= /:C <%)1/2 Pz, v <Mt,w) dw
- [ (3T et o (1) (2)

)
1 1 S 1 1
= ﬁ/ exp (—*Eﬂ) w3l exp (—ﬂu) w'/? dw
27 F(%)ganf 0 2n 2 (66)
1 1 oo lw 5 s
= w1 / exp | —=—t"— —w ) w2 w2 dw
2m p(2)2%n2 Jo 2 2
71 L > 1 2 ntl
= n 1 exp| —= | —t" +w w2 dw
2T p(2)22n2 Jo 2
1 1 /°° 1 14 t? 71,-2I-1 “1y
= n exXp |\ —5 — w w
Var p(nyaBat Jo 2 n
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T-Transformation

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer
) . . . L
und 8 = oz entspricht, wie man leicht einsieht:
n

Beweis (fortgefiihrt)
Gamma WDF mit Parametern o« = %Jrl
w
T'(w;a, B) = — ! exp <77>
(a)B™ B
n+1 2 1 ntl w
=T | w; 5 = | = w2 exp [ ——5
1+ 2 +2
" I—\(n+1) 2 1+ 2
2 T2
n
1 1 t? ntl
= n;rl exp -3 1+; w2
T n'+1 2
(%) ers
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

1 1 el 1 2
pr(t) = 7ﬁ/ T w; nt , 5 | dw. (67)
V2T ()28 nz Jo 2 1+ &2

SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer
Gamma WDF entspricht. AbschlieBend ergibt sich also

R n+1 2\ 2
pT(t)_\/ﬁp(%)Q%n%F< 2 )(1-&-%) ' (68)

Die Verteilung von Z/+/U/n hat also die WDF einer T-Zufallsvariable.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen
® Transformationstheoreme

e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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F-Transformation

Definition (f-Zufallsvariable)
F' sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF
r(me) gt

2 , 69
TG qrmpee

m n
2 2

pr R —=>Rso, f=pr(f)i=m2n

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F' einer f-Verteilung mit n,m
Freiheitsgraden unterliegt und nennen F eine f-Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit F' ~ f(n,m) ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

L(e=ge) 2
r(3)r(s) (4 25 e

m

F(f;n,m):=m?z2n

w3

(70)
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F-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der f-Verteilung

F(f;n,m)
— n=2, m=2
--n=2 m=10
\'\ n=5 m=2
‘\
. n=5 m=10
\
' N — n=10,m=5
04/, S
h ‘4\ -- n=10,m=10
02 /! 2
1 ‘\.
h ~ =
0.0 4 \ \ \ —]
0 1 2 3 4
f
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F-Transformation

Theorem (F-Transformation)
V ~ x2%(n) und W ~ x2(m) seien zwei unabhingige x2-Zufallfsvariablen mit n und m
Freiheitsgraden, respektive. Dann ist die Zufallsvariable
V,
Fo= Y (71)
W/m

eine f-verteilte Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden, es gilt also F' ~ f(n,m).

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen expliziten Beweis.

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunichst ein Transformation fiir Quotienten
von Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung
herleitet und dieses Theorem dann auf die WDF von x2-verteilten ZVen anwendet. Dabei ist die
Regel zur Integration durch Substitution von zentraler Bedeutung.
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F-Transformation

F-Transformation
V=)
020
04

010 o

005 o

020 4

015 o

010 o

005 o

0.00

Vin

e =0
W~ x4(10) F= i~ 610
08 -
A
os I[]
Ml
= 04 1
p . il
7 5 Y
/ I 0z L
gl I
vﬂ | | ‘“ - 00 | w H[?rT\
s 10 15 2 o 1 2 : 4
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen

® Transformationstheoreme
e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

¢ Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

10.

Erldutern Sie den Begriff der Transformation einer Zufallsvariable.

Erliutern Sie die zentrale Idee der Transformationstheoreme.

Erldutern Sie die Bedeutung der Standardtransformationen fiir die Statistik.
Geben sie das Summentransformationstheorem wieder.

Geben sie das Mittelwerttransformationstheorem wieder.

Geben sie das Z-Transformationstheorem wieder.

Geben sie das x2-Transformationstheorem wieder.

Beschreiben Sie die WDF der t-Verteilung in Abhingigkeit ihrer Freiheitsgrade.
Geben sie das T-Transformationstheorem wieder.

Geben sie das F-Transformationstheorem wieder.
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(7) Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer



Literaturhinweise

Die in dieser Einheit behandelten Konzepte sind grundlegend und werden unter an-
derem in Georgii (2009, Kapitel 7) diskutiert.
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

e Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen
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Statistische Modelle

Definition (Statistisches Modell)
Ein statistisches Modell ist ein Tripel
M= (X, A {Py|0 € ©}) (1)

bestehend aus einem Stichprobenraum X, einer o-Algebra A auf X und einer mindestens
zweielementigen Menge {Py|0 € ©} von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (X,.A), die mit
einer gewissen Indexmenge © indiziert sind.
Bemerkungen

® |Im Gegensatz zum W-Raum betrachten wir zwei oder mehr W-MaBe.

® Das jeweils zugrundeliegende WahrscheinlichkeitsmaB ist mit 6 € © indiziert.

® Fiir Erwartungswerte und (Ko)Varianzen beziiglich Py schreiben wir Eg, Vy, Cg.
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Statistische Modelle

Definition (Parametrische, Standard- und Produktmodelle)

® Ein statistisches Modell M heiBt ein parametrisches Modell, wenn © C R4 fiir ein
d € Nist. Fiir d = 1 heiBt M ein einparametriges Modell.

® Ein statistisches Modell M heiBt ein diskretes Modell, wenn X diskret ist. Jedes Py
besitzt dann eine WMF py definiert durch pg := Py(x). Ein statistisches Modell M
heiBt ein stetiges Modell, wenn X C R" ist und jedes Py eine WDF pg besitzt.

® Fiir ein statistisches Modell Mo := (Xp, Ao, {P}|6 € ©}) und n > 1 heiBt das
statistische Modell M := (X, A, {Py|6 € ©}), fiir welches X := x?*_; Xp das n-fache
kartesische Produkt von X mit sich selbst ist, .A die entsprechende Produkt-o-Algebra
ist, und {Py|0 € ©} die entsprechende Menge an ProduktmaBen [T ; PJ ist, das zu
M, gehdrige Produktmodell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

® Der Vorgang des Beobachtens, der ein zufilliges Ergebnis liefert, wird mit Zufallsvek-
toren X, die Werte in X annehmen, beschrieben.

® Im Kontext statistischer Modelle nennt man diese Zufallsvektoren Beobachtung, Mes-
sung, oder Stichprobe. lhre Realisierungen x € X, also konkret vorliegende Datenwerte,
werden Beobachtungswert, Messwert, Stichprobenwert oder Datensatz genannt.

® Produktmodelle modellieren die unabhingige Wiederholung eines Einzelexperiments.
Der entsprechende Zufallsvektor X := (X1, ...., X)) entspricht dann einer Menge von
unabhingigen Zufallsvariablen/vektoren X7, ..., X, ~ [F”g.

® Wenn fiir ein Produktmodell die Menge X eindimensional ist, also z.B. Xy = R gilt,
spricht man von einem univariaten statistischen Modell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

® Wenn fiir ein Produktmodell die Menge X mehrdimensional ist, also z.B. Xy =
R™,m > 1 ist, spricht man auch von multivariaten statistischen Modellen. Wir be-
trachten in diesem Kurs nur univariate statistische Modelle.

® Die am h&ufigsten angewendeten statistischen Modelle sind parametrische stetige Pro-
duktmodelle.

® |n einem konkreten Datenanalyseproblem nimmt man an, dass die beobachteten Stich-
probenwerte © = (z1,...,2,) der Stichprobe X = (X1i,..., Xp) durch P; generiert
wurde, wobei 0 hier den wahren, aber unbekannten, Parameterwert bezeichnet. Der
wahre, aber unbekannten, Parameterwert & bleibt auch nach der statistischen Analyse
unbekannt.

® In der mathematischen Analyse von Inferenzmethoden betrachtet man alle méglichen
wahren, aber unbekannten, Parameterwerte, schreibt also einfach {Py|0 € ©}.
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Statistische Modelle

Beispiele
Bernoullimodell
M= (X, A {Py|6 € ©}) mit X :={0,1}", A:=P ({0,1}"), 0 := p, © :=]0, 1], also
{Pgl0 € ©} := {H Bern(u)|p €]0, 1[} ; (2)
i=1

und damit X1q,..., X, ~ Bern(u) .

Normalverteilungsmodell

M = (X, A, {Pg|0 € O}) mit X :=R", A:=B(R"), § := (4,02), © :=R x Rsg, also
{Polo € O} := {H N, 0)|(1,0?) eRxR>o}, ©)
=1

und damit X1,..., Xp ~ N(u,02) .

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 10



Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 11



Statistiken und Schatzer

Definition (Statistik)

M = (X, A, {Py|0 € O}) sei ein statistisches Modell und (X, S) sei ein Messraum. Dann
heiBt eine Zufallsvariable S : X — X eine Statistik.

Bemerkungen

® Beobachtungen und Statistiken werden durch Zufallsvariablen modelliert.

® Beobachtungen modellieren die stochastische Generation von Daten; Statistiken mo-
dellieren von Datenanalyst:innen konstruierte Funktionen, die aufgrund von Beobach-
tungen essentielle GroBen extrahieren, aus denen sich sinnvolle Schliisse ziehen lassen.
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Statistiken)
M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel

® das Stichprobenmittel
1 n
T R = R,z Tn(2) = =y i, (4)
nis

® die Stichprobenvarianz
1 n
si:R"—)Rzmsti(x) =— E (s — Zn)?, (5)

n—lZ,:1

® und die T-Statistik fiir po € R und Stichprobenstandardabweichung s,

t:R" > R,z — t(z) ::ﬁ(w) (6)

Sn

Statistiken.
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Statistiken und Schatzer

Definition (Schéatzer)

M = (X, A {Py|0 € O}), (2,S) sei ein Messraum, und 7 : © — X sei eine Abbildung,
die jedem 0 € O eine KenngroéBe 7(0) € X zuordnet. Eine Statistik 7 : X — X heiBt dann
ein Schatzer fiir .

Bemerkungen

® Typische Beispiele fiir 7 sind

7(0) := 0 fiir die Schatzung von 6,

o 7(6) :=6; mit # € R% d > 1 fiir die Schitzung einer Komponente von 6,
7(0) := Eg(Xo) fiir die Schitzung des Erwartungswerts einer Beobachtung,
7(0) := Vy(Xo) fiir die Schitzung der Varianz einer Beobachtung.

® Schatzer nehmen Zahlwerte in 3 an und heiBen deshalb auch Punktschatzer.
® Nicht jeder Schitzer ist ein guter Schitzer, man definiert deshalb Schitzgiitekriterien.

® Fiir 7 bei 7(0) := 0 schreibt man auch
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Schitzer)
M sei das Normalverteilungsmodell.
® Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel Z,, : R™ — R ein Schatzer fiir
7:RXRsg = R, (g, 02) = 7(p,02) := p. (7)
Ebenso ist T, ein Schitzer fiir
TR X Rs0 = R, (4,02) = 7(n,0%) :=E,, ;2(Xo) = p. (8)
® Weiterhin ist die konstante Funktion
7:R® 5 R,z — 7(x) := 42 (9)
ein Schatzer fiir
7R X Rs0 = R0, (4, 02) = 7(n,0%) := 0”. (10)
Dass eine Funktion 7 : X — X ein Schéatzer ist, heiBt nicht, dass sie ein guter Schatzer ist!

Giitekriterien fiir Schatzer sind der Inhalt von Vorlesungseinheit (8) Schatzereigenschaften.
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschitzung

Ziel der Parameterschitzung ist es, einen méglichst guten Tipp fiir den wahren, aber unbe-
kannten, Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend
auf der Beobachtung einer Realisierung von X7, ..., X, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung
moglicher Parameterschitzwerte eine quantitative Aussage iiber die mit dem Schitzwert
assoziierte Unsicherheit zu treffen.

(3) Hypothesentest

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Ver-
teilung der Beobachtungen X1, ..., X, in einer moglichst sinnvollen Form zu entscheiden,
ob der wahre, aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlie-
Benden Untermengen des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Parameterschatzung 0~6
0
/ 6 0
Wabhrer, aber unbekannter, § . N
Parameterwert Py Datensatz Konfidenzintervall  P,([8 +¢] 3 6)
® — X=Xy X)) — —e01
0 0 6+¢ 0

Hypothesentest 0 €0y vs. 6 €0,

el 0,

0

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Die Standardannahmen frequentistischer Inferenz

® M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X5, ~ pg. Es wird angenommen, dass ein
vorliegender Datensatz eine der mdglichen Realisierungen von X7, ..., Xy, ~ pg ist.

® Aus frequentistischer Sicht kann man das Experiment unendlich oft wiederholen und
zu jedem Datensatz Schitzer oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : =z = (1(11)71&1)7 ...,xfbl)) mit fg) = % s r(vl)

Datensatz (2) : ¢ = (m§2),x§2>, ,9:5?)) mit a’c&f) =15 =z z(?

n

(
(
Datensatz (3) : 23 = (m(13>,z(23), ,zﬁf')) mit J’:Ef) =21 Tz (3)
(
(

Datensatz (4) : 2 = (w§4),xg4>, .4.,;cﬁl4)) mit ;i's:l) =iy .z (4)

5) _

Datensatz (5) :

® Um die Qualitit statischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische
Statistik deshalb die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Schitzern und Statistiken
unter Annahme von X1, ..., X;, ~ pg. Was zum Beispiel ist die Vertellung von m(l),

ig), :25?), :1’:514), ... also die Verteilung der Zufallsvariable X,, := ; S X?

® Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahme gut
ist, dann heiBt das also, dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel” gut ist. Im
Einzelfall, also bei nur einem Datensatz, kann sie auch recht schlecht sein.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)
® Weltweit verbreitester Fragebogen zur Selbstbeurteilung des Depressionsschweregrades
® Konzipiert von Beck (1961), seitdem kleinere Revisionen

® 21 Fragen (“ltems”) mit inhaltlichen Aussagen aufsteigendem Schweregrads (0-3) zu
diagnoserelevanten Themengebieten wie Traurigkeit, Versagensgefiihle, Schlafverhal-
ten, Selbstmordgedanken, ...

® Beispielitem (14) Wertlosigkeit

0 Ich fiihle mich nicht wertlos.

1 Ich halte mich fiir weniger wertvoll und niitzlich als sonst.

2 Verglichen mit anderen Menschen fiihle ich mich viel weniger wert.
3 Ich fiihle mich véllig wertlos.

® Auswertung durch Bestimmung des Summenwerts (BDI Il X) iiber Items.

® Ergebnisklassifikation: 0-8 keine Depression, 9-13 minimale Depression, 14-19 leichte
Depression, 20-28 mittelschwere Depression, 29-63 schwere Depression
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

Fragebogen

=

ragebogen el

e

i leen Sic e dcser Gruppen

e o o sohen S e o .l oo dne Aussge e i Teten

beschreit

et der Aussage

S in joder Gruppe

S e s e s rkrusn o i i Grppe 16 Nsnderangen dor
Schiswohreren) oder Gruppe 18 (Verinderungen des Appetis)

1) Traurigkeit ) sgefuhle
0 lch bin micht traurig 0 1onnabe ine o Gefo,fr et
1 Ich bin oft traurg. bes
2 ch bin standi traurig. 1 .mnmmmum,u.euz.(mmm
3 Ich bin so traurig oder ungluckich, dass 2w
ich es nicht aushatte. 2 i ervarte, bestrat zu werden
s 3. Ichhabe das Gefo, bestot  sein. |
2) pessimismus - |
0 ichsene met mtios n e Zukunt, | |7 Selbstablehmu
1 Ich sehe mutioser n die Zukunft als o hae von mir genauso vl wie |
sonst immer
2 i mutsund vt i s | |11 b werten o i veroren
meine Situation besse 2 Ich bin von i enttauscht
3 Ich gloube, d:ssmemazukunk 3 ich lehne mich vol ab.
und
wrd. ) Selbstvorwirfe
... 1 krisere oder tadle mich nicht mehr
3) Versagensgeful als sonst.
0 ch funle mich nich als Ve 1 1ch bin mir gegentber krtischer
1 Ich habe haufiger Versagensgefunie 2l son
2 e ch auscibicie, sehe i ene 2 i e mc i ot mene
Menge Fehisc
3 In nmummm s ensn en 3 o mr e Schuid tur s
voliger Versager 2 Schiimme, was pos
4)  Verlust von Freude 9. Selbstmordgedanken
0 1ch kamn die Dinge genauso gut 0 1e denke it daran, mi et
enieBen wie froher
1 Teh kann die Dinge nicht mehr 5o 1 h denke manchmal an setosmors,
genieten wie fion aber ich wirde e nicht |
2 Dinge, die mir friher Freude gema 2 1ch mochie mich am lebsten umbringen.
haben, kann ich kaum mehr geneer 3 Ich worde mich umbringen, wenn k
3 Dinge, di mir ruher Freuce gemacht de Gelegenhet daz it
haben, kann ich Gberhaupt nicht mehr
gen 10 Weinen
0 1ch weine nicht ofter as froner
s) 1 Ich weie jetzt metr 3l fruher
o 2 1ch weine bem geringsten Anioss.
1 3 Ich mochte gern weinen, aber i
Kann nicht
2 ich habe die meiste Zet Schuldgefunie
3 Ich habe standig Schuldgelunle.
prarso Oy s
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e Senmerta, ol u stz

Ich bin o unruia, dass ich mich
standig bewegen oder etwas tun muss.

12) Interessenverlust

0 ich habe das Interesse an anderen

Menschen oder an Tatigkeiten nicht

verloren

ich habe weniger Interesse an anderen
Menschen oder an Dingen als sonst.
Ich habe das Interesse an anderen
Menschen oder Dingen zum groBten
Teil verioren.
Es fall i schwer, mich Gberhaupt fur
irgend etwos 24 interessieren

3.) Entschlussunfahigheit

3

Entscheidungen 2u rffen

11.) Unrahe 17.) Relzbarkeit
0 ch bin nicht unruhiger as sonst. 9 1ch i et ezarer als st
1 1ch b unntiger s sonst 1 i o redbarer s
2 1ch bin 0 unrunia, 2 1ch b vilreborer o sonst

H

1eh fihie mich daernd gerec,

18.) Veranderungen des Appetits.
0 Mein Appetit hat sich nicht verandert
1a el Appec it evos sciechier ol
m
2

Mein Appei st etwas groter als sonst
Hein Appei s il sclecier ols

s Mein Appett st viel groer a

2 als sonst.
3 1 nabe ubernaupt keinen Appent
3b Ich habe standig HeiBhunger:

19.) Konzentrationsschwierigkeiten
0 Lch kann mich so gut konzentrieren wie
1 Ich kann mich nicht mehr so gut

Konzentreren wie sonst

2 Es Tt mir scher,mich ngere Zfc ot

irgend etwas 2u konzentri
1 Fan i Gberhaupt i menr
Konzentreren.

201 Ermudung oder Erschaptung
Ieh fahle mich icht mider oder

14, Wertlosigkeit erschopfter als sonst.
0 Ien fuhle mich ni 1 Ich werde schneller mude oder erschopft
2160 bt mich o weniper wertvoll und als sonst.
nitach s sons 2 Fur viele Dinge, die ich Gblicherweise
2 Verglchen mit anderen Menschen fuhle tue, bin ich zu mude oder erschopft
e mich viel weniger ert 3 1ch'bin so mude oder erschoptt, dass Ich|
3 lch fie mich volg w fast nichts mehr tun k:
15.) Energieverlust 21.) Verlust an sexuellem I
0 Leh habe so viel Energie wie o Mei narers an Secalt hot 5 n
1 lc»habewemvevEnerq\ealssnns\ nicht verandert
2 ichhabe 5o weng Enerle,dassch | | 1 Ich intressiere ich wenigr
aum noch twas sehafe Sexvaltat als fri
3 Ich habe keine Energie meh, um 2 Tch Ineressiers mich fetzt vie wenlger
Gberhaupt noch etwas 2u tun, fur Sexualtat.
< ||| 3 ch hobe das inerese an sexvaat

16) v-rlnumnw
Schiafgewohnhei
Meine S:Nlrgzwahnhe\len haben sich

°

12
1b
2

gewhniich und kann dann nicht mehr
einschiafen.

vellg veriorer




Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13 (2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps asso-
10 3 ziierte Unsicherheit?
11 6 (3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass 1 < 8
12 2 ist oder dass p > 8 ist?
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

¢ Maximum-Likelihood Schitzer

Selbstkontrollfragen
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Maximum-Likelihood Schatzer

Wahrer, aber unbekannter,
Parameterwert
@ —
0 0

)
Q
Sl

Parameterschatzung
O
6

Y.

Datensatz

X=Xy s Xn)

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Parameterpunktschatzer)

M = (X, A {Py|0 € O}) sei ein statistisches Modell, (©,S) sei ein Messraum, und
6:X — O sei ein Abbildung. Dann nennen wir 0 einen Parameterpunktschatzer fiir 6.

® Parameterpunktschitzer nennt man auch einfach Parameterschétzer.
® Parameterpunktschitzer sind Schitzer mit 7 := idg
® Parameterschiatzer nehmen Zahlwerte in © an.

® Notationstechnisch wird oft nicht zwischen 6 und §( = ) unterschieden.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Alternative Visualisierung der Parameterpunktschitzung (Georgii, 2009, Kapitel 7)
® Man beachte, dass hier die Notation @ = 6, Py = Py, T(z) = 0(z) benutzt wird.

Abbildung 7.1: Das Prinzip des Schitzens: Eine unbekannte Grofe ¢ soll ermittelt wer-
den; die moglichen s bilden eine Menge ©. Das tatsichlich vorliegende ¢ bestimmt
ein Zufallsgesetz Py, welches das Zufallsexperiment steuert und im konkreten Fall zum
Messwert x fithrt. Um auf ¢ zuriickschlieBen zu kénnen, muss der Statistiker zunichst
fiir jedes ¥ das Zufallsgesetz Py analysieren — das geschieht bei der Modellbildung. Die
ermittelte Struktur aller Py’s muss er dann ausnutzen, um eine Abbildung 7 : X — ©
so geschickt zu konstruieren, dass der Wert 7'(x) dem tatsichlich vorliegenden ¥ typi-
scherweise moglichst nahe kommt — ganz egal, welches ¥ das nun wirklich ist.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschitzern

® Die Definition eines Parameterschitzers macht keine Aussage dariiber, wie man Pa-
rameterschitzer findet. Zur Gewinnung von Parameterschitzern haben sich deshalb
verschiedene Prinzipien etabliert.

® Populdre Methoden zur Gewinnung von Parameterschitzern sind

o Momentenmethode (= est. 1890)
o Maximum-Likelihood Methode (= est. 1920)
o M-, Z-, W-Schitzung (~ est. 1960)

® Perse garantiert keine der obengenannten Methoden, dass die mit ihrer Hilfe generier-
ten Parameterschitzer in einem wohldefinierten Sinn gute Schatzer sind.

® Die Eigenschaften von durch die Maximum-Likelihood Methode generierten Schitzern
sind generell wiinschenswert. Wir betrachten also in der Folge nur die Maximum-
Likelihood Methode genauer. Mithilfe der Maximum-Likelihood Methode generierte
Parameterpunktschitzer nennen wir Maximum-Likelihood (ML) Schétzer.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit WMF oder WDF pg , so dass
X1,...,Xn ~ pg. Dann ist die Likelihood Funktion definiert als

Ly :© = [0,00[,0 > Ln(6) := | [ po(z:)- (11)
g=il

Die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

ln:© R, 0 £,(0) :=In Ly, (0). (12)

Bemerkungen
® [, ist eine Funktion des Parameters eines statistischen Modells.
® Werte von L, sind die gemeinsamen W-Massen bzw. W-Dichten von Daten z1, ..., Zn.
® Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass L., iiber © zu 1 integriert.
® Die Likelihood-Funktion ist also keine WMF oder WDF.

® Die Log-Likelihood-Funktion ist die logarithmierte Likelihood-Funktion.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Maximum-Likelihood Schitzer)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit Parameter 6 € ©. Ein Maximum-
Likelihood (ML) Schétzer von 6 ist definiert als

OV . x — O,z — M () := argmax Ly, (0) = arg max £, (0). (13)
0€© 0€©
Bemerkungen
® Ln(0):=TI;—; po(xi) hdngt von xy, ..., x, ab, also hdngt auch M- (x) von @1, ..., z,, ab.
L)

Weil In monoton steigend ist, entspricht eine Maximumstelle von ¢,, einer Maximumstelle von L,,.
Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion ist oft einfacher als mit der Likelihood Funktion.

Multiplikation von L,, mit einer positive Konstante, die nicht von 6 abhangt, verdndert einen ML
Schétzer nicht, konstante additive Terme in der Log-Likelihood kdnnen also vernachlassigt werden.

Maximum-Likelihood Schitzung ist ein Optimierungsproblem
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Maximum-Likelihood Schatzer

Maximume-Likelihood Schitzung fiir parametrische statistische Produktmodelle
(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion.

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen.

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen.

Dabei nutzt man typischerweise

® Methoden der analytische Optimierung in klassischen Beispielen und

® Methoden der numerische Optimierung im Anwendungskontext.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)
M sei das Bernoullimodell, also X1, ..., X,, ~ Bern(p).

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion
Es gilt

Ln 3]0,1[=]0, 1], = L () fHu (1= p)t 7o = pXi= (1 — ) Ri= T (14)
=1

Logarithmieren ergibt

Ln 10, 1[—= R, = £n( lnuzv’cz—i-lnl—u) <n—2xz>. (15)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es gilt
i( (w) 4 In ix-—&—ln(l— ) n—ia}-
d n{t) = du H < i 1 — i
iln Zx +iln1— n—Zx (16)
dp " " dp !
S )

Die Maximum-Likelihood Gleichung ergibt sich also zu

n

1 1 n )
— E zi— ———— | n— E z; | =0. (17)
it 1= it < i=1

nog=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen

Es gilt

HZ e (- 3m) =0

~ ML AML
& fin (1= fiy (AML ( ZI1)>:O
Hon i=1 i=1

n n
~ML ~ ML
o> @ — Zfr —nfy Y @i =0 (18)
i=1 i=1 i=1
n
™ =3,
i=1
L
~ML
@ fy =~ @
n i=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

n n

Mt = L5714, ist also ein potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von p. Dies kann
durch Betrachten der zweiten Ableitung von £, verifiziert werden, worauf hier verzichtet

werden soll.
R R 1<
fmt 0,1} = [0,1], z = fip* () == -~ > @i (19)

i=1

ist also ein Maximum-Likelihood Schitzer von p im Bernoullimodell.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)
M sei das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., X, ~ N (,u, 02)

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion
Es gilt

; G 1 1 2
L, :RXRso— Rso, /_L,c72 +— L, ,u,az = exp(f— T — [
20 = Boos (1:0®) o+ (o) o= [T s oz (@i — )

Logarithmieren ergibt

1 n
Ly RXxRsg =R, (1,02) = ln(p,0?) = “nor—Cie? - — Z(xl —u)?. (21)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es ergibt
sich

d NN I o VAEAC SN T - SN RS T - P

@LL(M) = T ip 200 ;(w 1™ =5 ; an (@i —p)" = — ;(w w. o (22)

Weiterhin ergibt sich

d n d , d 1 & .
L0 =2 me? - S i —w)? = i - 2
do? (o ) 2 do? ne do? 202 i=1(1 2 202 20’4 E(m ,u) (23)

Die Maximume-Likelihood Gleichungen haben also die Form

n
D (@i —pgt) =0
=1
) . (24)
n
— i T oo D (@i —mw)? =0
2U%ML 20_;1LML Zz:;

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 36



Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen Es ergibt sich

Z( ity —0<:>Zzi—nu it = Zwl (25)

i=1

Also ist M- =n~1 3" | z; ein potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von y.

Einsetzen ergibt dann weiterhin
n 1 =
__ 7}: C_ AMLy2
252 T g5 ~ (= = )" =0
ML
& —nél + E M2 =0 (26)

2“"L AMLY2
= - Z(zz %L) .

oML . E . - .
2 n=EY" | (z; — )2 ist also potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von o2,
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

Beide potentiellen Maximum-Likelihood Schitzer kénnen durch Betrachten der zweiten Ab-
leitung von ¢,, verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll. Also sind

1 n
MR 5 R @ aMY(2) = - > (27)
i=1
und
oML L oML 1 <& MLy 2
627 i R™ = Rsg, 2+ 62 (I)IZEZ(%*H”) . (28)
i=1

die Maximum-Likelihood Schitzer von p und 2 im Normalverteilungsmodell. gM* ist iden-
. . . . S oML, S . . .
tisch mit dem Stichprobenmittel X,,, 072z ist dagegen nicht identisch mit der Stichproben-

varianz S,%.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13 (2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps asso-
10 3 ziierte Unsicherheit?
11 6 (3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass 1 < 8
12 2 ist oder dass p > 8 ist?
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il X Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13
10 3
11 6
12 2
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP

© 0O N O a0 b W N =

e
N = O

BDI Il ¥

11
14
10
9
8
17
3
20
13
3
6
2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
an, dass die BDI Il X Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
blen X1,...,X12 ~ N(u, 02) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
meterwerte u und o2?

Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schatzung sind
M = 9.6 und 62" = 20.7 (29)

sinnvolle Tipps fiir 1z und o2.
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

© ® N o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Definieren und erlautern Sie den Begriff des statistischen Modells.

Definieren und erldutern Sie den Begriff eine parametrischen statistischen Produktmodells.
Erldutern Sie den Unterschied zwischen univariaten und multivariaten statistischen Modellen.
Formulieren Sie das Bernoullimodel.

Formulieren Sie das Normalverteilungsmodell.

Definieren und erliutern Sie den Begriff der Statistik.

Definieren und erldutern Sie den Begriff des Schatzers.

Nennen und erldutern Sie die Standardprobleme der frequentistischen Inferenz.

Erlautern Sie die Standardannahmen der frequentistischen Inferenz.

Definieren und erldutern Sie den Begriff des Parameterpunktschitzers.

Definieren Sie die Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood Funktion.
Definieren Sie den Begriff des Maximum-Likelihood Schatzers.

Erlautern Sie das Vorgehen zur ML Schétzung fiir ein parametrisches statistisches Produktmodell.
Geben Sie den ML Schatzer fiir den Parameter 1 des Bernoullimodells an.

Geben Sie den ML Schatzer fiir den Parameter 1 des Normalverteilungmodels an.

Geben Sie den ML Schitzer fiir den Parameter o des Normalverteilungmodels an.
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(8) Schatzereigenschaften



Literaturhinweise

Die Lektiire von Georgii (2009, Abschnitte 7.4, 7.5, und 7.7) wird empfohlen. Die hier
gewiahlte Darstellung von Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben folgt Wasser-
man (2004, Chapter 9), Held and Sabanés Bové (2014, Sections 3.1,3.2,4.1,4.2), und De-
Groot and Schervish (2012, Section 8.8). Die hier gewihlte Darstellung von asymptotischen
Schitzereigenschaften folgt Casella and Berger (2012, Section 10.1).
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Vorbemerkungen

Wir gehen von einem statistischem parametrischem Produktmodell M := {X, A, {Py|0 € O}} mit
n-dimensionalen Stichprobenraum (z.B. X := R™), d-dimensionalen Parameteraum © C R? und ge-
gebener WMF oder WDF pg fiir alle 6 € © aus. X1, ..., X,, ~ pp bezeichnet die zu M gehdrende
Stichprobe unabhingig und identisch verteilter Zufallsvariablen, es gilt also Xo ~ pg und X; ~ py fir
allei =1, ...,n.

Fiir einen Messraum (X, S) sei 7 : X — X ein Schitzer von 7 : © — 3. Wir betrachten Erwartungswerts-
Varianz-, und Standardabweichungsschatzer, also Schiatzer fiir

T:0 =X, 0 7(0) mit 7(0) :=Eg(Xo),7(0) := Vg(Xo), und 7(0) := Sg(Xo) (1)
respektive, sowie Parameterschitzer, also Schitzer fiir
T:© =X, 7(0) :=6. 2)
In dieser Vorlesungseinheit fiihren wir frequentistische Schitzereigenschaften ein. Frequentistische Schétzer-
eigenschaften betrachten die Verteilung der Schitzwerte 7(x1, ..., z, ) in Abhdngigkeit von der Vertei-

lung der Stichprobenwerte z1, ..., x,,. Weil die Stichprobenwerte zufillig sind, sind auch die Schatzwerte
zufillig; ein Schitzer 7 ist also eine Zufallsvariable.

Wir unterscheiden zwischen Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben, d.h. Eigenschaften von 7,

fiir ein fixes n € N (z.B. n = 12) und Asymptotischen Schétzereigenschaften, d.h. Eigenschaften von
7, fir unendlich groB werdende Stichproben mit n — oo.
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Ein Schitzer 7, heiBt erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert dem wahren, aber unbe-
kannten, Wert 7(6) fiir alle § € © gleicht.

Die Varianz eines Schitzers 7, ist die Varianz der Zufallsvariable 7,, (X); der Standardfehler
eines Schitzers 7, ist die Standardabweichung der Zufallsvariable 7, (X).

Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreu-
er Schitzer an. Ein erwartungstreuer Schatzer mit Varianz gleich der in der Cramér-Rao-
Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die kleinstmogliche Varianz aller erwartungs-
treuen Schitzer und ist in diesem Sinne ein “optimaler” Schatzer.

Der mittlere quadratische Fehler von 7, ist der Erwartungswert der quadrierten Abweichung
von 7 (X) von 7(0) iiber Stichproben vom Umfang n.
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Erwartungstreue

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Ein Schitzer 7, heiBt erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert dem wahren, aber unbe-
kannten, Wert 7() fiir alle 6 € © gleicht.
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Erwartungstreue

Definition (Fehler, Systematischer Fehler, und Erwartungstreue)

X1,..., Xy ~ pg sei eine Stichprobe und 7, sei ein Schatzer fiir 7.

® Der Fehler von 7, ist definiert als
n(X) — 7(0). 3)
® Der systematische Fehler (Bias) von 7, ist definiert als
B(n) = Eo(7n (X)) — 7(0). (4)
® 7, heiBt erwartungstreu (unbiased), wenn
B(7n) =0 < Eg(7n (X)) = 7(0) fiir alle 0 € ©,n € N. (5)
Andernfalls heiBt 7, verzerrt (biased).
Bemerkungen

® Der Fehler hingt von einer Realisation der Stichprobe ab.

® Der systematische Fehler ist der erwartete Fehler {iber viele Stichprobenrealisationen.

® Ein Parameterschitzer ist erwartungstreu, wenn Eg (6, (X)) = 0.
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Erwartungstreue

Theorem (Erwartungstreue von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz)

X1, ..., Xy ~ pg sei die Stichprobe eines statistischen parametrischen Produktmodells M.
Dann gilt:

® Das Stichprobenmittel

ist ein erwartungstreuer Schitzer des Erwartungswerts Eq(Xo).

® Die Stichprobenvarianz

ist ein erwartungstreuer Schitzer der Varianz Vy(Xo).
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Erwartungstreue

Beweis

Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir E := Eg und V := V4. Mit der Linearitit von Erwar-
tungswerten ergibt sich dann

B(X ( ZX>:%iﬂi(xi):%iE(Xo):%nE(Xo):E(Xo)»
1=1

i=1 i=1

Dies zeigt die Erwartungstreue des Stichprobenmittels als Schitzer des Erwartungswertes.

Um die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz zu zeigen, halten wir zunéchst fest, dass

V(Xn) :V< ZX) = %iv(xi) — %
1=1

i=1

ZV(XO) = *"V(Xo) w

gilt. Weiterhin halten wir ohne Beweis fest, dass

Z (Xz - Xn)z = Z (X'L - Xn +H)2 = Z(X1 - H)z - n(Xn - H)2-
i=1

i=1 i=1
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Erwartungstreue

Beweis

Es ergibt sich somit

=E (X _P‘)Z -n(X, _l‘)2>
i=1
= 3 E ((Xl — ) ) —nE ((Xn - [L)2)
i=1
=nV(Xp) — nV(X,)

=nV(Xp) — n@

= nV(Xo) — V(Xo)
= (n — 1)V(Xo)

SchlieBlich ergibt sich

! C(n— 1)55) = ﬁm ((n - 1)5,";) =

"~ (n — V(X0 = V(Xo)

ms?) =&
und damit die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz als Schatzer der Varianz.

]
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Erwartungstreue

Theorem (Verzerrtheit der Stichprobenstandardabeweichung)

X1,...,Xyn ~ pg sei die Stichprobe eines statistischen parametrischen Produktmodells M.
Dann ist die Stichprobenstandardabweichung

Sn = /52 (8)

ein verzerrter Schitzer der Standardabweichung Sy (Xo).

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass /- eine strikt konkave Funktion und o2 > 0 ist. Dann aber gilt mit der
Jensenschen Ungleichung E(f(X)) < f(E(X)) fiir strikt konkave Funktionen, dass

5(s) = & (/57 ) < V/B(53) = /70 (X0) = 50(Xo). (©)

O

Bemerkung

® Nichtlineare Transformationen von erwartungstreuen Schéitzern liefern oft verzerrte Schitzer.
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Erwartungstreue

Simulation (X1, ..., X12 ~ N(u,0?) mit n =12, p= 1.7, 62 = 2, 0 ~ 1.41)

# Modellformulierung

mu = 1.7 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
sigsqr = 2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

n =12 # Stichprobengroesse n

ns = led # Anzahl der Simulationen

X_-bar = rep(NaN, ns) # Stichprobenmittelarray

S_sqr = rep(NaN, ns) # Stichprobenvarianzarray

S = rep(NaN, ns) # Stichprobenstandardabweichungarray

# Simulationsiterationen
for(s in 1l:ns){

# Stichprobenrealisation von X_1,...,6X_{12}
X = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
# Erwartungswert —, Varianz—, Standardabweichungschaetzer
X_bar[s] = mean(x) # Stichprobenmittel
S_sqr[s] = var(x) # Stichprobenvarianz
S[s] = sd(x) # Stichprobenstandardabweichung

}

# Erwartungswertschaetzung

E_hat_X_bar = cumsum(X_bar)/(1:ns) # \mathbb{E}(\ bar{X}_n) Schaetzungen
E_hat_S_sqr = cumsum(S_sqr)/(1l:ns) # \mathbb{E}(S"2) Schaetzungen
E_hat_.S = cumsum(S) /(1:ns) # \mathbb{E}(S) Schaetzungen
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Erwartungstreue

Simulation (X1, ..., X12 ~ N(u,0?) mit n =12, p= 1.7, 62 = 2, 0 ~ 1.41)

2.4
— EX)
2.2 - — E)
£s)

2.0 —Ww

1.8 —L"“
1.6 —
1.4 -
T T T T 1
2000 4000 6000 8000 10000
Simulationen
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Varianz und Standardfehler

Schétzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Die Varianz eines Schitzers 7, ist die Varianz der Zufallsvariable 7, (X); der Standardfehler
eines Schitzers 7, ist die Standardabweichung der Zufallsvariable 7, (X).
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Varianz und Standardfehler

Definition (Varianz und Standardfehler)

X1,...,Xn ~ pg sei eine Stichprobe und 7, sei ein Schitzer von 7.

® Die Varianz von 7y, ist definiert als
Vo(n) i= Eg ((Fn(X) — Eg(#a(X)))?) . (10)
® Der Standardfehler von 7, ist definiert als

SE(7n) = /Vo(7n) (11)
Bemerkungen

® Die Varianz eines Schitzers 7, ist die Varianz der Zufallsvariable 7, (X).

® Der Standardfehler eines Schitzers 7, ist die Standardabweichung von 7, (X).
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Varianz und Standardfehler

Theorem (Standardfehler des Stichprobenmittels)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells N
Dann ist der Standardfehler des Stichprobenmittels gegeben durch

SE(X,) = &\/);LO). (12)

Der Standardfehler des Stichprobenmittels heiBt auch Standardfehler des Mittelwertes.

Beweis

Per definitionem und mit Vo (X,,) = Vg(Xo)/n, ergibt sich

SE(X) = Vo (Xn) = 1/ 72X &j@ (13)

Bemerkung
® Der Standardfehler des Mittelwerts beschreibt die Variabilitat des Stichprobenmittels.
® Da Sg(X() unbekannt ist, ist auch SE(X,,) unbekannt.
® Ein verzerrter Schitzer fiir den Standardfehler des Stichprobenmittels ist gegeben durch

Sn
v

SE(X,) = (14)
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Varianz und Standardfehler

Beispiel (Standardfehler des Bernoulli Parameter ML Schitzers)

Es sei X1,..., Xn ~ Bern(p) und gM- der ML Schitzer fiir . Dann ist

SE (ah') = \/@- (15)

Beweis
Es gilt
1 1o a—w -1
SE(“wL)_ Vi (“ML)_ Vi (;izl)ﬁ,) =$§i¥1vu(xi)=\/n“ > - =\/H - e

wobei die dritte Gleichung mit der Unabh&ngigkeit der X;,7 = 1, ..., n und die vierte Gleichung mit der
Varianz V,, (Xo) =V, (X;) = u(1 — p),% =1, ..., n der Bernoulli Stichprobenvariablen folgt.

O
Bemerkung

® Ein Schitzer fiir den Standardfehler SE (aM*) ist

N AML(1 — ML
SE ([LML) _ . [Hn (1 — @)

n
n
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Varianz und Standardfehler

Simulation (X7, ..., X, ~ Bern(u) mit u = 0.4)

n=10 n=100 n=1000
2500 2500 2500
2000 2000 2000
1500 1500 1500
1000 1000 1000
500 500 500
0 1 1 1 H 5 . 0+ T 1 T T . 0+ T T T .
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08

A

I

® Die Varianz bzw. der Standardfehler von g™ hingen von n ab.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreu-
er Schitzer an. Ein erwartungstreuer Schitzer mit Varianz gleich der in der Cramér-Rao-
Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die kleinstmogliche Varianz aller erwartungs-
treuen Schitzer und ist in diesem Sinne ein “optimaler” Schéatzer.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Vorbemerkungen zur Cramér-Rao-Ungleichung

® Je kleiner die Varianz eines Schitzers, desto besser. Weil aber Stichproben streuen,
kann die Varianz von erwartungstreuen Schatzern nicht beliebig klein sein.

® Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungs-
treuer Schatzer an. Ein erwartungstreuer Schitzer mit Varianz gleich der in der Cramér-
Rao-Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die kleinstmdgliche Varianz aller
erwartungstreuer Schitzer und ist in diesem Sinne “optimal”.

® Die Cramér-Rao-Ungleichung basiert auf dem Begriff der Fisher-Information. Wir dis-
kutieren deshalb zun&chst die Begriffe der Scorefunktion und der darauf basierenden
Fisher-Information

® Die vorgestellten Resultate gelten im Allgemeinen nur unter eine Reihe von Annahmen,
den sogenannten Fisher-Regularitdtsbedingungen
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Cramér-Rao-Ungleichung

Fisher-Regularitdtsbedingungen

1. O ist ein offenes Intervall, d.h. 8 liegt nicht an einer Parameterraumgrenze.
2. Der Trager von pg hangt nicht von 6 ab.

3. WMFs oder WDF mit unterschiedlichem 6 € © sind unterschiedlich.

4. Die Likelihood-Funktion ist zweimal stetig differenzierbar.

5. Integration und Differentiation diirfen vertauscht werden.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Definition (Scorefunktion und Fisher-Information)

X1,...,Xn ~ py sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
mit eindimensionalem Parameter 6 und 4, sei die zugehdrige Log-Likelihood-Funktion.

® Die erste Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ¢,, wird Scorefunktion der Stichprobe
X1,...,Xn genannt und mit

d

— 0, (0). 17

L 0) a7

bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir S(0) := S1(0) und nennen S(0) Scorefunktion

einer Zufallsvariable.

Sn(0) :=

® Die negative zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ¢,, wird Fisher-Information
der Stichprobe X1, ..., Xn, genannt und mit

d2
In(0) := —Wﬁn(e)- (18)
bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir I(6) := I1(6) und nennen I(0) die Fisher-
Information einer Zufallsvariable.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Definition (Erwartete und beobachtete Fisher-Information)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
mit eindimensionalem Parameter 6, ¢, sei die zugehdrige Log-Likelihood-Funktion und
OM-(X1, ..., Xp) sei ein ML-Schitzer von 6.

® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X, ist definiert als
N d? R
ML . ML
In (9” ) T de2 tn (9" ) ’ (19)

d.h. die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe Xji,..., X, ist die Fisher-
Information an der Stelle des ML-Schitzers O (X1, ..., X,,).

® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., Xy, ist definiert als
In(0) :=Eo(In(0)). (20)
Fir n = 1 schreiben wir J(0) := J1(f) und nennen J(0) die erwartete Fisher-

Information einer Zufallsvariable.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Theorem (Additivitat der Fisher-Information)

X1,...,Xn ~ py sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
mit eindimensionalem Parameter 0, £, sei die zugehorige Log-Likelihood-Funktion, und
I,,(0) und Jy, (0) seien die Fisher-Information und die erwartete Fisher-Information der Stich-
probe X1, ..., Xn, respektive. Dann gilt

I,(0) = nIi(6) und Jn(0) = nJi1(0). (21)

Bemerkungen
® Um I,,(0) oder J, (0) zu berechnen, geniigt es also I(6) oder J(6) zu berechnen.

® Die Additivitit der beobachteten Fisher-Information ist in der Additiviit von I, (0) implizit.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 27



Cramér-Rao-Ungleichung

Beweis

Wir zeigen das Resultat fiir die erwartete Fisher-Information, das Resultat fiir die Fisher-Information ist
dann implizit. Per definitionem und mit der Linearitdt von Ableitungen und Erwartungswerte gilt

Tn(6) = Eg ( ddez z,,(e))

(£e(i)
(&
( dd2 e m)) (22)
(&

i=1
d2
——1(0
207 1(0)r )

=nJ,(0).

|
=
B
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Cramér-Rao-Ungleichung

Theorem (Erwartungswert und Varianz der Scorefunktion)

Der Erwartungswert der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist
Eg(S(0)) =0 (23)
und die Varianz der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist

Vo (5(0)) = J(0). (24)

Bemerkungen
® Der Erwartungswert der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ist Null.

® Die erwartete Fisher-Information ist gleich der Varianz der Scorefunktion.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beweis

Wir betrachten nur den Fall, dass pg eine WDF ist und zeigen zunéchst, dass Eg(S(6)) = 0 ist:
£9(5(9) = [ S(O)pg (@) do
= [ Zeowgra
T qe PO
d
=/—lnL(9)p9(z) dz

*/7—L(6)p9(:{‘) da
L(9) de

—/ L L)) da (25)
po(z) do

- / L0 da

dde [rot) az

d
= —1
dae

= 0.

Mit der Definition der Varianz folgt dann sofort, dass Vo (S(0)) = Eg (S(0)?) ist.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beweis

Als nichstes zeigen wir, dass J(6) = Eg (S(6)?) und deshalb Vo(S(8)) = J(6) ist:

( 3 1nL(9)>
. KR 220)
T\ a L@

L Lo)Lo) - & L<9>;§L<9>)

J(0) = Eg

L(0)L(0)

2
AN C O
L(6) (L(6))2 (26)

¥ -0 4 1(9)°
S T Rk S Y (R (ki) R
= / o) pg(x)d +/ (L(e))2 pg(x)d

d? 2
=-23 /pe(r)df+/(m$ue)> po(z) dz

d? d 2
= ——1 — In L(6 c) dx
e +/(d9 ( >) po (@)

o (5(9)2),
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Bernoulli Parameter)
Es sei X1,..., X,, ~ Bern(p) mit p €]0, 1[. Dann gilt:

® Die Scorefunktion der Stichprobe ist

Sn :]0,1[— R, p— Sp(p) := L im - <n - ia,@) . (27)

wi 1—p
® Die Fisher-Information der Stichprobe ist

T (1—7;)2

In 0, 1= R = In(p) == — + —— . (28)
M 1—p
® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
T 1—x
I, :]0,1[— R, ﬂr:ilL = In (ﬂ:”‘) = e + l(iAM)L (29)
Mo — Hn
® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
T 0,1 R, p s T (p) o= —— (30)
(1l —p)

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 32



Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Bernoulli Parameter)

Beweis

Die Scorefunktion wurde bereits in Vorlesung (7) im Kontext der Maximum-Likelihood-Schitzung von p
hergeleitet. Wir betrachten die Fisher-Information einer einzelnen Bernoulli Zufallsvariable X:
42
B dp?
d2
= 7d—u,2 Inp, ()
d2
= - (elp+ (1 —a)In(l — p))
dp

I(p) = £1(p)

= _4 (i (zlnp+ (1 —x) 1n(1—u))> (31)

= (=)

-~ T 1—-x)2
RN

T (1—-2)2

= — +
u? 1—p
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Bernoulli Parameter)

Beweis
Damit ergibt sich die erwartete Fisher-Information der Zufallsvariable X als
J(w) = Eu(I(w)
E X 4 (1—-X)2
m\ p2 1—pn

E,(X)  (1-E,(X))*?

= HQ + 1_H (32)
1— 2
S ]
Iz 1—p
B 1
p(l—p)’

Mit der Additivitatseigenschaft der Fisher-Information und der Definition der beobachteten Fisher-
Information ergibt sich dann sofort

1— 2
Loy =22 4 P20 ) = —"

i — L 32

O
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Erwartungswert-Parameter der Normalverteilung)
Es sei X1,..., Xn ~ N(p, 02) und o2 als bekannt vorausgesetzt. Dann gilt:

® Die Scorefunktion der Stichprobe ist

n

1
Sn i R—= R, p— Sp(p):= = Z(r, — ). (34)
i=1

® Die Fisher-Information der Stichprobe ist

n
I, R =R,y I,(p) = ol (35)
® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
- ML n
Ln(fin ) = —5- (36)
o
® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
Tn iR o R Jo(p) o= —o. (37)
o
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Erwartungswert-Parameter der Normalverteilung)

Beweis

Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe X1, ..., X,, ~ N(p, o2) bei bekann-
tem Varianzparameter o2 durch

n n 1 <&
by iR = R,y £y (p) := —§1n27r - 511102 sy ;(lz —H)2< (38)

gegeben ist. Damit ergibt sich die Scorefunktion als

d I
Su() = —tn(p) = — > (zi —
(1) = Gt = o3 D= ) (39)
Die Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ergibt sich als
d? d 1 d (& n
In(p) = —dTLQen(H) = —Esn(lt) = —ga (Z:l Ti — "It> = o2 (40)

Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood-
Schitzers [L%L. Die erwartete Fisher-Information schlieBlich ergibt sich als

n

o2

In) = B (1) = B, (5 ) = (1)

O
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Varianz-Parameter der Normalverteilung)
Es sei X1,..., Xn ~ N(p,02) und p als bekannt vorausgesetzt. Dann gilt:

® die Scorefunktion ist
1 n
. 2 2y ._ E'
Sn :Rso = R,0%— Sp(0?) i= —— T 2 (42)

® die Fisher-Information der Stichprobe ist

n

1
In :Rso = R, 0% In(o ._—GZ 2_ (43)

® die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
n

I (52ML) — 44
w2 = g (44)
® die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
Jn i Rso = R,0%2 = Jp(o?) = A (45)
204
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Varianz-Parameter der Normalverteilung)
Beweis

Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe X1, ..., X,, ~ N(u, 02) bei bekann-
tem Erwartungswert-Parameter p durch

1 n
£y Ry = R, 02— £,(0?) = P mor - Zme® - (@ — )2, (46)
2 2 202 =
gegeben ist. Die Scorefunktion ergibt sich also als
_ 2
s(a)_ e(n) —ﬁ 204; — > (47)

Die Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ergibt sich als

(0% = *isn(fﬁ) - (L - i ’ (zi — M)2)

do? 204 06 &

n
7062 2047

i=1

(48)
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Varianz-Parameter der Normalverteilung)

Beweis
Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood-

M
Schitzers 62
Sy (@i —w)? n

S2MLy _
In(6,77) = (52ML)3 2 (62ML)2
D D € D
& (T (@ - w2)® 2(63M)?
_ 1 n
L (T (s —w)?)? 2(62ML)? (49)
_ n n
C(63ML)7 2(62ML)
_ n
BEICIDE
_ n
T o2gaML’
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beispiel (Varianz-Parameter der Normalverteilung)

Beweis

Die erwartete Fisher-Information ergibt sich als

Jn(‘72) = EU’A’ (In(‘72))

1 & 2 n
=E;2 (F Z(% —w) = ﬁ)

=1

= 716 ;Eoz ((xi - H)Z) - %

n

s ™ (50)
6 4
97 =1 20
_ no? n
T o6 204
_n n
T ot 204
_n
T 2047
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Cramér-Rao-Ungleichung

Theorem (Cramér-Rao-Ungleichung)

M sei ein parametrisches statistisches Model mit WMF oder WDF py und 7, sei ein
erwartungstreuer Schitzer von 7(6). Dann gilt

2
Vo > 270 a
o(fn) 2 W (51)
. 2
Im Speziellen gilt fiir 7(0) := 6 und somit 7, = 6, und ((%T(O)) =1, dass
Vo(fn) > —— (52)
O}

Die rechte Seite obiger Ungleichungen heiBt Cramér-Rao-Schranke.

Bemerkungen

® Die Varianz eines erwartungstreuen Schatzers 6 von 6 ist groBer oder gleich der rezi-
proken erwarteten Fisher-Information J(6).

® Wenn Vy( O ) = %9) ist, ist die Varianz des Schitzers minimal.
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beweis
Wir halten zunichst fest, dass fiir die Zufallsvariablen S(6) und 7,, mit der Korrelationsungleichung und
Vo (S(0)) = J(0) gilt, dass
Co( Sn (0),7n)
VG(S(Q))VO(%n) n (53)
Cy(S(), 7n)?
- J(0) )

Mit dem Translationstheorem fiir Kovarianzen, E¢(S(0)) = 0, und der Erwartungstreue von 7,, ergibt

\Y

<~ Ve (i'n)

sich dann J
Co(5(0), 7a) = 2o7(0) (54)
wie unten gezeigt wird. Also gilt
. (F57(0))*
Vo (7p) > ~24—2 55
o(fn) 2 J(6) (55)
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Cramér-Rao-Ungleichung

Beweis

Es bleibt zu zeigen, dass Cg(S(0), #n) = -4 7(6). Dies ergibt sich mit

Cy(S(6), n) = Eg(S(0)7n) — Eg(S(0))Eg(7n)
=Ep(S(0)7n)

- / 5(6) #n g (x) da

d
:/—lnL(B)f—n po(e) do
do
_ [ d6L®
L(0)
1,0
= do 1(%) n pg(z) dz
po(x) (56)

#n pg (x) do

d
- / L L(0) 7 d=
a6

d
— /L(e) i da
do

d
- —/%n po(z) da
)

a ~
EEG(Tn)

d
—7(0)
de

O
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Mittlerer quadratischer Fehler

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Der mittlere quadratische Fehler von 7, ist der Erwartungswert der quadrierten Abweichung
von 7 (X) von 7(0) iiber Stichproben vom Umfang n.
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Mittlerer quadratischer Fehler

Definition (Mittlerer quadratischer Fehler)

X1,...,Xy ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 7, ein Schitzer fiir 7. Dann ist der mittlere quadratischer Fehler (engl. mean squared
error) von 7, definiert als

MQF(7r) := Eg ((n(X) — 7(6))?) . (57)

Bemerkungen

® Der MQF von 7, ist die erwartete quadrierte Abweichung von 7, (X) von 7(0).
® Die Varianz von 7, ist die erwartete quadrierte Abweichung von 7, von Eg (7, (X)).

® Ey(7n (X) ) kann mit 7(0) libereinstimmen, muss es aber nicht.
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Mittlerer quadratischer Fehler

Theorem (Zerlegung des mittleren quadratischen Fehlers)

X1,...,Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M,
7n sei ein Schitzer fiir 7, und MQF(7,) sei der mittlere quadratische Fehler von 7,,. Dann

gilt
MQF(#) = B(#)? 4+ Vg(#n) (58)

Bemerkungen
® MQF = Bias? + Varianz.
® Der MQF kann als Bias-Variance Abwagungskriterium benutzt werden.

® Kileine Verzerrungen kénnen gegeniiber groBen Varianz praferiert werden.
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Mittlerer quadratischer Fehler

Beweis

Zur Vereinfachung der Notation seien 7 := 7(0), 7, := 7,(X) und 7, := Eg (7, (X)) zur Vereinfa-
chung der Notation. Dann gilt:

Eo (7 —7)7) = Eq ((%n =Tt T = 1))
(Fn — )2 4 2(Fn — 70)(Fn — 1) + (T — T)"’)

= 7)) + 2B ((Fn = 70)(Tn — 7)) +Eo (70 = 1)*)

Il
=

S
—
>

3

(fn = Tn)") +2Eg (TnTn — TuT — TnTn + TuT) + Eo ((‘Fn - 7—)2>

Il
&=
EY

Il
&=
£

Il
=
5
o R N N N

’)
(Fn = 70)*) 42 (FnTn = Tam) + Eo (70 — 7))
(Fn = 70)?) +0+Eq (70 — 1)°)

(Fa = 1)%) +Eo ((Fn = 7)?)

=Eo ((Bo(#n) = 7)°) +Eo ((7n — Eo(72))°)

= (Eo(7n) — 7)% + Vo (£2)

B(#n)” + Vo (7n)-

Eq

3
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Schatzereigenschaften
® Vorbemerkungen
® Schétzereigenschaften bei endlichen Stichproben
® Asymptotische Schétzereigenschaften
® Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

® Selbstkontrollfragen



Asymptotische Schatzereigenschaften

Motivation
® Dieser Abschnitt ist eine Kurzeinfiihrung in die Asymptotische Statistik (AS).

® Die AS befasst sich mit dem Verhalten von Statistiken bei groBen Stichproben.

® Methoden der AS werden benutzt, um

o qualitative Schitzereigenschaften zu studieren und
o Schétzereigenschaften fiir groBe StichprobengréBen zu approximieren.

® Moderne Stichproben sind tiblicherweise groB.
® Die Methoden der AS sind also praktisch einsetzbar und gerechtfertigt.

® van der Vaart (1998) gibt eine ausfiihrliche Einfiihrung in die AS.
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Asymptotische Schatzereigenschaften

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn der Erwartungswert von
7n fiir groBe StichprobengréBen n — oo gleich dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(6)
ist.

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt konsistent, wenn fiir groBe StichprobengréBen n — oo die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 7, (X) vom wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) abweicht
beliebig klein wird.

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch normalverteilt, wenn fiir groBe StichprobengréBen
n — oo, die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung gegeben ist.

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch effizient, wenn fiir groBe StichprobengréBen
n — oo die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
7(0) und Varianzparameter gleich der Cramér-Rao-Schranke gegeben ist.
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Asymptotische Erwartungstreue

Asymptotische Schatzereigenschaften
Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn der Erwartungswert von

7n fiir groBe StichprobengréBen n — oo gleich dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(6)
ist.
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Asymptotische Erwartungstreue

Definition (Asymptotische Erwartungstreue)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 7y, sei ein Schatzer fiir 7. 7, heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn

lim_E(#n (X)) = 7(6) fir alle § € ©. (59)

Bemerkungen
® Asymptotisch erwartungstreue Schitzer sind fiir “unendlich groBe” Stichproben erwartungstreu.

® Erwartungstreue Schitzer sind immer auch asymptotisch erwartungstreu.
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Asymptotische Erwartungstreue

Beispiel (Ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer)

Es sei M das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., Xp, ~ N(u,0?) und
ML 1< S \2
6n == (Xi—Xan) (60)

n i=1

sei der ML Schitzer von o2. Mit der Erwartungstreue der Stichprobenvarianz ergibt sich
dann

. oML 1 & o \2 1 < o \2 n—1 , 2
E, .2 <an ) =E, 2 ZZ (Xi = Xn)* ) = —E, 2 So(xi-X0)?) = ——at £

i=1 i=1
oML . . « . . "
&2 ist also ein verzerrter Schitzer von o2. Allerdings gilt (n — 1)/n — 1 fiir n — oo, so
dass ML n—1 n—1
lim E, (&ﬁ ): lim — 62 =02 lim =02 (61)
nooo n—oo n n—o0 n
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Asymptotische Erwartungstreue

Beispiel (Ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer)

Es sei M das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., Xp, ~ N(u,0?) und

n

oML 1 - \2
6n == (Xi—Xan) (60)
n i=1
sei der ML Schitzer von o2. Mit der Erwartungstreue der Stichprobenvarianz ergibt sich
dann

. oML 1 & o \2 1 < o \2 n—1 , 2
B (02") =B (5 (- %)) = 2E o (S (- X)) = Pt 2

i=1 i=1

oML . . w . . "
&2 ist also ein verzerrter Schitzer von o2. Allerdings gilt (n — 1)/n — 1 fiir n — oo, so

dass

. AQML>_ ..on—1 o5 5 . n—-1 5
nl;meM,gz <Un —nIme ——o0' =0 nh_)moo — =0 (61)

Im Limit groBer Stichprobenumfinge ist der ML Schitzer des Varianzparameters einer Nor-
malverteilung also erwartungstreu.
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Asymptotische Erwartungstreue

Simulation X7, ...,

# Modellformulierung

mu =
sigsqr =
n =
ns =
sigsqr-ml =

rep (NaN,
ncol =

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq-along(n)){

# Simulationsiterationen
for(s in
# Stichprobenrealisation

X

# \hat{\sigma"2}"{ML}
sigsqr_ml[s, i

}
}

E_sigsqr_ml =

SRR

length (n)*ns),

o mitu=102=2

wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Stichprobengroessen

Anzahl Simulation pro Stichprobengroesse

# \hat{\sigma"2}"{ML} Array

n[i], mu, sqrt(sigsqr))
= ((n[i]=1)/n[i])*var(x)

colMeans(sigsqr_ml) # Erwartungswertschaetzung
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Asymptotische Erwartungstreue

Simulation X1,..., X, ~ N(u,0®) mit u=1, 0 =2

20 - NWHMHHMHW%mHHH%HHH%H
1.8 ,H

164 |
o +/

12 T T T T



Konsistenz

Asymptotische Schatzereigenschaften

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt konsistent, wenn fiir groBe StichprobengréBen n — oo die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 7, (X) vom wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) abweicht
beliebig klein wird.
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Konsistenz

Definition (Konsistenz)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 7, sei ein Schitzer von 7. Eine Folge von Schitzern 71, 72, ... wird dann eine konsistente
Folge von Schétzern genannt, wenn fiir jedes € > 0 und jedes 6 € O gilt, dass

Tim Py (|7 (X) = 7(0)] > €) = 0.

Wenn 71, 72,... eine konsistente Folge von Schitzern ist, dann heiBt 7, konsistenter
Schitzer.

Bemerkungen
® Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7,, (X ) beliebig nah bei 7(8) liegt, groB.
® Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7, (X) von 7(6) abweicht, klein.
® Diese Eigenschaften gelten fiir alle moglichen wahren, aber unbekannten, Parameterwerte.
® Die Konvergenz ist Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

® Konsistenz von Schitzern kann direkt oder mit Kriterien nachgewiesen werden.
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Konsistenz

Theorem (Mittlerer-Quadratischer-Fehler-Kriterium fiir Konsistenz)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 7y, sei ein Schatzer von 7. Wenn limy,—,oo MQF(7,,) = 0 gilt, dann ist 7, ein konsi-
stenter Schitzer

Beweis

Mit der Chebychev-Ungleichung folgt, dass
Eg ((fn(X) = 7(6))*)

P (170(X) = 7(0)] 2 ©) < - (62)
Grenzwertbildung ergibt dann
. . 1. N
Jim o (17, (X) = 7(0) 2 ) < = lim Eg ((7(X) = 7(6))*) . (63)

Wenn also lim,, o Eg ((%n(X) — 7-(9))2) = 0 gilt, dann gilt mit Po(|7,(X) — 7(0)] > €) > 0,
dass
lim By (|7 (X) — 7(6)] > ) = 0. (64)
n— oo

Also ist 7, ein konsistenter Schitzer.

O
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Konsistenz

Theorem (Bias-Varianz-Kriterium fiir Konsistenz)

X1,...,Xyn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 7, sei ein Schitzer von 7. Wenn

nlew B(7») = 0 und nIme Vo(7n) =0 (65)
gilt, dann ist 7,, ein konsistenter Schatzer

Beweis

Wenn n — oo, dann gilt B(#,) — 0, also auch B(#,)? — 0. Wenn fiir n — oo sowohl B(#,)? — 0
als auch Vg (7,) — 0, dann gilt auch lim,,—, o MQF(@W,) = 0. Also gilt mit dem MQF-Kriterium, dass
T, konsistent ist.

O
Beispiel (Konsistenz des Stichprobenmittels)

Fiir X1, ..., X, ~ N(u,0?) folgt die Konsistenz des Stichprobenmittels als Schitzer fiir E(X() aus
dem Bias-Varianz-Kriterium durch

_ - 1
B(X,)=0und lim Vg(X,)= lim —V(Xo)=0. (66)
n— 0o n—,oo n
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Konsistenz

Simulation X, bei X1,.., X, ~ N(u,0?) mit p=1, 0> =2

# Modellformulierung

mu =1

sigsqr = 2

n = seq(1,1e3,by = 10)

eps = c(0.15, 0.10, 0.05)

ne = length (eps)

nn = length(n)

ns = 1le3

E = array(rep(NaN,nn,ne, ns),
dim = c(nn,ne,ns))

# Simulation
for(e in seq-along(eps)){
for(i in seq-along(n)){
for(s in 1l:ns){

# Stichprobenrealisationen
x = rnorm(n[i], mu, sqrt(sigsqr))
if (abs(mean(x) — mu) >= eps[e]){
E[i,e,s] =1
} else {
E[i,e,s] =0

}

BiE R R E S R

I FFk

w.a.u \mu Wert

w.a.u. \sigma"2 Wert
Stichprobengroesse n
\epsilon Werte

Anzahl \epsilon Werte
Anzahl Stichprobengroessen
Anzahl Simulationen
Ereignisindikatorarray

\epsilon Iterationen
n lterationen
Simulationsiterationen

[X-bar — \mu)| \ge \epsilon

[X_-bar — \mu)| < \epsilon

# Schaetzung von \mathbb{P}(|\ hat{\tau}_n(X)—\tau(\theta)| \ge \epsilon)

P_hat = apply(E, ¢(1,2), mean)
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Konsistenz

Simulation X, bei X1,..., X, ~ N(p,0?) mit p=1, 02 =2

0 200 400 600 800 1000
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Asymptotische Normalitat

Asymptotische Schatzereigenschaften

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch normalverteilt, wenn fiir groBe StichprobengréBen
n — oo, die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung gegeben ist.
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Asymptotische Normalitat

Definition (Asymptotische Normalitit)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und B, sei ein Parameterschitzer fiir . Weiterhin sei 6 ~ N(u,o2) eine normalverteil-
te Zufallsvariable mit Erwartungswertparameter . und Varianzparameter o2. Wenn 6, in
Verteilung gegen 6 konvergiert, dann heiBt 6 asymptotisch normalverteilt und wir schreiben

On & N(p,0?). (67)

Bemerkung

® Konvergenz in Verteilung heiBt limy— o0 Pn(én) = P(é).
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Asymptotische Effizienz

Asymptotische Schatzereigenschaften

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch effizient, wenn fiir groBe StichprobengréBen
n — oo die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
7(0) und Varianzparameter gleich der Cramér-Rao-Schranke gegeben ist,
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Asymptotische Effizienz

Definition (Asymptotische Effizienz)

X1,...,Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M
und 6, sei ein Parameterschiatzer fiir 6. Weiterhin sei Jy, (0) die erwartete Fisher-Information
der Stichprobe X1, ..., X;,. Wenn gilt, dass

0n N (6, J,(0)71), (68)

dann heiBt 6, asymptotisch effizient.

Bemerkungen
® Asymptotische Effizienz impliziert asymptotische Normalitat.
® Asymptotische Effizienz impliziert asymptotische Erwartungstreue.
® Die Varianz der asymptotischen Verteilung heit asymptotische Varianz.
® Die Varianz eines asymptotisch effizienten Schiatzers ist gleich der Cramér-Rao-Schranke.

® Der Begriff der Effizienz wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet.
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Schatzereigenschaften
® Vorbemerkungen
® Schétzereigenschaften bei endlichen Stichproben
® Asymptotische Schatzereigenschaften
® Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

® Selbstkontrollfragen



Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schéatzern

Theorem (Eigenschaften von ML Schétzern)

X1,...,Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M

und OV sei ein ML Schitzer fiir 6. Dann gilt, dass 6™

(1) nicht notwendigerweise erwartungstreu, aber

(2) konsistent,

(3) asymptotisch normalverteilt,

(4) asymptotisch erwartungstreu, und
(5) asymptotisch effizient ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Held and Sabanés Bové (2014, Abschnitt 3.4)
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schéatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschéatzers
® Essei X1,..., Xn ~ Bern(p).

® Der ML Schitzer von p ist - = 15" X,

n i=1

® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe X7, ..., X,, ist

n

I =y

(69)

® Also gilt

LN (u, @) - (70)
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschitzers

# Modellformulierung

mu = 0.4 # w.a.u. Parameterwert
n_all = c(lel ,5el,1e2) # Stichprobengroesse n
ns = led # Anzahl der Simulationen
mu_hat_ML = matrix( # ML Schaetzerarray
rep (NaN,
length(n_all)xns),
nrow = length(n_all))
mu-hat_-ML_r = 1e3 # ML Schaetzerraumaufloesung
mu_hat _ML_x = seq(0,1,len = mu_hat_ML_r) # ML Schaetzerraum
mu_hat_ML_p = matrix( # ML WDF Array
rep(NaN, length(n_all)*mu_hat_ML_r),
nrow = length(n_all))
# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq-along(n_all)){
# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){
X = rbinom(n_all[i],1,mu) # Stichprobenrealisation
mu_hat _ML[i,s] = mean(x) # ML Schaetzer

}

# WDF der asymptotischen Verteilung
mu_hat _ML_p[i,] = dnorm(mu_hat_ML_x, mu, sqrt(mux(l—mu)/n_all[i]))
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schéatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschéatzers

n=10 n=>50

n =100
10 10 10
Histogramm
8 8 8 fl N b, 32 00F

02 04, 06 08 10 00 02 04
i
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Schatzereigenschaften
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Selbstkontrollfragen

Definieren und erldutern Sie den Begriff der Erwartungstreue eines Schatzers.
Definieren Sie die Begriffe der Varianz und des Standardfehlers eines Schitzers.
Definieren Sie den Begriff der Scorefunktion einer Stichprobe.

Definieren Sie den Begriff der Fisher-Information einer Stichprobe.

Definieren Sie den Begriff der erwarteten Fisher-Information einer Stichprobe.
Geben Sie das Theorem zur Cramér-Rao-Ungleichung wieder.

Erldutern Sie den Begriff der Cramér-Rao-Schranke.

Definieren Sie den Begriff des MQFs eines Schitzers.

© © N o o~ w b=

Geben Sie das Theorem zur Zerlegung des MQFs wieder.

—
e

Erlautern Sie den Begriff des asymptotischen Erwartungstreue eines Schitzers

[uy
[

. Erlautern Sie den Begriff der Konsistenz eines Schétzers.

—
N

Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Normalitat eines Schatzers.

—
w

Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Effizienz eines Schatzers.

-
»

Nennen Sie fiinf Eigenschaften eines ML Schitzers.
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(9) Standardstatistiken und Konfidenzintervalle



Literaturhinweise

Die hier gewshlte Darstellung von Konfidenzintervallen basiert auf Held (2008, Ab-
schnitte 3.2.2, 3.2.3, 3.4.4), Moeschlin (2000, Abschnitte 4.1-4.5) und Wasserman
(2004, Abschnitte 6.3.2 und 9.7). Fiir einen verallgemeinerten Zugang zu Konfiden-
zintervallen, siehe Georgii (2009, Abschnitt 8.1).
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschitzung

Ziel der Parameterschitzung ist es, einen méglichst guten Tipp fiir den wahren, aber unbe-
kannten, Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend
auf der Beobachtung einer Realisierung von X7, ..., X, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung
moglicher Parameterschitzwerte eine quantitative Aussage iiber die mit dem Schitzwert
assoziierte Unsicherheit zu treffen.

(3) Hypothesentest

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Ver-
teilung der Beobachtungen X1, ..., X, in einer moglichst sinnvollen Form zu entscheiden,
ob der wahre, aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlie-
Benden Untermengen des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Die Standardannahmen frequentistischer Inferenz

® M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X5, ~ pg. Es wird angenommen, dass ein
vorliegender Datensatz eine der mdglichen Realisierungen von X7, ..., Xy, ~ pg ist.

® Aus frequentistischer Sicht kann man das Experiment unendlich oft wiederholen und
zu jedem Datensatz Schitzer oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : =z = (1(11)71&1)7 ...,xfbl)) mit fg) = % s r(vl)

Datensatz (2) : ¢ = (m§2),x§2>, ,9:5?)) mit a’c&f) =15 =z z(?

n

(
(
Datensatz (3) : (3 = (m(13>,z(23), ,zﬁf')) mit z3) = 1 Tz (3)
(
(

Datensatz (4) : 2 = (w§4),xg4>, .4.,;cﬁl4)) mit ;i's:l) =iy .z (4)

5) _

Datensatz (5) :

® Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische
Statistik deshalb die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Schitzern und Statistiken
unter Annahme von X1, ..., X;, ~ pg. Was zum Beispiel ist die Vertellung von m(l),

ig), :25?), :1’:514), ... also die Verteilung der Zufallsvariable X,, := ; S X?

® Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahme gut
ist, dann heiBt das also, dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel” gut ist. Im
Einzelfall, also bei nur einem Datensatz, kann sie auch recht schlecht sein.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter,

Parameterwert Py Datensatz Konfidenzintervall  P,([8 +¢] 3 6)
® — X=(,..X) — ——@—0]
0 0 0+¢& (C]

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardstatistiken

Z-Statistik
Theorem (Z-Statistik)

X1,..., Xn ~ N(u,0?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells und X,
bezeichne das Stichprobenmittel. Dann ist die Z-Statistik

2= v (X2t) )

eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0, 1).

Bemerkungen
® Die WDF einer standardnormalverteilten Zufallvariable bezeichnen wir mit ¢.

® |hre KVF und inverse KVF bezeichnen wir mit ® und &1, respektive.
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Standardstatistiken

Z-Statistik
Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit der Mittelwertstransformation fiir unabhingig und identisch normal-
verteilte Zufallsvariablen gilt, dass X,, ~ N (u, ‘772) (cf. (6) Transformationen der Normalverteilungen).
Die Verteilung der Z-Statistik folgt dann mit dem WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Ab-
bildungen (cf. ibid.) durch Transformation von X,, mit der Funktion

PR R G f@n) = Lz, — Y, @)
o o

Fiir die WDF von Z gilt demnach

pz(2) = %N (% (z + gu> TS %2>

_ %ﬁcxp (-2; <% <z+ ?u) —u>2)

:%@\/1278“’(_%%<%2+u—u>2> ®
1 1 5
Ve (’5‘2)
= N(z;0,1)
O
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Standardstatistiken

Z-Statistik

# Modellformulierung

mu
sigsqr
n

ns

res

# analytische Definitionen und Resultate

x_i
x_bar

z

p-X-i
p-x_bar

for(s in 1l:ns){
X

= seq(3,17,len = res)

seq (3,17, len res)
seq(—4.,4,len res)

dnorm (x-i ,mu, sqrt(sigsqr))
dnorm(x_bar ,mu, sqrt(sigsqr/n))
dnorm(z,0,1)

imulation

= rep(NaN, ns)
= rep(NaN, ns)
= rep(NaN, ns)

= rnorm(n,mu, sqrt(sigsqr))
= X[1]
= mean(X)

# Z—Statistik Realisation
= sqrt(n)*((X-bar[s] — mu)/sqrt(sigsqr))

Z[s]
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# w.a.u. Erwartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraumaufloesung

I FRF I

x -1 Raum
x_-bar Raum
z Raum

x -1 WDF
x_bar WDF
z WDF

IFEFEI I

# X_1 Array
# \bar{X}_{12} Array
# Z Array

# Simulationsiterationen
# Stichprobenrealisierung
# X_i

# Stichprobenmittelrealisierung



Standardstatistiken

Z-Statistik

X ~N(10,4), i=1,...,12 X1p ~ N(10,1/3) Z~N(©,1)
0.5 0.7 0.5
0.6
0.4 0.4 v"\1
0.5 r 9
0.3 0.3 il
04 M .
03 02 7 7
0.2 T‘
01 p Y
. ﬂﬂ “h
00 = 1 00 —=h T His—
4 6 14 16 -4 -2 0 2 4
z
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Standardstatistiken

U-Statistik
Theorem (U-Statistik)

X1,..., Xn ~ N(u,0?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells, und S?
bezeichne die Stichprobenvarianz. Dann ist die U-Statistik

U'*n_l

o2

S2 (4)

eine y2-verteilte Zufallsvariable mit n — 1 Freiheitsgraden

Bemerkungen

® Die WDF einer x2-verteilten Zufallvariable bezeichnen wir mit x?2.

Ihre KVF und inverse KVF bezeichnen wir mit = und =71, respektive.
® Die U-Statistik ist eine normalisierte Stichprobenvarianz.

® Fiir einen Beweis verweisen wir auf Casella and Berger (2012, Abschnitt 5.3).
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Standardstatistiken

U-Statistik

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4

n = 12
ns = led
res = le3

# ana\ytlsche Definitionen und Resultate
seq (3,17, len res)

seq (3,17, len res)
seq(0,30.len res)

dnorm (x_i ,mu,sqrt(sigsqr))
dnorm(x_bar ,mu, sqrt(sigsqr/n))
dchisq (u,n—1)

X.I
x_bar

# Simulation

X_i = rep(NaN, ns)
X_bar = rep(NaN, ns)
S_sqr = rep(NaN,ns)
u = rep(NaN, ns)

for(s in 1:ns){

X = rnorm(n,mu, sqrt(sigsqr))
X_i[s] = X[1]

X_bar[s] = mean(X)

S_sqr[s] = var(X)

# U-Statistik Realisiation
U[s] = ((n—1)/sigsqr)*S_sqr[s]
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# w.a.u. Erwartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraumaufloesung

I FRF I

x-1 Raum

x-bar Raum

normalized s_n"2 Raum
x_1 WDF

x_bar WDF

u WDF

FHFEF I

X_-1 Array
\bar{X} Array
S"2 Array

U Array

Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

X_i
Stichprobenmittelrealisierung
# Stichprobenvarianzrealisierung

HF IR FHFFRFHH®



Standardstatistiken

U-Statistik

Xi~N(10,4),i=1,...,12 X1z ~ N(10,1/3)
05 0.8
0.4 0.6
0.3
0.4
0.2 L
V’r 3 =
1 _atllllln
0.0 [ Vﬂ ] T T T L rﬁ\rﬁ = 0.0 T T T T
4 6 8 10 12 14 16 4 6 14 16
X1
» 1,

Si U=~ 7312
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1 S
00 00 xﬂﬂ”“”ﬂf‘rh—‘,» —

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
i, u
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Standardstatistiken

Theorem (T-Statistik)

X1, ..., Xn ~ N(p,0?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells, X,, be-
zeichne das Stichprobenmittel und S,, bezeichne die Stichprobenstandardabwei-
chung. Dann ist die T-Statistik

7= i (2t (5)

eine t-verteilte Zufallsvariable mit n — 1 Freiheitsgraden.

Bemerkungen

® Die WDF einer t-verteilten Zufallvariable bezeichnen wir mit ¢.

® |hre KVF und inverse KVF bezeichnen wir mit ¢ und 91, respektive.
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Standardstatistiken

T-Statistik
Beweisskizze

Wir halten zunichst fest, dass

T:ﬁ(cn—u) Xo—p o VAEn—p) G Enmp) K =)
Sn, o Sh, Sy /o /L 52 (©)

= N
An der rechten Seite obiger Gleichung sehen wir also, dass die T-Statistik als Quotient der Zufallsvariablen

VI (R ) und [ 2 ™)

geschrieben werden kann. Dabei hat die Zufallsvariable im Z3hler die Form der Z-Statistik, kann also als

Vn

(Xn—p)=2 ®

geschrieben werden. Die Zufallsvariable im Nenner dagegen hat die Form der Quadratwurzel einer mit
n — 1 multiplizierten U-Statistik, kann also als

1 1 n-—1 1
\/—=S2 = S2 = U 9
o2 " \/n—l o2 " \/n—l ©)

geschrieben werden.
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Standardstatistiken

T-Statistik

Beweisskizze (fortgefiihrt)

Insgesamt kann die T Statistik also als
4

T = mit Z ~ N(0,1) und U ~ x*(n — 1) (10)

geschrieben werden. Casella and Berger (2012, Abschnitt 5.3) zeigen, dass die Zufallsvariablen im Zahler
und Nenner dieser Formulierung der T-Statistik unabhéngig sind.

Es ergibt sich also, dass die T-Statistik als Quotient zweier unabhingiger Zufallsvariablen geschrieben
werden kann, wobei die Zihlerzufallsvariable eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist und die
Nennerzufallsvariable die Quadratwurzel einer durch die Anzahl ihrer Freiheitsgrade geteilten x2-ver-
teilten Zufallsvariable ist.

Dann aber folgt mit dem T-Transformationstheorem (cf. (6) Transformationen der Normalverteilung),
dass die T-Statistik eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgraden entsprechend den Freiheitsgraden
der X2—verteilten Zufallsvariable, hier also n — 1, ist. Es folgt demnach T' ~ t(n — 1).

O
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Standardstatistiken

T-Stati

stik

# Modellformulierung

mu
sigsqr
n

ns

res

# analyt

=10

-4

= 12

= le4d

= le3

ische Definitionen und Resultate
seq(3,17,len = res)
seq(3,17,len = res)
seq(0,30,len = res)

seq(—4.,4,len res)

dnorm (x-i ,mu, sqrt(sigsqr))
dnorm(x_bar ,mu, sqrt(sigsqr/n))
d

d

chisq(u,n—1)

- t(t,n—1)
# Simulation
X_i = rep(NaN, ns)
X_bar = rep(NaN,ns)
u = rep(NaN, ns)
Tee = rep(NaN, ns)
for(s in 1l:ns){
X = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
X_i[s] = X[1]
X_bar[s] = mean(X)
U[s] = (n—1)/(sigsqr)*var(X)

# T—Statistik Realisierung
= sqrt(n)*((X_-bar[s] — mu)/sqrt(var(X)))

Tee([s]
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# w.a.u. Erwartungswertparameter

# wahrer bekannter Varianzparameter
# Stichprobengroesse

# Anzahl Stichprobenrealisierungen
# Ausgangsraumaufloesung

x-1 Raum

x_-bar Raum

normalized s_{12}"2 Raum
t Raum

x -1 WDF

x-bar WDF

u WDF

t WDF

S FR I

X_1 Array

\bar{X} Array

U Array

T Array
Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

X_i

# Stichprobenmittelrealisierung
# U Statistik Realisierung

IR F I



Standardstatistiken

T-Statistik

Xi~N(10,4),i=1,..,12 X, ~ N(10,1/3)

0.5 0.8
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Standardstatistiken und Konfidenzintervalle
® Standardstatistiken
¢ Definition von Konfidenzintervallen
e Konfidenzintervallbeispiele

® Selbstkontrollfragen



Definition von Konfidenzintervallen

Definition (4-Konfidenzintervall (6-KI))

Es sei X = X1,..., Xn ~ pg eine Stichprobe, § €]0,1[, und b;(X) und b,(X) seien zwei

Statistiken. Dann ist ein §-Konfidenzintervall ein Interval der Form C,, := [b, by], so dass
Py (Cr, 3 0) =Py (b)(X) <0 < by (X)) =6 fiir alle 0 € O gilt. (11)

d heiBt das Konfidenzniveau oder die Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzinter-
valls. Die Statistiken b;(X) und b, (X) sind die unteren und oberen Grenzen des Konfiden-
zintervalls.

Bemerkungen
® ( ist fest, nicht zufillig, und unbekannt.
® (), ist ein zufilliges Intervall, weil b;(X) und b, (X) Zufallsvariablen sind.
® () 3 0 bedeutet 0 € Cy,, aber C,, ist zufillig und steht deshalb vorn (cf. P(X = z)).
® Ein J-Konfidenzintervall iiberdeckt den wahren Wert § mit Wahrscheinlichkeit 6.

® Oft wird § = 0.95 gewihlt, also 95%-Konfidenzintervalle betrachtet.
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Definition von Konfidenzintervallen

Zwei Interpretationen von d-Konfidenzintervallen

(1) Wird ein Experiment unter gleichen Umstinden hiufig wiederholt, so iiberdeckt
das zugehorige d-Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten Parameter-
wert in § - 100% der Fille. Technischer ausgedriickt, fiir unabhingig gezoge-
ne Stichproben einer Verteilung mit wahrem, aber unbekannten, Parameter 6
iiberdeckt ein entsprechendes 6- Konfidenzintervall 0 in ¢ - 100% aller Fille.

(2) Man betrachte eine Folge von Experimenten mit wahren, aber unbekannten,
Parametern 601,02, ... und stelle sich vor é-Konfidenzintervalle fiir eben jene
von Folge von wahren, aber unbekannten Parametern 61,60, ... zu konstruieren.
Dann iiberdecken § - 100% der Konfidenzintervalle den wahren, aber unbekann-
ten, Wert 6;,i =1,2,... .
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Definition von Konfidenzintervallen

Definition (Pivot)

Ein Pivot ist eine Funktion einer Stichprobe X7,..., X,, (also eine Statistik) und eines
wahren, aber unbekannten, Parameters 6, deren Verteilung nicht von 6 abhingt.
Bemerkungen

® Ein Pivot ist eine Statistik, die vom wahren, aber unbekannten Parameter 6 abhingt,
deren Verteilung aber nicht von vom wahren, aber unbekannten Parameter 6 abh&ngt.

® Mithilfe von Pivots kann man Konfidenzintervalle fiir alle Werte von 6 konstruieren.
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Definition von Konfidenzintervallen

Die typische Konstruktion eines Konfidenzintervalls umfasst
(1) Definition eines statistischen Modells

(2) Definition einer Statistik und Analyse ihrer Verteilung
(3) Verifikation der Konfidenzbedingung

(4) Definition des Konfidenzintervalls
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Konfidenzintervallbeispiele

Beispiele fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen
Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz
Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Varianz einer Normalverteilung
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Konfidenzintervallbeispiele

Beispiele fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

(1) Statistisches Modell

Es sei X1,..., X5, ~ N(u, 0?2) eine Stichprobe, wobei 1 unbekannt sei und 62 > 0 bekannt sei.
Wir entwickeln ein d-Konfidenzintervall fiir p.

(2) Statistik und ihre Verteilung
Wir betrachten die Statistik

Vo, o
T(Xn — ). (12)
Wir haben bereits gesehen, dass Z ~ N(0,1). Z ist eine Funktion der Stichprobe X1, ..., X,
(via X,,) und 1, wihrend die Verteilung von Z nicht von p abhingt. Die Statistik Z ist also ein
exaktes Pivot.

Z =

(3) Konfidenzbedingung

Fir 6 €]0, 1], seien z; := 3! (%) und zp = &1 (#) die entsprechenden Quantile
von N(0,1). Es gilt (1 +6)/2 — (1 —6)/2 = 4. Zum Beispiel gilt fiir § = 0.95, dass z; =
®71(0.025) = —1.96 und zo = ®1(0.975) = 1.96 Weiterhin gilt mit der Symmetrie von
N(0,1), z1 = —z2. Es gilt also per definitionem P (—z5 < Z < 23) = 4.
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

(3) Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

Pz < Z<29)=6

¢ o]
0.4 1.0 —
(1+8)/2
0.8 —
0.3
0.6
0.2 +
5 0.4 -
1
0 0.2 H
/s, 2, (1-9)/2 | -2 Z
0.0 + T + | 0.0 g T Al 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z z
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

(3) Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Damit folgt

—P (—z2 < 7"()(” < 22>
o - o
:P(fﬁz@ <X, —pn< —nz2>
_ o - o
=P <7Xn — ﬁZQ < —pu< —-X,+ ﬁZQ) (13)
_ o - o
:P<X”+\/5222M2X"_ﬁ22>
_ o o
:P<X7L—ﬁ22§uSXn+ﬁ,Zz>
_ o - o
:IP’([ n*ﬁzé Xn+ﬁzzi| 9;1,)
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

(4) Definition des Konfidenzintervalls

Es sei X1,..., X, ~ N(u,0?) eine Stichprobe bei bekanntem Varianzparameter o2 und unbe-
kanntem Erwartungswertparameter p, es sei 6 €]0, 1[, und es sei z5 := o1t (%) Definiere
Cp = [X’n - izcs,)?n + Lzé] . (14)
NG NG
Dann gilt wie oben gezeigt, dass
P(Cr 3 p) = 0. (15)
Damit ist C,, ein §-Konfidenzintervall fiir . Weil X, eine Zufallsvariable ist, ist C,, ein zufilliges

Intervall.
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

# Modellformulierung

mu =2 # w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr =1 # w.a.u. Varianzparameter
sigma = sqrt(sigsqr) # w.a.u. St.Abweichungsparameter
n = 12 # Stichprobengroesse
delta = 0.95 # Konfidenzbedingung
phi_inv = gnorm((1+delta)/2) #\Phi"{—1}((\delta + 1)/2)
# Simulation
ns = le2 # Anzahl Simulationen
X_bar = rep(NaN, ns) # Stichprobenmittelarray
@ = matrix(rep(NaN,2%ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray
for(i in 1l:ns){
X = rnorm(n,mu, sigma) # Stichprobenrealisierung
X_bar[i] = mean(X) # Stichprobenmittel
Cli, 1] = X_bar[i] — (sigma/sqrt(n))*phi_inv # untere Kl Grenze
Cli, 2] = X_bar[i] + (sigma/sqrt(n))*phi_inv # obere KI Grenze
}
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

H=2,0%=2,n=12,5=0.95

Simulationen



Konfidenzintervallbeispiele

Beispiele fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

1. Statistisches Modell

Es sei X1,..., Xn ~ N(p,0?) eine Stichprobe, wobei p und o2

> 0 unbekannt seien. Wir
entwickeln ein §-Konfidenzintervall fiir p.

2. Statistik und ihre Verteilung
Wir betrachten die Statistik

_ 1 i -
T := \/E(X,L — ) mit Sy i= | —— > (X; — Xp)2. (16)
Sn n—1 =

Wir haben bereits gesehen, dass T' ~ t(n—1). T ist eine Funktion der Stichprobe X1, ..., X, (via
X, und Sy) wahrend die Verteilung von T weder von p noch von o2 abhingt. Die T' Statistik
ist also ein exaktes Pivot.

3. Konfidenzbedinung

Fiir & €]0, 1] seien #1 := ¢~ " 1%5;71 —1) und tg :=~* %'n - 1) die entsprechenden

Quantile von t(n — 1), so dass (14 8)/2 — (1 — §)/2 = § gilt. Zum Beispiel gilt fiir n = 5 und
§ = 0.95, t; = ¢~ 1(0.025;4) = —2.57 und t2 = ¥~ 1(0.975;4) = 2.57. Weiterhin gilt mit
der Symmetrie von t(n — 1), t; = —t2. Es gilt also per definitionem P (—t2 < T < t3) = 4.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 35



Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(3) Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

P(—te <T <t2) =d,n=12

t g
0.4 — 1.0 4 -
(1+3)12
0.8
0.3 +
0.6 —
0.2
5 0.4 +
1
0 ~ : 0.2
2 2 (1-8)12 -, t,
0.0 T T T ] 0.0 == T T ]
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
t t
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz
3. Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

Damit folgt

=P (—tz < Y (X,—p < t2>
S'ﬂ,
S. - S
:P<*it2§Xn*H§it2>
n n
71?’( X S”t < < -X +S"t
= n \/527 I n \/ﬁ2 (17)
= Sn Sn
=P X —ty > u> X, — —t
( n+\/ﬁ2_u_ 0 n2)
= S. > Shn
:IP’(Xn—\/f%tQSHSXn-‘r%Q)
= Sn Sn
(£ Zag s ] 5.0
Vvn vn
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

4. Definition des Konfidenzintervalls

Es sei X1,..., X5, ~ N(u,c?) mit unbekannten Parametern p und o2, es sei § €]0,1[, und es
sei tg =1 (%,n — 1). Definiere

_ Sn = Sn
C, = | X, — —t5,X —ts5| . 18
n |: n \/ﬁ 5, Xn + \/E (5:| ( )
Dann gilt wie oben gezeigt
P(Cp > p) = 6. (19)

Damit sie C,, ein d-Konfidenzintervall fiir . Weil X,, und S,, Zufallsvariablen sind, ist C,, ein

zufilliges Intervall.
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Konfidenzintervallbeispiele

Erwartungswert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

# Modellformulierung

mu =2 # w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr =1 # w.a.u. Varianzparameter

sigma = sqrt(sigsqr) # w.a.u. St.Abweichungsparameter
n = 12 # Stichprobengroesse

delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

psi-inv = qt((1+delta)/2,n—1) # \psi"—1((\delta + 1)/2, n—1)

# Simulation

ns = le2 # Anzahl Simulationen

X_bar = rep(NaN, ns) # Stichprobenmittelarray

S = rep(NaN, ns) # St.Abweichungsarray

C = matrix(rep(NaN,2%ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray

for(i in 1:ns){
X = rnorm(n,mu, sigma) # Stichprobenrealisierung
X-bar[i] = mean(X) # Stichprobenmittel
S[i] = sd(X) # Stichprobenstandardabweichung
Cli,1] = X_bar[i] — (S[i]/sqrt(n))*psi_inv # untere K| Grenze
Cli,2] = X_bar[i] + (S[i]/sqrt(n))*psi_inv # obere Kl Grenze
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Simulationen



Konfidenzintervallbeispiele

Beispiele fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen

Varianz einer Normalverteilung
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Konfidenzintervallbeispiele

Varianz einer Normalverteilung

1. Statistisches Modell

Es sei X1,..., Xn ~ N(u, 0'2) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter 02 > 0 und
bekanntem oder unbekanntem Erwartungswertparameter p. Wir entwickeln ein 6-Konfidenzintervall

fiir o2,

2. Statistik und ihre Verteilung
Wir betrachten die Statistik
n —

1
U := S , wobei §2 = ——— (X — Xn)2 . (20)
o? n—17=

Wir haben bereits gesehen, dass U ~ x?(n — 1). U ist eine Funktion von X1, ..., X,, (via S2)

und o2, wihrend die Verteilung von U nicht von o2 abhingt. U ist also ein exaktes Pivot.

3. Konfidenzbedingung
- : =27t (1= =27t (146 :
Fiir § €]0, 1[ seien &1 := E (— n — 1) und &3 1= = ( in— 1) die entsprechen-

den Quantile von xz(n 1), sodass (1+6)/2— (1 —48)/2 = § gilt. Zum Bespiel gilt fiir n = 10
—1

und § = 0.95, & = E (0.025;9) = 2.70 und &2 := =2 27! (0.975;9) = 19.0. Es gilt also
per definitionem P (§1 < U < &) = 4.
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Konfidenzintervallbeispiele

Varianz einer Normalverteilung

(3) Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

P& <U < &) =6,n=12

2 p—
X =
0.10 — 10 + SN
A+8)/2
0.08 — 0.8 —
0.06 — 0.6 —
0.04 — 0.4 +
0.02 H 0.2 H
1 (1-9)/2 & &
0.00 T T T T T \ 0.0 T T T T T \
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
u u
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Konfidenzintervallbeispiele

Varianz einer Normalverteilung

3. Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Damit folgt

P (&

Il
=

& < n = )

1
a2 (n—1)52 26 )

5 ((n “USE S ey (o 1)s;i) (21)

P

&2
<n71>sn <o’ < <n71>53>)
&

|:(n—1 )S2 (n—;)s )} 302>‘
1

P

P
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Konfidenzintervallbeispiele

Varianz einer Normalverteilung

4. Definition des Konfidenzintervalls

Es sei X1, ..., X, ~ N(pu, 02) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter o2 und be-
kanntem oder unbekanntem Erwartungswertparamter p, und es seien weiterhin § €]0, 1], &1 :=

-1 —
=27 (3525m - 1) und & = 22

o]

Dann gilt wie oben gezeigt

(n—1S% (n-1)S2

(%‘5; n— 1)A Definiere

)

] . (22)

&2 &1

P(Cn 3 o2) = 6. (23)

Damit ist C,, ein 6-Konfidenzintervall fiir o2. Weil Si eine Zufallsvariable ist, ist C,, ein zufilliges

Intervall.
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Konfidenzintervallbeispiele

Varianz einer Normalverteilung

# Modellformulierung

mu =
sigsqr =
n =
delta =
xi.-1 =
xi_2 =
# Simulat
ns =
X_bar =
S2 =
C =
for(i in
X
S2[i]
Cli, 1]
Cli,2]
}

2

2

12
0.95

qchisq((l—delta)/2, n — 1)
qchisq((1+delta)/2, n — 1)

ion

le2
rep (
rep (

NaN, ns)
NaN, ns)

matrix(rep(NaN,2%ns), ncol =

1l:ns)

{

rnorm(n,mu, sqrt(sigsqr))
var (X)

(n—1)%S2[i]/xi-2
(n—1)%S2[i]/xi-1

# w.a.u. Erwartungswertparameter
# w.a.u. Varianzparameter
Stichprobengroesse
Konfidenzbedingung
\Xi"2((1—\delta)/2; n — 1)
\Xi"2((1+\delta)/2; n— 1)

3k F 3k

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
Stichprobenvarianzarray
2) Konfidenzintervallarray
Stichprobenrealisierung
Stichprobenvarianz
untere Kl Grenze

I FHFHF O FF Ik

obere Kl Grenze
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zintervallbeispiele

fiden

einer Normalverteilung

0?=2,n=12,5=0.95

=2,

u

60 80 100
Simulationen

40

20



Konfidenzintervallbeispiele

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il X Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13 (2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps asso-
10 3 ziierte Unsicherheit?
11 6
12 2
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Konfidenzintervallbeispiele

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)
Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte u und o2?

Im Sinne einer erwartungstreuen Schitzung sind sinnvolle Tipps durch das Stichprobenmittel und
die Stichprobenvarianz, also durch

Z12 = 9.6 und s7, = 32.42
gegeben.

(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

Die 95%-Konfidenzintervalle dieser Tipps ergeben sich fiir p zu

_ s12 1 (1+0.95 _ s12 _1 (1+0.95
- —11 ), — 11 ~ [6.04,13.28
[9012 \/ﬁw ( 5 Z12 + \/ﬁw ) [ ]

und fiir 2 zu

1 /1+0.95 1 /1-0.95
[1151/52 (%;11),1153/52 (T;u)} ~ [16.27,93.47)
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Konfidenzintervallbeispiele

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

Fragestellungen
(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte u und o2?

(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

# Daten— und Analysedefinitionen

X = c(11,14,10,9,8,17,3,20,13,3,6,2) # BDI Datensatz

n = length (x) # Stichprobengroesse
delta = 0.95 # Konfidenzniveau

# Stichprobenstatistiken

x_-bar = mean(x) # Stichprobenmittel
s2 = var(x) # Stichprobenvarianz
s = sd(x) # Stichprobenstandardabweichung
# 95% Prozent Kl fuer \mu

C.m_u = x_bar — (s/sqrt(n))*qt((1+delta)/2, n — 1) # untere Kl Grenze
C.m_o = x_bar + (s/sqrt(n))*qt((1+delta)/2, n — 1) # obere KI Grenze
# 95% Kl fuer \sigma“"2

C_s_u = (n—1)*s2/qchisq((1+delta)/2, n — 1) # untere Kl Grenze
C.s_o = (n—1)*s2/qchisq((l1—delta)/2, n — 1) # obere KI Grenze

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 50



Konfidenzintervallbeispiele

Alternative Visualisierung von Konfidenzintervallen (Georgii, 2009, Kapitel 8)
® Man beachte, dass hier die Notation ¥ = 0, Py = Py, 6 = 1 — @ benutzt wird.

Mit Sicherheit -« : ¢ € C(x) !

Abbildung 8.2: Schitzen mit Irrtumsangabe: Eine unbekannte GroBe ¢ soll ermittelt wer-
den; das tatsichlich vorliegende ¥ bestimmt ein Zufallsgesetz Py, welches im konkreten
Fall zum Messwert x fiihrt. Der Statistiker muss zunéchst fiir jedes ¥ das Zufallsgesetz
Py analysieren und dann, zu vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit «, eine moglichst
kleine Menge Cy C X bestimmen mit Py(Cy) > l—c. Damit kann er eine Menge
C(x) C © angeben, in der ¢ mit Sicherheit von mindestens 1—« liegt — ganz egal,
welches @ wirklich vorliegt.
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Konfidenzintervalle
® Definition von Konfidenzintervallen
® Exakte Konfidenzintervalle
® Approximative Konfidenzintervalle

e Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie die Z-Statistik und geben Sie ihre Verteilung an.

2. Definieren Sie die U-Statistik und geben Sie ihre Verteilung an.

3. Definieren Sie die T-Statistik und geben Sie ihre Verteilung an.

4. Definieren Sie den Begriff des §-Konfidenzintervalls (6-Kls).

5. Geben Sie zwei Interpretationen eines §-Kils.

6. Erlaeutern Sie den Begriff des Pivots.

7. Erlautern Sie die typischen Schritte zur Konstruktion eines §-Kls.

8. Geben Sie das 0-KI fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Varianz an.
9. Geben Sie das 6-KI fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei unbekannter Varianz an.

10. Geben Sie das §-KI fiir den Varianzparameter einer Normalverteilung an.
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Literaturhinweise

Die Darstellung der basiert im Wesentlichen auf DeGroot and Schervish (2012), Section 9.1 und
Czado and Schmidt (2011), Abschnitt 5.3.
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Vorbemerkungen

Standardprobleme frequentistischer Inferenz
(1) Parameterschatzung
Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fiir den wahren, aber unbekannten,

Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung
einer Realisierung von X1, ..., X,, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschitzwerte eine quantitative Aussage liber die mit dem Schitzwert assoziierte Unsicherheit
zu treffen.

(3) Hypothesentest

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Beobachtungen X1, ..., X,, in einer mdglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob der wahre,
aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des
Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Vorbemerkungen

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter,

Parameterwert Pg Datensatz

@ — X=Xy Xp)
6 (]

Hypothesentest 0 EByvs. § €0,

09 0,

0

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Vorbemerkungen

Grundlegende Logik statistischer Hypothesentests

o Man hat einen Datensatz x1, ..., z,, vorliegen und nimmt an, dass es sich dabei um die Realisation einer
Stichprobe handelt, zum Beispiel von X1, ..., Xy, ~ N(pu, 02).

o Man berechnet basierend auf dem Datensatz eine Teststatistik, zum Beispiel das anhand der Stichprobenvarianz
und der StichprobengréBe normalisierte Stichprobenmittel \/nZ,, /s.

Man fragt sich, wie wahrscheinlich es ware, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
der Annahme eines Nullmodels zu observieren. Dabei meint man mit Nullmodell intuitiv ein Verteilungsmodell
bei dem kein “interessanter Effekt” vorliegt, also zum Beispiel 1 = 0 gilt. Die Wahrscheinlichkeit ist wie immer
frequentistisch zu verstehen, d.h. als idealisierte relative Haufigkeit, wenn man viele Stichprobenrealisationen

des Nullmodels generieren wiirde.

o

o lIst die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik
unter Annahme des Nullmodells zu observieren groB, so sagt man sich “Nunja, dann ist es wohl ganz plausibel,
dass das Nullmodel die Daten generiert hat". Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “nicht-signifikanten
Ergebnis”.

o lIst die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik
unter Annahme des Nullmodells zu observieren dagegen klein, so sagt man sich “Aha, dann ist es wohl nicht
so plausibel, dass das Nullmodel die Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem
“signifikanten Ergebnis”.

o Wie immer in der frequentistischen Statistik weiB man nach Durchfiihrung dieser Prozedur nicht, ob im
vorliegenden Fall nun wirklich das Nullmodel oder ein anderes Modell die Daten generiert hat, sondern man
weiB nur, wie oft man bei dieser Prozedur im Mittel richtig oder falsch liegen wiirde, wenn alle Annahmen
zutrafen und man diese Prozedur sehr oft wiederholen wiirde.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Statistische Hypothesen und Testszenario)

Xi1,...,Xn ~ pp sei eine Stichprobe mit WMF oder WDF pg, X sei der Ergebnisraum des
Zufallsvektors X := (X1, ..., X, ), und © sei der Parameterraum des zugrundeliegenden statistischen
Modells. Weiterhin sei {©¢, ©1} eine Partition des Parameterraumes, so dass © = ©¢ U ©1 und
©0 N ©1 =  gelten. Eine statistische Hypothese ist dann eine Aussage iiber den wahren, aber
unbekannten, Parameterwert 6 in Hinblick auf die Untermengen ©¢ und ©; des Parameterraums.

Speziell werden die Aussagen
® 0 € Og als Nullhypothese H
® 0 € O, als Alternativhypothese H,

bezeichnet. Die Einheit aus Stichprobe, Ergebnisraum, Parameterraum, und Hypothesen wird im

Folgenden als Testszenario bezeichnet.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Einfache und zusammengesetzte Hypothesen)

Fir statistische Hypothesen ©;,7 = 0, 1 gilt:
® Enthalt ©; nur ein einziges Element, so heiBt ©,; einfach.

® Enthalt ©; mehr als ein Element, so heift ©; zusammengesetzt.

Bemerkungen

® Die Nullhypothese ©¢ = {0} ist ein Beispiel fiir eine einfache Hypothese.
® Bei einer einfachen Hypothese ist die Verteilung von X genau festgelegt.

® Bei einer zusammengesetzten Hypothese ist nur Verteilungsklasse von X festgelegt.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Einseitige und zweiseitige Hypothesen)

© := R sei ein eindimensionaler Parameterraum und 6y sei ein Element von ©. Dann werden
zusammengesetzte Nullhypothesen der Form
B¢ :=] — 00, Op] oder Oq := [fg, oo (1)
einseitige Nullhypothesen genannt und auch in der Form
Hgy : 0 < 0y oder Hg : 0 > 6 (2)
geschrieben. Die entsprechenden Alternativhypothesen haben dabei die Form
©1 :=]0p, 00| oder ©1 :=| — 00, Op[ bzw. Hy : 0 > 6y oder Hy : 6 < 6. 3)
Bei einer einfachen Nullhypothese der Form
O¢ := {60} bzw. Hp : 6 = g (4)
wird die Alternativhypothese
01 : =0\ {00} bzw. Hy : 0 # 0y < ©1 :=] — 00, 0p[ U [6g, oo (5)

zweiseitige Alternativhypothese genannt.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Test)
In einem Testszenario ist ein Test ¢ eine Abbildung aus dem Ergebnisraum X nach {0, 1},
é: X = {0,1}, 7 — p(x). (6)

Dabei reprasentiert
® ¢(xz) = 0 den Vorgang des Nichtablehnens der Nullhypothese.

® ¢(x) = 1 den Vorgang des Ablehnens der Nullhypothese.

Bemerkungen

® Weil die Stichprobe X ein Zufallsvektor ist, ist ein Test ¢ eine Zufallsvariable.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Standardtest)
Ein Standardtest ist definiert durch die Verkettung einer Teststatistik
y: X >R ©)

und einer Entscheidungsregel
§:R— {0,1}. (8)

Ein Standardtest kann also geschrieben werden als

¢p:=d80vy: X — {0,1}. 9)

® Weil die Stichprobe X ein Zufallsvektor ist, sind sowohl ~ als auch § Zufallsvariablen.

® Wir betrachten in der Folge nur Standardtests.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Kritischer Bereich)

Die Untermenge K des Ergebnisraums des Zufallsvektors X := (X1, ..., X,,), firr die ein Test den
Wert 1 annimmt, heiBt kritischer Bereich des Tests,

K:={z € X|¢(z)=1} C X. (10)
Bemerkungen

® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und X € K sind aquivalent.
® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und X € K haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Ablehnungsbereich)

Die Untermenge A des Ergebnisraums einer Teststatistik, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, heiBt
Ablehnungsbereich des Tests,

A={v(z)€eR|p(xz)=1} CR. (11)
Bemerkungen

® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und v(X) € A sind 3quivalent.
® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und v(X) € A haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Kritischer Wert-basierte Tests)

Ein kritischer Wert-basierter Test ist ein Standardtest, bei dem die Entscheidungsregel § von einem
kritischen Wert k € R abhangt. Speziell ist

® cin einseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

1 v(=z) >k
(251/1/—){0,1}7:/6)—)(25((1;) = 1{7(1)2k} = (12)
0 ~(z) <k
® ein zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form
L vz >k
¢: X = {0,1}, @ > ¢(2) = L{|y () 2k} = )
0 |v(@)| <k

® Wir betrachten in der Folge nur kritischer Wert-basierte Tests.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Richtige Testentscheidungen und Testfehler)

Das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die Nullhypothese zutrifft werden, sowie das Ablehnen
der Nullhypothese, wenn die Nullhypothese nicht zutrifft, werden richtige Testentscheidungen genannt.
Es konnen weiterhin zwei Arten von Testfehlern auftreten: das Ablehnen der Nullhypothese, wenn
die Nullhypothese zutrifft, heiBt Typ | Fehler, das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die
Alternativhypothese zutrifft, heiBt Typ /I Fehler.

Die untenstehende Graphik gibt eine Ubersicht.

Testentscheidung

£

)

g dX) =0 P =1
3

[}

Richtige

g 0€ 1) Entscheidung pliEehisr
o

o

&5 Richtige
;__: 0€0, Typ Il Fehler Entscheidung
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Grundlegende Definitionen

Definition (Testgiitefunktion)
Fiir einen Test ¢ ist die Testgiitefunktion definiert als
qp :© — [0,1],0 — g4 (0) :=Ps(¢ = 1). (14)

Fiir 6 € ©1 heiBt g4 auch Powerfunktion oder Trennscharfefunktion.

Bemerkungen

® Py bezeichnet die Verteilung von ¢ unter der Annahme X1, ..., X,, ~ pg.
® Esgilt Po(p =1) =Pp(X € K) =Py(y € A)
® Fiir jedes 0 € O liefert g4 die Wahrscheinlichkeit, dass Hyg durch ¢ abgelehnt wird.
® Bei Poweranalysen betrachtet man g4 als Funktion aller Testszenario und Testparameter.
® Andert sich ¢, z.B. weil sich der kritische Wert von ¢ andert, dann andert sich g (6).
® Im Idealfall hdtte man einen Test ¢ mit
q3(0) =Po(¢p =1) =0 fiir 0 € ©g und g () =Py(¢p =1) =1 fiir 6 € O;. (15)

Die Testentscheidung eines solchen ¢ wire mit Wahrscheinlichkeit 1 richtig.
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Grundlegende Definitionen

Intuition zur Testkonstruktion
® |m Idealfall hatte man einen Test ¢ mit
q3(0) =Po(¢p =1) =0 fiir 0 € ©g und g () =Py(¢p =1) =1 fir 6 € O4. (16)
= Gut sind kleine Werte von g4 fiir 6 € ©¢ und groBe Werte von g fiir 6 € ©;.
® Generell gibt es Abhangigkeiten zwischen den Werten von g4 fiir 6 € ©¢ und 6 € O;:

o Sei zum Beispiel ¢, der Test definiert durch ¢, (X) := O fiir alle X € X, also der Test, der die Nullhypothese,
unabhangig von den beobachteten Daten, niemals ablehnt. Fiir diesen Test gilt g4, () = 0 fir 6 € ©o.
Allerdings gilt fiir diesen Test auch g4, (6) = 0 fir 6 € ©1.

o Andersherum sei ¢, der Test definiert durch ¢y, (X)) := 1 fiir alle X € X, also ein Test, der die Nullhypothese,
unabhangig von den beobachteten Daten, immer ablehnt. Fiir diesen Test gilt g4, (0) = 1fir6 € ©;.
Allerdings gilt fiir diesen Test auch app (0) = 1fiir 6 € Op.

® |n der Konstruktion eines Tests muss also eine angemessene Balance zwischen kleinen Werten
von qg fiir @ € ©¢ und groBen Werten von g, fiir 6 € ©1 gefunden werden.
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Grundlegende Definitionen

Intuition zur Testkonstruktion

® Die populirste Methode, eine Balance zwischen zwischen kleinen Werten von q fiir 6 € ©¢
und groBen Werten von ¢ fiir 6 € ©1 zu finden, ist in einem ersten Schritt ein ag € [0, 1] zu

wahlen und sicher zu stellen, dass
qp(0) < ap fiir alle 0 € ©g. (17)

® Eine konventionelle Wabhl fiir sein solches g ist zum Beispiel ap := 0.05.

Unter allen Tests und statistischen Modellen, die Ungleichung (17) erfiillen, wird man dann
einen Test oder ein statistisches Modell auswahlen, so dass g4 (0) fiir 6 € ©1 so groB wie

moglich ist.

Dieses Vorgehen ist nicht alternativlios, man kann zum Beispiel auch lineare Kombinationen ver-
schiedener Fehlerwahrscheinlichkeiten minimieren. Es ist aber das in der Anwendung populérste
Vorgehen. Wir werden uns deshalb in der Folge auf dieses Vorgehen beschranken.

® Das beschriebene Vorgehen motiviert die folgenden Definitionen der Begriffe des Level-cg-Tests,
des Signifikanzlevels ag (oft auch als Signifikanzniveau bezeichnet) und des Testumfangs o

(auch als effektives Niveau bezeichnet).
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Grundlegende Definitionen

Definition (Level-cy-Test, Signifikanzlevel o, Testumfang «)

q4 sei die Testgiitefunktion eines Tests ¢ und es sei cg € [0, 1]. Dann heiBt ein Test ¢, fiir den gilt,
dass
q¢(9) < ap fiir alle 6 € ©¢ (18)

ein Level-ap-Test und man sagt, dass der Test das Signifikanzlevel oy hat. Die Zahl
o = max g4(0) € [0,1] (19)
N
heiBt der Testumfang von ¢.
Bemerkungen

® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.
® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-ap-Test, wenn a < «g gilt.

® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass o« = ¢4 (60) = Po, (¢ = 1).
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Grundlegende Definitionen

Typ | Fehlerwahrscheinlichkeit vs. Testumfang vs. Signifikanzlevel

Bei einfacher O ist der Testumfang gleich der Wahrscheinlichkeit eines Typ | Fehlers

o= max ¢y(0) = max q4(0) = q4(00) = Poo (¢ =1). (20)
0co) 0e{0g}

Bei zusammengesetzter O gibt es je nach Wert von 6 € O verschiedene Wahrscheinlichkeiten
fiir einen Typ | Fehler. Die groBte dieser Wahrscheinlichkeiten ist der Testumfang

o = max ¢g(0) = max Po( ¢ =1). (21)
0cO, 6c0q

Ein Test hat Signifikanzlevel g, wenn der Testumfang kleiner oder gleich ay ist.

a = max ¢e(0) < ap (22)
00,

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gréBer als der Testumfang ist, heiBt konsvervativ.

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gleich dem Testumfang ist, heiBt exakt.
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Grundlegende Definitionen

Zur Wahl von Nullhypothese und Alternativhypothese

o Das Vorgehen in der Testkonstruktion zunachst durch die Wahl eines Signifikanzniveaus den Testumfang zu
begrenzen und erst in einem zweiten Schritt dafiir zu sorgen, dass die Wahrscheinlichkeit von ¢ = 1 bei
6 € ©1 bei diesem Signifikanzniveau méglichst groB ist, induziert eine Asymmetrie in der Behandlung von
Null- und Alternativhypothese. Implizit wichtet man mit diesem Vorgehen Typ | Fehler als schwerwiegender als
Typ Il Fehler.

o Dies wiederum impliziert eine mdgliche Strategie zur Festlegung von Null- und Alternativhypothese: Die
Nullhypothese ist die Hypothese, hinsichtlich deren assoziierter Testentscheidung man eher keinen Fehler

machen mdchte bzw. deren Fehlerwahrscheinlichkeit man primar kontrollieren méchte.

o In der wissenschaftichen Anwendung ist es Standard, die falsche Konfirmation der eigenen Theorie als einen
schwerwiegenderen Fehler als die falsche Ablehnung der eigenen Theorie zu werten.

o Die falsche Konfirmation der eigenen Theorie sollte also ein Typ | Fehler, das falsche Ablehnen der eigenen

Theorie ein Typ Il Fehler sein.

o Damit die falsche Konfirmation der eigenen Theorie einen Typ | Fehler, also das Ablehnen von Hq bei Zutreffen
von Hy, darstellt, muss die eigene Theorie als Alternativhypothese aufgestellt werden. Die Alternativhypothese

falschlichweise Abzulehnen wird damit ein Typ Il Fehler.
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Grundlegende Definitionen

Dirk Ostwalds Meinung zum Hypothesentesten in der Wissenschaft

® Frequentistisches Hypothesentesten ist als Entscheidungsproblem ohne klar und explizit definierte Entschei-
dungsnutzenfunktion formuliert und deshalb recht miihselig zu analysieren und zu studieren. Es gibt sehr viel
zugéanglichere Theorien zu Entscheidungen unter Unsicherheit (vgl. z.B. Pratt, Raiffa, and Schlaifer (1995),
Puterman (2005), Ostwald, Starke, and Hertwig (2015), Horvath et al. (2020))

Oberflachlich betrachtet liefern Hypothesentests einfache binire Aussagen der Form “Die Hypothese (Theorie)
ist gegeben die Evidenz abzulehnen oder zu akzeptieren.” Solche Aussagen sind im Entscheidungskontext
hilfreich, denn es muss etwas passieren, also eine Entscheidung getroffen werden. In der Wissenschaft, also der
menschlichen Kommunikationsstruktur tiber die Beschaffenheit der Welt, muss aber nichts final entschieden,
sondern nur das MaB an Unsicherheit iiber den gerade vorherrschenden Theoriestand quantifiziert und kom-
muniziert werden. Generell sollten Fragestellungen der Grundlagenwissenschaften deshalb gerade nicht als

Entscheidungsprobleme formuliert werden.

Trotz landlaufiger Meinung das Bayesianische Herangehensweisen wie Positive Predictive Values oder Bayes
Factors hier irgendwie besser sind, ist dem nicht so, so lange die mit einer gewissen Modellpriferenz assoziierte

Unsicherheit nicht klar mitkommuniziert wird.

® Und trotz alledem ist frequentistisches Hypothesentesten in der Wissenschaftscommunity weiterhin sehr popular
(wenn auch vermutlich nicht immer ganz verstanden. . .) und sollte deshalb im Rahmen eines wissenschaftlichen

Studiums wie der Psychologie intellektuell durchdrungen werden.
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Z-Test

(1) Statistisches Modell, Hypothesen, Teststatistik, Test
(2) Analyse der Testgiitefunktion
(3) Testumfangkontrolle

(4) Analyse der Powerfunktion
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Z-Test (1) Statistisches Modell, Hypothesen, Teststatistik, Test

Statistisches Modell

X1,...; Xn ~ N(u,0?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem
Erwartungswertparameter ;. und bekanntem Varianzparameter 02 > 0. Der Parameter dieses

Modells ist & = p und der Parameterraum dieses Modells ist © = R.

Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fiir ein po € R betrachten wir die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alternativhy-
pothese

Ho:p=po < O :={po}und Hy : p # po < 1 :=R\ {po}, (23)
respektive. Weiterhin betrachten wir die Z-Teststatistik
X, —

Z :=+/n (M) (24)
o

und definieren den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test

1 121>k

. (25)
0 |Z| <k

P(X) =11z = {
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgitefunktion bei zweiseitigem Z-Test, Hy einfach)

Essei X1,..., X, ~ N(u, 02) die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem Erwartungswert-
parameter 1 und bekanntem Varianzparameter 2 > 0. Fiir © := R und ein 1o € R sei ein Testszenario durch
Ho :p=po < O :={po}tund Hy : p # po < ©1 :=R\ {no}, (26)

gegeben. Weiterhin sei mit der Z-Teststatistik

X, —
Z:=n ("7“0> (7)
[eg
in diesem Szenario der zweiseitige kritischer Wert-basierte Test
1 |Z| >k
&(X) = 1{1z|>k}) = . (28)
0 |Z| <k

definiert.
Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch

g4 R —[0,1], p — qg () ::17¢>(k7?(u*uo)> +@ (*k* ?(u*uo))y (29)

wobei @ die KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion gy fiir po = 4,n = 15, o2 = 9 und drei zweiseitigen kritischen Wert-basierten
Tests ¢ mit kritischen Werten k = 1, 2, 3 (vgl. DeGroot and Schervish (2012), Abbildung 9.1).

a¢(n) =Pu(e =1)
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als

s iR = [0, 1], p = g4 (n) = Pu(é = 1). (30)

Wir sind also an der Wahrscheinlichkeit [P’N((b = 1) mit 4 € R interessiert, d.h. an der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
der betrachtete Test den Wert 1 annimmt, wenn der wahre, aber unbekannte, Parameterwert p ist. Wir hatten oben
festgehalten, dass die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass ein Test den Wert 1 annimmt und dafiir, dass die zugehdrige
Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests liegt, gleich sind.

Um P, (¢ = 1) auswerten zu kdnnen, bendtigen wir also zunachst einmal die Verteilung der Teststatistik fiir 4 € R.
Sei also v € R. Dann betrachten wir im vorliegenden Testszenario die Stichprobe X1, ..., X;, ~ N(p, 0'2)
mit unbekanntem Erwartungswertparameter p und bekanntem Varianzparameter o2 > 0 und die Z-Teststatistik
Z := /n((Xn — po)/o)). Man beachte, dass hier sowohl 1 = pq als auch u # pq zugelassen sind. Wir
befinden uns also nicht nur im in (9) Standardstatistiken und Konfidenzintervalle betrachteten Szenario u = pg. Es
gilt also zunachst, die Verteilung der Z-Teststatistik fiir ein generelles x € R zu bestimmen.

Dazu folgen wir der in (9) Standardstatistiken und Konfidenzintervalle etablierten Herangehensweise: Wir halten
zunichst fest, dass mit der Mittelwertstransformation fiir unabhangig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen
gilt, dass X,, ~ N(p, 02 /n) (cf. (6) Transformationen der Normalverteilungen). Die Verteilung der Z-Teststatistik
folgt dann mit dem WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen (cf. ibid.) durch Transformation von
X,, mit der Funktion

fFR>R,zy — f(Tn) = ?in*?lﬂ) (31)
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

3. Analyse der Testgiitefunktion (fortgefiihrt)

Beweis (fortgefiihrt)

Wir erhalten

pz(z) =

o v 1 1n - ) ) 2
Vo var P\ T2 \RT e

( 1"(“22 2= )+ ( >2>>)
exp | ——— | —2% —2—2(k — 1o n— o
2 o2 n v (32)
1 no? , n o n 2
exp (7; (;:z *Q;EZ(H*HO)Jr;(H*HO) )))
2
I o nJm N 5
exp | —= (2% — 22— Z— —(pu — X —
P(Z( ﬁgg(u #0)+(0)<u /0))))
2
1 N N
exp <—7 (22 -2z (= po) + ( (n — uo)) ))
2 o o
1 N 2
exp -3 z — —(n — pg)
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis (fortgefiihrt)

Wir haben also gefunden, dass fiir die Z-Teststatistik fiir beliebiges 1 € R gilt, dass
Vn
Z~N(—<u—uo),1 : (33)
o

Fiir den Fall, dass ng = p ist, die Nullhypothese also zutrifft, folgt Z ~ N (0, 1).
Als nichstes bestimmen wir den Ablehnungsbereich des betrachteten Tests. Per Definition gilt
A= {Z € RI§(X) = 1} (34)
Es ergibt sich also
A={Z eR|$(X) =1}
={Z eR||Z| > k}

= ZGR‘ Z 2k
—Z >k,

Z> &
—{ZER‘{Z§7}“

={Z€R|Z<0,Z< —k}

NN NN

>
<
>0 (35)
<0
U{Z€ER|Z>0,2Z>k}

=] — o0, —k]Ulk,oc0 [ .
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich des betrachteten Tests ergibt sich dann
ap (1) =Pu(¢ =1)
=P, (z €] — oo, —k] Uk, 0o [)
=Py (Z €] — oo, —k]) +Pu (Z € [k, o) (36)
—PL(Z< —k)+Pu(Z>k)
Pu(Z < —k) + (1 = Pu(Z < k)

=1-Pu(Z <k)+P,(Z < —Fk)

Wir sind also an der Wahrscheinlichkeiten P, (Z < —k) und P, (Z < —k) interessiert. Dazu halten wir zunachst

fest, dass fiir jede normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (m, 52) gilt, dass

(X—m z—m) ( z—m) (z—m)
PX<z)=P| —— < =P|¢L = (37)

gilt, wobei £ hier die durch (X — m)/s definierte Z-verteilte Zufallsvariable bezeichnet.

Im vorliegenden Fall folgt mit m = @(u — po),s = 1lund x = k bzw. x = —k also
Vvn vn
Gp() =1 —Pu(Z < k) +Pu(Z< —k)=1-® (k, = o))+ @ (k= X2 - po)
o [eg

O

und wir haben alles gezeigt.
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangankontrolle bei zweiseitigem Z-Test, H einfach)

Essei X1,..., Xy, ~ N(u, 02) die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem Erwartungswert-
parameter 1 und bekanntem Varianzparameter o2 > 0. Fiir © := R und ein 1o € R sei ein Testszenario durch
Ho :p=po < O :={po}tund Hy : p # po < ©1 := R\ {no}, (38)

gegeben. Weiterhin sei mit der Z-Teststatistik

X
z;:\/ﬁ(i"‘ “°> (39)
[eg
in diesem Szenario der zweiseitige kritische Wert-basierte Test
1 |Z| >k
&(X) :=1{1z|>k}) = . (40)
= 0 |Z| <k

definiert.
Dann ist ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang «g, wenn der kritische Wert k definiert ist durch

—p-1l(q_ 20
k= (1 2) (41)

Wir bezeichnen diesen kritischen Wert mit kao-
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-ag-Test ist, muss bekanntlich q¢(,u) < aq fiir alle u € {pp}, also hier
94 (10) < ap, gelten.

Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max, e {;0} q¢(u), also hier durch @ = q¢ (o)
gegeben.

Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von
-1
kag =@ (1—ap/2) (42)
garantiert, dass ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang «q ist.

Sei also k := kq . Dann gilt

1— ®(kag) + B(—kag)

1= ®(kag) + (1 — ®(kay))

=2 — 20 (kag)

=2(1 — ®(kag))

2(17@(@*1(17%/2))) (43)

=2(1—1+ag/2)
= 2ap/2

a4 (ko)

= a0,
wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der Standardnormalverteilung folgt.

Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von k = kag, q¢(,u0) < «g ist und der betrachtete Test somit ein

Level-cxg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = ko,
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Wahl von ko 1= &1 (1 — ap/2) mit ag := 0.05 und resultierender Ablehnungsbereich

(o] ¢

10 L-002 o
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 T T T hi 1

-4 -2 0 2 4
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

o Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz =1, ..., ,, eine Realisation von X1, ..., X, ~
N(p, 02) mit unbekanntem p und bekanntem Varianzparameter o2 > 0 ist.

[e]

Man méchte entscheiden ob fiir ein g € R eher Hg : pp = po oder Hy : p # po zutrifft.

[e]

Man wahlt ein Signifikanzniveau ap und bestimmt den zugehdrigen kritischen Wert ko . Zum
Beispiel gilt bei Wahl von «g := 0.05, dass ko.05 = <I>_1(1 —0.05/2) =~ 1.96 ist.

o Anhand von n, uo, o2 und Z,, berechnet man die Realisierung der Z-Teststatistik

z:=+/n (L" ;H()) (44)

o

Wenn z gréBer-gleich kq, ist oder wenn z kleiner-gleich —k, ist, lehnt man die Nullhypothese
ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab.

o Die oben entwickelte Theorie des Z-Tests garantiert dann, dass man in hdchstens «g - 100 von
100 Fallen die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

Beck Depressions-Inventar Il (BDI II)

VP BDI I & Modellannahmen
1 T Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen an,
2 14 dass die BDI Il ¥ Werte Realisierungen von wu.i.v. Zufallsvariablen
3 10 X1y, X12 ~ N(p, az) sind. Dies entspricht der Annahme, dass sich
der BDI II 3 Wert einer VP durch Addition einer normalverteilten Fehler-
4 9 variable mit Erwartungswertparameter O und Varianzparameter o2 zu dem
5 8 iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3
8 20
9 13
10 3
u 6 (3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass ;1 = 8 ist oder
12 dass i # 8 ist, wenn wir annehmen, dass o2 = 30 ist?
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

X = c(11, 14, 10, 9, 8, 17, 3, 20, 13, 3, 6, 2)  # BDI Score Datensatz
n = length(X) # Stichprobengrife
mu_0 =8 # Nullhypothese H_0
sigsqr = 30 # bekannter Varianzparameter
alpha_ 0 = 0.05 # Signifikanzniveau
k_alpha_0 = gnorm(1 - (alpha_0/2)) # kritischer Wert
Z = sqrt(n)*(mean(X) - mu_0)/sqrt(sigsqr) # Teststatistik
if (abs(Z) >= k_alpha_0){ # Test 1_{/Z(X) >= k_alpha_O/}
phi =1 # Ablehnen von H_O
} else {
phi =0 # Nicht Ablehnen von H_O
¥
cat("x =", X, # Ausgabe
"\nalpha 0 = ", alpha_0,
"\nk_alpha_0 = ", k_alpha_0,
"\nz S PRZE
"\nphi = ", phi)
X = 11 14 10 9 8 17 3 20 13 3 6 2
alpha_0 = 0.05
k_alpha 0 = 1.96
z = 1.05
phi =0
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP BDI Il & Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen an,
5 14 dass die BDI Il X Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvariablen
X1y, X12 ~ N(p, 02) sind. Dies entspricht der Annahme, dass sich

3 10 der BDI Il £ Wert einer VP durch Addition einer normalverteilten Fehler-
4 9 variable mit Erwartungswertparameter O und Varianzparameter o2 zu dem
5 8 iber VP identischen Wert 11 ergibt.

6 17 Fragestellungen

7 3 (3) Antwort: Ein zweiseitiger Z-Test von Hy : u = 8 bei einer als bekannt
8 20 angenommenen Varianz von o2 = 30 ergibt den Z-Testsstatistikwert
9 13 z = 1.05 und damit bei einem Signifikanzniveau von ag = 0.05, einem
10 3 dementsprechenden kritischen Wert von ko, = 1.96, und somit

11 6 |z| =]1.05] = 1.05 < 1.96 (45)
12 2 das Nicht-Ablehnen der Nullhypothese.
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Simulation

# Modellspezifikation

mu =2

sigsqr =1

n = 12

mu_0 = mu

alpha_0 = 0.05

k_alpha_0 = gnorm(1 - (alpha_0/2))

# Simulation
n_sim = led
phi = rep(NaN, n_sim)
for(i in 1:n_sim){
X = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr))

A = sqrt(n)*(mean(X) - mu_0)/sqrt(sigsqr)
if (abs(Z) >= k_alpha_0){
philil = 1
} else {
philil = 0
}
}
cat ("Geschitzter Testumfang alpha =", mean(phi))

Geschétzter Testumfang alpha = 0.0517

w.a.u. Erwartungswertparameter
bekannter Varianzparameter
Stichprobengrifie

Nullhypothese H_O
Signifikanzniveau

kritischer Wert

R ORE R R W

*

Anzahl von Stichprobenrealisierung
Testergebnisarray

*

Stichprobenrealisation
Teststatistik

Test 1_{/Z(X) >= k_alpha_O/}
Ablehnen von H_O

#* W R R

*

Nicht Ablehnen von H_O

# Ausgabe
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Simulation

P(z) firp=2,02=2,n =12, 10 = 2, a9 = 0.05

1 . . . o o

[ T T T T T

0 20 40 60 80 100
Simulationen
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testglitefunktion

%:R%ULWMHHMW%ZI—@<k—%?W—Mw)+@(—k—%?w—uw)(%)

bei bekanntem und festen Wert von o2 > 0, bei festgelegter Nullhypothese, also festem Wert von
po und bei kontrolliertem Testumfang, also fiir k := ko = &7 1(1 — ap/2) mit festem ap, als
Funktion der iibrigen Testszenarioparameter.

Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
7 :RXxN—=[0,1], (p,n) —
G m) = 1= (Ko = L= 00)) 0 (ko = L)) a7)
Bei festgelegten o > 0, o, koo hangt fiir u ¢ {po} die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests

mit einfacher Nullhypothese also vom unbekannten Wert o und von der StichprobengréBe n ab. Wir

visualisieren diese Abhéngigkeiten untenstehend.
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir ;1o = 0 und 02 =1bei ag =0.05




Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir ;1o = 0 und o2 =1bei ag = 0.001
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktionen fiir g = 0 und 02 = 1

(N =12), 0p=0.05 (K =1,n), ap=0.05
1.0 1.0
08 4 08
06 - 06
0.4 4 0.4
02+ 02
00 T T T 1 00 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50
H n
T(u,n =12), ap=0.001 T(u =1,n), 0p=0.001
1.0 1.0
08 4 08
06 - 06
0.4 + 0.4
02+ 02
0.0 T T T 1 0.0 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50
u n
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.

Die Powerfunktion hidngt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert v ab.

= Wenn man p schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.

Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert
® Man legt das Signifikanzniveau o fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert 1™, den man mit w(n, u) = 8 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir m(n, u = p™ ) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

# Szenariospezifikation

sigma =1 # bekanntes \sigma

mu_0 =0 # einfache Nullhypothese
n_min =2 # n Minimum

n_max = 50 # n Mazimum

n_res = le2 # n Auflésung

n = seq(n_min,n_max, len = n_res) # n Raum

alpha_ 0 = 0.05 # Signifikanzniveau
k_alpha_0 = gnorm(1 - alpha_0/2) # kritischer Wert

# Poweranalyse

mu_star = .5 # Mindestparameterwert

pi_n = (1-pnorm( k_alpha_0-sqrt(n)/sigmax(mu_star-mu_0))  # Powerfunktion
+pnorm(-k_alpha_O-sqrt(n)/sigma*(mu_star-mu_0)))

beta = 0.8 gewinschter Powerfunktionswert

#

i =1 # Indexzinitialisierung

n_min = NaN # minimales n Initialisierung

while(pi_n[i] < beta){ # Solange \pi(n,mu*) < \beta
n_min = n[i] # Aufnahme des minimal nétigen ns
i oal il # und Erhéhung des Indezes

}

cat("Minimal nétiges n =", ceiling(n_min)) # Ausgabe

> Minimal nétiges n = 32
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

n(p = p°n) fur op =0.05, 6> =1, o =0,u"=0.5

1.0

08 4B /

0.6 —

0.2

Nopt
0.0 T T T T \

10 20 30 40 50
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Hypothesentests

® Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen
® 7-Test

® p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen



p-Werte

Motivation

® Es werde ein zweiseitiger Z-Test mit Signifikanzlevel ag = 0.05 durchgefiihrt.
o Hy wird abgelehnt, wenn |Z| > &~ (1 — 0.05/2) ~ 1.96.
® Nehmen wir an, es werde z = 2.01 beobachtet.

o Das Testergebnis lautet "Hy Ablehnen".

® Nehmen wir an, es werde z = 3.81 beobachtet.
o Das Testergebnis lautet "Hy Ablehnen".

® Der alleinige Bericht des Testergebnis supprimiert interessante Information.

=- Neben der Testumfangkontrolle durch z.B. acg = 0.05 ist es daher iblich, alle Werte von «g
anzugeben, fiir die ein Level-cg-Test zum Ablehnen von H fiihren wiirde.

o Bei z = 2.01 wiirde Hy fiir jedes g mit 2.01 > &~ (1 — «p/2) abgelehnt werden.
o Bei z = 3.81 wiirde Hy fiir jedes aig mit 3.81 > <I’71(1 — a/2) abgelehnt werden.

® Das kleinste Signifikanzlevel ag, bei dem man Hg basierend auf einem Wert der Teststatistik

ablehnen wiirde, wird p-Wert genannt.
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p-Werte

Definition (p-Wert)
¢ sei ein kritischer Wert-basierter Test. Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzlevel cg, bei welchem
man die Nullhypothese basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese)

® Bei Z = z wiirde Hy fiir jedes cvg mit |z| > @~ 1(1 — g /2) abgelehnt werden. Fiir diese o
gilt, wie unten gezeigt,
ag > 2P(Z > |2|). (48)

® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(Z > |z|) ist dann g = 2P(Z > |z]), also folgt
p-Wert = 2B(Z > |2]) = 2(1 — (2])). (49)

® Zum Beispiel ist fir Z = 2.01 der p-Wert 0.04, fir Z = —2.01 ist der p-Wert auch 0.04, fir
Z = 3.81 ist der p-Wert 0.0001, und fir Z = —3.81 ist der p-Wert auch 0.0001
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p-Werte

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese, fortgefiihrt)
Es bleibt zu zeigen, dass gilt

Izl > @71 (1 — ag/2) © ag > 2P(Z > |2|) (50)

2] > &t (1 - ﬂ)
2
oz > et (1 - @>
2
o ®(z]) > @ <q>*1 (1 - %))

Wir haben

«@
o o(z) >1— ?O (51)
@
©P(Z§|Z\)Zl—?
o
©721—P(Z§‘ZU
@Q

g o> >P(Z > |2])

S ag > 2P(Z > |z|).
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p-Werte

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese)

Z=2.01,p=0.044 Z=2.95,p=0.003
0.4 0.4
0.3 4 0.3 4
0.2 4 0.2 4
0.1 0.1 —
2(1-9(2))

0.0 0.0 T T T ]

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

z z
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p-Werte

Bemerkungen

o p-Werte spiegeln die Antwort auf die intuitive Frage wie wahrscheinlich es im frequentistischen
Sinne ware, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme
eines Nullmodels zu observieren.

o p-Werte sind ist extrem popular, ihre uninformierte Benutzung ist aber auch sehr umstritten.
— The American Statistician (2019) Statistical Inference in the 21st Century: A World Beyond p < 0.05

o p-Werte werden, wie Hypothesentestergebnisse generell, leider oft liberinterpretiert.

o Es gibt basierend auf dem Gesagten keinen Grund dies anzunehmen, trotzdem vorsorglich:
o p-Werte quantifizieren nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese wahr ist.
o Aufgrund von p < 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt existiert.

o Aufgrund von p > 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt nicht existiert.
o p-Werte sind eine Méglichkeit ein Signal-zu-Rauschen Verhiltnis zu quantifizieren.

o p-Werte sind eine Mdglichkeit Unsicherheit zu quantifizieren.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests |)

X = (X1,..., Xn) ~ pg sei eine Stichprobe mit Ergebnisraum X und Parameterraum ©. Weiterhin
sei [b;(X), b, (X)] ein §-Konfidenzintervall fiir 6.
Dann ist der Hypothesentest

bo - X — {0,1}, @ s d(a) = {(1) {Z;Ez;lﬁ“gﬁ ;z (52)

ein Test vom Signifikanzniveau acg = 1 — § fir die Hypothesen

O := {6} und ©; := O\ {6}. (53)

Beweis

Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit avg = « folgt

ag = a =Py(¢(X) =1) =Py([by (), bu(®)] F 0) =1 =Py ([by(x), bu(x) ] 20)=1-135. (54)
Bemerkungen

® ¢ bezeichnet hier das Element der einfachen Nullhypothese

® Mit §-Konfidenzintervallen kann man also Tests vom Signifikanzniveau ag = 1 — § konstruieren.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Beispiel (Konstruktion eines Hypothesentests aus einem Konfidenzintervall)
Wir haben bereits gesehen, dass fiir eine Stichprobe X1, ..., X5, ~ N( po , (72) mit unbekanntem Erwartungswert-
parameter pg und bekanntem Varianzparameter 62>0,6 €]0,1[ und z5 := 1 (%‘;),
_ o — o
Cp = |:Xn - ﬁzg,Xn + ﬁ26:| . (55)
ein §-Konfidenzintervall definiert.

Mit der Dualitdt von Konfidenzintervallen und Hypothesentests kénnen wir also folgenden Test fiir die Hypothesen
©0p = {po} und ©1 = R\ po definieren:

0, [Xn— =25, Xn + =25] 3 0o
¢: X = {0,1},z — ¢(x) := (56)
L [Xn = =25 Xn + S225] F o
Dann gilt

Pug (¢(X) =1) =1 = Pug (¢(X) =0)

=1-"Py, <|:an%25,)?”+%25:| 3u0> (57)

=1-6.

und wir haben gezeigt, dass ¢ ein Test vom Signifikanzniveau avg = 1 — § ist.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

# Modellformulierung

mu_0 =2
sigma =1
n =12

delta = 0.95
phi_inv = qnorm((i+delta)/2)

# Simulationssetup

ns = le2

X_bar = rep(NaN,ns)

c = matrix(rep(NaN,2#ns), ncol = 2)
kfn = rep(NaN,ns)

phi = rep(NaN,ns)

# Simulationsiterationen
for(i in 1:ns){

# Datengeneration
X = rnorm(n,mu_0,sigma)

# Konfidenzintervallevaluation

X_bar[i] = mean(X)

Cli,1]1 = X_bar[i] - (sigma/sqrt(n))*phi_inv
Cli,2] = X_bar[i] + (sigma/sqrt(n))*phi_inv

# Uberdeckungsindikatorevaluation
if(C[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= C[i,21){
kfn[i] = 1} else{
kfn[i] = 0}

# Testevaluation
if(C[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= C[i,2]){
phili] = 0} else{
phil[i] = 1}

LR LR

*

LY

w.a.u. Erwartungswertparameter/Nullhypothese
Standardabweichungsparameter
Stichprobengrife

Konfidenzbedingung

\Phi~{-1}((\delta + 1)/2)

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
Konfidenzintervallarray
Uberdeckungsindikatorarray
Testarray

Stichprobenrealisierung

Stichprobenmittel
untere KI Grenze
obere KI Grenze
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

o B N W A

Konfidenzintervalle
i e e bt ot ity
HMM ] ﬂmm J*HIP*H{HmuTuql1%mxmUm*WmWWHWHM M
0 2 w0 % 0 100
Simulationen
Tests
0 2 w @ 0 100
Simulationen
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitit von Konfidenzintervallen und Hypothesentests I1)
Unter den gleichen Annahmen wie im vorherigen Theorem sei
@ = {p9(X)|0 € O} (58)

eine Familie von Tests, so dass ¢ (X) ein Test mit Signifikanzniveau oy fiir die Hypothesen

O¢ := {6} and ©; := © \ {6}. (59)
sei.
Man nehme weiter an, dass die Menge
C, = {0 € O|¢e(X) =0} (60)

als Cp, = [b;(X), by (X)] fiir entsprechend bestimmte b; (X)) und b, (X) geschrieben werden kann.
Dann ist C,, ein § := 1 — a¢ Konfidenzintervall fiir 6.

Beweis

Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit avg = « folgt das Level § = 1 — ag des Konfidenzintervalls aus
8§ =Pg(Cn 3 0) =Py(¢g(X) =0) =1—Py(dg(X) =1) =1~ ao. (61)

Bemerkungen

® Mit Tests von Signifikanzniveau ag kann man also 1 — «-Konfidenzintervalle konstruieren.
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die grundlegende Logik statistischer Hypothesentests.

2. Geben Sie die Definition statistischer Hypothesen und eines Testszenarios wieder.
3. Definieren Sie die Begriffe der einfachen und zusammengesetzten Hypothesen.

4. Definieren Sie die Begriffe der einseitigen und zweiseitigen Hypothesen.

5. Definieren Sie den Begriff des Tests.

Definieren Sie den Begriff des Standardtests.

Definieren Sie den Begriff des kritischen Bereichs eines Tests.

Definieren Sie den Begriff des Ablehungsbereichs eines Tests.

© © N o

Definieren Sie den Begriff des kritischen Wert-basierten Tests.

10. Definieren Sie richtige Testentscheidungen, Typ | Fehler und Typ Il Fehler.

11. Definieren Sie die Testgiitefunktion.

12. Erlautern Sie die Bedeutung der Testgiitefunktion im Rahmen der Konstruktion statistischer Tests.

13. Definieren Sie die Begriffe des Signifikanniveaus und des Level-cg-Tests.

14. Definieren Sie den Begriff des Testumfangs.

15. Erlautern Sie die prinzipielle Strategie zur Wahl von Null- und Alternativhypothesen in der Wissenschaft.

16. Nennen Sie vier Schritte in der Konstruktion eines Tests.
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Selbstkontrollfragen

17. Definieren Sie das statistische Modell eines Z-Tests.

18. Definieren Sie die Hypothesen eine Z-Tests mit einfacher Nullhypothese und zweiseitiger Alternativhypothese.
19. Definieren Sie den zweiseitigen Z-Test.

20. Skizzieren Sie qualitativ Testgiitefunktionen eines zweiseitigen Z-Tests fiir verschiedene kritische Werte.

21. Wie muss der kritische Wert eines zweiseitigen Z-Tests definiert sein, damit der Test ein Level-ag-Test ist?
22. Skizzieren Sie qualitativ die Bestimmung des kritischen Wertes kq(, bei einem zweiseitigen Z-Test.

23. Erlautern Sie das praktische Vorgehen zur Durchfiihrung eines zweiseitigen Z-Tests.

24. Von welchen Werten hangt die Powerfunktion eines zweiseitigen Z-Tests ab?

25. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests bei fester StichprobengréBe.

26. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests bei festem Erwartungswertparameter.
27. Erlautern Sie das favorisierte praktische Vorgehen zur Durchfiihrung einer Poweranalyse.

28. Erlautern Sie die Motivation zur Auswertung von p-Werten.

29. Definieren Sie den Begriff des p-Werts.

30. Geben Sie das erste Theorem zur Dualitdt von Konfidenzintervallen und Hypothesentests wieder.

31. Geben Sie das zweite Theorem zur Dualitit von Konfidenzintervallen und Hypothesentests wieder.

32. Erlautern Sie die Dualitidt von Konfidenzintervallen und Hypothesentests.
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(12) T-Tests



Literaturhinweise

Die Darstellung der basiert im Wesentlichen auf Kapitel 9 in DeGroot and Schervish (2012).
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T-Tests
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T-Teststatistik

Definition (T-Teststatistik)

X1, Xn ~ N(,u,az) sei die Stichprobe eines Normalverteilungmodells, X,, bezeichne das
Stichprobenmittel, S,, bezeichne die Stichprobenstandardabweichung, und es sei puo € R. Die

T-Teststatistik ist definiert als _
X, —
T:=+/n (57“0) . 1)

Bemerkungen

® |m Gegensatz zur T-Statistik muss bei der T-Teststatitik nicht g = p gelten.

® Intuitiv kann die T-Teststatitik als mit der StichprobengréBe (Evidenz) gewichtetes Verhiltnis von Signal
(sytematischer Variabilitit) zu Rauschen (unsystematische Variabilitat) verstanden werden:

Signal X
StichprobengroBe _ena ) Vn An 7 HO @
Rauschen Sn

® Die T-Teststastitik ist eine skalare Deskription des Effekt vs. Variabilitdt Verhiltnisses eines Datensatzes.

® |n der T-Teststatistik wird die EffektgréBe in Einheiten der Stichprobenstandardabweichung gemessen
o T=1%¢ /n(Xn —po) =18,
o T =2 /n(Xn — po) =2Sn
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T-Teststatistik

Definition (Nichtzentrale ¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1
p:R — Rsg,t— p(t) :=

n—1

27T (3) (nm)?

RO | 1 3 ?
X T 2 exp I exp | —= | ¢t (Z -4 dr.  (3)
o 2 2 n

Dann sagen wir, dass T' einer nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter § und

Freiheitsgradparameter n unterliegt und nennen T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nichtzen-
tralitdtsparameter & und Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit t(8, n) ab. Die WDF einer
nichtzentralen t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢(7';§,n). Die KVF und inverse KVF einer

nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢ (-; &, n) und ¢~ (-; 8, n), respektive.

Bemerkungen
® Eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit § = O ist eine t-Zufallsvariable.

® Esgilt also t(T;0,n) = t(T;n).
® Die funktionale Form der WDF findet sich zum Beispiel in Lehmann (1986), Seite 254, Gl. (80)
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T-Teststatistik

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nichtzentraler ¢-Verteilungen

t(T;3,n)
0.4 — \
— 3=0, n=5
-=- 0=0, n=30
0.3 —— 0=5, n=5
- - 0=5, n=30
d=15,n=5
0.2 d=15,n=30
0.1 I
\
! \
P
) 2N <
00 —= T T T T T \
-5 0 10 15 20 25 30
T
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T-Teststatistik

Theorem (Nichtzentrale T-Transformation)

X ~ N(u,1) sei eine normalverteilte Zufallsvariable, U ~ x2(n) sei eine x> Zufallsvariable
mit Freiheitsgradparameter n, und X und U seien unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist die

Zufallsvariable
X
T:= ——— (4)
U/n
eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter p und Freiheitsgradparameter n,

es gilt also T' ~ t(u, n)

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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T-Teststatistik

Nichtzentrale T-Transformation

X ~N(5,1) U~x6) T =XWUIn ~(5,5)
05 020 030
025
04 015
020
03
0.10 0.15
02
0.10
005
01 005
0.0 0.00 0.00
0 2 4 6 8 10 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X u t
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T-Teststatistik

Theorem (Verteilung der T-Teststatistik)

X1, Xn ~ N(p, 0'2) sei die Stichprobe eines Normalverteilungmodells, X, sei das Stichproben-
mittel, S,, sei die Stichprobenstandardabweichung, und es sei po € R. Dann ist die T-Teststatistik

X, —
T;:\/ﬁ(in ”0) (5)
STI,
eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter
d:ﬁ(L“O) (6)
[ea

und Freiheitsgradparameter n — 1, es gilt also T' ~ t(d,n — 1)

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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T-Teststatistik

T-Teststatistik

X1~N(3,2) T= J_E)—[ht(d 11)
0
0.30 0.25 —
0.25 0.20 —
0.20 0.15 —
0.15
0.10 0.10
0.05 0.05 —
0.00 0.00 —
-5 0 5 10 0 5 10 15 20
X t
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Einstichproben-T-Tests

Anwendungsszenario

® Eine Stichprobe experimenteller Einheiten.
® Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N (p, 02) der Daten.

2

® 4 und o© unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von p mit po beabsichtigt.

Anwendungsbeipiele
® Gruppenanalysen mit Wechsler Adult Intelligence Scale
O p # po := 100 = Evidenz fiir Giber- oder unterdurchschnittliche WAIS Performanz

® BDI Score Datenanalyse einer Gruppe psychiatrischer Patient:innen

o p > po := 18 = Klinisch auffallige Gruppe

® Gruppenanalysen in der funktionellen Kernspintomographie

O p > po := 0 = Evidenz fiir regionale Gehirnaktivierung
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Einstichproben-T-Tests

Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese, einfache Alternativhypothese Hy : = po, H1 : p = p1

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)

® Praktische Relevanz eher gering
Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Ho : = po, H1 : 0 # po

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : v < po, H1 : 1 > po

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : 1 > po, H1 : o < po

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied

® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall
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Einstichproben-T-Tests

Im Folgenden naher betrachtete Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Ho : = po, H1 : 0 # po

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : 1 < po, H1 : o > po

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
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Einstichproben-T-Tests

Gliederung

Statistisches Modell in klassischer Form
Statistisches Modell in generativer Form
Testhypothesen, Teststatistik, Test
Analyse der Testgiitefunktion
Testumfangkontrolle

p-Werte

Analyse der Powerfunktion
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T-Tests
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X1,...; Xn ~ N(u,o?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem
Erwartungswertparameter u und unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Als Parameter von

Interesse betrachten wir 6 = p, so dass sich der Parameterraum von Interesse zu © = R ergibt.

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
X, =p+e mite; ~N(0,0°%) firi=1,..,n )
wobei
® X,,7=1,...,n beobachtbare Zufallsvariablen,
® 4 € R den festen identischen Erwartungswertparameter iiber Stichprobenvariablen, und
® ¢;,7=1,...,n unabhingige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen
bezeichnen.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(2) Statistisches Modell in generativer Form (fortgefiihrt)

Die generative Form betont, dass im vorliegenden Modell beobachtete Daten durch einen systematis-
chen deterministischen Prozess (hier 1) unter dem additiven Einfluss einer Vielzahl unabhéngiger und
deshalb in der Summe normalverteilter Stérprozesse (hier €;,7 = 1, ..., n) erzeugt konzipiert werden.

Beweis

Die Aquivalenz beider Modellformen folgt direkt aus der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen durch
linear-affine Funktionen (cf. (6) Transformationen der Normalverteilung). Speziell gilt im vorliegenden Fall fiir
e; ~ N(0,0?), dass

Xi=f(ei) mit f: R =R, e; > fe;) =€ + . (8)

Mit den WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen folgt dann

(zi) - S
px,(x;) = Pe;
X\ Ti i 4 1

=N (z, 7;1,;0,0'2)

= ﬁ exp (75(“ — - 0)2) (9)
1 1 5
= 7@ exp (—m(zi —n) )
= N(zi;p,0°),
also X; ~ N(u,o?). [}
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fir ein po € R betrachten wir die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alternativhy-

pothese
Ho:p=po < O :={po}tund Hy : p # po < 01 :=R\ {po}, (10)
respektive. Weiterhin betrachten wir die T-Teststatistik
Xn —
T:=n (7“0) (11)
Sn,

und definieren den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test

1 T >k

. (12)
0 |T|<k

H(X) = 17128y = {
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testguitefunktion)
¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
¢ : R — [07 1])/‘“ = ‘M)(M) =1 ’(ZJ(k;d‘“n - 1) + w(_k§du>n - 1) (13)

wobei 9 (-;d,,,n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

d“ = \/ﬁ (LW) (14)

g

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion gy fir 02 =9, o = 4,n =12 und k = 1,2,3.

a6 (1) =Pu(d =1)

0.2 - RSN ST

~x x
monn
W N

0.0 ‘ e T T ‘ -
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
ap R = [0,1], p = qp(p) :=Pu(d =1). (15)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehorige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, benétigen wird die also zunichst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen,
dass die T-Teststatistik

X, —
7=y 20 (16)
STI,
unter der Annahme X1, ..., Xy, ~ N (p, o2) nach einer nichtzentralen t-Verteilung ¢(d, n — 1) mit Nichtzentral-
itatsparameter
d=n (M) an
o

verteilt ist. Der Ablehnungsbereich des zweiseitigen T-Tests ergibt sich, wie in dhnlicher Form bei der Betrachtung
des zweiseitigen Z-Tests gesehen, zu
A=]-oco,—k]U]k, co[. (18)
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich ergibt sich dann
ap(n) =Pu(s =1)
=P (T €] — o0, k] U]k, oo])
=Pu (T €] — o0, —k]) + Pu (T € [k, 00[)
=Pu(T < —k) + P, (T > k) (19)
=P (T < —k) + (1 —Pu(T < k))
1 =P, (T <k)+Pu,(T < k)
=1-9(kidy,n— 1)+ ¢(=kidy,n - 1),

wobei 1(+; dy,mn — 1) die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter d und Freiheitsgrad-
parameter n — 1 bezeichnet.

O
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-ap-Test mit Testumfang ap,
wenn der kritische Wert definiert ist durch

kag =9 (k%;n—l), (20)

wobei ¢ 1 (:;n — 1) die inverse KVF der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(5) Testumfangkontrolle
Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-co-Test ist, muss bekanntlich g4 (1) < «pg fir alle p € {0}, also hier
a4 (ko) < o, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max, e {0} ap (k).
also hier durch o = q¢(u0) gegeben. Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von kq( garantiert, dass ¢ ein
Level-crg-Test mit Testumfang «q ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir © = po gilt, dass

ap (o) =1 —P(kidug,n — 1) +(=kiduy,n —1)
1—(k;0,n —1) +p(—=k;0,n — 1) (21)
1—(ksn — 1)+ Y(—k;n — 1),

wobei ¢ (-;d,n — 1) und ¥ (-; n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d
und Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.
Sei nun also k := kaq(. Dann gilt

ap(10) =1 — Y(kag) + ¥(—kag)

1= G(kag) + (1 — ¥(kag))
2(1 = Y(kag))

=2(1-% (v 1= a0/2))
—2(1—1+a0/2)

= @0,

(22)

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der t-Verteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von
k=kag, q¢(10) < o ist und der betrachtete Test somit ein Level-cg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der
Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = kq, gleich avg ist.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(5) Testumfangkontrolle

Wahl von kq := (1 — ag/2;n — 1) mit n = 12, ap := 0.05 und Ablehnungsbereich
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(5) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz x1, ..., ,, eine Realisation von X1,..., X,, ~
N(u, 0?) mit unbekannten Parametern p und o2 > 0 ist.

Man méchte entscheiden ob fiir ein g € R eher Hg : o = po oder Hy : pu # po zutrifft.

Man wahlt ein Signifikanzniveau ao und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-
abhangigen kritischen Wert k,,. Zum Beispiel gilt bei Wahl von a¢ := 0.05 und n = 12, also
Freiheitsgradparameter 11, dass ko.o5 = w71(1 —0.05/2;11) = 2.20 ist.

Anhand von n, po, Z, und s, berechnet man die Realisierung der T-Teststatistik

:i —_

ti=n ("7”0) (23)
Sn

Wenn t groBer-gleich ko, ist oder wenn ¢ kleiner- gleich —kq, ist, lehnt man die Nullhypothese

ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab.

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in héchstens « - 100 von 100 Féllen
die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel cg, bei welchem man die Nullhypothese

basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

® Bei T =t wiirde Hy fiir jedes ap mit [t] > ¢~ 1(1 — ag/2;n — 1) abgelehnt werden. Fiir
diese ag gilt, wie unten gezeigt,

a0 > 2P(T > t]). (24)

® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(T > |¢]) ist dann g = 2P(T > |¢]), also folgt

p-Wert = 2B(T > [t]) = 2(1 — w(|t|;n — 1)). (25)
® |Im Gegensatz zum Z-Test hangt bei T-Tests der p-Wert auch von der StichprobengroBe ab.

® Zum Beispiel ist fiir 7' = 2.00 und n = 10 der p-Wert 0.076, fir 7" = 2.00 und n = 100 ist
der p-Wert dagegen 0.048.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(6) p-Werte
Bestimmung des p-Wertes
® Es bleibt zu zeigen, dass gilt

[t > 9 (1 —ao/2n —1) & ap = 2P(T > [t]) (26)

[t > v~ ! (17%;n71)
c»w(lt\;n—l)zw(w‘l (17%;n71> ;n—l)

@0
¢>¢(|t\?”*1>21*7

® Dies aber folgt aus

o 27)
‘:’P(Tﬁ\ﬂ)Zl*?
g
< -5 > 1-PF(T < [t])
g
< -5 > P(T > [t])
< ag > 2P(T > |t]).
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion
qp R = [0,1], p = gp(p) =1 = P(kag;du,n — 1) + Y(=kag;du,n —1)  (28)

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko (n) := 711 = ag/2;n — 1) mit festem g als
Funktion des Nichtzentralitdtsparameters und des Stichprobenumfangs. Namentlich hangt hier ko

auch von n ab.
Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
m:RXxN=[0,1],(d,n) = 7(d,n) := 1 = P(kag;d,n — 1) + b(=kag;d,n — 1)  (29)

Bei festgelegten ap hdngt die Powerfunktion des zweiseitigen T-Tests mit einfacher Nullhypothese also
vom unbekannten Wert d und von der StichprobengréBe n ab. Wir visualisieren diese Abhangigkeiten

untenstehend.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir g = 0.05
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir «g = 0.001
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktionen fiir g = 0

d,n =12), 4p=0.05

1(d,n =12), 0y =0.001

1.0
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(d =3,n), 0 =0.001
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen

Mit gréBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhéhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.
Die Powerfunktion hiangt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u — po)/o ab.
= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir 7(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : = po und Hy @ p # g

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

1i(d = 3,n) fur 0 =0.05, po=0
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T-Tests

® T-Teststatistik
® Einstichproben-T-Tests
® Ho:p=pound Hy:p#po
® Ho:p < pound Hy:p> po
® Zweistichproben-T-Tests
® Unabhangige Stichproben

® Abhéngige Stichproben



Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X1,...; Xn ~ N(u,o?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem
Erwartungswertparameter u und unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Als Parameter von

Interesse betrachten wir 6 = p, so dass sich der Parameterraum von Interesse zu © = R ergibt.

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
Xi=p+4e mite; ~N(O,06%) firi=1,...n (30)
wobei
® X,,i=1,...,n beobachtbare Zufallsvariablen,
® 1 € R den festen identischen Erwartungswertparameter iiber Stichprobenvariablen, und
® ¢;,7=1,...,n unabhingige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen
bezeichnen.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fiir ein po € R betrachten wir die zusammengesetzte Nullhypothese
Ho:p < po < Og :=]— o0, o (31)
und die zusammengesetzte Alternativhypothese
Hy:p> po < 01 := Jug,o0[. (32)
Weiterhin betrachten wir die T-Teststatistik
X, —
To= v (7“0) (33)
Sn
und definieren den einseitigen kritischen Wert-basierten Test

1 T>k

. (34)
0 T <k

A(X) == lqr>py = {
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion)
¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
qp R = [0, 1], = g (p) =1 — Y(k;dy,m — 1) (35)

wobei 9 (-;d,,,n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

dy = Vi (ﬂ) (36)

g

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion gy fiir 62 =9,u0=4,n=12und k = 1,2, 3.

qo(p) =Pu(d=1)
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
dp 1R = [0,1], p = qp(p) i= B¢ = 1). (37)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehérige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, benétigen wird die also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen,
dass die T-Teststatistik

X, —
7= m 2RO (38)
Sn
unter der Annahme X1, ..., Xy, ~ N(p, 02) nach einer nichtzentralen t-Verteilung ¢t(d, n — 1) mit Nichtzentral-
itatsparameter
d=vn (w) (39)
o

verteilt ist. Mit dem Ablehungsbereich des einseitigen T-Tests A :=]k, co| ergibt sich dann
ap(p) =Pu(¢=1) =P, (T €]k, 00[) =Pu(T > k) =1 - Pu(T < k) =1—1(k;d,n — 1), (40)

wobei 1) (-; d,n — 1) weiterhin die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitidtsparameter d und

Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

O
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Szenario definierte Test Dann ist ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang g, wenn
der kritische Wert k definiert ist durch

kag = Pt (1—-ap;n—1), (41)

wobei ¢~ (:;n — 1) die inverse KVF der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(5) Testumfangkontrolle
Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cp-Test ist, muss bekanntlich g (1) < ag fir alle u €] — oo, uo] gelten.
Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max)_ oo 0] 9 (p) gegeben. Mit der Monotonie
von qg, die wir hier als selbstevident voraussetzen, gilt & = g¢ (p10). Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von
k”O garantiert, dass ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang «q ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir © = po

gilt, dass
ag (o) =1 —P(ksdug,n —1)
=1—1(k;0,n—1) (42)
=1—¢(k;n—1)
wobei 1 (-;d,n — 1) und 9 (-; n — 1) die KVF der nichtzentralen ¢t-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter d

und Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.

Sei nun also k := kaq . Dann gilt

45(10) = 1 — P(kag)
=1-v (v (1= a0)

=1—-1+«ap

(43)

= @0,

Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von k = kaq, 9¢(10) < o ist und der betrachtete Test somit ein
Level-cvo-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = kq,
gleich o ist.

[m]
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(5) Testumfangkontrolle

Wahl von kg := w71(1 — ap;n — 1) mit n = 12 ap := 0.05 und Ablehnungsbereich

y t
10 4 17% S 0.4
0.8 03
0.6
0.2
0.4
02 01
: \ET»R“;*U
0.0 T T T 1 0.0 T T (u—
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
t kg U ke

Inferenzstatistik | © 2021 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 46



Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(5) Testumfangkontrolle
Praktisches Vorgehen

® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz z1, ..., x,, eine Realisation von X1, ..., X,, ~

N(u, 0?) mit unbekannten Parametern y und o2 > 0 ist.

Man méchte entscheiden ob fiir ein po € R eher Hp : pu < po oder Hy : o > po zutrifft.

Man wahlt ein Signifikanzniveau cg und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhéngigen kritischen Wert k. Zum Beispiel gilt bei Wahl von a¢ := 0.05 und n = 12, also
Freiheitsgradparameter 11, dass ko.05 = w71(1 — 0.05;11) ~ 1.80 ist.

Anhand von n, po, Z, und s, berechnet man die Realisierung der T-Teststatistik

ti=n (@) (44)

Wenn t groBer-gleich ko, ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in héchstens « - 100 von 100 Fallen

die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel cg, bei welchem man die Nullhypothese

basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.
® Bei T' =t wiirde Hy fiir jedes g mit ¢ > 1/)71(1 — ag;n — 1) abgelehnt werden. Fiir diese
g gilt, wie unten gezeigt,
o > P(T > t). (45)
® Das kleinste g € [0, 1] mit a9 > P(T > t) ist dann a9 = P(T > t), also folgt

p-Wert = P(T > ¢) =1 — ¢(t;n — 1). (46)

® |m Gegensatz zum zweiseitigen T-Tests ergeben sich fiir negative Werte von t sehr groBe
p-Werte.

® Zum Beispiel ist fiir 7' = 2.00 und n = 10 der p-Wert 0.038, fiir T = —2.00 und n = 10 ist
der p-Wert dagegen 0.961.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Es bleibt zu zeigen, dass gilt
t> ¢ (1 —agin —1) & ag > 2P(T > t) (47)
® Dies aber folgt aus
t>97 (1 -agin—1)

S p(tin-1)>v (v (1-agn—1);n—1)

S YP(tin—1)>1—ag (48)
SPT<t)>1-ag

Sag>1-P(T<t)

S > P(T>t)
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testglitefunktion
qp R = [0,1], p = qp(p) =1 —=Y(kag;dp,n —1) (49)

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko, := 1/)71(1 — ag;n — 1) mit festem «g als Funktion
des Nichtzentralitdtsparameters und des Stichprobenumfangs. Namentlich hangt hier ko, auch von
n ab.

Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
m:RxN—=[0,1],(d,n) = 7(p,n) :=1 = YP(kag;d,n — 1) (50)

Bei festgelegten agp hdngt die Powerfunktion des einseitige T-Tests mit zusammengesetzter Nullhy-
pothese also vom unbekannten Wert d und von der StichprobengréBe n ab. Wir visualisieren diese

Abhangigkeiten untenstehend.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : p < po und Hy @ 0 > po

Powerfunktion fiur ag = 0.05
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Einstichproben-T-Test mit Hy : p < po und Hy @ 0 > po

Powerfunktion fiir ag = 0.001
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

Powerfunktionen fiir g = 0

d,n =12), 4p=0.05

m(d,n =12), 0y =0.001

md=3,n), ay=0.05

10 20 30 40 50

(d =3,n), 0 =0.001
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen

Mit gréBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhéhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.
Die Powerfunktion hiangt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u — po)/o ab.
= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir 7(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.
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Einstichproben-T-Test mit Hy : i < po und Hy : o > pg

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

1i(d = 3,n) fur 0 =0.05, po=0

1.0

0.8 ¢

0.4

0.2

Nopt
0.0 » T T \
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T-Tests

® T-Teststatistik
® Einstichproben-T-Tests
® Ho:p=pound Hy:p# po
® Ho:p<pound Hy:p> po
® Zweistichproben-T-Tests
® Unabhangige Stichproben
® Abhangige Stichproben

® Selbstkontrollfragen



Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Anwendungsszenario

® Zwei Stichproben experimenteller Einheiten
® Annahme unabhangiger identischer Normalverteilungen N (p1, %) und N(us2,02)
. ul,ug,af,ag unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von 11 mit o beabsichtigt.

Anwendungsbeipiele

® BDI Score Datenanalyse bei zwei Gruppen psychiatrischer Patient:innen
o Gruppe 1 Psychoanalyse, Gruppe 2 Kognitive Verhaltenstherapie
o w1 # pao ? < Welche Therapie ist besser?

® Forcierte Schwimmtestdatenanalyse bei zwei Gruppen genmanipulierter Mause
o Gruppe 1 Wildtyp, Gruppe 2 Serotoninrezeptormutation

o w1 # po ? < Tragt Serotoninrezeptor zum Schwimmtestverhalten bei?
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhaltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:py =p2und Hy g # po
® Ho:pyp <pgund Hy:py > pe

® Ho:pr > p2und Hy o py < pe

Wir betrachten hier exemplarisch Ho : 1 = p2 und Hy @ p1 # pe
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pr = p2 und Hy & g1 # p2
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X115y Xing  ~ N(;Ll,cr2) sei eine Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit un-
bekanntem Erwartungswertparameter 1 und unbekanntem Varianzparameter o2 > 0.
Xo1, ey Xong ~ N(,ug,gz) sei eine weitere Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit

unbekanntem Erwartungswertparameter uo und unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Die
Varianzparameter beider Stichproben werden also als identisch vorausgesetzt. Der Parameter von
Interesse ist (1, p2), der Parameterraum des Modells ist © := R,

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
Xij = pi +eij mitey; ~ N(0,6%) firi=1,2und j =1, ..., n; (51)

wobei

® ; die Stichproben indiziert,

® j die experimentellen Einheiten indiziert,

® n,; die StichprobengréBen sind,

® X;; beobachtbare Zufallsvariablen sind,

® 1; feste Erwartungswertparameter der Stichprobenvariablen sind, und
.

€;; unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test
Wir betrachten die einfache Nullhypothese

Ho : p1 = p2 & Op = {(p1, p2) € R?|u1 = po} (52)
und die zusammengesetzte Alternativhypothese

Hi:py # pe < O1 i= {(p1, p2) € R? |y # po}. (53)

Weiterhin betrachten wir die Zweistichproben-T-Teststatistik

X, - X
e [ ane (#) (54)
ni + ng S12
wobei fiir i = 1,2

_ 1 — Do (X = X124 ) (Ko — X2)?
Xi = — Xij und 512 = = 1=
(n1 —1) 4 (n2 — 1)

n;
j=1

(55)

die Stichprobenmittelwerte und die gepoolte Stichprobenstandardabweichung, respektive, bezeichnen.

SchlieBlich definieren wir den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test

H(X) = 17>k} - (56)
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testguitefunktion)

Es sei ¢ der im obigen Modell formulierte Zweistichproben-T-Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben
durch

46t B? = [0,1], (41, p2) = ag(p1, p2)
o= il 7w(k;d“1=#2,n1 + ng — 2) +w(7k;d#1’u2,n1 + ng — 2) (57)

wobei (- Ay g, m1 +n2 — 2) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitatsparameter

ninz 1 — K2
duyug 1= | = L2 (58)
n1 + no o

und Freiheitsgradparameter n1 + ng — 2 bezeichnet.

Bemerkungen
® qg ist eine bivariate reellwertige Funktion.

® g4 kann alternativ als univariate reellwertige Funktion von A := p1 — po konzipiert werden.
® Im Vergleich zum Einstichprobenszenario gelten

ning
n < nig +ny—2, Ve [ ——, Bo— o = p1 — p2 (59)
ni + n2

® Fiir einen Beweisansatz, sieche DeGroot and Schervish (2012) Seite 591.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(4) Analyse der Testgiitefunktion

12.

12, ng

Testgiitefunktion gy fiir 02=9n
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-ap-Test mit Testumfang «q,

wenn der kritische Wert definiert ist durch

kog = 1[)_1 (17%;n1+n272), (60)

wobei ¥ "1 (:;n1 + ny — 2) die inverse KVF der t-Verteilung mit ny 4+ no — 2 Freiheitsgraden ist.

Bemerkungen

® Das Resultat folgt in Analogie zum Einstichproben-T-Test.
® |m Vergleich zum Einstichproben-T-Testfall gilt lediglich

n—1<ny +ng —2. (61)
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(5) Testumfangkontrolle
Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass zwei vorliegende Datensitze x11, s Ting und x21, s T2ng Realisationen von

X1ty Xing ~ N(,ul,o'Z) und Xo1, ..., Xopy, ~ N(y.g,o'z) mit unbekannten Parametern

w1, p2, o2 sind.
® Man mochte entscheiden, ob eher Hg : 1 = po oder Hy : py1 # po zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzniveau «g und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhéangigen
kritischen Wert ko‘()' Zum Beispiel gilt bei Wahl von g := 0.05 und n1 = 12,ny = 12, also
Freiheitsgradparameter 12+12-2 = 22, dass kg.o5 = 1})71(1 — 0.05/2;22) =~ 2.07 ist.

® Anhand von ni,n2,Z1, T2 und der gepoolten Stichprobenstandardabweichung sj2 berechnet man die

Realisierung der Zweistichproben-T-Teststatistik

ning 1 — T2
ti= —_— | — (62)
ni + n2 s12
® Wenn t groBer-gleich kao ist oder wenn t kleiner- gleich _kO‘O ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls

lehnt man sie nicht ab.

® Die oben entwickelte Theorie des Zweistichproben-T-Tests garantiert dann, dass man in héchstens ag - 100
von 100 Féllen die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel ag, bei welchem man die Nullhypothese
basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

® Bei T =t wiirde Hy fiir jedes cg mit [¢| > 971 (1 — ap/2; n1 + no — 2) abgelehnt werden.
Fiir diese g gilt, wie bereits mehrfach gezeigt,

ao 2 2B(T 2 |t). (63)

® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(T" > |¢]) ist dann g = 2P(T" > |¢]), also folgt

p-Wert = 2P(T > [t]) = 2(1 — ([t]; n1 + n2 — 2)). (64)

® Im Vergleich zum Einstichprobenfall gilt lediglich n < nq + na — 2.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion

2
g6 : R® = [0, 1], (p1, p2) = q¢ (1, p2)
=1 —=(k;duy ug,n1 +n2 —2) +P(=k;dug uy,n1 +n2 —2)  (65)
als Funktion des Nichtzentralitdtsparameters und der Summe der Stichprobenumfinge n := ny 4+ no

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko, := 1/171(1 — ap/2;n — 2) mit festem ap.

Es ergibt sich die multivariate reellwertige Funktion

m:R x N? = [0,1], (d, n) —
m(d,n) =1 =1(kag;d,n = 2) + Y(~kag;d,n—2) (66)

Bei festgelegten g hangt die Powerfunktion des zweiseitigen T-Tests mit einfacher Nullhypothese
also vom unbekannten Wert d und von der Summe der StichprobengréBen n ab. De-facto handelt es
sich also um die gleiche Powerfunktion wie beim zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit dem einzigen
Unterschied, dass fiir den Freiheitsgradparameter n — 2 anstelle von n — 2 gilt. Wir verzichten auf

eine erneute Visualisierung.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen
Mit groBerem n = ni + no steigt die Powerfunktion des Tests an
® FEin groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
® Ungleichgewichte zwischen n; und na werden durch die Tatsache ausglichen, dass
Datenpunkte einer Stichproben auch zur Varianzschitzung in der anderen Stichprobe beitragen,
da eine identische Varianz vorausgesetzt wurde.
Die Powerfunktion hingt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u1 — po)/o ab.

= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir m7(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

1i(d = 3,n) fur 0 =0.05, po =0

1.0 4

0.8 -4 -

0.4 —

0.2

Nopt
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pi =p2und Hy @y # pe
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben bei bekanntem Varianzverhiltnis

Uberblick

® Die obige Theorie kann fiir eine bekannte Konstante k > 0 auf den Fall des statistischen
Modells
X11, eeey Xlnl ~ N(Nh 0’%) und le, cey X2n2 ~ N(p,27 ]CO'%) (67)

erweitert werden.

® In diesem Fall hat die Zweistichproben-T-Teststatistik definiert durch (cf. DeGroot and Schervish
(2012), S. 593)
1 /- _
(n1 +n2 —2)2 (Xl — X2)
T := (68)

1 6 \5 (2, 53 3
(& + %) (Sl+7>

mit den jeweiligen Stichprobenmittelwerten X1 und X5, sowie den Stichprobenvarianzen Sf

und Sg eine nichtzentrale ¢t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n; 4+ ngy — 2.

® Wir wollen diesen Fall hier nicht weiter vertiefen.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen

® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pi =p2und Hy @y # pe
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben ohne Varianzannahmen

Uberblick

® Wenn im Rahmen des statistischen Modells
X110y Xing ~ N(p1,07) und Xo1, ..., Xong ~ N(uz2,03) (69)

alle vier Parameter ul,ug,of,og sowie das Varianzverhiltnis k = og/af als unbekannt
vorausgesetzt werden, kann obige Theorie nicht auf diesen Fall angewendet werden. Das
Problem der statistischen Inferenz wird in diesem Fall als Behrens-Fisher Problem bezeichnet.

Eine populidre Methode zur statistischen Inferenz im Behrens-Fisher Problem geht auf Welch
(1938) zuriick. Diese Methode bedient sich der Teststatistik

s2 52 1/2
r:=(X; - X 1 2
T (Xl X2) / (“1("1 —-1) * ng(ng — 1)) ' i

wobei Sf und Sg die Stichprobenvarianzen bezeichnen. Die Verteilung von T ist unbekannt,
kann aber mit einer (nichtzentralen) t-Verteilung approximiert werden.

® Der Freiheitsgradparameter dieser approximierenden (nichtzentralen) ¢-Verteilung ergibt sich
dabei mithilfe der beobachteten Werte s% und sg von S12 und Sg, respektive, zu

52 52 N 2\ 2 N 2\ 2
v = 1 + 2 / 2y s — (2 .
ni(ny —1)  na(ng —1) (n1 —1)3 \\n1 (ng —1)3 \ n2

® Wir wollen die theoretische Begriindung dieses Vorgehens hier nicht weiter vertiefen.
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T-Tests

® T-Teststatistik
® Einstichproben-T-Tests
® Ho:p=pound Hy:p# po
® Ho:p<pound Hy:p> po
® Zweistichproben-T-Tests
® Unabhangige Stichproben
® Abhangige Stichproben

® Selbstkontrollfragen



Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

Anwendungsszenario

® Zwei Messungen an einer Gruppe experimenteller Einheiten.
® Annahme “abhingiger” Normalverteilungen N (u1,0%) und N(ps2,03)
. ;Ll,ug,af,ag unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von 11 mit o beabsichtigt.

Anwendungsbeipiele

® Tense Arousal Datenanalyse bei einer Filmclipbedingung
o Erste Messung vor Filmclipexposition, zweite Messung nach Filmclipexposition

o w1 # pa? < Hat Filmclipexposition einen Einfluss auf TA?

® Reaktionszeitdatenanalyse zur visuellen Wahrnehmung
o Bedingung 1: Hoher Kontrast, Bedingung 2: Niedriger Kontrast

o w1 # p2? < Hat Stimuluskontrast Einfluss auf perzeptuelle Entscheidungen?
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form
Es sei

Xij = pi + By + €15 mit B ~ N(0,03) und e55 ~ N(0,02) firi=1,2,j=1,...,n, (72)
wobei

i die Messungen (abhingige Stichproben) und j die experimentellen Einheiten indizieren,
X;; beobachtbare Zufallsvariablen sind,

1, feste Erwartungswertparameter der Messungen sind,

B unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind, und

€45 unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind.
Alle 8; und €;; werden als voneinander unabhangig vorausgesetzt.

Die X;; modellieren Datenpunkte,
die p; modellieren feste Messungs-abhangige Effekte,
die 3; modellieren zufallige experimentelle Einheits-abhangige Effekte,

die €;; modellieren (wie immer) zuféllige Storeffekte.

Lineare Modelle mit festen Effekten (fixed effects) und zufilligen Effekten (random effects) heiBen
gemischte Modelle (linear mixed models).
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datengeneration
# Modellspezifikation
n =12 # Stichprobengrife
mu = ¢(10,12) # feste Effektparameter \mu_1, mu_2
sigsqr_beta = 5 # zufilliger Effektparameter \sigsgqr_\beta
sigsqr_veps = 1 # Storvariablenparameter \sigsqr_\varepsilon
# Datengeneration
X = data.frame( # Datensatzinitialisierung
mu_1 = rep(NaN,n), # \mu_1
= rep(NaN,n), # \mu_2
- rep(NaN,n), # \beta_j,
= rep(NaN,n), # \varepsilon_{15},
= rep(NaN,n), # \varepsilon_{25},
= rep(NaN,n), # X {15}, j =1,
= rep(Nal,n)) # X {25}, j=1,...
# Iterationen tber ezperimentelle Einheiten
for(j in 1:n){
beta_j = rnorm(1,0,sqrt(sigsqr_beta)) # zufilliger exzperimenteller Einheits-abhdingiger Effekt
X[[j,31] = beta_j # \beta_j
# Iterationen uber Messungen
for(i in 1:2){
eps_ij = rnorm(1,0,sqrt(sigsqr_veps)) # zufilliger Storvariablenwert
X[03,1i1] = mu[i] # \mu_1
X[[j,3+i1] = eps_ij # \varepsilon_{ij}
X[[j,5+i]] = muli] + beta_j + eps_ij # X_{ij} = \mu_i + \beta_j + \varepsilon_{ij}

Inferenzstatistik | © 2021 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 77



Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datenbeispiel

mu_1 mu_2 beta_j veps_1_j veps_2_] X_1j X_2j

10 12 -0.792 0.796 1.136 10.00 12.34
10 12 -0.538 -0.951 0.166 8.51 11.63
10 12 -3.158 1.011 -0.571 7.85 8.27
10 12 -0.066 0.183 -1.227 10.12 10.71
10 12 0.537 -1.381 0.475 9.16 13.01
10 12 3.592 0.245 1.137 13.84 16.73
10 12 4.749 0.342 -0.610 15.09 16.14
10 12 -1.080 0.311 0.599 9.23 11.52
10 12 0.675 0.503 0.609 11.18 13.28
10 12 -1.062 -1.293 -0.362 7.64 10.58
10 12 2.490 0.432 -0.169 12.92 14.32
10 12 -0.458 -0.697 -0.488 8.85 11.05
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datenbeispiel

18
o)
. %g
14 - 8 9
o/g
12 © o
8%0
10 —
8
8 e
O%o
¢ 8
i
X]_j XZ]
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Theorem (Verteilung der Differenzvariablen)

Das oben formulierte statistische Modell eines Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben
sei gegeben und fiir j = 1,...,n sei X; := X ;2 — X1 die Differenzvariable der Zufallsvariablen

X1 und X ;2. Dann gilt

X~ N (g, 0%) mit g := pp — py und o2 := 20?. (73)

Bemerkungen

® Hinsichtlich der Differenzvariablen X ; handelt es sich um das Einstichproben-T-Testszenario

® Die Hypothesen des Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben hinsichtlich der Erwartungswertpa-
rameter p1 und po Ubertragen sich wie folgt auf die Einstichproben-T-Test Hypothesen in bezug auf den

Erwartungswertparameter fi:

Zweistichproben-T-Test
Ho : p1 = p2 Hi :p1 # p2
Ho @ p1 < pa Hy :py > pa
Ho : p1 > p2 Hy:pr < p2

Einstichproben-T-Test
Hp:p=0 Hy:p#0
Hgp:p >0 Hy:p<O0
Hg:p <0 Hy:p>0

L4l
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form
Beweis
Wir halten zunichst fest, dass

Xj=X2j — Xy

w2+ Bj +e2; — 1 — Bj — ey

(74)
= H2 — H1 +e25 — €1y
=p+ej,
wobei wir p1 := p1g—p1 und €5 := e5; —eq; definiert haben. In Generalisierung des Summentransformationtheorems
fiir normalverteilte Zufallsvariablen (cf. (6) Transformationen der Normalverteilung) halten wir weiterhin fest, dass fiir
unabhingige Zufallsvariablen X; ~ N (p;, o‘f),i =1, ..., n und Koeffizienten a;,7 = 1, ..., n gilt, dass
n n n
2 2
E Xi~N E His E ajo; (75)
i i=1 i=1
Mit a1 := 1 und ag := —1 folgt dann aus ;; ~ N (0, oc), s = 1, 2 direkt, dass
ei~ N (0 202) (76)
J ’ €
Mit der Definition o2 := 20’? und dem Transformationstheorem fiir normalverteilte Zufallsvariablen bei linear-affiner

Transformation folgt das Resultat dann direkt.
[m]
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Visualisierung des Zweistichproben-T-Test Theorems

n =12, = 10, pu2 :12,0% :5,0’? =1

Xy Xaj X;
025 025 035
030
0.20 0.20
0.25
015 0.15 0.20
0.10 0.10 0.5
0.10
0.05 0.05
005
0.00 0.00 0.00
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Xaj X2j X
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von Messpaaren x11 und 21, 12 und x22,
..., T1n und T2, eine Realisation von X;;,7 =1,2,5 = 1,...,n wie in der Beschreibung des
generativen Modells definiert ist.

® Man bildet die Differenzwerte z1 = 21 — 11, T2 = Taz2 — T12, ..., Tp, = Tap — Tin.

= Man nutzt die Theorie des Einstichproben-T-Tests zum Testen der Hypothesen des
Zweistichproben-T-Tests mit abhangigen Stichproben.
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

Datenbeispiel

mu_1 mu_2 beta_j veps_1_j veps_2_j X_1j X_2j X_j
10 12 -0.600 0.144 1.574 9.54 12.97 3.430
10 12 3.962 0.211 1.824 14.17 17.79 3.613
10 12 -2.874 0.651 1.102 7.78 10.23 2.451
10 12 -5.039 -0.148 -0.815 4.81 6.15 1.333
10 12 0.907 1.402 0.437 12.31 13.35 1.036
10 12 -0.207 -0.624 -0.600 9.17 11.19 2.024
10 12 2.197 -0.890 -0.489 11.31 13.71 2.400
10 12 -0.482 0.409 0.955 9.93 12.47 2.546
10 12 3.993 0.963 0.098 14.96 16.09 1.135
10 12 -1.217 -0.458 -1.439 8.32 9.34 1.018
10 12 -0.194 -1.259 -0.762 8.55 11.04 2.497
10 12 -0.589 0.363 -1.514 9.77 9.90 0.123

= Einstichproben-T-Test basierend auf X;,5 =1,...,n
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

Datenbeispiel

Rohdatenwerte Differenzwerte
o 5
o —
15 g% 4 8
8 3]
3/0 5 g
10 H g 8 1 8
o 0 °
54 o/ -1 4
-2

= Einstichproben-T-Test basierend auf X;,j =1,...,n
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T-Tests

® T-Teststatistik
® Einstichproben-T-Tests
® Ho:p=pound Hy:p# po
® Ho:p<pound Hy:p> po
® Zweistichproben-T-Tests
® Unabhangige Stichproben
® Abhangige Stichproben

® Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie die T-Teststatistik.

2. Geben Sie das Theorem zur nichtzentralen T-Transformation wieder.

3. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der T-Teststatistik wieder.

4. Erlautern Sie das Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Tests.

5. Erliutern Sie mégliche Hypothesenszenarien eines Einstichproben-T-Tests.

6. Geben Sie das statistische Modell eines Einstichproben-T-Tests in klassischer Form an.

7. Geben Sie das statistische Modell eines Einstichproben-T-Tests in generativer Form an.

8. Erldutern Sie die Bedeutung des eines statistischen Modells in generativer Form.

9. Definieren Sie den zweiseitigen Einstichproben-T-Test.
10. Skizzieren Sie qualitativ die Testgiitefunktion eines zweiseitigen Einstichproben-T-Test
11. Geben Sie die Definition des kritischen Werts fiir einen zweiseitigen Level-cx(-Einstichproben-T-Test wieder.
12. Erliutern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines zweiseitigen Level-cx(y-Einstichproben-T-Tests.
13. Geben Sie die Definition des p-Wertes Werts fiir einen zweiseitigen Einstichproben-T-Test wieder.
14. Von welchen Werten hangt die Powerfunktion eines Einstichproben-zweiseitigen T-Tests ab?

15. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests bei fester StichprobengréBe.
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Selbstkontrollfragen

16. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests bei festem Nichtzentralitatsparameter.
17. Erlautern Sie das Anwendungsszenario eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhingigen Stichproben.

18. Nennen Sie drei Modellszenarien fiir Zweistichproben-T-Tests bei bhingi Stichproben.

19. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben in klassischer Form an.
20. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhéngigen Stichproben in generativer Form an
21. Definieren Sie die gepoolte Stichprobenstandardabweichung.

22. Definieren Sie die Zweistichproben-T-Teststatistik.

23. Definieren Sie den kritischen Wert fiir einen zweiseitigen Level-cx-Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben.

24. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines zweiseitigen Level-cvg-Zweistichproben-T-Tests bei unabha
Stichproben.

25. Erlautern Sie das Szenario eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhéngigen Stichproben mit bekanntem Varianzverhaltnis.

26. Definieren Sie das Behrens-Fisher Problem.

27. Erliutern Sie das Anwendungsszenario eines Zweistichproben-T-Tests bei abhadngigen Stichproben.

28. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei abhingigen Stichproben in generativer Form an.

29. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der Differenzvariablen im Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben wieder.

30. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschitzung

® Modellevaluation

Zweifaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschatzung

® Modellevaluation

Selbstkontrollfragen



Literaturhinweise

Die Darstellung basiert im Wesentlichen auf Kapitel 11 in DeGroot and Schervish (2012) und Kapitel
14 in Fahrmeir et al. (2016).
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Einfaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschitzung

® Modellevaluation

Zweifaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschatzung

® Modellevaluation

Selbstkontrollfragen



Einfaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

Einfaktorielle Varianzanalyse = One-way Analysis of Variance (ANOVA)

Anwendungsszenario

® Zwei oder mehr Stichproben (im Folgenden oft Gruppen genannt) experimenteller Einheiten.
® Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N (p;, 0'2) der Daten.

® 4; und o2 unbekannt.

® Absicht des inferentiellen Testens der Nullhypothese identischer Gruppenerwartungswerte.

Generalisierung des Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben mit einfacher
Nullhypothese fir mehr als Zweistichproben

Anwendungsbeispiele

® BDI Score Analyse von drei Gruppen psychiatrischer Patient:innen nach PA, CBT, ST
o Inferentielle Evidenz fiir Gruppenerwartungswertunterschiede?

o Evidenz fiir unterschiedliche Therapiewirksamkeit?

® Tense Arousal Differenzwertanalyse der vier Filmclipbedingungen im Affect Datensatz
o Inferentielle Evidenz fiir Gruppenerwartungswertunterschiede?

o Evidenz fiir unterschiedliche Tense Arousal Induktion?
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

x4j : Datenpunkt der jten experimentellen in Einheit in der iten Gruppe

T1j T2 ZT3;
1 355 512 435
2 279 4388 5.60
3 4.04 366 3.22
4 464 517 533
5 321 516 556
6 3.62 503 6.22
7 352 295 479
8 472 521 570
9 398 7.67 4.29
10 263 377 454
11 3.02 583 323
12 345 553 519

i=1,2,3mitj=1,..,12
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

Boxplot
[¢]
7 —
6 - :
5 —
N i
3 ' S .
T T T
Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

Gruppenmittelwerte (+ Gruppenstandardabweichungen)

6 T T
. T | I
I
2 —
0 —
_2 .
Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3
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Einfaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschitzung

® Modellevaluation

Zweifaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschatzung

® Modellevaluation

Selbstkontrollfragen



Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellformulierung

Definition (Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse)
Firi=1,...,p sei
Xi1y o Xim ~ N(pi, o) O

eine Stichprobe eines Normalverteilungsmodells von GréBe m mit unbekanntem Erwartungswertparameter p; und
unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Dann heiBt (1) Klassisches Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in
Erwartungswertparameterdarstellung. Die GesamtstichprobengroBe bezeichnen wir mit n := pm. Aquivalent sei

Xij = pi +e45 mit g5 ~ N(O, 0'2) firi =1,...,pund j =1,...,m 2)
wobei
® 4 die Stichproben und j die experimentellen Einheiten indizieren,
® m die StichprobengréBen und n = pm die GesamtstichprobengréBen sind,
® X; beobachtbare Zufallsvariablen sind,
® ,u; feste Erwartungswertparameter der Stichprobenvariablen sind, und
® &;; unabhingige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind.

Dann heiBt (2) Generatives Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Erwartungswertparameterdarstellung.

Bemerkungen

® Die Varianzparameter aller Stichproben werden als identisch vorausgesetzt.
® Wir verzichten auf einen Beweise der Aquivalenz von (1) und (2).

® Es handelt sich um die Generalisierung des Zweistichproben-T-Test Modells fiir unabhangige Stichproben unter
Annahme identischer Varianzparameter von p = 2 auf ein beliebiges p € N.

® Die Gesamtheit aller Stichprobenvariablen bezeichnen wir mit X := {X;;};=1,...p,j=1,...
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellformulierung

Theorem (Effektdarstellung des einfaktoriellen Varianzanalysemodells)

Es sei das generative Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Erwartungswertparameterdarstellung wie oben
definiert gegeben. Dann kdnnen die beobachtbaren Zufallsvariablen dquivalent in der Form

Xij =+ o5 +e45 miteg; ~ N(O,a‘z) firi=1,...,p,j=1,..., m,n = pm 3)

p »
1
e E wi und E a; =0 (4)
=0 =0

geschrieben werden. (3) und (4) heiBen Generatives Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.

mit

Beweis

Fiir ein beliebig gewahltes p gilt

i =pt (i —p) = p+ oy 5)
Aus der Definition von g in obigem Theorem und mit p; = «; + p folgt dann auBerdem
P P P P
1 1 1 1
p=- i == (bt+o)=p+— a; & — a; = 0. (6)
p p p P
i=1 i=1 i=1 i=1

Bemerkungen
® «; heiBt iter Gruppeneffektparameter oder Effektparameter des iten Faktorlevels.

® Die Effektdarstellung betont die Analogie zum zweifaktoriellen Varianzanalysemodell.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschitzung

® Modellevaluation

Zweifaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschatzung

® Modellevaluation

Selbstkontrollfragen



Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellschitzung

Theorem (Parameterschatzer des einfaktoriellen Varianzanalysemodells)

M1, -eey tp und o2 > 0 seien die Parameter des einfaktoriellen Varianzanalysemodells wie oben definiert. Dann sind
die Maximum Likelihood Schétzer von g1, ..., up und a2 >0 gegeben durch
n P n
. 1 5 1 _\2
[ = — E Xijund oy = — E E (Xij — Xl) s (7)
m n
j=1 i=1 j=1

respektive, wobei die Erwartungswertparameterschatzer unverzerrte Schatzer sind und der Varianzschatzer ein verzerrter
Schitzer ist. Ein unverzerrter Schitzer von o2 > 0 ist gegeben durch

&2;=nipii(xij—)‘g)? ®)

i=1 j=1

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die Stichprobenmittelwerte sind unverzerrte Schatzer der wahren, aber unbekannten, Stichprobenerwartungswert-
parameter, die Stichprobenvarianz der Gesamtstichprobe ist ein unverzerrter Schatzer des Varianzparameters.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschitzung

® Modellevaluation

Zweifaktorielle Varianzanalyse

® Anwendungsszenario und Datendeskription
® Modellformulierung
® Modellschatzung

® Modellevaluation
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Hypothesen und Uberblick

Priméares Ziel der einfaktoriellen Varianzanalyse ist das Testen der Nullhypothese
Ho:pr=p2="-"=pyp (9)
bzw.
Hy:ap=az=---=ap,=0. (10)

Die Nullhypothese besagt also, dass zwischen den Gruppen keine Erwartungswertparameterun-
terschiede vorliegen bzw. dass die Gruppeneffektparameter identisch Null sind.

Die Alternativhypothese lautet somit
Hy : pg # pj fir mindestens ein Paar (¢, j) mit ¢ # j (11)
bzw.
Hy : a; # 0 fiir mindestens ein @ € N,,. (12)

Die Alternativhypothese besagt also, dass sich mindestens zwei Erwartungswertparameter
unterscheiden bwz. mindestens ein Gruppeneffektparameter ungleich Null ist.

Ein kritischer Wert-basierter Test dieser Hypothesen kann mithilfe der F-Teststatistik und
ihrer Verteilung konstruiert werden. Die F-Teststatistik wiederum beruht auf einer Quadratsum-
menzerlegung. Wir fiihren beide Konzepte im Folgenden ein.
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Theorem (Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse)

Firi=1,...,pund j =1, ..., m bezeichne X;; die jte Stichprobenvariable der iten Stichproben-

gruppe eines einfaktoriellen Varianzanalysemodells. Weiterhin seien

P m m
_ 1 = 1
X = — E E Xij und X; := — E Xij (13)
n m

i=1 j=1 j=1
den Gesamtmittelwert (grand mean) und das ite Stichprobenmittel, respektive. SchlieBlich seien
SQT := Zle Z;":l(Xij — X)? die Total Sum of Squares
SQB := Zf—1 m(X; — X)?2 die Between-Group Sum of Squares
SQW := Zle Z;n:l(Xij — Xi)z die Within-Group Sum of Squares

Dann gilt
SQT = SQW + SQB. (14)
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Bemerkungen

® SQT reprasentiert die totale Variabilitat der Daten um den Gesamtmittelwert.

® SQB reprasentiert die Variabilitat der Gruppenmittelwerte um den Gesamtmittelwert.

® SQW reprasentiert die Variabilitdt der Daten um ihre jeweiligen Gruppenmittelwerte.

® Die totale Variabilitat wird hier also in zwei unabhangige Beitrdge von Variabilitat zerlegt.

® SQW wird auch Residualvariabilidt genannt, weil sie die verbleibende Variabilitdt nach Schatzung
der Gruppenerwartungswertparameter quantifiziert und gilt, dass

52 = SQW. (15)

® Die Quadratsummenzerlegung ergibt sich aus algebraischen Identitaten wie unten gezeigt.
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Beweis

—_— P m
SQT = Z Z(X” - X)?

i=1 j=1
p m
= ZZ(XU - X+ X -X)?
i=1 j=1
p m
= ZZ ((Xij - X))+ (X — )_()>2
i=1 j=1
p m
= ZZ ((Xij =X 2(X - X)X - X) + (X — X)Q)
i=1 j=1
p m m m
=Z Z(Xij_X'i)2+z2(xij_)_('i)()_('i_)_()+z(xi_)_()2
i=1 \j=1 j=1 j=1
P m m
:Z Z(Xij*Xi)2+2(Xi*X)Z(XU*Xi)er(}?i*)?)z
i=1 \j=1 j=1
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Beweis (fortgeﬁ]hrt)

m
_ — _ 1 — _
E (X5 - X)?+2(X; - X) E Xij*g E Xij | +m(X; - X)?
j=1

>
i=1 j=1
P m m
:Z Z(Xij*ffi)zﬂL?(Xi*X) ZXU Z ZX” +m(X; — X)2
i=1 j=1 j=1 j=1 J

= zp: zm:(xij - X)) +2X% - %)

i=1 \j=1

= i i(xij X)X - X) (iX” - — ZX” +m(X; - X)2
i=1 \j=1

= zp: i(xu - X)% +m(X; - X)?

i=1 \j=1

p m P
= E E (X35 — X)) + E m(X; — X)?
i=1 j=1 i=1

= SQW + SQB.
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Definition (F-Teststatistik)
Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die Between-Group Sum of Squares SQB und die
Within-Group Sum of Squares SQW definiert wie oben. Dann ist die F-Teststatistik definiert als
 SQB/(p—1)
"~ SQW(n — p)

Der Zahler und der Nenner dieser Definition werden auch als Mean SQB und Mean SQW, respektive, bezeichnet.

(16)

Bemerkungen

® Die F-Teststatistik vergleicht die Variabilitdt zwischen Gruppen mit der Variabilitat innerhalb von Gruppen.

® GroBe Variabilitat der Gruppenmittelwerte um den Gesamtmittelwert bei gleichzeitiger kleiner Residualvariabilitat
resultiert in hohen F-Werten = Bei Nichtzutreffen der Nullhypothese erwartet man also hohe F-Werte bei
Zutreffen der Nullhypothese eher geringe F'-Werte

® Die F-Teststatistik misst die GroBe der SQB pro zusatzlicher Gruppe in Einheiten der geschatzten Varianz 2.
® Ein F-Werte < 1 besagt, dass die SQB pro zusitzlicher Gruppe kleiner bzw. gleich der Residualvarianz ist.

® Ohne Beweis halten wir fest, dass fiir p = 2 gilt, dass F' = T2, wobei T' die T-Teststatistik bezeichnet.
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Theorem (Verteilung der F-Teststatistik bei Hy)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die F-Teststatistik F' wie oben definiert

und es gelte zudem
Ho:py =+ =ppbzw. Hy: a1 = --- = ap = 0. (17)

Dann ist die F-Teststatitik ist nach einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern p — 1 und n — p
verteilt,
Fr~ f(p—1,n—p). (18)

Bemerkung
® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Trifft Hg nicht zu, so ist die F-Teststatistik analog zur T-Teststatistik nach einer nichtzentralen f-Verteilung
verteilt. Wir gehen auf diesen Fall nicht genauer ein, d.h. wir verzichten hier auf eine Analyse der Testgiitefunktion.
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Einfaktorielle Varianzanalyse | Modellevaluation

Zur Erinnerung an (6) Transformationen der Normalverteilung

Definition (f-Zufallsvariable)

F sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ o und WDF

T m+n m _q
m n 2 f2
pr iR = Rso, f = pp(f) i=m2n2

(19)

m+n ’

r(2)r(2) (14 24) ™

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F' einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern

n und m unterliegt und nennen F' eine f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m. Wir kiirzen dies
mit F ~ f(n, m) ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m bezeichnen wir mit
f(F;n,m), die KVF einer f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m bezeichnen wir mit ¢ (F; n, m),

und die inverse KVF einer f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m bezeichnen wir mit Ap’l (F;n,m).
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Zur Erinnerung an (6) Transformationen der Normalverteilung

Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktionen der f-Verteilung

f(F;n,m)
1.0
— n=2, m=2
08 -\ - n=2, m=10
—— n=5 m=2
06 .'.:... - n=5 m=10
N ’ n=10,m=5
0.4 - n=10,m=10
0.2 —
0.0 T T T \
0 1 3 4

mN
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Simulation der Verteilung der F-Teststatistik

Ho:p;:=3furi=1,2,3,4und Hy := pu1 =4,pu; =3 firi=2,3,4, und o?:=1

M1 =Hz = M3 M1 # M2 = U3
1.0 1.0 4
0.8 — 0.8 —
0.6 'rl 0.6 —
0.4 ||| 0.4 -
0.2 H m"l“ 0.2 H
0.0 “!m"‘"'“xm" T 0.0 JWI‘I—\‘
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X
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Theorem (F-Test und F-Testumfangkontrolle)

Es sei das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse gegeben und die F-Teststatitik wie oben definiert.

Weiterhin sei der kritische Wert-basierte Test

1 F>k
(X))t 1ipxry = (20)
0 F<Ek
definiert. Dann ist ¢ genau dann ein Level-a-Test mit Testumfang «, wenn
k= kag ‘= (1 —ap;p—1,n —m) (21)
gilt.
Bemerkungen

® Ein Beweis kann in Analogie zur Testumfangkontrolle bei T-Tests formuliert werden.
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Wahl von ko := <p71(1 —ag;p—1,n—p) mitp=3,n =12 ag := 0.05 und Ablehnungsbereich

0(F;2,34) f(F;2,9)
10 4 1-0o R 0.4
08 03
0.6
0.2
0.4
0.1
0.2
Kay K P(F>=ky) =g
6
0.0 1 T T T T T 1 0.0 1 T T T 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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Praktisches Vorgehen

Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von p Gruppendatensitzen x11, ..., T1n,
T21, -3 T2ngy -1 Tpls -, Tpny Realisationen von X;; ~ N(u;, 02) mit unbekannten

Parametern p;,i = 1,...p und 62 > 0 sind.
Man méchte entscheiden ob Hg : 11 = - - - = i, eher zutrifft oder eher nicht.

Man wahlt ein Signifikanzniveau ao und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhéngigen kritischen Wert k. Zum Beispiel gilt bei Wahl von o := 0.05,p = 3, m =
12,7 =1, 2,3 und somit n = 36, dass ko, = » (1 —0.05;2,34) ~ 3.28 ist.

Anhand der SQB und SQW sowie von n und p berechnet man den realisierten Wert der

F-Teststatistik, den wir hier mit f bezeichnen.
Wenn f gréBer gleich ka ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens a - 100 von
100 Faéllen die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.

SchlieBlich ergibt sich der assoziierte p-Wert der realisiertern F-Teststatistik f in Analogie zum
Einstichproben-T-Test mit zusammengesetzer Nullhypothese zu

pWert =P(F > f) =1—o(fip—1,n—p) (22)
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Anwendungsbeispiel

x;; : Datenpunkt der jten experimentellen in Einheit in der iten Gruppe

T1j T2j T3j
1 355 512 435
2 279 488 5.60
3 4.04 366 3.22
4 464 517 533
5 321 516 556
6 3.62 503 6.22
7 352 295 479
8 472 521 570
9 398 7.67 4.29
10 263 3.77 454
11 3.02 583 323
12 345 553 519
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Anwendungsbeispiel - Manuelle Berechnung

P ncol(X) # Gruppenanzahl
m nrow(X) # Gruppengréfie bei gleichen Gruppengréfien
n = p*m # Gesamtstichprobengrifie
x_bar = mean(as.matrix(X)) # Gesamtmittelwert
x_bar_i = colMeans(as.matrix(X)) # Gruppenmittelwerte
alpha_0 0.05 # Signifikanzlevel
k_alpha_0 qf (1 - alpha_0, p-1, n-p) # kritischer Wert
sqQT sum((as.vector(as.matrix(X)) - x_bar)"2) # Total Sum of Squares
SQB = sum(m*(x_bar_i - x_bar)"2) # Between-Group Sum of Squares
sQuW = sum((t(as.matrix(X)) - as.vector(x_bar_i))"2) # Within-Group Sum of Squares
MSB = SQB/(p-1) # Between-Group Mean Squares
MSW = sSQW/ (n-p) # Within-Group Mean Squares
f_tilde = MSB/MSW # Realisierung der F-Teststatistik
if (f_tilde >= k_alpha_0){ # \tilde{f} >= k_alpha_0
phi = 1 # Testwert
} else {
phi = 0 # Testwert
¥
p_value =1 - pf(f_tilde, p-1, n-p) # p-Wert
Gruppenanzahl = 3
Gruppengréfien = 12
Gesamtstichprobengrofe 36
Gesamtmittelwert = 4.48
Gruppenmittelwerte = 3.65 4.84
alpha_0 = 0.05
k_alpha_0 = 3.28
SQT 44.6
SQB 14.1
sqW 30.5
MSB 7.05
MSW 0.923
f_tilde = 7.63
phi 1
p-Wert 0.00189
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Anwendungsbeispiel - Automatische Berechnung

XAOQV c(X$X_1j, X$X_2j,X$X_3j),
as.factor(c(rep(1,m),
rep(2,m),
rep(3,m))))
XA0V)

= data.frame(

res.aov = aov(measurements - group,
summary (res.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
group 2 14.1  7.05  7.63 0.0019 #x
Residuals 33 30.5  0.92

Signif. codes: 0 ’#**’ 0.001 ’**’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.’ 0.1 > > 1

# Reformatierung des Datensatzes:
# Datenpunktgruppenlabel als Faktorlevelspalte

# Benutzung von R's aov Funktion
# Ausgabe
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Zweifaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

Zweifaktorielle Varianzanalyse = Two-way Analysis of Variance (ANOVA)

Anwendungsszenario

® Zweifaktorielle Versuchspldne mit crossed design (cf. Modul A.2)
o Eine univariate Messvariable bestimmt an individuellen experimentellen Einheiten.
o Zwei diskrete experimentelle Variablen, die mindestens zweistufig sind.
o Die experimentellen Variablen werden Faktoren genannt.
o Die Stufen der Faktoren werden auch Faktorlevel genannt.
o Jede Stufe eines Faktors wird mit allen Leveln des anderen Faktors kombiniert

® Zweifaktorielle Versuchsplane werden iiblicherweise anhand ihrer Faktorlevel bezeichnet

2 x 2 ANOVA : Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2
2 x 3 ANOVA : Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2,3
4 x 2 ANOVA : Faktor A mit Level 1,2,3,4 Faktor B mit Level 1,2
3 x 1 ANOVA : Faktor A mit Level 1,2,3 Faktor B mit Level 1

® In der Psychologie sind 2 x 2 Designs sehr popular, wir fokussieren auf diesen Fall.

® Die Zellen eines 2 x 2 Designs werden im folgenden auch als Gruppen bezeichnet.
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Konzeptuelles Design

Faktor B
Level 1 Level 2

Level 1 Al1B1 Al1B2

Faktor A
Level 2 | A2B1 A2B2

Inferenzstatistik | © 2021 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 37



Zweifaktorielle Varianzanalyse | Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Datennotation

Faktor B

Level 1 Level 2
X117 =12 X127 =41
X112 =04 X122 =18
Level 1 X3 =17 X123 =33
Xy1n,, = 2.1 X12n,, = 5.9
Faktor A
X117 =01 X1 =74
X312 =08 X2 =62
Level 2 X213 =2.7 X223 =95
X21n,, = 1.4 X22m,, = 6.1
x;j, bezeichnet den Datenpunkt der kten experimentellen Einheit (k = 1, ..., m)

im iten Level von Faktor A und jten Level von Faktor B (i = 1,2,j = 1, 2)
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Datentabellenform mit m := 12

T11k T12k T21k T22k

1 2.86 5.04 3.29 6.88
2 2.62 4.96 3.69 7.33
3 3.01 4.58 2.94 6.76
4 3.20 5.05 3.61 6.57
5 2.75 5.05 3.68 6.84
6 2.88 5.01 3.89 7.45
7 2.85 4.35 3.43 7.06
8 3.23 5.07 3.72 6.99
9 2.99 5.84 3.28 6.93
10 2.57 461 3.35 7.46
11 2.69 5.26 2.94 7.07
12 2.83 5.17 3.56 7.03
x;j, bezeichnet den Datenpunkt der kten experimentellen Einheit (k = 1, ..., m)

im iten Level von Faktor A und jten Level von Faktor B (i = 1,2,5 =1, 2)
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Gruppendatendeskription durch Boxplot

7 1 —
6 o
5 e
4 -
—
3] —m—= —
I T T I
Al1B1 A1B2 A2B1 A2B2
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA
Man unterscheidet hinsichtlich der Gruppenmittelwerte Haupteffekte und Interaktionen
® |Intuitiv spricht man vom Vorliegen eines Haupteffekts von Faktor A, wenn sich die Gruppenmit-

telwerte zwischen Level 1 und Level 2 von Faktor A, jeweils gemittelt Gber die zwei Level von

Faktor B, unterscheiden.

Intuitiv spricht man vom Vorliegen eines Haupteffekts von Faktor B, wenn sich die Gruppenmit-
telwerte zwischen Level 1 und Level 2 von Faktor B, jeweils gemittelt Giber die zwei Level von

Faktor A, unterscheiden.

Intuitiv spricht man vom Vorliegen einer Interaktion der Faktoren A und B, wenn der Unterschied
der Gruppenmittelwerte von Faktor A zwischen Level 1 und 2 unterschiedlich fiir Level 1 und

Level 2 von Faktor B ausgepragt ist.

Intuitiv beziehen sich Haupteffekte also auf (marginale) Unterschiede (Differenzen), wéhrend sich

Interaktionen auf Unterschiede von Unterschieden (Differenzen von Differenzen) beziehen.

Das Vorhandensein einer Interaktion besagt lediglich, dass sich die Unterschiede der Gruppenmit-
telwerte zwischen den Leveln eines experimentellen Faktors in Abhangigkeit von den Leveln des
anderen experimentellen Faktors dndern, es macht aber keine Aussage dariiber, warum dies so ist.
Haupteffekte und Interaktionen sind lediglich Datenmuster, keine mechanistischen wissenschaftlichen

Theorien.
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Darstellung der Gruppenmittelwerte und Gruppenstandardabweichungen durch Balkendiagramm

10

i

HH

H

Hi

Al1B1 A1B2 A2B1 A2B2
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Anwendungsszenario 2 x 2 ANOVA

Darstellung der Gruppenmittelwerte und Gruppenstandardabweichungen durch Liniendiagramm

8 —

— Faktor A, Level 1
7 Faktor A, Level 2
6 —
s t
4 —
37 ¢
2

Level 1 Level 2
Faktor B
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Anwendungsbeispiele

BDI Score Pre-Post-Differenzwertanalyse bei Klassischer und Online PT fiir zwei Altersklassen

® Faktor (A) Therapie mit Level (1) Klassische PT und Level (2) Online PT

® Faktor (B) Altersklasse mit Level (1) Junge Erwachsene und (2) und Altere Erwachsene
® 2 x 2 faktorieller Versuchsplan mit crossed design = 2 x 2 ANOVA

o Inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt der Therapieart?

o Inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt der Altersklasse?

o Inferentielle Evidenz fiir Interaktion (Verschiedene Therapieeffekte zwischen Altersklassen)?
TA Score Pre-Post-Differenzwertanalyse der vier Filmclips und zwei Studien im Affect Datensatz

® Faktor (A) Filmclips mit Level (1) Frontline, (2) Halloween, (3) Geographic, (4) Parenthood
® Faktor (B) Studien mit Level (1) Flat und (2) Maps

® 4 x 2 faktorieller Versuchsplan mit crossed design = 4 x 2 ANOVA

o Inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt der Filmclipbedingung?

o Inferentielle Evidenz fiir einen Haupteffekt der Studie?

o Inferentielle Evidenz fiir eine Interaktion (Anderung der Filmclipeffekte zwischen den Studien)?
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Zweifaktorielle Varianzanalyse | Modellformulierung

Definition (Modell der additiven zweifaktoriellen Varianzanalyse)

Es sei

Xij1y s Xijm ~ N(uij,02) firi=1,..,pund j = 1,...,q (23)
eine Stichprobe eines Normalverteilungsmodells der Gr6Be m mit unbekanntem Erwartungswertparameter pij und
unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Dann heiBt (23) das Klassische Modell der additiven zweifaktoriellen
Varianzanalyse in Erwartungswertparameterdarstellung. Gilt fiir die Erwartungswertparameter in der Erwartungswert-
parameterdarstellung der zweifaktoriellen Varianzanalyse, dass

P q
Hij = p+ o+ B firi=1,..p,j =1,..., ¢ mit E a; = 0 und E Bj =0, (24)

i=1 j=1

dann heiBen (23) und (24) Klassisches Modell der additiven zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung. Die
Parameter ap, ..., ap heiBen die Haupteffekte von Faktor A, die Parameter 31, ..., B4 heiBen die Haupteffekte
von Faktor B, und wir bezeichnen die GesamtstichprobengroBe der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit n := pgm.
SchlieBlich heiBt

P q
Xijk = 1+ a; + B85 + 45 mit E a; =0, E Bj =0und ez; ~ N(0,0%) (25)
a=a F=1

Generatives Modell der additiven zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.
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Bemerkungen

® Der Einfachheit halber setzten wir hier die identische StichprobengréBe m voraus.

® Es seien
q P

P q
_ 1 _ 1 _ 1
pi=— Hijy fii = — Hij, und fij = — Hij- (26)
pq q P
i=1 j=1 j=1 i=1
Dann gelten folgende Beziehungen zwischen den Parametern der Erwartungswertparameterdarstellung und der
Effektdarstellung fir i = 1,...,pund j = 1, ...q:

p=R, a=f;—p, Bj=p;—p (27)

In der Effektdarstellung der additiven zweifaktoriellen Varianzanalyse gilt also

O Der Parameter p enkodiert den Mittelwert der Gruppenerwartungswerte fi; ;

o Die Parameter «; enkodieren die Differenz der iiber j gemittelten Gruppenerwartungswerte 1i;; vom
Mittelwert der Gruppenerwartungswerte. Die Haupteffektparameter o; erklaren also den Unterschied
zwischen den Mittelwerten in der jeweiligen Faktorstufe des Faktors zum Gesamtmittel ohne Beriicksich-
tigung der Faktorstufe des anderen Faktors.

o Die Parameter 3 enkodieren die Differenz der iiber i gemittelten Gruppenerwartungswerte 1i;; vom
Mittelwert der Gruppenerwartungswerte Die Haupteffektparameter 3; erklaren also den Unterschied
zwischen den Mittelwerten in der jeweiligen Faktorstufe des Faktors zum Gesamtmittel ohne Beriicksich-
tigung der Faktorstufe des anderen Faktors.

Wir verzichten auf einen Beweis dieser Tatsache.
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Bemerkungen (fortgefiihrt)

® Die Bedingungen Zj:l a; = 0 und Zj=1 Bj = 0 stellen die Eindeutigkeit der Darstellung der pg
Parameter 1i;; durch die 1 + p + g Parameter p, cv;, B; sicher. Dass diese ohne weitere Bedingungen an die
aj, B; nicht gegeben ist, macht man sich an folgendem Beispiel klar
O Firp =2 und g = 2 gelte
p11 =1, p12 = 2, p21 = 3, p22 = 4. (28)
Dann kénnen die p;; sowohl durch
p=0a1=10a3=3,81 =0,82=1, (29)

als auch durch
p=10a1 =0,a2=2,8 =0,82=1 (30)

dargestellt werden

® Wir verzichten hier auf einen Beweis, dass die Bedingungen Zip: a; = 0 und Zj

eindeutige Darstellung der 11;; erlauben.

-1 ,6]- = 0 eine
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen mit Interaktionseffekten

(1) Essei p:=1,a1 :=1,531 :=0
® Aus der Bedingung a1 + g = 0 folgt og = —1; aus der Bedingung 31 + 82 = 0 folgt 82 = 0.
® Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung
pr1=ptar+pF1=1+140=2 piz=pt+ar+pG2=1+1-0=2
p21 =pt+taz+B1=1-140=0 prz=pt+az+pB2=1-14+0=0
=0,81:=1

(2) Essei p:=1,7 :

® Aus der Bedingung a1 + ap = 0 folgt ag = 0; aus der Bedingung 31 + 82 = 0 folgt B2 = —1.

® Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung
1+40—-1=0

pri=ptor+pP1=1+0+1=2 piz=p+oa1+p2
p21=ptaz+pf1=1+0+1=2 p22 =p+taz+B2=1+0-1=0

(3)Esseip:=1,c1 :=1,81 :=1

® Aus der Bedingung a1 + g = 0 folgt cwg = —1; aus der Bedingung 81 + 82 = 0 folgt 82 = —1.

® Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung

|
"

pr1=p+ar +B61=1+1+1=3 piza=ptar+pB2=1+1-1=
p21 =ptoz+pB1=1-1+1=1 prz=ptaz+pf2=1-1-1=-1
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Parameterbeispiele bei additiven 2 x 2 Varianzanalysen

u=1,0,=1,p; =0 u=1,0;=0,p; =1 u=10a;=1,p=1
5 == Faktor A, Level 1 5 = Faktor A, Level 1 5 = Faktor A, Level 1
4 Faktor A, Level 2 4 Fakior A, Level 2 4 Fakior A, Level 2
3 3 3
2 o——0 2 2
1 1 1
0 0 0
-1
Level1 Level2 Level1 Level 2 Level1 Level2
Faktor B Faktor B Faktor B
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Definition (Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse)

Es sei
2 a2 9
Xij1s-os Xigm ~ N(pij,o07)firi=1,...,pundj=1,...,q (31)
eine Stichprobe eines Normalverteilungsmodells der GréBe m mit unbekanntem Erwartungswertparameter f1;; und
unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Dann heiBt (31) das Klassische Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in
Erwartungswertparameterdarstellung. Gilt fir die Erwartungswertparameter in der Erwartungswertparameterdarstellung

der zweifaktoriellen Varianzanalyse, dass

Hij =pt+oy + B+ firi=1,..p,j=1,...,q, (32)
mit
P q P q
ZaiZO,ZBjZO,Z'yij:O,Z'\/ij:Oundn::pqm (33)
i=1 j=1 i=1 j=1

dann heiBen (31), (32) und (33) Klassisches Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung. oy , ..., ap
heiBen weiterhin die Haupteffekte von Faktor A, B1, ..., B4 heiBen weiterhin die Haupteffekte von Faktor B, und
Y11, ---» Ypq heiBen die Interaktionseffekte der Faktoren A und B. SchlieBlich heiBt

Xijk = i+ g + By +vij +eijr mit e555 ~ N(0,07) (34)

mit den Parameterbedingungen (33) Generatives Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.
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Bemerkungen

® Es seien
P

P q q
_ 1 _ 1 _ 1
A= — Bij, Bi = = wij, und fij = — Big- (35)
praq q p
i=1 j=1 j=1 i=1
Dann gelten folgende Beziehungen zwischen den Parametern der Erwartungswertparameterdarstellung und der
Effektdarstellung firi = 1,...,pund 5 = 1, ...q:

T

B=R, oo =f — g, B =5 — B Yij = paij — (B F oy + By) (36)

® In der Effektdarstellung der zweifaktoriellen Varianzanalyse gilt also

O Die Parameter p und die Haupteffektparameter c; und 3; enkodieren die gleichen Aspekte wie in der

additiven zweifaktoriellen Varianzanalyse.

o Die Interkationsparameter -y; ; enkodieren den Unterschied zwischem dem Mittelwert in der jeweiligen
Faktorlevelkombination zu dem Teil des Gesamtmittelwertes, der nicht durch Addition der Haupteffekt-
parameter beschrieben werden kann.

® Die Bedingungen
P q

P q
E a; =0, E Bj =0, E vij = 0und E vij =0 (37)
i=1 j=1 ;

i=1

stellen die Eindeutigkeit der Darstellung der pg Parameter p;; durch die 1 + p + q + gp Parameter
1, ey By, vij sicher. Wir verzichten wiederum auf einen Beweis dieser Tatsache
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen
(1) Essei p :=0,x1 := 0,81 :=0,v11 =1

® Aus der Bedingung a1 + a2 = 0 folgt cvg = 0

® Aus der Bedingung 31 + B2 = 0 folgt B2 = 0.

® Aus Zp L vig =0 fir j = 1,2, also y11 + v21 = 0 und y12 + 22 = 0, folgt y21 = —1
i=

® Aus Zj:l vij = 0 firi =1,2, also y11 + v12 = 0 und y21 + 22 = 0, folgt y12 =
® Mit v12 + 22 = O folgt dann auch 92 =1

Die Wahl von o := 1,1 := 1,81 := 0,11 := 1 legt also a2, B2, v21, V12, 722 fest.
Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung
=pt+ar+B2+712=0+0+0-1

p11=p+ar+B1+v11=0+0+0+1=1 (3%

p21 =pt+oz+pB1+v21=0+0+0—-1=—-1 poz=p+az+pB2+722=0+0+0+1=1
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen
(2) Essei p := 0,01 := 0,81 :=0,v11 = —1
® Aus der Bedingung a1 + a2 = 0 folgt cvg = 0

® Aus der Bedingung 31 + B2 = 0 folgt B2 = 0.
® Aus Zil vij = 0firj = 1,2, also y11 + v21 = 0 und y12 + 722 = 0, folgt y21 =1

|
—

® Aus Zj:l vij = 0 firi =1,2, also y11 + v12 = 0 und y21 + 22 = 0, folgt y12 =

® Mit v12 + v22 = 0 folgt dann auch 25 = —1

Die Wahl von pp := 1, a1 := 1,81 := 0,11 := 1 legt also a2, B2, v21, V12, 722 fest.
Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung

pr1=p+tor+B1+71=0+0+0-1=-—1 pi2 =p+a; +B2+712=0+0+0+1=1

=pt+az+B2+722=04+0+0—-1=-1

Il

-
A
N
N

p21 =p+az2+B81+721=0+0+0+1
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen

(3)Essei p:=0,cx1 :=1,B1 :=0,v11 =1

® Aus der Bedingung a1 + ap = 0 folgt cvg = —1

® Aus der Bedingung 31 + B2 = 0 folgt B2 = 0.

® Aus Zp L vig =0 fir j = 1,2, also y11 + v21 = 0 und y12 + 22 = 0, folgt y21 = —1
i=

® Aus Zq L vij = 0 firi =1,2, also y11 + v12 = 0 und y21 + v22 = 0, folgt y12 = —1
i=

® Mit v12 + 22 = O folgt dann auch 92 =1

Die Wahl von o := 1,1 := 1,81 := 0,11 := 1 legt also a2, B2, v21, V12, 722 fest.
Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung

pri=pt+ar+B1+711=0+1+0+1=2 prz=p+aor+pPB2+v2=0+1+0-1=0

p21 =pt+az+pB1+721=0-14+0-1=-2 p2z =ptaz+pB2+v22=0-1+0+1=0
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen

(4)Essei p:=1,c1 :=1,81 := —1,v11 =1
® Aus der Bedingung a1 + ap = 0 folgt cvg = —1
® Aus der Bedingung 31 + B2 = 0 folgt B2 = 1.
® Aus Zp L vig =0 fir j = 1,2, also y11 + v21 = 0 und y12 + 22 = 0, folgt y21 = —1
i=
® Aus Zq L vij = 0 firi =1,2, also y11 + v12 = 0 und y21 + v22 = 0, folgt y12 = —1
i=

® Mit v12 + v22 = 0 folgt dann auch v22 =1

Die Wahl von pp :=1, a1 := 1,81 := 0,11 := 1 legt also a2, B2, v21, V12, 722 fest.
Es ergibt sich also die Erwartungswertparameterdarstellung
pr1=p+ar+B1+v11=1+1+14+1=4 pi2=p+ar+P2+v2=1+1-1-1=0

p21 =pt+taz+pB1+yv21=1-14+1-1=1 prp=ptaz+pf2t+y22=1-1-1+1=0
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Parameterbeispiele bei 2 x 2 Varianzanalysen

H=0,0;=0,B,=0,yy=1 H=0,0,=1,0,=0,y =1
4 = Faktor A, Level 1 4
3 Faktor A, Level 2 3
2 2 o
1 1 \
0 0 -]
-1
-2
-3
Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B
1=0,0,=0,B =0,y =-1 =l 0=1p4=-1y,=1
4 4 )
3 3
2 2
1 o 1
0 / 0 o
-1 [ -1
-2 -2
-3 -3
Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B
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Theorem (Parameterschatzer der zweifaktoriellen Varianzanalyse)

Firi=1,...pund j =1, ..., g seien p, o;, B, 745 und o2 > 0 die Parameter des Modells der zweifaktoriellen
Varianzanalyse in (klassischer oder generativer) Effektdarstellung wie oben definiert. Weiterhin seien

S DI .

i=1 j=1 k=1

und firi =1,...p,5 =1, ..., q

q m P m m
1 _ 1 _ 1
= — E E Xijk Xj 1= - E E Xjk und Xy i= — E Xijk (39)
k=1

Jj=1 k=1 i=1 k=1

X

definiert. Dann sind die Maximum Likelihood Schatzer von 1, a;, B; und v;; gegeben durch
p=X, di=X;—-X, Bj=X;—Xund¥; =Xij — (2+ & +B8;) (40)

Ein unverzerrter Schatzer von o2 > 0 ist gegeben durch

p q m
&2:pq(ml—l)ZZZ(X”kixij)Q' (1)

i=1 j=1 k=1
o Wir verzichten auf einen Beweis.
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Hypothesen und Uberblick

® Primare Ziele der zweifaktoriellen Varianzanalyse sind das Testen von Haupteffekt- und Interaktionshypothesen
® Die Null- und Alternativhypothesen beziiglich der Haupteffektparameter von Faktor A lauten

Hé ta; =0firalles =1,...p und HlA : a; # O fiir mindestens zwei i € Ny,
® Die Null- und Alternativhypothesen beziiglich der Haupteffektparameter von Faktor B lauten

HE :p8; =0firalle j = 1,...q und H? : 8; # 0 fiir mindestens zwei j € N.
® Die Null- und Alternativhypothesen beziiglich der Interaktionsparameter lauten

Hy*B i nij =0firallei=1,...,p,j=1,...q

HY*B . 5;; # 0 fiir mindestens zwei (4,5) € N x Ng.
Die Interaktionsalternativhypothese macht keine Aussage iiber die Form der Interaktion.

® Die Alternativhypothesen sind jeweils zweimal ausgepragt, da die Effektsummen nach Voraussetzung 0 sind.

® |n Analogie zur einfaktoriellen Varianzanalyse kénnen mithilfe entsprechend definierter F-Teststatistiken und
ihrer Verteilungen kritische Wert-basierte Tests konstruiert werden. Die F-Teststatistiken beruhen auch im
zweifaktoriellen Fall auf einer Quadratsummenzerlegung.
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Theorem (Quadratsummenzerlegung bei zweifaktorieller Varianzanalyse)

Firi=1,...p,7 =1,...,qund k =1, ..., m bezeichne X ;; die kte Stichprobenvariable bei Faktorlevelkombi-
nation ¢j eines zweifaktoriellen Varianzanalysemodells und es seien die Parameterschatzer i, &;, Bj, Yij &2 wie in
der Parameterschatzung des Modells definiert gegeben. SchlieBlich seien

i P q m e 2 )
SQT := et i Pl (X”,C u) die Total Sum of Squares
SQA :=gm Zle éc? die Faktor A Sum of Squares
SQB := pm Zj:l B? die Faktor B Sum of Squares
- p q 22 A .
SQG :=m Zi:l Z.]_Zl Vo die Interaktion Sum of Squares
SQR := pg(m — 1)62 die Residual Sum of Squares
Dann gilt
SQT = SQA + SQB + SQG + SQR. (42)

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Definition (F-Teststatistiken fir Haupteffekte)

Es seien das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse sowie die Faktor A Sum of Squares SQA, die Faktor B Sum
of Squares SQB und die Residual Sum of Squares SQR wie oben definiert. Dann sind die F-Teststatistiken fiir die
Haupteffekte von Faktor A und Faktor B definiert als

SQA -1 SQB -1

— /(p—1) d Fp = /(g=1) (43)
SQR/(pg(m — 1)) SQR/(pgq(m — 1))

respektive. Die Zahler und Nenner dieser Definitionen werden auch als Mean SQA, Mean SQB, Mean SQR bezeichnet.

A

Theorem (Verteilungen der F-Teststatistiken fiir Haupteffekte)

Es seien das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse sowie die F-Teststatistiken Fj und Fp fiir die Haupteffekte
von Faktor A und Faktor B wie oben definiert. Es gelte zudem

Hpy :a; =0firallei = 1,...p baw. Hg : 8; = O firalle j = 1,...q. (44)

Dann sind die F-Teststatistiken nach f-Verteilungen mit Freiheitsgradparametern p — 1, pg(m — 1) bzw. g —
1, pg(m — 1) verteilt,

Fa ~ f(p—1,pq(m — 1)) bzw. Fg ~ f(q — 1, pg(m — 1)) (45)

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Definition (F-Teststatistik fiir Interaktionseffekte)

Es seien das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse sowie die Interaktions Sum of Squares SQG und die Residual
Sum of Squares SQR wie oben definiert. Dann ist die F-Teststatistik fiir Interaktionseffekte definiert als

_SQG/(p—-1)(e—1)
FAx8 = o/ (patm — 1)) €

Die Zahler und Nenner dieser Definitionen werden auch als Mean SQG und textitMean SQR bezeichnet.

Theorem (Verteilung der F-Teststatistik fir Interaktionseffekte)

Es seien das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse sowie die F-Teststatistik Fa , g fiir Interaktionseffekte wie
oben definiert. Es gelte zudem

HY*B v, = 0firallei = 1,...,p,5 = 1,...q (47)

Dann ist die F-Teststatistik nach einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern (p — 1)(¢ — 1), pg(m — 1)
verteilt,
Faxg ~ f((p—1)(g — 1), pg(m — 1)). (48)

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Theorem (F-Tests und F-Testsumfangkontrolle)

Es sei das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse gegeben und die F-Teststatistiken Fj, Fg und
Fp x g wie oben definiert. Weiterhin seien die kritischen Wert-basierten Tests

A = 1{pa>kp}s P8 = L{Fg>kg} Und PaxB = 1{F\ 5>kn . B} (49)

definiert. Dann sind ¢a, ¢ und ¢a x g genau dann Level-cp-Tests mit Testumfang ap, wenn

ka = kb, =@ (1 —ao;p—1,pg(m — 1)) (50)
kg := kio =9 (1 - ao;q — 1,pg(m — 1))
und
kaxe = koo " = ¢~ (1= ao; (p — 1)(q — 1),pa(m — 1)), (51)
respektive.

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Praktisches Vorgehen

® Man hat einen Datensatz = 5,t = 1,...p,j = 1,...,q,k = 1, ..., m eines zweifaktoriellen Versuchsplans
mit crossed design vorliegen und nimmt an, dass die x;;j Realisationen von X ~ N(Mij,ag) mit
unbekannten Parametern fu;; und o2 und entsprechenden Haupteffekt und Interaktionsparametern sind.

® Man mochte entscheiden ob die Haupteffekts- und Interaktionsnullhypothesen Hé, Hg und H{;x B eher

zutreffen oder eher nicht.

® Man wihlt ein Signifikanzniveau cvg und bestimmt die zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhéngigen kritischen
Werte kp, kg und ka 4 -

® Anhand der SQA, SQB, SQG und SQR sowie p, g und n berechnet man die realisierten Werte der F-
Teststatistiken, die wir hier mit fa, fg und fa x g bezeichnen.

® Wenn fiir i € {A,B, A x B} f; groBer gleich k(ilo ist, lehnt man die jeweilige Nullhypothese ab, sonst nicht.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens «cg - 100 von 100 Féllen die

jeweilige Nullhypothese félschlicherweise ablehnt.

SchlieBlich ergeben sich die assoziierten p-Werte der realisierten F-Teststatistiken in Analogie zum einfaktoriellen

Varianzanalysefall zu

pa-Wert =P (Fa > fa =1—¢(fasp—1,pa(m —1)
pg-Wert =P (Fs > f =1-¢(feia—1,pg(m —1)
paxp-Wert =P FAxszfoB) =1l-¢ foB%(P—l)(q—l)WQ(m—l))
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Anwendungsbeispiel

T11k T12k T21k T22k

1 2.86 5.04 3.29 6.88
2 2.62 4.96 3.69 7.33
3 3.01 4.58 2.94 6.76
4 3.20 5.05 3.61 6.57
5 2.75 5.05 3.68 6.84
6 2.88 5.01 3.89 7.45
7 2.85 4.35 3.43 7.06
8 3.23 5.07 3.72 6.99
9 2.99 5.84 3.28 6.93
10 2.57 4.61 3.35 7.46
11 2.69 5.26 2.94 7.07
12 2.83 5.17 3.56 7.03
xij1 bezeichnet den Datenpunkt der kten experimentellen Einheit (k = 1,...,m)

im iten Level von Faktor A und jten Level von Faktor B (i = 1,2,j = 1, 2)
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Anwendungsbeispiel - Manuelle Berechnung

# Analyseparamete:
P =
q =
n =
n =
alpha_0O

# Mittelwerte
x_bar =
x_bar_i

x_bar_j =

x_bar_ij

# Parameterschitz.
mu_hat =
alpha_hat_i =
beta_hat_j =
gamma_hat_ij =

sigsqr_hat =

# Sum of squares

©

2

@
I

SQR =

r

mean(as.matrix (X))
colMeans(cbind(as.matrix(c(X$A1B1, X$A1B2)),
as.matrix(c(X$A2B1, X$A2B2))))
colMeans (cbind(as.matrix(c(X$A1B1, X$A2B1)),
as.matrix(c(X$A1B2, X$A2B2))))
colMeans (X)

er
x_bar

x_bar_i - x_bar
x_bar_j - x_bar

c(x_bar_ij[1] - (mu_hat + alpha_hat_i[1] + beta_hat_j[1]),
x_bar_ij[2] - (mu_hat + alpha_hat_i[1] + beta_hat_j[2]),
x_bar_ij[3] - (mu_hat + alpha_hat_i[2] + beta_hat_j[1]),
x_bar_ij[4] - (mu_hat + alpha_hat_i[2] + beta_hat_j[2]))

sum((t(as.matrix(X)) - as.vector(x_bar_ij))"2)/(p*q*(m-1))

= mean((as.matrix(X) - x_bar)"2)
= q*m*sum(alpha_hat_i"2)
= pxm*sum(beta_hat

mxsum(gamma_hat_ij"2)
p*q* (m-1) *sigsqr_hat
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Anzahl Level Faktor A
Anzahl Level Faktor B

Anzahl Datenpunkte pro Zelle
Gesamtstichprobengrife
Signifikanzlevel

oW oW oW R

*

Gesamtmittelwert \bar{X}
Faktor A Mittelwerte \bar{X}_i

*

# Faktor B Mitteluerte \bar{X}_j

# Gruppenmitteluerte \bar{X}_{ij}

\mu Schatzer
\alpha_i Schitzer
\beta_j Schitzer
\gamma_ij Schitzer

LR

# \sigma"2 Schatzers

# Total S0s
# Faktor A S0s
# Faktor B S0s
# Interaktions SOS
# Residual S0s
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Anwendungsbeispiel - Manuelle Berechnung

# Mean Sum of Squares

MSA = SQA/(p-1) # Mean Square Faktor A
MSB = SQB/(q-1) # Mean Square Faktor B
MSG = SQG/((p-1)*(q-1)) # Mean Square Interaktion
MSR = SQR/ (p*q*(m-1)) # Mean Square Residuals

# Teststatistiken

F_A = MSA/MSR # Faktor A F-Teststatistik
F_B = MSB/MSR # Faktor B F-Teststatistik
F_AB = MSG/MSR # Interaktion F-Teststatistik

# kritische Werte

k_A_alpha_0 = gf(1-alpha_0, p-1 , pxqx(m-1)) # k“A_\alpha_0
k_B_alpha_0 = qf(1-alpha_0, g-1 , pxqx(m-1)) # k°B_\alpha_0
k_AB_alpha_0 = qf(1-alpha_0, (p-1)*(g-1), p*q*(m-1)) # k“AB_\alpha_0
# Tests
phi = c(F_A, F_B, F_AB) >= c(k_A_alpha_0,k_B_alpha_0, k_AB_alpha_0) # simultaner Test
# p-Werte
p_values = 1-c(pf(F_A ,p-1 , pxqx(m-1)),

pf(F_B ,q-1 » pxqx(m-1)),

pf (F_AB, (p-1)*(q-1), p*q*(m-1)))
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Anwendungsbeispiel - Manuelle Berechnung

Zweifaktorielle Varianzanalyse

Anzahl Level Faktor A
Anzahl Level Faktor B
GruppengréBen

Gesamtstichprobengréfe

alpha_0

Haupteffekt Faktor A
SQA

MsA

F_A

k_A_alpha_0

phi_A

p_A-Wert

Haupteffekt Faktor B
SQB

uSB

F_B

k_B_alpha_0

phi_B

p_B-Wert

Interaktion A x B
SQG

MSG

F_AxB
k_AxB_alpha_0
phi_AxB
p_AxB-Wert

=97.9
=97.9
= 1118
= 4.06

6.37
6.37
72.8
4.06

= 7.07e-11
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Anwendungsbeispiel - Automatische Berechnung

XAOV = data.frame(X = c(X$A1B1, X$A1B2, X$A2B1, X$A2B2) , # Reformatierung des Datensatzes
as.factor(c(rep(1,2*m), rep(2,2*m))) , # Faktor A Level Labels
as.factor(c(rep(1,m), rep(2,m), rep(i,m), rep(2,m))))  # Faktor B Level Labels

res.aov = aov(X ~ A + B + A:B, XAOV) # Benutzung von R's aov Funktion

summary (res.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

A 1 20.4 20.4 233.1 < 2e-16 *¥x*
B 1 97.9 97.9 1117.8 < 2e-16 **x*
A:B 1 6.4 6.4 72.8 7.1le-11 *xx
Residuals 44 3.9 0.1

Signif. codes: 0 ’#**’ 0.001 ’**> 0.01 ’*’ 0.05 ’.” 0.1 > > 1
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Selbstkontrollfragen

Einfaktorielle Varianzanalysen

Erlautern Sie das Anwendungsszenario fiir einfaktorielle Varianzanalysen.
Definieren Sie das klassische Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Erwartungswertparameterdarstellung.

Definineren Sie das generative Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.

>N

Erldutern Sie die Beziehung zwischen dem klassischen Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Er-
wartungswertparameterdarstellung und dem generativen Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse in Effekt-
darstellung.
5. Definieren Sie Null- und Alternativhypothese der einfaktoriellen Varianzanalyse.
6. Definieren Sie die Total Sum of Squares, die Between-Group Sum of Squares, und die Within-Group Sum of
Squares der einfaktoriellen Varianzanalyse.
7. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der Total Sum of Squares, der Between-Group Sum of Squares, und der
Within-Group Sum of Squares in der einfaktoriellen Varianzanalyse.
8. Geben Sie die Quadratsummenzerlegung der einfaktoriellen Varianzanalyse wieder.
9. Definieren Sie die F-Teststatistik der einfaktoriellen Varianzanalyse.
10. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der F-Teststatistik bei Zutreffen der Nullhypothese einer einfaktoriellen
Varianzanalyse wieder.
11. Definieren Sie den Level-ag-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse.

12. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung einer einfaktoriellen Varianzanalyse.
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Zweifaktorielle Varianzanalysen

NS e s e e

10.
11.
12.

13.
14.

15.
16.

Erlautern Sie das Anwendungsszenario fiir zweifaktorielle Varianzanalysen.

Erlautern Sie die Begriffe Faktor und Faktorlevel bei zweifaktoriellen Varianzanalysen.

. Wieviele Level besitzt der zweite experimentelle Faktor (Faktor B) einer 2 x 4 ANOVA?

Erlautern Sie die intuitive Bedeutung von Haupt- und Interaktionseffekten einer 2 x 2 ANOVA.

Definieren Sie die klassischen Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Erwartungswertparameterdarstellung
Definieren Sie das klassische Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.

Definieren Sie das generative Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effektdarstellung.

Erldutern Sie die Beziehung zwischem dem klassischen Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Er-
wartungswertparameterdarstellung und dem klassischen Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse in Effekt-
darstellung.

Definieren Sie Null- und Alternativhypothesen einer zweifaktoriellen Varianzanalyse fiir Haupteffektparameter.
Definieren Sie Null- und Alternativhypothesen einer zweifaktoriellen Varianzanalyse fiir Interaktionsparameter.
Definieren Sie die F-Teststatistiken einer zweifaktoriellen Varianzanalyse fiir Haupteffekte.

Geben Sie das Theorem zur Verteilung der F-Teststatistiken fiir Haupteffekte bei Zutreffen der Nullhypothesen
einer zweifaktoriellen Varianzanalyse wieder.

Definieren Sie die F-Teststatistiken einer zweifaktoriellen Varianzanalyse fiir Interaktionseffekte.

Geben Sie das Theorem zur Verteilung der F-Teststatistiken fiir Interaktionseffekte bei Zutreffen der Nullhy-
pothese einer zweifaktoriellen Varianzanalyse wieder.

Definieren Sie die Level-ag-Tests einer zweifaktoriellen Varianzanalyse.

Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung einer zweifaktoriellen Varianzanalyse.
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