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(7) Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer



Literaturhinweise

Die in dieser Einheit behandelten Konzepte sind grundlegend und werden unter an-
derem in Georgii (2009, Kapitel 7) diskutiert.
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Statistische Modelle

Definition (Statistisches Modell)
Ein statistisches Modell ist ein Tripel
M= (X, A {Py|0 € ©}) (1)

bestehend aus einem Stichprobenraum X, einer o-Algebra A auf X und einer mindestens
zweielementigen Menge {Py|0 € ©} von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (X,.A), die mit
einer gewissen Indexmenge © indiziert sind.
Bemerkungen

® |Im Gegensatz zum W-Raum betrachten wir zwei oder mehr W-MaBe.

® Das jeweils zugrundeliegende WahrscheinlichkeitsmaB ist mit 6 € © indiziert.

® Fiir Erwartungswerte und (Ko)Varianzen beziiglich Py schreiben wir Eg, Vy, Cg.
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Statistische Modelle

Definition (Parametrische, Standard- und Produktmodelle)

® Ein statistisches Modell M heiBt ein parametrisches Modell, wenn © C R4 fiir ein
d € Nist. Fiir d = 1 heiBt M ein einparametriges Modell.

® Ein statistisches Modell M heiBt ein diskretes Modell, wenn X diskret ist. Jedes Py
besitzt dann eine WMF py definiert durch pg := Py(x). Ein statistisches Modell M
heiBt ein stetiges Modell, wenn X C R" ist und jedes Py eine WDF pg besitzt.

® Fiir ein statistisches Modell Mo := (Xp, Ao, {P}|6 € ©}) und n > 1 heiBt das
statistische Modell M := (X, A, {Py|6 € ©}), fiir welches X := x?*_; Xp das n-fache
kartesische Produkt von X mit sich selbst ist, .A die entsprechende Produkt-o-Algebra
ist, und {Py|0 € ©} die entsprechende Menge an ProduktmaBen [T ; PJ ist, das zu
M, gehdrige Produktmodell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

® Der Vorgang des Beobachtens, der ein zufilliges Ergebnis liefert, wird mit Zufallsvek-
toren X, die Werte in X annehmen, beschrieben.

® Im Kontext statistischer Modelle nennt man diese Zufallsvektoren Beobachtung, Mes-
sung, oder Stichprobe. lhre Realisierungen x € X, also konkret vorliegende Datenwerte,
werden Beobachtungswert, Messwert, Stichprobenwert oder Datensatz genannt.

® Produktmodelle modellieren die unabhingige Wiederholung eines Einzelexperiments.
Der entsprechende Zufallsvektor X := (X1, ...., X)) entspricht dann einer Menge von
unabhingigen Zufallsvariablen/vektoren X7, ..., X, ~ [F”g.

® Wenn fiir ein Produktmodell die Menge X eindimensional ist, also z.B. Xy = R gilt,
spricht man von einem univariaten statistischen Modell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

® Wenn fiir ein Produktmodell die Menge X mehrdimensional ist, also z.B. Xy =
R™,m > 1 ist, spricht man auch von multivariaten statistischen Modellen. Wir be-
trachten in diesem Kurs nur univariate statistische Modelle.

® Die am h&ufigsten angewendeten statistischen Modelle sind parametrische stetige Pro-
duktmodelle.

® |n einem konkreten Datenanalyseproblem nimmt man an, dass die beobachteten Stich-
probenwerte © = (z1,...,2,) der Stichprobe X = (X1i,..., Xp) durch P; generiert
wurde, wobei 0 hier den wahren, aber unbekannten, Parameterwert bezeichnet. Der
wahre, aber unbekannten, Parameterwert & bleibt auch nach der statistischen Analyse
unbekannt.

® In der mathematischen Analyse von Inferenzmethoden betrachtet man alle méglichen
wahren, aber unbekannten, Parameterwerte, schreibt also einfach {Py|0 € ©}.
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Statistische Modelle

Beispiele
Bernoullimodell
M= (X, A {Py|6 € ©}) mit X :={0,1}", A:=P ({0,1}"), 0 := p, © :=]0, 1], also
{Pgl0 € ©} := {H Bern(u)|p €]0, 1[} ; (2)
i=1

und damit X1q,..., X, ~ Bern(u) .

Normalverteilungsmodell

M = (X, A, {Pg|0 € O}) mit X :=R", A:=B(R"), § := (4,02), © :=R x Rsg, also
{Polo € O} := {H N, 0)|(1,0?) eRxR>o}, ©)
=1

und damit X1,..., Xp ~ N(u,02) .
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Statistiken und Schatzer

Definition (Statistik)

M = (X, A, {Py|0 € O}) sei ein statistisches Modell und (X, S) sei ein Messraum. Dann
heiBt eine Zufallsvariable S : X — X eine Statistik.

Bemerkungen

® Beobachtungen und Statistiken werden durch Zufallsvariablen modelliert.

® Beobachtungen modellieren die stochastische Generation von Daten; Statistiken mo-
dellieren von Datenanalyst:innen konstruierte Funktionen, die aufgrund von Beobach-
tungen essentielle GroBen extrahieren, aus denen sich sinnvolle Schliisse ziehen lassen.
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Statistiken)
M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel

® das Stichprobenmittel
1 n
T R = R,z Tn(2) = =y i, (4)
nis

® die Stichprobenvarianz
1 n
si:R"—)Rzmsti(x) =— E (s — Zn)?, (5)

n—lZ,:1

® und die T-Statistik fiir po € R und Stichprobenstandardabweichung s,

t:R" > R,z — t(z) ::ﬁ(w) (6)

Sn

Statistiken.
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Statistiken und Schatzer

Definition (Schéatzer)

M = (X, A {Py|0 € O}), (2,S) sei ein Messraum, und 7 : © — X sei eine Abbildung,
die jedem 0 € O eine KenngroéBe 7(0) € X zuordnet. Eine Statistik 7 : X — X heiBt dann
ein Schatzer fiir .

Bemerkungen

® Typische Beispiele fiir 7 sind

7(0) := 0 fiir die Schatzung von 6,

o 7(6) :=6; mit # € R% d > 1 fiir die Schitzung einer Komponente von 6,
7(0) := Eg(Xo) fiir die Schitzung des Erwartungswerts einer Beobachtung,
7(0) := Vy(Xo) fiir die Schitzung der Varianz einer Beobachtung.

® Schatzer nehmen Zahlwerte in 3 an und heiBen deshalb auch Punktschatzer.
® Nicht jeder Schitzer ist ein guter Schitzer, man definiert deshalb Schitzgiitekriterien.

® Fiir 7 bei 7(0) := 0 schreibt man auch
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Schitzer)
M sei das Normalverteilungsmodell.
® Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel Z,, : R™ — R ein Schatzer fiir
7:RXRsg = R, (g, 02) = 7(p,02) := p. (7)
Ebenso ist T, ein Schitzer fiir
TR X Rs0 = R, (4,02) = 7(n,0%) :=E,, ;2(Xo) = p. (8)
® Weiterhin ist die konstante Funktion
7:R® 5 R,z — 7(x) := 42 (9)
ein Schatzer fiir
7R X Rs0 = R0, (4, 02) = 7(n,0%) := 0”. (10)
Dass eine Funktion 7 : X — X ein Schéatzer ist, heiBt nicht, dass sie ein guter Schatzer ist!

Giitekriterien fiir Schatzer sind der Inhalt von Vorlesungseinheit (8) Schatzereigenschaften.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschitzung

Ziel der Parameterschitzung ist es, einen méglichst guten Tipp fiir den wahren, aber unbe-
kannten, Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend
auf der Beobachtung einer Realisierung von X7, ..., X, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung
moglicher Parameterschitzwerte eine quantitative Aussage iiber die mit dem Schitzwert
assoziierte Unsicherheit zu treffen.

(3) Hypothesentest

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Ver-
teilung der Beobachtungen X1, ..., X, in einer moglichst sinnvollen Form zu entscheiden,
ob der wahre, aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlie-
Benden Untermengen des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Parameterschatzung 0~6
0
/ 6 0
Wabhrer, aber unbekannter, § . N
Parameterwert Py Datensatz Konfidenzintervall  P,([8 +¢] 3 6)
® — X=Xy X)) — —e01
0 0 6+¢ 0

Hypothesentest 0 €0y vs. 6 €0,

el 0,

0

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Die Standardannahmen frequentistischer Inferenz

® M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X5, ~ pg. Es wird angenommen, dass ein
vorliegender Datensatz eine der mdglichen Realisierungen von X7, ..., Xy, ~ pg ist.

® Aus frequentistischer Sicht kann man das Experiment unendlich oft wiederholen und
zu jedem Datensatz Schitzer oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : =z = (1(11)71&1)7 ...,xfbl)) mit fg) = % s r(vl)

Datensatz (2) : ¢ = (m§2),x§2>, ,9:5?)) mit a’c&f) =15 =z z(?

n

(
(
Datensatz (3) : 23 = (m(13>,z(23), ,zﬁf')) mit J’:Ef) =21 Tz (3)
(
(

Datensatz (4) : 2 = (w§4),xg4>, .4.,;cﬁl4)) mit ;i's:l) =iy .z (4)

5) _

Datensatz (5) :

® Um die Qualitit statischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische
Statistik deshalb die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Schitzern und Statistiken
unter Annahme von X1, ..., X;, ~ pg. Was zum Beispiel ist die Vertellung von m(l),

ig), :25?), :1’:514), ... also die Verteilung der Zufallsvariable X,, := ; S X?

® Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahme gut
ist, dann heiBt das also, dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel” gut ist. Im
Einzelfall, also bei nur einem Datensatz, kann sie auch recht schlecht sein.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)
® Weltweit verbreitester Fragebogen zur Selbstbeurteilung des Depressionsschweregrades
® Konzipiert von Beck (1961), seitdem kleinere Revisionen

® 21 Fragen (“ltems”) mit inhaltlichen Aussagen aufsteigendem Schweregrads (0-3) zu
diagnoserelevanten Themengebieten wie Traurigkeit, Versagensgefiihle, Schlafverhal-
ten, Selbstmordgedanken, ...

® Beispielitem (14) Wertlosigkeit

0 Ich fiihle mich nicht wertlos.

1 Ich halte mich fiir weniger wertvoll und niitzlich als sonst.

2 Verglichen mit anderen Menschen fiihle ich mich viel weniger wert.
3 Ich fiihle mich véllig wertlos.

® Auswertung durch Bestimmung des Summenwerts (BDI Il X) iiber Items.

® Ergebnisklassifikation: 0-8 keine Depression, 9-13 minimale Depression, 14-19 leichte
Depression, 20-28 mittelschwere Depression, 29-63 schwere Depression
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

Fragebogen

=

ragebogen el

e

i leen Sic e dcser Gruppen

e o o sohen S e o .l oo dne Aussge e i Teten

beschreit

et der Aussage

S in joder Gruppe

S e s e s rkrusn o i i Grppe 16 Nsnderangen dor
Schiswohreren) oder Gruppe 18 (Verinderungen des Appetis)

1) Traurigkeit ) sgefuhle
0 lch bin micht traurig 0 1onnabe ine o Gefo,fr et
1 Ich bin oft traurg. bes
2 ch bin standi traurig. 1 .mnmmmum,u.euz.(mmm
3 Ich bin so traurig oder ungluckich, dass 2w
ich es nicht aushatte. 2 i ervarte, bestrat zu werden
s 3. Ichhabe das Gefo, bestot  sein. |
2) pessimismus - |
0 ichsene met mtios n e Zukunt, | |7 Selbstablehmu
1 Ich sehe mutioser n die Zukunft als o hae von mir genauso vl wie |
sonst immer
2 i mutsund vt i s | |11 b werten o i veroren
meine Situation besse 2 Ich bin von i enttauscht
3 Ich gloube, d:ssmemazukunk 3 ich lehne mich vol ab.
und
wrd. ) Selbstvorwirfe
... 1 krisere oder tadle mich nicht mehr
3) Versagensgeful als sonst.
0 ch funle mich nich als Ve 1 1ch bin mir gegentber krtischer
1 Ich habe haufiger Versagensgefunie 2l son
2 e ch auscibicie, sehe i ene 2 i e mc i ot mene
Menge Fehisc
3 In nmummm s ensn en 3 o mr e Schuid tur s
voliger Versager 2 Schiimme, was pos
4)  Verlust von Freude 9. Selbstmordgedanken
0 1ch kamn die Dinge genauso gut 0 1e denke it daran, mi et
enieBen wie froher
1 Teh kann die Dinge nicht mehr 5o 1 h denke manchmal an setosmors,
genieten wie fion aber ich wirde e nicht |
2 Dinge, die mir friher Freude gema 2 1ch mochie mich am lebsten umbringen.
haben, kann ich kaum mehr geneer 3 Ich worde mich umbringen, wenn k
3 Dinge, di mir ruher Freuce gemacht de Gelegenhet daz it
haben, kann ich Gberhaupt nicht mehr
gen 10 Weinen
0 1ch weine nicht ofter as froner
s) 1 Ich weie jetzt metr 3l fruher
o 2 1ch weine bem geringsten Anioss.
1 3 Ich mochte gern weinen, aber i
Kann nicht
2 ich habe die meiste Zet Schuldgefunie
3 Ich habe standig Schuldgelunle.
prarso Oy s
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e Senmerta, ol u stz

Ich bin o unruia, dass ich mich
standig bewegen oder etwas tun muss.

12) Interessenverlust

0 ich habe das Interesse an anderen

Menschen oder an Tatigkeiten nicht

verloren

ich habe weniger Interesse an anderen
Menschen oder an Dingen als sonst.
Ich habe das Interesse an anderen
Menschen oder Dingen zum groBten
Teil verioren.
Es fall i schwer, mich Gberhaupt fur
irgend etwos 24 interessieren

3.) Entschlussunfahigheit

3

Entscheidungen 2u rffen

11.) Unrahe 17.) Relzbarkeit
0 ch bin nicht unruhiger as sonst. 9 1ch i et ezarer als st
1 1ch b unntiger s sonst 1 i o redbarer s
2 1ch bin 0 unrunia, 2 1ch b vilreborer o sonst

H

1eh fihie mich daernd gerec,

18.) Veranderungen des Appetits.
0 Mein Appetit hat sich nicht verandert
1a el Appec it evos sciechier ol
m
2

Mein Appei st etwas groter als sonst
Hein Appei s il sclecier ols

s Mein Appett st viel groer a

2 als sonst.
3 1 nabe ubernaupt keinen Appent
3b Ich habe standig HeiBhunger:

19.) Konzentrationsschwierigkeiten
0 Lch kann mich so gut konzentrieren wie
1 Ich kann mich nicht mehr so gut

Konzentreren wie sonst

2 Es Tt mir scher,mich ngere Zfc ot

irgend etwas 2u konzentri
1 Fan i Gberhaupt i menr
Konzentreren.

201 Ermudung oder Erschaptung
Ieh fahle mich icht mider oder

14, Wertlosigkeit erschopfter als sonst.
0 Ien fuhle mich ni 1 Ich werde schneller mude oder erschopft
2160 bt mich o weniper wertvoll und als sonst.
nitach s sons 2 Fur viele Dinge, die ich Gblicherweise
2 Verglchen mit anderen Menschen fuhle tue, bin ich zu mude oder erschopft
e mich viel weniger ert 3 1ch'bin so mude oder erschoptt, dass Ich|
3 lch fie mich volg w fast nichts mehr tun k:
15.) Energieverlust 21.) Verlust an sexuellem I
0 Leh habe so viel Energie wie o Mei narers an Secalt hot 5 n
1 lc»habewemvevEnerq\ealssnns\ nicht verandert
2 ichhabe 5o weng Enerle,dassch | | 1 Ich intressiere ich wenigr
aum noch twas sehafe Sexvaltat als fri
3 Ich habe keine Energie meh, um 2 Tch Ineressiers mich fetzt vie wenlger
Gberhaupt noch etwas 2u tun, fur Sexualtat.
< ||| 3 ch hobe das inerese an sexvaat

16) v-rlnumnw
Schiafgewohnhei
Meine S:Nlrgzwahnhe\len haben sich

°

12
1b
2

gewhniich und kann dann nicht mehr
einschiafen.

vellg veriorer




Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13 (2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps asso-
10 3 ziierte Unsicherheit?
11 6 (3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass 1 < 8
12 2 ist oder dass p > 8 ist?
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Maximum-Likelihood Schatzer

Wahrer, aber unbekannter,
Parameterwert
@ —
0 0

)
Q
Sl

Parameterschatzung
O
6

Y.

Datensatz

X=Xy s Xn)

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Parameterpunktschatzer)

M = (X, A {Py|0 € O}) sei ein statistisches Modell, (©,S) sei ein Messraum, und
6:X — O sei ein Abbildung. Dann nennen wir 0 einen Parameterpunktschatzer fiir 6.

® Parameterpunktschitzer nennt man auch einfach Parameterschétzer.
® Parameterpunktschitzer sind Schitzer mit 7 := idg
® Parameterschiatzer nehmen Zahlwerte in © an.

® Notationstechnisch wird oft nicht zwischen 6 und §( = ) unterschieden.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Alternative Visualisierung der Parameterpunktschitzung (Georgii, 2009, Kapitel 7)
® Man beachte, dass hier die Notation @ = 6, Py = Py, T(z) = 0(z) benutzt wird.

Abbildung 7.1: Das Prinzip des Schitzens: Eine unbekannte Grofe ¢ soll ermittelt wer-
den; die moglichen s bilden eine Menge ©. Das tatsichlich vorliegende ¢ bestimmt
ein Zufallsgesetz Py, welches das Zufallsexperiment steuert und im konkreten Fall zum
Messwert x fithrt. Um auf ¢ zuriickschlieBen zu kénnen, muss der Statistiker zunichst
fiir jedes ¥ das Zufallsgesetz Py analysieren — das geschieht bei der Modellbildung. Die
ermittelte Struktur aller Py’s muss er dann ausnutzen, um eine Abbildung 7 : X — ©
so geschickt zu konstruieren, dass der Wert 7'(x) dem tatsichlich vorliegenden ¥ typi-
scherweise moglichst nahe kommt — ganz egal, welches ¥ das nun wirklich ist.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschitzern

® Die Definition eines Parameterschitzers macht keine Aussage dariiber, wie man Pa-
rameterschitzer findet. Zur Gewinnung von Parameterschitzern haben sich deshalb
verschiedene Prinzipien etabliert.

® Populdre Methoden zur Gewinnung von Parameterschitzern sind

o Momentenmethode (= est. 1890)
o Maximum-Likelihood Methode (= est. 1920)
o M-, Z-, W-Schitzung (~ est. 1960)

® Perse garantiert keine der obengenannten Methoden, dass die mit ihrer Hilfe generier-
ten Parameterschitzer in einem wohldefinierten Sinn gute Schatzer sind.

® Die Eigenschaften von durch die Maximum-Likelihood Methode generierten Schitzern
sind generell wiinschenswert. Wir betrachten also in der Folge nur die Maximum-
Likelihood Methode genauer. Mithilfe der Maximum-Likelihood Methode generierte
Parameterpunktschitzer nennen wir Maximum-Likelihood (ML) Schétzer.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit WMF oder WDF pg , so dass
X1,...,Xn ~ pg. Dann ist die Likelihood Funktion definiert als

Ly :© = [0,00[,0 > Ln(6) := | [ po(z:)- (11)
g=il

Die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

ln:© R, 0 £,(0) :=In Ly, (0). (12)

Bemerkungen
® [, ist eine Funktion des Parameters eines statistischen Modells.
® Werte von L, sind die gemeinsamen W-Massen bzw. W-Dichten von Daten z1, ..., Zn.
® Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass L., iiber © zu 1 integriert.
® Die Likelihood-Funktion ist also keine WMF oder WDF.

® Die Log-Likelihood-Funktion ist die logarithmierte Likelihood-Funktion.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Maximum-Likelihood Schitzer)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit Parameter 6 € ©. Ein Maximum-
Likelihood (ML) Schétzer von 6 ist definiert als

OV . x — O,z — M () := argmax Ly, (0) = arg max £, (0). (13)
0€© 0€©
Bemerkungen
® Ln(0):=TI;—; po(xi) hdngt von xy, ..., x, ab, also hdngt auch M- (x) von @1, ..., z,, ab.
L)

Weil In monoton steigend ist, entspricht eine Maximumstelle von ¢,, einer Maximumstelle von L,,.
Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion ist oft einfacher als mit der Likelihood Funktion.

Multiplikation von L,, mit einer positive Konstante, die nicht von 6 abhangt, verdndert einen ML
Schétzer nicht, konstante additive Terme in der Log-Likelihood kdnnen also vernachlassigt werden.

Maximum-Likelihood Schitzung ist ein Optimierungsproblem
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Maximum-Likelihood Schatzer

Maximume-Likelihood Schitzung fiir parametrische statistische Produktmodelle
(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion.

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen.

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen.

Dabei nutzt man typischerweise

® Methoden der analytische Optimierung in klassischen Beispielen und

® Methoden der numerische Optimierung im Anwendungskontext.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)
M sei das Bernoullimodell, also X1, ..., X,, ~ Bern(p).

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion
Es gilt

Ln 3]0,1[=]0, 1], = L () fHu (1= p)t 7o = pXi= (1 — ) Ri= T (14)
=1

Logarithmieren ergibt

Ln 10, 1[—= R, = £n( lnuzv’cz—i-lnl—u) <n—2xz>. (15)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es gilt
i( (w) 4 In ix-—&—ln(l— ) n—ia}-
d n{t) = du H < i 1 — i
iln Zx +iln1— n—Zx (16)
dp " " dp !
S )

Die Maximum-Likelihood Gleichung ergibt sich also zu

n

1 1 n )
— E zi— ———— | n— E z; | =0. (17)
it 1= it < i=1

nog=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen

Es gilt

HZ e (- 3m) =0

~ ML AML
& fin (1= fiy (AML ( ZI1)>:O
Hon i=1 i=1

n n
~ML ~ ML
o> @ — Zfr —nfy Y @i =0 (18)
i=1 i=1 i=1
n
™ =3,
i=1
L
~ML
@ fy =~ @
n i=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

n n

Mt = L5714, ist also ein potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von p. Dies kann
durch Betrachten der zweiten Ableitung von £, verifiziert werden, worauf hier verzichtet

werden soll.
R R 1<
fmt 0,1} = [0,1], z = fip* () == -~ > @i (19)

i=1

ist also ein Maximum-Likelihood Schitzer von p im Bernoullimodell.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 34



Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)
M sei das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., X, ~ N (,u, 02)

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion
Es gilt

; G 1 1 2
L, :RXRso— Rso, /_L,c72 +— L, ,u,az = exp(f— T — [
20 = Boos (1:0®) o+ (o) o= [T s oz (@i — )

Logarithmieren ergibt

1 n
Ly RXxRsg =R, (1,02) = ln(p,0?) = “nor—Cie? - — Z(xl —u)?. (21)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es ergibt
sich

d NN I o VAEAC SN T - SN RS T - P

@LL(M) = T ip 200 ;(w 1™ =5 ; an (@i —p)" = — ;(w w. o (22)

Weiterhin ergibt sich

d n d , d 1 & .
L0 =2 me? - S i —w)? = i - 2
do? (o ) 2 do? ne do? 202 i=1(1 2 202 20’4 E(m ,u) (23)

Die Maximume-Likelihood Gleichungen haben also die Form

n
D (@i —pgt) =0
=1
) . (24)
n
— i T oo D (@i —mw)? =0
2U%ML 20_;1LML Zz:;
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen Es ergibt sich

Z( ity —0<:>Zzi—nu it = Zwl (25)

i=1

Also ist M- =n~1 3" | z; ein potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von y.

Einsetzen ergibt dann weiterhin
n 1 =
__ 7}: C_ AMLy2
252 T g5 ~ (= = )" =0
ML
& —nél + E M2 =0 (26)

2“"L AMLY2
= - Z(zz %L) .

oML . E . - .
2 n=EY" | (z; — )2 ist also potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von o2,
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

Beide potentiellen Maximum-Likelihood Schitzer kénnen durch Betrachten der zweiten Ab-
leitung von ¢,, verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll. Also sind

1 n
MR 5 R @ aMY(2) = - > (27)
i=1
und
oML L oML 1 <& MLy 2
627 i R™ = Rsg, 2+ 62 (I)IZEZ(%*H”) . (28)
i=1

die Maximum-Likelihood Schitzer von p und 2 im Normalverteilungsmodell. gM* ist iden-
. . . . S oML, S . . .
tisch mit dem Stichprobenmittel X,,, 072z ist dagegen nicht identisch mit der Stichproben-

varianz S,%.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13 (2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps asso-
10 3 ziierte Unsicherheit?
11 6 (3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass 1 < 8
12 2 ist oder dass p > 8 ist?
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP | BDI Il ¥ Modellannahmen
1 11 Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
2 14 an, dass die BDI Il 3 Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
3 10 blen X1,..., X12 ~ N(u,0?) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il X Wert einer VP durch Addition einer normal-
4 9 verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
5 8 anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.
6 17 Fragestellungen
7 3 (1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
8 20 meterwerte 1 und o2?
9 13
10 3
11 6
12 2
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar Il (BDI I1)

VP

© 0O N O a0 b W N =

e
N = O

BDI Il ¥

11
14
10
9
8
17
3
20
13
3
6
2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen
an, dass die BDI Il X Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-
blen X1,...,X12 ~ N(u, 02) sind. Dies entspricht der Annahme,
dass sich der BDI Il ¥ Wert einer VP durch Addition einer normal-
verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-
anzparameter o2 zu dem iiber VP identischen Wert p ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Para-
meterwerte u und o2?

Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schatzung sind
M = 9.6 und 62" = 20.7 (29)

sinnvolle Tipps fiir 1z und o2.
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Statistische Modelle, Statistiken und Schatzer

® Statistische Modelle

Statistiken und Schitzer

Standardprobleme frequentistischer Inferenz

® Maximum-Likelihood Schatzer

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

© ® N o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Definieren und erlautern Sie den Begriff des statistischen Modells.

Definieren und erldutern Sie den Begriff eine parametrischen statistischen Produktmodells.
Erldutern Sie den Unterschied zwischen univariaten und multivariaten statistischen Modellen.
Formulieren Sie das Bernoullimodel.

Formulieren Sie das Normalverteilungsmodell.

Definieren und erliutern Sie den Begriff der Statistik.

Definieren und erldutern Sie den Begriff des Schatzers.

Nennen und erldutern Sie die Standardprobleme der frequentistischen Inferenz.

Erlautern Sie die Standardannahmen der frequentistischen Inferenz.

Definieren und erldutern Sie den Begriff des Parameterpunktschitzers.

Definieren Sie die Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood Funktion.
Definieren Sie den Begriff des Maximum-Likelihood Schatzers.

Erlautern Sie das Vorgehen zur ML Schétzung fiir ein parametrisches statistisches Produktmodell.
Geben Sie den ML Schatzer fiir den Parameter 1 des Bernoullimodells an.

Geben Sie den ML Schatzer fiir den Parameter 1 des Normalverteilungmodels an.

Geben Sie den ML Schitzer fiir den Parameter o des Normalverteilungmodels an.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 43



Literatur
Beck, A. T. (1961). An Inventory for Measuring Depression. Archives of General Psychiatry, 4(6):561.

Georgii, H.-O. (2009). Stochastik: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. De-
Gruyter-Lehrbuch. de Gruyter, Berlin, 4., iiberarb. und erw. aufl edition.



	Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer
	Statistische Modelle
	Statistiken und Schätzer
	Standardprobleme frequentistischer Inferenz
	Maximum-Likelihood Schätzer
	Selbstkontrollfragen

	Literatur

