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(7) Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer



Literaturhinweise

Die in dieser Einheit behandelten Konzepte sind grundlegend und werden unter an-

derem in Georgii (2009, Kapitel 7) diskutiert.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 3



Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer

• Statistische Modelle

• Statistiken und Schätzer

• Standardprobleme frequentistischer Inferenz

• Maximum-Likelihood Schätzer

• Selbstkontrollfragen

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 4



Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer

• Statistische Modelle

• Statistiken und Schätzer

• Standardprobleme frequentistischer Inferenz

• Maximum-Likelihood Schätzer

• Selbstkontrollfragen

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 5



Statistische Modelle

Definition (Statistisches Modell)

Ein statistisches Modell ist ein Tripel

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}) (1)

bestehend aus einem Stichprobenraum X , einer σ-Algebra A auf X und einer mindestens

zweielementigen Menge {Pθ|θ ∈ Θ} von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (X ,A), die mit

einer gewissen Indexmenge Θ indiziert sind.

Bemerkungen

• Im Gegensatz zum W-Raum betrachten wir zwei oder mehr W-Maße.

• Das jeweils zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmaß ist mit θ ∈ Θ indiziert.

• Für Erwartungswerte und (Ko)Varianzen bezüglich Pθ schreiben wir Eθ, Vθ, Cθ.
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Statistische Modelle

Definition (Parametrische, Standard- und Produktmodelle)

• Ein statistisches Modell M heißt ein parametrisches Modell, wenn Θ ⊂ Rd für ein

d ∈ N ist. Für d = 1 heißt M ein einparametriges Modell.

• Ein statistisches Modell M heißt ein diskretes Modell, wenn X diskret ist. Jedes Pθ
besitzt dann eine WMF pθ definiert durch pθ := Pθ(x). Ein statistisches Modell M
heißt ein stetiges Modell, wenn X ⊂ Rn ist und jedes Pθ eine WDF pθ besitzt.

• Für ein statistisches Modell M0 := (X0,A0, {P0
θ|θ ∈ Θ}) und n > 1 heißt das

statistische Modell M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}), für welches X := ×ni=1X0 das n-fache

kartesische Produkt von X0 mit sich selbst ist, A die entsprechende Produkt-σ-Algebra

ist, und {Pθ|θ ∈ Θ} die entsprechende Menge an Produktmaßen
∏n
i=1 P0

θ ist, das zu

M0 gehörige Produktmodell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

• Der Vorgang des Beobachtens, der ein zufälliges Ergebnis liefert, wird mit Zufallsvek-

toren X, die Werte in X annehmen, beschrieben.

• Im Kontext statistischer Modelle nennt man diese Zufallsvektoren Beobachtung, Mes-

sung, oder Stichprobe. Ihre Realisierungen x ∈ X , also konkret vorliegende Datenwerte,

werden Beobachtungswert, Messwert, Stichprobenwert oder Datensatz genannt.

• Produktmodelle modellieren die unabhängige Wiederholung eines Einzelexperiments.

Der entsprechende Zufallsvektor X := (X1, ...., Xn) entspricht dann einer Menge von

unabhängigen Zufallsvariablen/vektoren X1, ..., Xn ∼ P0
θ.

• Wenn für ein Produktmodell die Menge X0 eindimensional ist, also z.B. X0 = R gilt,

spricht man von einem univariaten statistischen Modell.
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Statistische Modelle

Bemerkungen

• Wenn für ein Produktmodell die Menge X0 mehrdimensional ist, also z.B. X0 =

Rm,m > 1 ist, spricht man auch von multivariaten statistischen Modellen. Wir be-

trachten in diesem Kurs nur univariate statistische Modelle.

• Die am häufigsten angewendeten statistischen Modelle sind parametrische stetige Pro-

duktmodelle.

• In einem konkreten Datenanalyseproblem nimmt man an, dass die beobachteten Stich-

probenwerte x = (x1, ..., xn) der Stichprobe X = (X1, ..., Xn) durch Pθ̃ generiert

wurde, wobei θ̃ hier den wahren, aber unbekannten, Parameterwert bezeichnet. Der

wahre, aber unbekannten, Parameterwert θ̃ bleibt auch nach der statistischen Analyse

unbekannt.

• In der mathematischen Analyse von Inferenzmethoden betrachtet man alle möglichen

wahren, aber unbekannten, Parameterwerte, schreibt also einfach {Pθ|θ ∈ Θ}.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 9



Statistische Modelle

Beispiele

Bernoullimodell

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}) mit X := {0, 1}n, A := P ({0, 1}n), θ := µ, Θ :=]0, 1[, also

{Pθ|θ ∈ Θ} :=

{
n∏
i=1

Bern(µ)|µ ∈]0, 1[

}
, (2)

und damit X1, ..., Xn ∼ Bern(µ) .

Normalverteilungsmodell

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}) mit X := Rn, A := B(Rn), θ := (µ, σ2), Θ := R× R>0, also

{Pθ|θ ∈ Θ} :=

{
n∏
i=1

N(µ, σ2)|(µ, σ2) ∈ R× R>0

}
, (3)

und damit X1, ..., Xn ∼ N(µ, σ2) .

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 10



Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer

• Statistische Modelle

• Statistiken und Schätzer

• Standardprobleme frequentistischer Inferenz

• Maximum-Likelihood Schätzer

• Selbstkontrollfragen

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 11



Statistiken und Schätzer

Definition (Statistik)

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}) sei ein statistisches Modell und (Σ,S) sei ein Messraum. Dann

heißt eine Zufallsvariable S : X → Σ eine Statistik.

Bemerkungen

• Beobachtungen und Statistiken werden durch Zufallsvariablen modelliert.

• Beobachtungen modellieren die stochastische Generation von Daten; Statistiken mo-

dellieren von Datenanalyst:innen konstruierte Funktionen, die aufgrund von Beobach-

tungen essentielle Größen extrahieren, aus denen sich sinnvolle Schlüsse ziehen lassen.
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Statistiken und Schätzer

Beispiele (Statistiken)

M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel

• das Stichprobenmittel

x̄n : Rn → R, x 7→ x̄n(x) :=
1

n

n∑
i=1

xi, (4)

• die Stichprobenvarianz

s2n : Rn → R≥0, x 7→ s2n(x) :=
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄n)2, (5)

• und die T -Statistik für µ0 ∈ R und Stichprobenstandardabweichung sn

t : Rn → R, x→ t(x) :=
√
n

(
x̄n − µ0

sn

)
(6)

Statistiken.
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Statistiken und Schätzer

Definition (Schätzer)

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}), (Σ,S) sei ein Messraum, und τ : Θ → Σ sei eine Abbildung,

die jedem θ ∈ Θ eine Kenngröße τ(θ) ∈ Σ zuordnet. Eine Statistik τ̂ : X → Σ heißt dann

ein Schätzer für τ .

Bemerkungen

• Typische Beispiele für τ sind

◦ τ(θ) := θ für die Schätzung von θ,

◦ τ(θ) := θi mit θ ∈ Rd, d > 1 für die Schätzung einer Komponente von θ,

◦ τ(θ) := Eθ(X0) für die Schätzung des Erwartungswerts einer Beobachtung,

◦ τ(θ) := Vθ(X0) für die Schätzung der Varianz einer Beobachtung.

• Schätzer nehmen Zahlwerte in Σ an und heißen deshalb auch Punktschätzer.

• Nicht jeder Schätzer ist ein guter Schätzer, man definiert deshalb Schätzgütekriterien.

• Für τ̂ bei τ(θ) := θ schreibt man auch θ̂
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Statistiken und Schätzer

Beispiele (Schätzer)

M sei das Normalverteilungsmodell.

• Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel x̄n : Rn → R ein Schätzer für

τ : R× R>0 → R, (µ, σ2) 7→ τ(µ, σ2) := µ. (7)

Ebenso ist x̄n ein Schätzer für

τ : R× R>0 → R, (µ, σ2) 7→ τ(µ, σ2) := Eµ,σ2 (X0) = µ. (8)

• Weiterhin ist die konstante Funktion

τ̂ : Rn → R, x 7→ τ̂(x) := 42 (9)

ein Schätzer für

τ : R× R>0 → R>0, (µ, σ2) 7→ τ(µ, σ2) := σ2. (10)

Dass eine Funktion τ̂ : X → Σ ein Schätzer ist, heißt nicht, dass sie ein guter Schätzer ist!

Gütekriterien für Schätzer sind der Inhalt von Vorlesungseinheit (8) Schätzereigenschaften.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschätzung

Ziel der Parameterschätzung ist es, einen möglichst guten Tipp für den wahren, aber unbe-

kannten, Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend

auf der Beobachtung einer Realisierung von X1, ..., Xn ∼ pθ.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung

möglicher Parameterschätzwerte eine quantitative Aussage über die mit dem Schätzwert

assoziierte Unsicherheit zu treffen.

(3) Hypothesentest

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Ver-

teilung der Beobachtungen X1, ..., Xn in einer möglichst sinnvollen Form zu entscheiden,

ob der wahre, aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlie-

ßenden Untermengen des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Θ𝜃

Wahrer, aber unbekannter, 
Parameterwert

Θመ𝜃

Parameterschätzung

Θመ𝜃 ± 𝜉

Konfidenzintervall

[ ]

Θ

Hypothesentest

][
Θ0 Θ1

෠𝜃 ≈ 𝜃

ℙ𝜃
෠𝜃 ± 𝜉 ∋ 𝜃

𝜃 ∈ Θ0 vs. 𝜃 ∈ Θ1

Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert

𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)

Datensatzℙ𝜃

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 18



Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Die Standardannahmen frequentistischer Inferenz

• M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., Xn ∼ pθ. Es wird angenommen, dass ein
vorliegender Datensatz eine der möglichen Realisierungen von X1, ..., Xn ∼ pθ ist.

• Aus frequentistischer Sicht kann man das Experiment unendlich oft wiederholen und
zu jedem Datensatz Schätzer oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : x(1) =
(
x
(1)
1 , x

(1)
2 , ..., x(1)

n

)
mit x̄(1)

n = 1
n

∑n
i=1 x

(1)
i

Datensatz (2) : x(2) =
(
x
(2)
1 , x

(2)
2 , ..., x(2)

n

)
mit x̄(2)

n = 1
n

∑n
i=1 x

(2)
i

Datensatz (3) : x(3) =
(
x
(3)
1 , x

(3)
2 , ..., x(3)

n

)
mit x̄(3)

n = 1
n

∑n
i=1 x

(3)
i

Datensatz (4) : x(4) =
(
x
(4)
1 , x

(4)
2 , ..., x(4)

n

)
mit x̄(4)

n = 1
n

∑n
i=1 x

(4)
i

Datensatz (5) : x(5) = ...

• Um die Qualität statischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische
Statistik deshalb die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Schätzern und Statistiken

unter Annahme von X1, ..., Xn ∼ pθ. Was zum Beispiel ist die Verteilung von x̄
(1)
n ,

x̄
(2)
n , x̄

(3)
n , x̄

(4)
n , ... also die Verteilung der Zufallsvariable X̄n := 1

n

∑n
i=1Xi?

• Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahme gut
ist, dann heißt das also, dass sie bei häufiger Anwendung “im Mittel” gut ist. Im
Einzelfall, also bei nur einem Datensatz, kann sie auch recht schlecht sein.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

• Weltweit verbreitester Fragebogen zur Selbstbeurteilung des Depressionsschweregrades

• Konzipiert von Beck (1961), seitdem kleinere Revisionen

• 21 Fragen (“Items”) mit inhaltlichen Aussagen aufsteigendem Schweregrads (0-3) zu

diagnoserelevanten Themengebieten wie Traurigkeit, Versagensgefühle, Schlafverhal-

ten, Selbstmordgedanken, ...

• Beispielitem (14) Wertlosigkeit

0 Ich fühle mich nicht wertlos.

1 Ich halte mich für weniger wertvoll und nützlich als sonst.

2 Verglichen mit anderen Menschen fühle ich mich viel weniger wert.

3 Ich fühle mich völlig wertlos.

• Auswertung durch Bestimmung des Summenwerts (BDI II Σ) über Items.

• Ergebnisklassifikation: 0-8 keine Depression, 9-13 minimale Depression, 14-19 leichte

Depression, 20-28 mittelschwere Depression, 29-63 schwere Depression
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

BÍ}:ll Fragebogen
Name Alter lecht

m/w
tum

Anleitung: Dieser Fragebogen enthált 21 Gruppen Von Aussagen. Bitte lesen Sie jede dieser Cruppen von
Aussagen sorgfáltig durch und suchen Sie sich dann in jeder Gruppe eine Aussage heraus, die am besten
beschreibt, wie Sie sich in den letzten zwei Wochen, einschlieBlich heute, gefiihlt haben. Kreuzen Sie die Zahl
neben der Aussage an, die Sie sich herausgesucht haben (0, L,2 oder 3). Falls in einer Gruppe mehrere Aussagen
gleicherma8en auf Sie zutreffen, kreuzen Sie die Aussage mit der höheren ZaLú an. Achten Sie bitte darauí dass
Sie in jeder Gruppe nicht mehr als eine Aussage ankreuzen, das gilt auch für Gruppe 16 (Veránderungen der
Schlafgewohnheiten) oder Gruppe 18 (Veránderungen des Appetits).

1.)
o
1
2
3

Traurigkeit
Ich bin nicht traurig.
Ich bin oft tra u rig .

Ich bin stöndig traurig.
Ich bin so traurig oder unglÜcklich, dass
ich es nicht aushalte.

2.) Pessimismus
O Ich sehe nicht mutlos in die Zukunft.
1 Ich sehe mutloser in die Zukunft als

sonst.
2 Ich bin mutlos und erwarte nicht, dass

meine Situation besser wird.
3 Ich glaube, dass meine Zukunft

hoffnungslos ist und nur noch schlechter
wird.

Versagensgefühle
Ich fÜhle mich nicht als Versager.
Ich habe háufiger VersagensgefÜhle.
Wenn ich zurÜckblicke, sehe ich eine
Menge Fehlschláge.
Ich habe das GefÜhl, als Mensch ein
vÖlliger Versager zu sein.

4.) Verlust von Freude
0 Ich kann die Dinge genauso gut

genieBen wie frÜher.
1 Ich kann die Dinge nicht mehr so

genieBen wie frÜher.
2 Dinge, die mir frÜher Freude gemacht

haben, kann ich kaum mehr genieBen.
3 Dinge, die mir frÜher Freude gemacht

haben, kann ich Überhaupt nicht mehr
genieBen.

5.) Schuldgefühle
o Ich habe keine besonderen SchuldgefÜhle.
1 Ich habe oft SchuldgefÜhle Wegen Dingen,

die ich getan habe oder hátte tun sollen.
2 lch habe die meiste Zeit Schuldgefühle.
3 Ich habe stándig SchuldgefÜhle.

3.)
o
1
2

PEARSON 9.PsychCorp

6.) Bestrafungsgefühle
o Ich habe nicht das GefÜhl, fÜr etwas

bestraft zu sein.
1 lch habe das GefÜhl, vielleicht bestraft

zu werden.
2 Ich erwafte, bestraft zu werden.
3 Ich habe das Gefühl, bestraft zu sein.

7.) Selbstablehnung
O Ich halte von mir genauso viel wie

immer.
I Ich habe Vertrauen in mich verloren.
2 Ich bin von mir enttöuscht.
3 lch lehne mich völlig ab'

8.) Selbstvorwürfe
O Ich kritisiere oder tadle mich nicht mehr

als sonst.
1 Ich bin mir gegenÜber kritischer

als sonst.
2 Ich kritisiere mich fÜr all meine

Möngel.
3 Ich gebe mir die Schuld für alles

Schlimme, was passiert.

9.) Selbstmordgedanken
O Ich denke nicht daran, mir etwas

a nzutu n.
1 Ich denke manchmal an Selbstmord,

aber ich würde es nicht tun.
2 Ich möchte mich am liebsten umbringen.
3 Ich würde mich umbringen, wenn ich

die Gelegenheit dazu hátte.

1O.) Weinen
o Ich weine nicht öfter als fruher.
1 Ich weine jetzt mehr als frÜher.
2 Ich weine beim geringsten Anlass.
3 Ich möchte gern weinen, aber ich

kann nicht.

Summe Seite 1:

@ 2010 Peorson Assessment & lnformotion CmbH, Fronkíurt/M.

11.) Unruhe
O Ich bin nicht unruhiger als sonst.
1 Ich bin unruhiger als sonst.
2 lch bin so unruhig, dass es

mir schwerfállt, still zu sitzen.
3 Ich bin so unruhig, dass ich mich

stöndig bewegen oder etwas tun muss.

12.) tnteressenverlust
O Ich habe das Interesse an anderen

Menschen oder an Tátigkeiten nicht
verloren.

1 Ich habe weniger Interesse an anderen
Menschen oder an Dingen als sonst.

2 Ich habe das Interesse an anderen
Menschen oder Dingen zum gröBten
Teil verloren.

3 Es föllt mir schwer, mich Überhaupt fÜr
irgend etwas zu interessieren,

13.) Entschlussunfáhi9keit
O lch bin so entschlussfreudig wie immer.
1 Es fállt mir schwerer als sonst,

Entscheidungen zu treffen.
2 Es föllt mir sehr viel schwerer als sonst,

Entscheidungen zu treffen.
3 lch habe MÜhe, Überhaupt

Entscheidungen zu treffen.

14.) Wertlosigkeit
o lch fÜhle mich nicht wertlos.
1 Ich halte mich fÜr weniger wertvoll und

nÜtzlich als sonst.
2 Verglichen mit anderen Menschen fÜhle

ich mich viel weniger wert.
3 Ich fÜhle mich völlig weftlos.

15.) Energieverlust
O Ich habe so viel Energie wie immer.
1 Ich habe weniger Energie als sonst.
2 lch habe so wenig Energie, dass ich

kaum noch etwas schaffe.
3 Ich habe keine Energie mehr, um

Überhaupt noch etwas zu tun.

16.) Veránderungen der
Schlafgewohnheiten

O Meine Schlafgewohnheiten haben sich
nicht verándert.

la lch schlafe etwas mehr als sonst
1b Ich schlafe etwas weniger als sonst.
2a Ich schlafe viel mehr als sonst.
2b Ich schlafe viel weniger als sonst.
3a Ich schlafe fast den ganzen Tag.
3b Ich wache 1-2 Stunden frÜher auf als

gewöhnlich und kann dann nicht mehr
einschlafen,

18.)
o
1a

17.) Reizbarkeit
O Ich bin nicht reizbarer als sonst.
t Ich bin reizbarer als sonst.
2 Ich bin viel reizbarer als sonst.
3 Ich fÜhle mich dauernd gereizt.

Veránderun9en des Appetits
Mein Appetit hat sich nicht verándert.
Mein Appetit ist etwas schlechter als
sonst.

1b Mein Appetit ist etwas gröBer als sonst.
2a Mein Appetit ist viel schlechter als

sonst.
2b Mein Appetit ist viel gröBer als sonst.
3a lch habe Überhaupt keinen Appetit'
3b lch habe stándig HeiBhunger.

19.) Konzentrationsschwierigkeiten
O Ich kann mich so gut konzentrieren wie

immer.
1 Ich kann mich nicht mehr so gut

konzentrieren wie sonst.
2 Es föllt mir schwer, mich löngere Zeit auf

irgend etwas zu konzentrieren.
3 Ich kann mich Überhaupt nicht mehr

konzentrieren.

2o.) Ermüdung oder Erschöpfung
o Ich fÜhle mich nicht mÜder oder

erschöpfter als sonst.
1 Ich werde schneller mÜde oder erschöpft

als sonst.
2 FÜr viele Dinge, die ich Üblicherweise

tue, bin ich zu mÜde oder erschöpft.
3 Ich bin so mude oder erschöpft, dass ich

fast nichts mehr tun kann.

21.) Verlust an sexuellem Interesse
o Mein Interesse an Sexualitát hat sich in

letzter Zeit nicht verándert.
1 Ich interessiere mich weniger fÜr

Sexualitát als frÜher'
2 Ich interessiere mich jetzt viel weniger

fÜr Sexualitöt.
3 lch habe das Interesse an Sexualitát

völlig verloren.
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

VP BDI II Σ

1 11

2 14

3 10

4 9

5 8

6 17

7 3

8 20

9 13

10 3

11 6

12 2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen

an, dass die BDI II Σ Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-

blen X1, ..., X12 ∼ N(µ, σ2) sind. Dies entspricht der Annahme,

dass sich der BDI II Σ Wert einer VP durch Addition einer normal-

verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-

anzparameter σ2 zu dem über VP identischen Wert µ ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps für die wahren, aber unbekannten, Para-

meterwerte µ und σ2?

(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps asso-

ziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise für die Hypothese, dass µ ≤ 8

ist oder dass µ > 8 ist?
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Statistische Modelle, Statistiken und Schätzer
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Maximum-Likelihood Schätzer

Θ𝜃

Wahrer, aber unbekannter, 
Parameterwert

Θመ𝜃

Parameterschätzung

Θመ𝜃 ± 𝜉

Konfidenzintervall

[ ]

Θ

Hypothesentest

][
Θ0 Θ1

෠𝜃 ≈ 𝜃

ℙ𝜃
෠𝜃 ± 𝜉 ∋ 𝜃

𝜃 ∈ Θ0 vs. 𝜃 ∈ Θ1

Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert

𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)

Datensatzℙ𝜃

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 24



Maximum-Likelihood Schätzer

Definition (Parameterpunktschätzer)

M := (X ,A, {Pθ|θ ∈ Θ}) sei ein statistisches Modell, (Θ,S) sei ein Messraum, und

θ̂ : X → Θ sei ein Abbildung. Dann nennen wir θ̂ einen Parameterpunktschätzer für θ.

• Parameterpunktschätzer nennt man auch einfach Parameterschätzer.

• Parameterpunktschätzer sind Schätzer mit τ := idΘ

• Parameterschätzer nehmen Zahlwerte in Θ an.

• Notationstechnisch wird oft nicht zwischen θ̂ und θ̂( x ) unterschieden.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Alternative Visualisierung der Parameterpunktschätzung (Georgii, 2009, Kapitel 7)

• Man beachte, dass hier die Notation ϑ = θ, Pϑ = Pθ, T (x) = θ̂(x) benutzt wird.

7.2 Die Qual der Wahl 199

?

ϑ

2

x

X

Pϑ

T

T (x)

Von welchem ϑ

kommt x her?

Modell bilden!

T bestimmen!

Mein Tipp: ϑ = T (x) !

Abbildung 7.1: Das Prinzip des Schätzens: Eine unbekannte Größe ϑ soll ermittelt wer-
den; die möglichen ϑ’s bilden eine Menge 2. Das tatsächlich vorliegende ϑ bestimmt
ein Zufallsgesetz Pϑ , welches das Zufallsexperiment steuert und im konkreten Fall zum
Messwert x führt. Um auf ϑ zurückschließen zu können, muss der Statistiker zunächst
für jedes ϑ das Zufallsgesetz Pϑ analysieren – das geschieht bei der Modellbildung. Die
ermittelte Struktur aller Pϑ ’s muss er dann ausnutzen, um eine Abbildung T : X → 2

so geschickt zu konstruieren, dass der Wert T (x) dem tatsächlich vorliegenden ϑ typi-
scherweise möglichst nahe kommt – ganz egal, welches ϑ das nun wirklich ist.

und Gleichverteilung der erzeugten Zufallszahlen – die Produktmaße Pϑ = U[0,ϑ]⊗n .

Wir haben somit das n-fache Produktmodell

(X ,F , Pϑ : ϑ ∈ 2) =
(
[0,∞[n,B[0,∞[⊗n,U[0,ϑ]⊗n : ϑ > 0

)

von skalierten Gleichverteilungen. Wir betrachten nun zwei Ratestrategien für die bei-
den Spieler.

Spieler A erinnert sich an das Gesetz der großen Zahl. Wegen E(U[0,ϑ]) = ϑ/2 gilt
für den doppelten Mittelwert Tn := 2 M = 2

n

∑n
k=1 Xk

Pϑ
(
|Tn − ϑ | > ε

)
−→
n→∞

0 für alle ε > 0 ,

d. h. Tn konvergiert Pϑ -stochastisch gegen ϑ . (Da auch das zugrunde liegende Modell
von der Beobachtungszahl n abhängt, wird hier der Begriff der stochastischen Kon-
vergenz in einem etwas allgemeineren Sinne als bisher verwendet.) Spieler A wählt
deshalb Tn als Schätzer und hofft, dass dies bereits für n = 10 vernünftig ist.

Spieler B denkt sich: Das Beobachtungsmaximum T̃n := max(X1, . . . , Xn) ist
zwar stets kleiner als ϑ , wird aber für großes n nahe bei ϑ liegen. In der Tat gilt für
alle ε > 0

Pϑ
(
T̃n ≤ ϑ − ε

)
= Pϑ

(
X1 ≤ ϑ − ε, . . . , Xn ≤ ϑ − ε

)
=
(
ϑ−ε
ϑ

)n −→
n→∞

0 ,

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 26



Maximum-Likelihood Schätzer

Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschätzern

• Die Definition eines Parameterschätzers macht keine Aussage darüber, wie man Pa-

rameterschätzer findet. Zur Gewinnung von Parameterschätzern haben sich deshalb

verschiedene Prinzipien etabliert.

• Populäre Methoden zur Gewinnung von Parameterschätzern sind

◦ Momentenmethode (≈ est. 1890)

◦ Maximum-Likelihood Methode (≈ est. 1920)

◦ M-, Z-, W-Schätzung (≈ est. 1960)

• Perse garantiert keine der obengenannten Methoden, dass die mit ihrer Hilfe generier-

ten Parameterschätzer in einem wohldefinierten Sinn gute Schätzer sind.

• Die Eigenschaften von durch die Maximum-Likelihood Methode generierten Schätzern

sind generell wünschenswert. Wir betrachten also in der Folge nur die Maximum-

Likelihood Methode genauer. Mithilfe der Maximum-Likelihood Methode generierte

Parameterpunktschätzer nennen wir Maximum-Likelihood (ML) Schätzer.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit WMF oder WDF pθ , so dass

X1, ..., Xn ∼ pθ. Dann ist die Likelihood Funktion definiert als

Ln : Θ→ [0,∞[, θ 7→ Ln(θ) :=
n∏
i=1

pθ(xi). (11)

Die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

`n : Θ→ R, θ 7→ `n(θ) := lnLn(θ). (12)

Bemerkungen

• Ln ist eine Funktion des Parameters eines statistischen Modells.

• Werte von Ln sind die gemeinsamen W-Massen bzw. W-Dichten von Daten x1, ..., xn.

• Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass Ln über Θ zu 1 integriert.

• Die Likelihood-Funktion ist also keine WMF oder WDF.

• Die Log-Likelihood-Funktion ist die logarithmierte Likelihood-Funktion.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Definition (Maximum-Likelihood Schätzer)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit Parameter θ ∈ Θ. Ein Maximum-

Likelihood (ML) Schätzer von θ ist definiert als

θ̂ML
n : X → Θ, x 7→ θ̂ML

n (x) := arg max
θ∈Θ

Ln(θ) = arg max
θ∈Θ

`n(θ). (13)

Bemerkungen

• Ln(θ) :=
∏n
i=1 pθ(xi) hängt von x1, ..., xn ab, also hängt auch θ̂ML

n (x) von x1, ..., xn ab.

• Weil ln monoton steigend ist, entspricht eine Maximumstelle von `n einer Maximumstelle von Ln.

• Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion ist oft einfacher als mit der Likelihood Funktion.

• Multiplikation von Ln mit einer positive Konstante, die nicht von θ abhängt, verändert einen ML

Schätzer nicht, konstante additive Terme in der Log-Likelihood können also vernachlässigt werden.

• Maximum-Likelihood Schätzung ist ein Optimierungsproblem
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Maximum-Likelihood Schätzer

Maximum-Likelihood Schätzung für parametrische statistische Produktmodelle

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion.

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen.

(3) Auflösen nach potentiellen Maximumstellen.

Dabei nutzt man typischerweise

• Methoden der analytische Optimierung in klassischen Beispielen und

• Methoden der numerische Optimierung im Anwendungskontext.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Bernoullimodell)

M sei das Bernoullimodell, also X1, ..., Xn ∼ Bern(µ).

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion

Es gilt

Ln :]0, 1[→]0, 1[, µ 7→ Ln(µ) :=
n∏
i=1

µxi (1− µ)1−xi = µ
∑n
i=1 xi (1− µ)n−

∑n
i=1 xi . (14)

Logarithmieren ergibt

`n :]0, 1[→ R, µ 7→ `n(µ) = lnµ
n∑
i=1

xi + ln(1− µ)

(
n−

n∑
i=1

xi

)
. (15)
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es gilt

d

dµ
`n(µ) =

d

dµ

(
lnµ

n∑
i=1

xi + ln(1− µ)

(
n−

n∑
i=1

xi

))

=
d

dµ
lnµ

n∑
i=1

xi +
d

dµ
ln(1− µ)

(
n−

n∑
i=1

xi

)

=
1

µ

n∑
i=1

xi −
1

1− µ

(
n−

n∑
i=1

xi

)
.

(16)

Die Maximum-Likelihood Gleichung ergibt sich also zu

1

µ̂ML
n

n∑
i=1

xi −
1

1− µ̂ML
n

(
n−

n∑
i=1

xi

)
= 0. (17)
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(3) Auflösen nach potentiellen Maximumstellen

Es gilt

1

µ̂ML
n

n∑
i=1

xi −
1

1− µ̂ML
n

(
n−

n∑
i=1

xi

)
= 0

⇔ µ̂
ML
n (1− µ̂ML

n )

(
1

µ̂ML
n

n∑
i=1

xi −
1

1− µ̂ML
n

(
n−

n∑
i=1

xi

))
= 0

⇔
n∑
i=1

xi − µ̂ML
n

n∑
i=1

xi − nµ̂ML
n + µ̂

ML
n

n∑
i=1

xi = 0

⇔ nµ̂
ML
n =

n∑
i=1

xi

⇔ µ̂
ML
n =

1

n

n∑
i=1

xi.

(18)
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Bernoullimodell)

µ̂ML
n = 1

n

∑n
i=1 xi ist also ein potentieller Maximum-Likelihood Schätzer von µ. Dies kann

durch Betrachten der zweiten Ableitung von `n verifiziert werden, worauf hier verzichtet

werden soll.

µ̂ML
n : {0, 1}n → [0, 1], x 7→ µ̂ML

n (x) :=
1

n

n∑
i=1

xi (19)

ist also ein Maximum-Likelihood Schätzer von µ im Bernoullimodell.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

M sei das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion

Es gilt

Ln : R× R>0 → R>0, (µ, σ
2
) 7→ Ln(µ, σ

2
) :=

n∏
i=1

1
√

2πσ2
exp

(
−

1

2σ2
(xi − µ)

2

)

=
(

2πσ
2
)−n

2 exp

(
−

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)
2

)
.

(20)

Logarithmieren ergibt

`n : R×R>0 → R, (µ, σ2) 7→ `n(µ, σ2) = −
n

2
ln 2π−

n

2
lnσ2 −

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2. (21)
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen Es ergibt

sich

d

dµ
`n(µ) = −

d

dµ

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)
2

= −
1

2σ2

n∑
i=1

d

dµ
(xi − µ)

2
=

1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ). (22)

Weiterhin ergibt sich

d

dσ2
`n(σ

2
) = −

n

2

d

dσ2
lnσ

2 −
d

dσ2

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)
2

= −
n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)
2
. (23)

Die Maximum-Likelihood Gleichungen haben also die Form

n∑
i=1

(xi − µ̂ML
n ) = 0

−
n

2σ̂2ML
n

+
1

2σ̂4ML
n

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

(24)
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

(3) Auflösen nach potentiellen Maximumstellen Es ergibt sich

n∑
i=1

(xi − µ̂ML
n ) = 0⇔

n∑
i=1

xi = nµ̂ML
n ⇔ µ̂ML

n =
1

n

n∑
i=1

xi. (25)

Also ist µ̂ML
n = n−1

∑n
i=1 xi ein potentieller Maximum-Likelihood Schätzer von µ.

Einsetzen ergibt dann weiterhin

−
n

2σ̂2ML
n

+
1

2σ̂4ML
n

n∑
i=1

(xi − µ̂ML
n )2 = 0

⇔ −nσ̂2ML

n +
n∑
i=1

(xi − µ̂ML
n )2 = 0

⇔ σ̂2ML

n =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ̂ML
n )2.

(26)

σ̂2ML

n = n−1
∑n
i=1(xi− µ̂ML

n )2 ist also potentieller Maximum-Likelihood Schätzer von σ2.
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Maximum-Likelihood Schätzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

Beide potentiellen Maximum-Likelihood Schätzer können durch Betrachten der zweiten Ab-

leitung von `n verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll. Also sind

µ̂ML
n : Rn → R, x 7→ µ̂ML

n (x) :=
1

n

n∑
i=1

xi (27)

und

σ̂2ML

n : Rn → R≥0, x 7→ σ̂2ML

n (x) :=
1

n

n∑
i=1

(
xi − µ̂ML

n

)2
. (28)

die Maximum-Likelihood Schätzer von µ und σ2 im Normalverteilungsmodell. µ̂ML
n ist iden-

tisch mit dem Stichprobenmittel X̄n, σ̂2ML

n ist dagegen nicht identisch mit der Stichproben-

varianz S2
n.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik |© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 38



Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

VP BDI II Σ

1 11

2 14

3 10

4 9

5 8

6 17

7 3

8 20

9 13

10 3

11 6

12 2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen

an, dass die BDI II Σ Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-

blen X1, ..., X12 ∼ N(µ, σ2) sind. Dies entspricht der Annahme,

dass sich der BDI II Σ Wert einer VP durch Addition einer normal-

verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-

anzparameter σ2 zu dem über VP identischen Wert µ ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps für die wahren, aber unbekannten, Para-

meterwerte µ und σ2?

(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps asso-

ziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise für die Hypothese, dass µ ≤ 8

ist oder dass µ > 8 ist?
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

VP BDI II Σ

1 11

2 14

3 10

4 9

5 8

6 17

7 3

8 20

9 13

10 3

11 6

12 2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen

an, dass die BDI II Σ Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-

blen X1, ..., X12 ∼ N(µ, σ2) sind. Dies entspricht der Annahme,

dass sich der BDI II Σ Wert einer VP durch Addition einer normal-

verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-

anzparameter σ2 zu dem über VP identischen Wert µ ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps für die wahren, aber unbekannten, Para-

meterwerte µ und σ2?

(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinne die mit diesen Tipps asso-

ziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise für die Hypothese, dass µ ≤ 8

ist oder dass µ > 8 ist?
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Standardprobleme frequentistischer Inferenz

Anwendungsbeispiel

Beck Depressions-Inventar II (BDI II)

VP BDI II Σ

1 11

2 14

3 10

4 9

5 8

6 17

7 3

8 20

9 13

10 3

11 6

12 2

Modellannahmen

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen

an, dass die BDI II Σ Werte Realisierungen von u.i.v. Zufallsvaria-

blen X1, ..., X12 ∼ N(µ, σ2) sind. Dies entspricht der Annahme,

dass sich der BDI II Σ Wert einer VP durch Addition einer normal-

verteilten Fehlervariable mit Erwartungswertparameter 0 und Vari-

anzparameter σ2 zu dem über VP identischen Wert µ ergibt.

Fragestellungen

(1) Was sind sinnvolle Tipps für die wahren, aber unbekannten, Para-

meterwerte µ und σ2?

Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schätzung sind

µ̂ML
n = 9.6̄ und σ̂2ML

n = 29.7 (29)

sinnvolle Tipps für µ und σ2.
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und erläutern Sie den Begriff des statistischen Modells.

2. Definieren und erläutern Sie den Begriff eine parametrischen statistischen Produktmodells.

3. Erläutern Sie den Unterschied zwischen univariaten und multivariaten statistischen Modellen.

4. Formulieren Sie das Bernoullimodel.

5. Formulieren Sie das Normalverteilungsmodell.

6. Definieren und erläutern Sie den Begriff der Statistik.

7. Definieren und erläutern Sie den Begriff des Schätzers.

8. Nennen und erläutern Sie die Standardprobleme der frequentistischen Inferenz.

9. Erläutern Sie die Standardannahmen der frequentistischen Inferenz.

10. Definieren und erläutern Sie den Begriff des Parameterpunktschätzers.

11. Definieren Sie die Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood Funktion.

12. Definieren Sie den Begriff des Maximum-Likelihood Schätzers.

13. Erläutern Sie das Vorgehen zur ML Schätzung für ein parametrisches statistisches Produktmodell.

14. Geben Sie den ML Schätzer für den Parameter µ des Bernoullimodells an.

15. Geben Sie den ML Schätzer für den Parameter µ des Normalverteilungmodels an.

16. Geben Sie den ML Schätzer für den Parameter σ2 des Normalverteilungmodels an.
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