Inferenzstatistik
BSc Psychologie SoSe 2021

Prof. Dr. Dirk Ostwald



(6) Transformationen der Normalverteilung

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (© 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 2



Literaturhinweise

Weiterfithrende Diskussionen der in dieser Vorlesungsheinheit behandelten Inhalte
finden sich z.B. in Georgii (2009, Kapitel 9), DeGroot and Schervish (2012, Sections
3.8 - 3.9) und Casella and Berger (2012, Section 5.3). Der Abschnitt Transformati-
onstheoreme in dieser Vorlesungseinheit richtet sich primar Studierende, die an der
Arbeit mit probabilistischen Modellen in der Statistik, dem maschinellen Lernen,
oder der kiinstlichen Intelligenz interessiert sind. Bei den Standardtransformationen

sind wie Ublich die Theoreme, nicht jedoch die Beweise, priifungsrelevant.
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

® Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable bei der Durchfiihrung eines Zufallsexperiments annimmt,
heiBt eine Realisierung der Zufallsvariable. Mithilfe eines Computers lassen sich Zufallsexperimente
simulieren und Realisierungen von Zufallsvariablen erhalten.

® Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen erhilt man in R mit rnorm(), wobei die Syntax
fiir Realisierungen von n unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen X; ~ N (u, 02),1‘ =
1, ..., n durch morm(n, u, Vo?) gegeben ist.

x = rnorm(1,0,1) # X1 \sim N(0,1)
[1] 0.13
x = rnorm(1,10,1) # X1 \sim N(10,1)
(1] 8.87
= rnorm(3,5,sqrt(2)) # Xi \sim N(5,2), i =1,2,3 (u.i.v.)

x =
[1] 5.25 3.17 6.62
x = rnorm(lel,5,sqrt(2)) # Xi \sim N(5,2), i = 1,...,10 (u.i.v.)

[1] 2.63 8.48 5.60 7.88 6.04 4.08 5.34 3.22 6.42 5.30

x = rnorm(le4,5,sqrt(2)) \sim N(5,2), i = 1,...,10.000 (u.i.v.)
[1] 6.78 5.43 5.10 2.89 4.28 4.22 4.31 1.94 5.65 6.26 4.49 4.82 4.93 5.66

it
X

® Die empirische Verteilung unabhingig und identisch simulierter Zufallsvariablenrealisationen ent-
spricht der Verteilung der Zufallsvariable. Die empirische Verteilung stellt man mit Histogrammen
(H3ufigkeitsverteilungen) oder histogramm-basierten Dichteschitzern dar.
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

N(x; 0, 1) Realisierungen von Xy, . . ., Xy
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

® |nhalt dieser Vorlesungseinheit sind einige GesetzmaBigkeiten zur Transformation von normalverteil-
ten Zufallsvariablen. Mit Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf Zufallsvariablen
sowie die arithmetische Verkniipfung mehrerer Zufallsvariablen gemeint. Die zentrale Fragestellung
dabei ist folgende: “Wenn die Zufallsvariable X normalverteilt ist, wie ist dann eine Zufallsvariable
Y, die sich durch Transformation von X ergibt, verteilt?”

® Fiir die in dieser Vorlesungseinheit behandelten Fille gilt, dass man explizit Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen fiir die Verteilung der transformierten Zufallsvariable angeben kann. Diese gehtren
zu den klassischen Resultaten der frequentistischen Statistik und sind fiir das Verstdndnis von Kon-
fidenzintervallen, Hypothesentests, und Varianzanalysen essentiell.

® |ntuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation ihrer
u.i.v. Realisierungen klar machen. Betrachtet man z.B. X ~ N(0,1) und ihre Transformation
Y := X2 und sind z1 = 0.10,z2 = —0.20,z3 = 0.80 drei u.i.v. Realisierungen von X, so
entspricht dies den u.i.v. Realisierungen y1 = mf = 0.01,y2 = zg = 0.04,y3 = zg = 0.64
von Y. In diesem Beispiel fillt auf, dass Y keine negativen Werte annimmt, die Verteilung von Y’
ordnet negativen Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu.
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

® Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

# Simulationsspezifikation

n = led # Anzahl von u.i.v Realisierungen (ZVen)
mu =1 # Erwartungswertparameter von X

sigsqr = 2 # Varianzparameter von X

# Quadration einer Zufallsvariable

X = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen xi, i = 1,....,n von X
hist (X) # Histogramm der Realisierungen von X
Y = X"2 # Realisierungen yi = xi"2 von Y

hist (Y) # Histogramm der Realisierungen von Y

# Addition zweier normalverteilter Zufallsvariablen

X_1 = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen x1i, i = 1,....,n von X1
X_2 = rnorm(n, mu, sigsqr) # Realisierungen x2i, i = 1,....,n von X2
Y = X.1 + X_.2 # Realisierungen yi = x1i + x2i von Y
hist (Y) # Histogramm der Realisierungen von Y
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Vorbemerkungen

Uberblick

® |Im Abschnitt Transformationstheoreme stellen wir zunichst einige generelle Werkzeuge zum Be-
rechnen der WDFen von transformierten Zufallsvariablen bereit. Diese Werkzeuge sind von der
allgemeinen Form “Wenn X eine Zufallsvariable mit WDF px und Y := f(X) die durch f trans-
formierte Zufallsvariable ist, dann gilt fiir die WDF von Y die folgende Formel: py := {Formel}".

® Im Abschnitt Standardtransformationen diskutieren wir sechs Standardtransformationen normal-
verteilter Zufallsvariablen, die in der klassischen frequentistischen Statistik und damit im weite-
ren Verlauf des Kurses zentrale Rollen spielen. Diese Aussagen sind von der allgemeinen Form

“Wenn X;,7 = 1,...,n unabh&ngig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen sind und Y :=
f( X1 ,...,X,) eine Transformation dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF von Y durch
die Formel py := {Formel} gegeben und man nennt die Verteilung von Y {Verteilungsname}”.

® Die Aussagen im Abschnitt Standardtransformationen sind fiir die klassische frequentistische Sta-
tistik zentral, weil

(1) der zentrale Grenzwertsatz die Annahme additiv unabhingig normalverteilter Stérvariablen,
und damit normalverteilter Daten, rechtfertigt,

(2) wie wir in der nichsten Vorlesungseinheit sehen werden, es sich bei Schitzern und Statistiken
um Transformationen von Zufallsvariablen handelt, und

3

-

Konfidenzintervalle und Hypothesentests durch die Verteilungen ihrer jeweiligen Statistiken
charakterisiert und gerechtfertigt sind.
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Transformationstheoreme

Uberblick

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine
Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X), wenn X eine Zufallsvariable mit
WDF px ist und f eine bijektive Funktion ist.

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei linear affinen Abbildungen gibt eine
Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine Zufallsvariable
mit WDF px ist und f eine linear-affine Funktion ist.

® Das univariate WDF Transformationstheorem bei stiickweisen bijektiven Abbildun-
gen gibt eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine
Zufallsvariable mit WDF px ist und f zumindest in Teilen bijektiv ist.

® Das multivariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert
eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y := f(X), wenn X ein Zufallsvektor
mit WDF px ist und f eine bijektive multivariate vektorwertige Funktion ist.

® Das Faltungstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y :=
X1 + Xo, wenn X1 und X5 zwei Zufallsvariablen mit WDFen px, und px, sind.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit WDF px fiir die P(Ja,b[) = 1 gilt, wobei a und/oder b

entweder endlich oder unendlich seien. Weiterhin sei

Y= f(X) (1)

wobei die univariate reellwertige Funktion f :]a,b[— R differenzierbar und bijektiv auf
Ja,b[ sei. f(la,b]) sei das Bild von ]a,b[ unter f. SchlieBlich sei f~!(y) der Wert der
Umkehrunktion von f(z) fiir y € f(]a,b[) und f’(z) sei die Ableitung von f an der Stelle
z. Dann ist die WDF von Y gegeben durch

S — -1 ur a
pr R Ragy o ey = § O X U0 Brve i o,

0 firy € R\ f(]a,b)).
Bemerkungen

® |inear-affine Abbildungen sind ein wichtiger Anwendungsfalls.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf Ja, b[ ist, f entweder strikt wachsend oder strikt fallend ist.
Nehmen wir zunichst an, dass f auf Ja, b[ strikt wachsend ist. Dann ist auch f_1 firalle y € f(Ja, b[) wachsend, und es gilt

Py =PY <) =PUX) <o) =P TGN < Tw) =P(Xx < ') =Px (W) @

Py ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl f71 als auch Py differenzierbar sind. Mit der Kettenregel und dem Satz von
der Umkehrabbildung (f71 () = 1/f’(f71 (z)), folgt dann, dass die WDF p+y- sich ergibt wie folgt:

py (v) = ipym = ipx (W) =rx (FT W) — 1w = ;)px (tw), @

d
dy (1w

Weil £~ 1 strikt wachsend ist, ist d/dy(f 1 (y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn f auf ]a, b[ strikt fallend ist,
dann ist auch f ~ 1 firalle y € f(Ja, b[) fallend und es gilt

Py =PFX) <) =P (TGN 2T w) =p (x>t w) =1-Px (W), ©®
Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

d d _ _ d 1 _
py(y):dfy(lny(y))zfan (f 1(y>):7px (f l(y)) [Tyf l(y)zfmpx (f l(y)).
(6)

Weil £ 1 strikt fallend ist, ist d/dy (f ~ 1 (y)) negativ, so dass —d /dy(f 1 (y)) gleich |d/dy(f 1 (y))] ist und das Theorem trifft

zu.

(]
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei linear-affinen Abbildungen)

X sei eine Zufallsvariable mit WDF px und es sei

Y = f(X) mit f(X) :=aX + b fiir a #0. (7)
Dann ist die WDF von Y gegeben durch
1 y—>b
py :R = R0,y = py(y) = mpx( . > (8)

Bemerkung
® Das Theorem folgt direkt WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

_ _ y—2>b
fliRHR,nyl(y):T 9
ist, weil dann f o f~! = idg gilt, wie man anhand von
—-b
f(f_l(z)):a(w >+b:x7b+b:mﬂirallex€R (10)
a
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
d
f’:R%R,me’(m):d—(az+b):a. (11)
by
Also folgt mit dem Theorem zur WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen, dass
1 —1
py :R—= R0,y = py(y) = —————px ([ (W)
- 17 (F= @) | ( >
(12)
1 <y - b)
= —px | =——).
lal a
O
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Transformationstheoreme

Theorem (U.v. WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WDF px . Weiterhin sei
Y = f(X), (13)

wobei f so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von X in eine endliche Anzahl von Mengen X7, ..., X
mit einer entsprechenden Anzahl von Mengen Y := f(X1),..., Yk := f(X)) im Ergebnisraum Y von
Y partitioniert werden kann (wobei nicht notwendigerweise Y; N Y; = 0,1 < i,5 < k gelten muss),
so dass die Abbildung f fiir alle X1, ..., X} bijektiv ist (d.h. f ist eine stiickweise bijektive Abbildung).
Fir ¢ = 1, ..., k bezeichne f;l die Umkehrfunktion von f auf ));. SchlieBlich nehmen wir an, dass die
Ableitungen f/ fiir alle i = 1, ..., k existieren und stetig sind. Dann ist eine WDF von Y durch

k
py 1Y = R0,y py(y) = D 1y, (¥)

1 _
2 mpx (fi 1(?!)) o (14)

gegeben.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die x2-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Theorem (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
X sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF px . Weiterhin sei
Y = f(X), (15)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R™ — R"™ differenzierbar und bijektiv auf ]a, b] sei.
SchlieBlich seien

; o
J (@) = <—f¢(z)) € R X" (16)
O 1<i<n,1<j<n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle € R™, |J/(x)| die Determinante von J/(z), und es sei
|Jf (x)| # 0 fiir alle z € R™. Dann ist eine WDF von Y durch

mpx (f_l(y)) fory € f(R™)
for y € R™ \ f(R™)

py : R™ — R>o,y — py () := (17)

gegeben.

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des univariaten Falls.

® Die T-und F-Transformationen sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Theorem (Summe unabhingiger Zufallsvariable, Faltung)

X1 und X3 seien zwei kontinuierliche unabhangige Zufallsvariablen mit WDF px, und px,,
respektive. Y := X 4+ X2 sei die Summe von X; und X3. Dann ergibt sich eine WDF der
Verteilung von Y als

oo oo
py (y) = / px, (Y — 22)px, (x2) dro = / px, (21)px, (y — 1) doa (18)
— 00 — 00
Die Formel fiir die WDF py heiBt Faltung oder Konvolution von px, und px,.
Bemerkung

® Die Summen- und Mittelwerttransformation sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen. Dazu definieren
wir zundchst

FiRE SRz o fla) = (zl +I2> = (zl> (19)
) z2
Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch
fiR? 5 R 2 f(2) = (ZI;I2> (20)
2
weil dann fo f7! = idg2 gilt, wie man anhand von
-1 _ -1 (miFa2) _ (w1t @2—x2) _ (X1

@y =g () = () < () ()

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu

22 f1(@) = fi(z) 11(z1+m2) o~ (x1 + x2) 1 1
Jf(ﬂi) = (8 1f2(:1:) Z%zfz(m)> = <8 LIZ a 2 a o ) (0 1) (22)

GER GER EEDY

und die Jacobideterminante damit zu |J7 (z)| = 1.
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Transformationstheoreme

Beweis (fortgefiihrt)
Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhé&ngigkeit von X7 und Xs impliziert, dass

Pxq, X, (%1, 22) = px; (z1)p(X2)(22) (23)

impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich 25 ergibt dann ergibt dann fiir z € f(R?)

— 1 -1
p2() = gy (19)

= 1PX1.X; (21 — z2, 22) (24)
=px; (21 — 22)px, (22)
Integration iiber 2 ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von Z;
Pz (21) = /m pxq (21 — 2)px, (v2) da2 (25)
—oco
Mit Z; = X1 4+ X2 = Y ergibt sich dann die erste Form des Faltungstheorems zu
py (y) = /_O:C Pxy (Y — 2)px, (v2) doa. (26)
O
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Standardtransformationen

Uberblick

® Das Summentransformationstheorem besagt, dass die Summe unabhingig normal-
verteilter Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser
Verteilung an.

® Das Mittewertstransformationstheorem besagt, dass das Stichprobenmittel unabhingig
normalverteilter Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter
dieser Verteilung an.

® Das Z-Transformationstheorem besagt, dass Subtraktion des Erwartungswertparame-
ters und gleichzeitige Division mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung
einer normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnormalverteilung transformiere.

® Das x2-Transformationstheorem besagt, dass die Summe quadrierter u.i.v. standard-
normalverteilter Zufallsvariablen eine y?-verteilte Zufallsvariable ist.

® Das T-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Divi-
sion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable durch die Quadratwurzel einer x2-
verteilten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt, eine t-verteilte Zufallsvariable ist.

® Das F-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Divi-
sion zweier x2 verteilter Zufallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen Freiheits-
gradparameter, ergibt eine F-verteilte Zufallsvariable ist.
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Summentransformation

Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen)

Fiir: = 1,...,n seien X; ~ N(ui,a%) unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann
gilt fur die Summe Y := 3" | X; , dass
n n
v (St @7
i=1 =1

Fiir unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen X; ~ N(u,02) gilt folglich

Y ~ N(nu,no?). (28)

Bemerkung
® Die Mittelwerttransformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsitze sind wichtige Anwendungsfille.
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Summentransformation

Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen

X1 ~N(-2.0,0.5) X2~N(1.0,0.7) X1+Xz~N(-1.0,1.2)

05 4
0.4 4
0.3 4
0.2 4

0.1 4
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Summentransformation

Beweis

Wir skizzieren mithilfe der Faltungsformel, dass fiir X1 ~ N(u1,02), X2 ~ N(uz,02), und ¥ =
X1 + X2 gilt, dass Y ~ N(u1 + Mg,of + US). Fiir n > 2 folgt das Theorem dann durch Iteration.
Mit der Definition der WDF der Normalverteilung erhalten wir zundchst

o0
Py (y) = / Py (21)Px, (y — 1) doy
[ e (5 (5)) e (5 () )
——exp|—= | —— exp | —= (| ——— x
— oo V2o P 2 o1 2mog P 2 o2 !

o0 1 1 /1 —p1\2 1 /y—my —p2\?
——exp|—=|————) — | ——m dx.
oo 2WO102 2 o1 o2

2
(29)
Mit einigem algebraischen Aufwand erhdlt man die Identit&t
1 (wl —M1>271 (y—iﬂl —Mz)z
2 o1 2 g2
_ = —p2)?  (0F +03)w1 — 0Ty + ppof — paoy)? (30)

2(of +03) 20¢03 (0} +03)

so dass weiterhin gilt, dass

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 27



Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

) 1 (y — 1 — no)? ((df-%—ﬂ%)m —afy+u20f —/»105)2
Py () = b 2 .2y 2.2(02 1 o2 dy
—o0 2woy0g 2(0? + 03) 20202 (0?2 + 02)
oo 1 (W —m1 —nz)? (o} + oD)@1 — ofy + pgof — uy0d)?
= Smoon P\ T T 21,2y P T 2.2(,2 2 dey
—oc0 2moy0g 2(07 + 03) 20202 (0% + 03)
1 (y — p1 — u2)? oo ((G%erg)wl *U%eruzaf*#lG%)z
_ o () (L —edy pae @
2n0 09 2(c? + 03) —oo 20202 (0% + 03)
(31)
Fiir das verbleibende Integral zeigt man mithilfe der Integration durch Substitution, dass
/-oo (63 + 0wy — oFy + pgo? — pyo3)? J Varoyog )
exp [ — 2 = .
oo 20703(a3 + o3) 212
Es ergibt sich also
() 1 V2rojog (y — 1 — p2)?
py (y) = exp | —
2no10g \/0% + o2 2(0? + 02)
= (33)

_enten? (7 (v—ny - u2)2>

1 o (y — 1 — pg)?
= xp [ — .
VIT\[oF + o3 2(62 4 02)

2(0f + 02)
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

SchlieBlich folgt, dass

= ! exp | — ! — 2
py (y) = e p( 307+ 00) (y — (p1 + p2)) >

(34)

N(y; p1 + pz, 0% +03)

Ein einfacheres Vorgehen ergibt sich vermutlich nach Fouriertransformation der WDF im Sinne der
sogenannten charakteristischen Funktion einer Zufallsvariable. In diesem Fall wiirde die Faltung der
WDFen der Multiplikation der charakteristischen Funktionen entsprechen.

O
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen
® Transformationstheoreme

e Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation

® 7 _Transformation

x2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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Mittelwerttransformation

Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen)

Firi=1,...,n seien X; ~ N(p,,o’z) unabhingig und identisch normalverteilte Zufallsva-

riablen. Dann gilt fiir das Stichprobenmittel X,, := % o1 X, dass
2
Xn~N (u, i) . (35)
n

Bemerkung
® Die Analyse von Erwartungswertschatzern ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsitze sind wichtige Anwendungsfille.
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Mittelwerttransformation

Stichprobenmittel u.i.v. normalverteilter Zufallsvariablen

Xi~N(2,4),i=1,...,10 Xn ~N(2,4/10)
0.7 — 0.7
0.6 — 0.6 —
0.5 — 0.5 —
0.4 — 0.4 —
0.3 0.3 —
0.2 e 0.2
1
0.0 — ”\Vlﬂw \ ‘“W“' T \ 00 — T T T \
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X Xn
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Mittelwerttransformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhingig normalverteilten Zufallsvariablen gilt, dass X,

Ly mit
n

Y = E?:l X; ~ N(np, no2). Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann
pe (Zn) ! N(n:?‘ snp n02>
Tn) = Cn s s
Xn I1/n]
n 1 2
=—" ep (77 (n&n — np) )
Varno? 2no2
n ( 1 )2)
= —— exp(— , — M
Vanno?2 2no2
~1 1 (nzn)?  2(n@n)(np)  (np)?
=nn 2 exp | — —
2o 2no2 2no2 2no?
(36)
e 1 ng2  2mEpp np?
=Vn——=exp | — _ =
Vano2 202 202 202
1 1 z2 2%y u?
= exp [ — —
1/vm Vano?2 2(62/n)  2(62/n)  2(c2/n)
1 1 P
= exp | — 3 (Bn — 1)
V2r(a2/n) 2(02/n)
- 2
=N (rn:u,U /n>
also, dass Xy ~ N (p., az/n).
O
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Transformationen der Normalverteilung
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® Transformationstheoreme
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Z-Transformation

Definition (Z-Zufallsvariable)

Z sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF
])ZR—)R y % > Z)i= —F—exXp| —=% .
>0 p /72 2

Dann sagen wir, dass Z einer Z-Verteilung (oder Standardnormalverteilung) unterliegt und
nennen Z eine Z-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit Z ~ N(0,1) ab. Die WDF einer
Z-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

N(z;0,1) := \/% exp (—%i) . (38)

Bemerkung

® Eine Z-Zufallsvariable ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit y := 0 und 2 := 1.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 35



Z-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Z-Verteilung

N(z;0,1)
0.5
0.4
0.3

0.2

0.0 T T T \

® Die Z-Verteilung hat keine Parameter.

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 36



Z-Transformation

Theorem (Z-Transformation)

Es sei X ~ N(u,0?) eine normalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable
X—p

g

7 =

(39)
eine Z-verteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0,1).

Bemerkungen

® Z wird hier als (X — p)/o definiert. Dass ein solches Z aber eine Z-Zufallsvariable ist, muss
bewiesen werden und ergibt sich nicht einfach durch die Wahl des Bezeichners fiir (X — p)/o,
welcher hier zufillig auch Z lautet. In analoger Form gilt diese Bemerkung auch fiir alle weiteren
betrachteten Transformationen.

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.
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Z-Transformation

Z-Transformation

X —_
X ~N(2,3) z 0“~ N(0,1)
0.4 0.4 n
Nk
Miin
0.3 o 0.3 i
| |
02 ATt 02 | |
[ 1 { i
7 1 f i
0.1+ 7 9 0.1 4 f 1
T F f ’w
0.0 =~ ’ﬂ\rﬂ T T T Mj\h" ml | 0.0 = M! !m T T T |
4 -2 0 2 4 6 8 10 4 -2 0 2 4 6 8
X z

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 38



Z-Transformation

Beweis

Wir nutzen das univariate WDF Transformationstheorem fiir linear-affine Funktionen. Dazu halten wir
zundchst fest, dass die Z-Transformation einer Funktion der Form

C:R—)R,zw((m)::x_/i::z (40)
o

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von ¢ durch

CHRo Rz ) =024 (41)
gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = =" gilt, dass
— — xr — [ olxr —
Cl(z):C1<7J/>:7(0l)+u:w—u+u:z. (42)

SchlieBlich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung ¢’ von ¢ gilt, dass

Cw=g () =n(G-4)=2 *)
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Z-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

pz(z) = N (o’z-‘ru;u,az)

1
/o]
1 1 1
1/Va? Vamar ¥ (‘ﬁ
Vo2 1 5, (44)
e

1 1,
\/TTTBXP (752 )
N(z;0,1)

also, dass Z ~ N(0,1). Z ist also eine Z-Zufallsvariable.
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Transformationen der Normalverteilung
® \orbemerkungen

® Transformationstheoreme

¢ Standardtransformationen
® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® /-Transformation
* 2 Transformation
® T-Transformation

® F-Transformation

® Selbstkontrollfragen
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x2-Transformation

Definition (x2-Zufallsvariable)

U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF

1 n_q 1
:Rso = Rso,u—p(u) i= —xwu2 "exp|—=u|, 45
p:R>o >0 p(u) r(2)2% p( 5 ) (45)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer x2-Verteilung mit n
Freiheitsgraden unterliegt und nennen U eine x2-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit U ~ x2(n) ab. Die WDF einer x2-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 n 1
2 &_j|
X~ (u;n) :== ———xu2" " exp (—7u) . 46

( ) F(g)22 z (“0)

Bemerkung

® Die WDF der x2-Verteilung entspricht der WDF G (u; %, 2) einer Gammaverteilung.
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x2-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der x2-Verteilung

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

200,
X“(u;n)
— n=1
n=2
n=3
— n=5
n=10
T T T |
4 6 8 10
u

® Steigendes n verbreitert XQ(u; n) und verschiebt Masse zur gréBeren Werten.
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x2-Transformation

Theorem (x2-Transformation)

Z1, ... Zn ~ N(0,1) seien unabhingig und identisch verteilte Z-Zufallsvariablen. Dann ist
die Zufallsvariable

U:=> 2z} (47)
i=1

eine x2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also U ~ x2(n). Insbesondere
gilt fiir Z ~ N(0,1) und U := Z2, dass U ~ x2(1).

Bemerkungen
® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.

® Die F-Statistik und Varianzanalysen sind wichtige Anwendungsfille.
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x2-Transformation

x2-Transformation
Z~N(0,1) u=2*~x)
0.8 4
0.4 —
fn
f]
0.3 | 06
f
0.2 - | 0.4 | |
| |
| |
01 ) A 0.2 X
{ill Hw
00 4+ mﬂ! ‘hh ; . , 00 4 ; Hmm'\\”\m . . ,
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z X
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x2-Transformation

Beweis

Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe des WDF Transformationstheorems fiir
stiickweise bijektive Abbildungen. Danach ist die WDF einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus
der Transformation einer Zufallsvariable Z mit WDF pz durch eine stiickweise bijektive Abbildung her-
vorgeht, gegeben durch

k

1 1
u) = 1y ——— ; u)) . 8
P () = 3 s = P (47 ) 49

Wir definieren
Uy =] — 00, 0[,Us :=]0, c0[, und U; := R fiiri = 1,2, (49)
sowie
fii Zi = U oes fi(z) = 2" = wfiri=1,2. (50)
Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f; ergeben sich zu
fiiZi = Zi,x e fl(z) = 22 fiiri = 1,2, (51)

und
it U, ue f7 N (w) = —vauund fit iUy — Us,u e fy N (u) = Va, (52)

respektive.
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x2-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in Gleichung (48) ergibt dann

1 1 1 »
Ter =1\ u 1y, (W) ——— ”
Ty U 00) # el e (727 0)
1 1

= van v o () + v oo (3 09) 53
1 1 1 1 1 1

= ((30) *am v o (3v)
1 1 1

= ?ﬁexp (—5u> .

Andererseits gilt, dass mit I" (%) = /m, die PDF einer X 2-Zufallsvariable U mit n. = 1 durch

pu(u) = 1y, (u)

1 1o ( 1 > 11 ( 1 ) (54)
e ) exp|—=u)] = ——=exp|(—=u
F(%)Z% 2 V2r Vu 2

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N(0, 1) ist, dann ist U := Z2 ~ x2(1).
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T-Transformation

Definition (t-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

F(n+1) £2 _%
p:R—>R>O,t»—>p(t)::\/ﬁ+(ﬁ) 1+ — , (55)
2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass T einer t-Verteilung mit n
Freiheitsgraden unterliegt und nennen T eine t-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit T' ~ t(n) ab. Die WDF einer ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

el -
T(t;n) = T (1 + g) . (56)
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T-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der t-Verteilung

T(t;n)
0.4
— n=2
n=3
n=5
0.3 + — n=10
n=30
0.2
0.1 \

0.0 T T T T T
-4 -2 0 2 4

® Die Verteilung ist um 0 symmetrisch
® Steigendes n verschiebt Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum.

® Abn = 30 gilt T(t;n) ~ N(0,1).
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T-Transformation

Theorem (T-Transformation)

Z ~ N(0,1) sei eine Z-Zufallfsvariable, U ~ x2(n) sei eine x2-Zufallsvariable mit n Frei-

heitsgraden, und Z und U seien unabhédngige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
Z

VU/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also T ~ t(n).

T :=

(57)

Bemerkungen
® Das Theorem geht auf (Student, 1908) zuriick.
® Das Theorem ist ein zentrales Resultat der frequentistischen Statistik.
® Zabell (2008) gibt hierzu einen historischen Uberblick.

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.
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T-Transformation

T-Transformation

Z-N(©1) U-x'@)
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T-Transformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhingigen) Verteilung
von Z und U durch

() = = exp (—327) ——rud " exp (—5u) (58)
zZ,u) = ex —=Zz —F u ex —=u .
pz,U Nor P 2 F(%)z% p 2

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung

i,u =: (t,w 59
/n ) (t,w) (59)

u

FiR 5 R? (2,u) = f(z,u) = (

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF
von (t, w) herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF
px und Y := f(X) fiir eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R™ — R" ist, die WDF des
Zufallsvektors Y durch
n 1 -1
Py i R" = Rao,y = py (v) = —r——px (7)) (60)
- [T7(f= () |

gegeben ist. Fiir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunachst fest, dass

TR SR (Lw) = TNt w) = (q/w/nt,w> . (61)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Dies ergibt sich direkt aus

UGz w) = £ (\/;711) = <7%u> = (z,u) firalle (z,u) € R2.  (62)

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, ) durch

3 z o =z v\ —1/2
el =2 \Varm ) o\ )| = (7) , (63)
9 92 n
5z ou
gegeben ist, sodass folgt, dass
1 w\1/2
[ —— . 64
T () (©4)
Einsetzen in Gleichung (60) ergibt dann
w\ 1/2
prawitw) = (2) vy (Vusntw), (65)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Es folgt also

pr(t) = /OOC prw (t, w) dw
= /:C <%)1/2 Pz, v <Mt,w) dw
- [ (3T et o (1) (2)

)
1 1 S 1 1
= ﬁ/ exp (—*Eﬂ) w3l exp (—ﬂu) w'/? dw
27 F(%)ganf 0 2n 2 (66)
1 1 oo lw 5 s
= w1 / exp | —=—t"— —w ) w2 w2 dw
2m p(2)2%n2 Jo 2 2
71 L > 1 2 ntl
= n 1 exp| —= | —t" +w w2 dw
2T p(2)22n2 Jo 2
1 1 /°° 1 14 t? 71,-2I-1 “1y
= n exXp |\ —5 — w w
Var p(nyaBat Jo 2 n
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T-Transformation

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer
) . . . L
und 8 = oz entspricht, wie man leicht einsieht:
n

Beweis (fortgefiihrt)
Gamma WDF mit Parametern o« = %Jrl
w
T'(w;a, B) = — ! exp <77>
(a)B™ B
n+1 2 1 ntl w
=T | w; 5 = | = w2 exp [ ——5
1+ 2 +2
" I—\(n+1) 2 1+ 2
2 T2
n
1 1 t? ntl
= n;rl exp -3 1+; w2
T n'+1 2
(%) ers
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

1 1 el 1 2
pr(t) = 7ﬁ/ T w; nt , 5 | dw. (67)
V2T ()28 nz Jo 2 1+ &2

SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer
Gamma WDF entspricht. AbschlieBend ergibt sich also

R n+1 2\ 2
pT(t)_\/ﬁp(%)Q%n%F< 2 )(1-&-%) ' (68)

Die Verteilung von Z/+/U/n hat also die WDF einer T-Zufallsvariable.
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F-Transformation

Definition (f-Zufallsvariable)
F' sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF
r(me) gt

2 , 69
TG qrmpee

m n
2 2

pr R —=>Rso, f=pr(f)i=m2n

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F' einer f-Verteilung mit n,m
Freiheitsgraden unterliegt und nennen F eine f-Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden. Wir
kiirzen dies mit F' ~ f(n,m) ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

L(e=ge) 2
r(3)r(s) (4 25 e

m

F(f;n,m):=m?z2n

w3

(70)
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F-Transformation

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der f-Verteilung

F(f;n,m)
— n=2, m=2
--n=2 m=10
\'\ n=5 m=2
‘\
. n=5 m=10
\
' N — n=10,m=5
04/, S
h ‘4\ -- n=10,m=10
02 /! 2
1 ‘\.
h ~ =
0.0 4 \ \ \ —]
0 1 2 3 4
f
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F-Transformation

Theorem (F-Transformation)
V ~ x2%(n) und W ~ x2(m) seien zwei unabhingige x2-Zufallfsvariablen mit n und m
Freiheitsgraden, respektive. Dann ist die Zufallsvariable
V,
Fo= Y (71)
W/m

eine f-verteilte Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden, es gilt also F' ~ f(n,m).

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen expliziten Beweis.

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunichst ein Transformation fiir Quotienten
von Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung
herleitet und dieses Theorem dann auf die WDF von x2-verteilten ZVen anwendet. Dabei ist die
Regel zur Integration durch Substitution von zentraler Bedeutung.
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F-Transformation
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Transformationen der Normalverteilung
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Selbstkontrollfragen

10.

Erldutern Sie den Begriff der Transformation einer Zufallsvariable.

Erliutern Sie die zentrale Idee der Transformationstheoreme.

Erldutern Sie die Bedeutung der Standardtransformationen fiir die Statistik.
Geben sie das Summentransformationstheorem wieder.

Geben sie das Mittelwerttransformationstheorem wieder.

Geben sie das Z-Transformationstheorem wieder.

Geben sie das x2-Transformationstheorem wieder.

Beschreiben Sie die WDF der t-Verteilung in Abhingigkeit ihrer Freiheitsgrade.
Geben sie das T-Transformationstheorem wieder.

Geben sie das F-Transformationstheorem wieder.
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