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Literaturhinweise

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Konzepte gehéren zum Standard der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Die Lektiire von Georgii (2009, Abschnitte 4.1 und 4.3) wird empfohlen. In
englischer Sprache finden sich entsprechende Darstellungen in Wasserman (2004, Sections
3.1 - 3.3) und DeGroot and Schervish (2012, Sections 4.1 - 4.3, 4.6). Die angegebenen
Beweise fiir den Erwartungswert und die Varianz der univariaten Normalverteilung wenden

sich an interessierte Leser:innen und sollten beim ersten Durcharbeiten iibergangen werden.
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert)
Es sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X sei eine Zufallsvariable. Dann
ist der Erwartungswert von X definiert als
® E(X):=> cxrpx(x), wenn X : Q — X diskret mit WMF px ist, und als
® E(X):= [T zpx(z)dz, wenn X : Q — R kontinuierlich mit WDF px ist.
Der Erwartungswert einer Zufallsvariable heiBt existent, wenn er endlich ist.
Bemerkungen

® Der Erwartungswert ist eine skalare Zusammenfassung einer Verteilung.

® Intuitiv ist E(X) ~ % " 1 X fiir eine groBe Zahl n von Kopien X; von X.
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei X ~ Bern(u). Dann gilt E(X) = p.

Beweis

X ist diskret mit X = {0, 1}. Also gilt

E(X) = Z x Bern(zx; )

z€{0,1}
=0-p001 =)' 041t (1)t (1)
=1-pt(1—p)°
_

BSc gie | Modul B2 | © 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 7




Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei X ~ N(u,02). Dann gilt E(X) = p.

Beweis

Wir halten zunichst ohne Beweis fest, dass

/oc exp(—z?) de = /7. 2)

oo

Mit der Definition des Erwartungswerts fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt

E(X) = [: z\/% exp <7%(1 — ,u)2> dx. 3)

Mit der Substitutionsregel

g(b) b ,
[ r@an = [ g @) do ()
g(a) a
und der Definition von
g:R =R,z — g(z):=V202z + p with ¢’ (z) = V202, (5)

gilt dann
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)

E(X)

Rl 1
\/ﬁ/ T exp (—ﬁ(w—u)Z) dx
o2 Joo

oo(\/ﬁaﬁ-{-u)exp (—% ((\/ﬁx—&-u) - /t)2> V202 dz

1
=
271_02/ (\/Ta:er, exp( ) dzx (6)

= 0= (Va7 [T aen (<a?) do ot [T exn (<o7) ar)
= = (Va7 [T wenw (<a*) do+ uvF)

Eine Stammfunktion von x exp (—w2) ist —% exp(—z?). Mit

lim exp(—z®) =0und lim exp(—a?) =0 )
T ——o0 T—roo
verschwindet der Integralterm und wir erhalten

E(X) = (uf) (8)

ﬂ\
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Erwartungswert

Theorem (Eigenschaften des Erwartungswerts)

(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gilt
E(aX + b) = aE(X) + b. 9)

(2) (Linearkombination) Fiir Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1, ...,an € R gilt

n n
E <Z aiXi) =Y aE(X,). (10)
i=1 i=1
(3) (Faktorisierung bei Unabhingigkeit) Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

E <ﬁ XZ-> = ﬁE(Xi). (11)

Bemerkung

® Die genannten Eigenschaften sind oft niitzlich zur Berechnung von Erwartungswerten.
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Erwartungswert

Beweis

Eigenschaft (1) folgt aus den Linearitdtseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten den
Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable X mit WDF px genauer. In diesem Fall gilt

E(Y) = E(aX + b)
= /oo(aac + b)px (x) dz
= [ lawpx(@) + bpx (a) da (12)

:a/ zpx (x) dz+b/ px (x) dz

aE(X) + b.

Eigenschaft (2) folgt gleichfalls aus den Linearititseigenschaften von Summen und Integralen. Wir be-
trachten den Fall von zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen X7 und X> mit bivariater WDF PX1,Xq

genauer. In diesem Fall gilt
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
2
i=1
= E(ale + a2X2)
= //2(a1x1 + a22)px;, x5 (%1, x2) day das
R
= //2 a1T1PX, X5 (21, 22) + a2x2px,,x, (21, 22) dz1 dza
R
=a //2 T1Px,,Xq (T1,22) dz1 dT2 + a2 //2 T2pxy,Xo (T1,22) dz1 das
3 R

oo oo oo oo
= a1/ x1 (/ PX1, Xy (T1,72) dwz) dzi + az/ T2 (/ PX1, Xy (T1,72) dwl) dzx2
_oo —oo -oo -o0o

:a1/ z1px, (1) dz1 +a2/ T2px,(22) dre
-0 -00

= allE(Xl) —+ az]E(Xg)

2
=" a:E(X,).
=1
(13)

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
Zu Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall von n kontinuierlichen Zufallsvariablen mit gemeinsamer
WDF px,,...,x, - Weil als X1, ..., X,, unabhingig vorausgesetzt sind, gilt

n
Px1,xn (@1, 20) = [ px; (=) (14)
i=1

Weiterhin gilt also

n

n =) oo
E(]]= :/ / I1 = |pxy. xn(@1, s 2n) dos.. dan
i=1 -o0 -oo \iZ1

oo oo n n
:/ [ T @i [ pxs (@0) day... da,

" =1 i=1

. —
:/ / 1 eipx, (z:) das ... don (15)
-oo S0 =1

= H/‘oo a:ipxi(wi)dwi

i=1v "

O
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Varianz und Standardabweichung

Definition (Varianz und Standardabweichung)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X). Die Varianz von X ist definiert als
V(X) :=E ((X —-E(X))?), (16)

unter der Annahme, dass dieser Erwartungswert existiert. Die Standardabweichung von X
ist definiert
S(X) := V/V(X). (17)

Bemerkungen
® Die Varianz misst die Streuung (Breite) einer Verteilung.
® Quadration ist nétig wegen E(X —E(X)) =E(X) —E(X) =0.
® Ein alternatives MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist E(|X — E(X)]).

® Ein weiteres MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist die Entropie —E(lnpx (X)).
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable)
Es sei X ~ Bern(u). Dann ist die Varianz von X gegeben durch

V(X) = p(l - p). (18)
Beweis

X ist eine diskrete Zufallsvariable und es gilt E(X) = pu. Also gilt
V(X) =E ((X - )*)

= > (v - p)’Bern(z;p)

ze€{0,1}
=0-w’Q-w P+ a-pita-w!
= 20—+ 01—’ (19)

= (u2+(17u)u) (1-p)
:(u2+u*N2>(1*H)

= pu(l—p).
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Varianzverschiebungssatz)
Es sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt
V(X) =E (X?) - E(X)2 (20)

Beweis
Mit der Definition der Varianz und der Linearitdt des Erwartungswerts gilt

V(x) =E (X - B(X))%)
=B (X? - 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) - 2E(X)E(X) + E (]E(X)z) (21)

= E(X?) - 2E(X)? + E(X)?
=E(X?) —E(X)%

Bemerkung

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E (XQ) und E(X) leicht zu berechnen sind.
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei X ~ N(p,02). Dann gilt V(X) = o2.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Varianzverschiebungssatz gilt, dass

1 el 1
V(X) = E(X?) —E(X)? = / 22 exp (—7(1 - u)2> do — p? (22)
2wo? J oo 202
Mit der Substitutionsregel
b , "g(b)
[ seeng@ar= [ @ (23)
a g(a
und der Definition von

g:R—= R,z V202x + p, g(—00) := —o0, g(00) := 0o, with g'(z) = V202, (24)

kann das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (22) dann als
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Rl 1
/:oo z% exp <_T(2(I - u)2> dx

= [OO(VQUZJC + )% exp (7T;((V 202z + p) — ;4)2> V202 dx

20222 )
dz
2
o

o
2

(25)

= V202 /OO(\/QUZI + 1) exp <7

= \/202/ (V202z + p)? exp (—x2) dzx.
-0o
geschrieben werden. Also gilt

V202 oo
V(X) = # [w(v2021 + w2 exp (—2?) do — p?

1
— /“’(\/%%)2 +2V20%ap + u?) exp (~22) da — 2
V7 Joo

i (202 /oo m2 exp (—12) dx + 2V 202u/OQ x exp (7.'32) dx + M2 /oo exp (7.'32) dm) — u2
VT J-oc0 -0 J-o0
(26)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin ohne Beweis fest, dass

oo oo
/ z exp(—2>) dz = 0 und / exp(—z?) de = /7. (27)
S0 -0
Es ergibt sich dann
1 . oo
V(X) = 7= (202 /oo z? exp (7932) dx + pQﬁ) -
20% oo 2 2 2
= — T — d — 28
ﬁ/mT exp(r) T+ p o (28)
202 <, 2
= — - d
e [oo x exp( T ) w
Mit der partiellen Integrationsregel
[ F @@ o= j@a@ls — [ 1@ @) da (29)
und der Definition von
fiR >R,z f(z):= exp(—2z?) with f'(z) = —2exp(—z?) (30)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

und
1 1
g:R—=> R,z g(z):= 3% with g’(x):—i, (31)
so dass 1
7' @(a) = ~2exp(~a?) (=32 ) = o exp(=a?), (32)
gilt, ergibt sich dann
202 x4 2
V(X)) = — — d
(X) \/TT_/:oowexp(w)I
202

- (7%zexp(712)|2°oo - /: exp (—o*) (7%) dz) (33)
20°

1 w1 oo
= NG (—E:vexp(—zz)Loo + 5/ exp (—rz) dm) s

Aus limg 400 exp(wa) = 0 schlieBen wir, dass der erste Term in den Klammern auf der rechten
Seite der obigen Gleichung gleich 0 ist. SchlieBlich ergibt sich

V(X) = % (% /: exp (~2?) da;) - % = — o2 (34)

O
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Eigenschaften der Varianz)

(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gelten
V(aX +b) = a?V(X) und S(aY + b) = |a|S(X). (35)

(2) (Linearkombination bei Unabhéngigkeit) Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., X,
und ai,...,an € R gilt

A% (z": aiXi> = zn:a?V(Xi). (36)
=1 =1
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Varianz und Standardabweichung

Beweis

Um Eigenschaft (1) zu zeigen, definieren wir zunichst Y := aX + b und halten fest, dass E(Y) =
aE(X) + b. Fiir die Varianz von Y ergibt sich dann

V(Y) =E (¥ - E(Y))?)

E <(aX +b—ak(X) — b)2)

E <(aX — aE(X) 2)
= ((a(X E(X))? (37)
=E (*(X - E(X))?)
=a’E (( 2)
= a®V(X)
Wourzelziehen ergibt dann das Resultat fiir die Standardabweichung.

Fiir Eigenschaft (2) betrachten wir den Fall zweier unabhéngiger Zufallsvariablen X; und X5 genauer.
Wir halten zunichst fest, dass in diesem Fall gilt, dass

E (a1 X1 + a2X2) = a1 E(X1) + axE(X2). (38)

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 23



Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

= V(a1 X1 + as Xs)

=& ((01 X1 + 02X — E(a1 X3 + a2 X2))?)
IE( a1 X1 + as Xz — a1E(X1) — azE(X2)) )
=E ((a1 X1 — mE(X1) + a2 X3 — a2E(X2))?)
(
(
(

=B (((a1(X1 = E(X1)) + (a2(X2 — B(X2)))?)

=E ((a1(X1 —E(X1)))? — 2(a1 (X1 — E(X1))(az(X2 — E(X2)) + (az(X2 — E(Xz)))z)
=E (a3 (X1 — E(X1))? = 2a1a2(X1 — E(X1)) (X2 — E(X3)) + a3(Xa — ]E(Xz))z)

=d’E ((X1 - (xl))2) — 2a1a2E (X1 — E(X1))(X2 — E(X2))) + a2E ((x2 - ]E(XQ))Z)
= a2V(X1) — 2a1a2E (X1 — B(X1))(X2 — E(X2))) + a2V(X3)

= Z aZV(X;) — 2a1a2E (X1 — E(X1))(X2 — E(X2)))
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)
Weil X1 und X2 unabhingig sind, ergibt sich mit den Eigenschaften des Erwartungswerts fiir unabhangige
Zufallsvariablen, dass
E((X1 — B(X1))(X2 — E(X2))) =E ((X1 — E(X1))) E (X2 — E(X2)))

= (E(X1) — E(X1))(E(X2) — E(X2)) (39)

=0
ist. Damit folgt also

2 2
v (Z (lin',) = alv(Xy). (40)
i=1 i=1

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung)

X1, ..., X, seien Zufallsvariablen.

® Das Stichprobenmittel von X1, ..., X, ist definiert als der arithmetische Mittelwert

_ 1 &
Xp = - ZXZ (41)
i=1
® Die Stichprobenvarianz von X, ..., Xy, ist definiert als
1 n
2 . _ %2
Spi=— ;(Xl Xn)2. (42)

® Die Stichprobenstandardabweichung ist definiert als
S = /8- (43)

Bemerkungen

® E(X),V(X), und S(X) sind Kennzahlen einer Zufallsvariable X.

* X,, SZ’, und S,, sind Kennzahlen einer Stichprobe X1, ..., X,,.

und s, bezeichnet.

® X,,52, und S, sind Zufallsvariablen, ihre Realisationen werden mit Z,,, s2,

nt
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Beispiel (Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung)

® Esseien X1,..., X10 ~ N(1,2).
® Wir nehmen die folgenden Realisationen an

x1 T2 x3 Ta Ts5 Z6 x7 8 Z9 Z10
0.54 1.01 -3.28 0.35 275 -051 2.32 1.49 0.96 1.25

® Die Stichprobenmittelrealisation ist

1 & 6.88
T10 = — i = —— = 0.68. 44
Z10 10 z:: z 10 (44)
® Die Stichprobenvarianzrealisation ist
25 37

52 xr; — T10 x; — 0. 68 = 2.82. 45
o = g( ? Z( = (45)

® Die Stichprobenstandardabweichungrealisation ist
s10 = y/s%, = V2.82 = 1.68. (46)
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Kovarianz und Korrelation

Definition (Kovarianz und Korrelation)
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als
C(X,Y) :=E (X - E(X)) (Y —E(Y))). (47)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

XYy e CXY) _ CeY) (48)

T VXYV S(X)S(Y)”

Bemerkungen

® Die Kovarianz von X mit sich selbst ist die Varianz von X,

C(X, X) = E ((X — E(X))?) = V(X). (49)

® p(X,Y) wird auch Korrelationskoeffizient von X und Y genannt.
® Wenn p(X,Y) = 0 ist, werden X und Y unkorreliert genannt.

® Wir zeigen spiter mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass —1 < p(X,Y) < 1.
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Kovarianz und Korrelation

Beispiel (Kovarianz und Korrelation zweier diskreter Zufallsvariablen)

Es sei X := (X1, X2) ein Zufallsvektor mit WMF Pxq,X, definiert durch (Lange and Mosler, 2017)

Pxq1,Xo(®1,22) | z2 =1 22=2 x2=3 | px,(z1)
z; =1 0.10 0.05 0.15 0.30
ry =2 0.60 0.05 0.05 0.70
P, (@2) 0.70 0.10 0.20

X1, X2 sind also zwei Zufallsvariablen mit einer definierten bivariaten Verteilung. Um C(X1, X2) und
p(X1, X2) zu berechnen, halten wir zunichst fest, dass

2
E(X1)= > z1px;(®1) =1-03+2-0.7=17 (50)
z1=1
und

3
E(X2) = > @apx,(w2) =1-0.7+2-0.1+3-0.2=15. (51)
zo9=1

Mit der Definition der Kovarianz von X1 und X3, gilt dann
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Kovarianz und Korrelation

C(X1, X2)
=E((X1 — E(X1)) (X2 — E(X2)))

2 3
= 3 3 (@1 - E(X1) (w2 — E(X2))px,, x, (715 72)
z1=1lao=1

2 3
S (w1 - 1.7)(wg — L.5)px,, Xq (1, 22)
zr)=1zg9=1

2
= Z (€ 71.7)(171.5);;)(1,)(2(”,1)
z1=1

+ (21 —1.71)(2 - 1.5)px,, X, (21,2)
+ (21 — 1.7 = 1.5)px, X, (®1,3)
= (1-1710-18px, x,(L1D+ (1 -17(2=-15px; x,(1.2)+ (1 - 173 - 15)px, x,(13)
+ (@2 -1 - 1.5)px; X, (2,1) + (2= 172 - 1.5)px, x5 (2,2) + (2= 1.1 = 1.5)px, x5 (2,3)
= (—0.7) - (—0.5)-0.10 +(—0.7) - 0.5 - 0.05 +(—0.7) - 1.5 .0.15
+0.3-(—0.5) - 0.60 +0.3-0.5-0.05 +0.3-1.5-0.05
= 0.035 — 0.0175 — 0.1575 — 0.09 + 0.0075 + 0.0225

= —0.2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Kovarianzverschiebungssatz)

X und Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (52)

Beweis
Mit der Definition der Kovarianz gilt

C(X,Y) =E (X — E(X))(Y —E(Y)))
-E (XY ~ XE(Y) — E(X)Y + ]E(X)]E(Y))
(53)
= E(XY) — E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)

=E(XY) — E(X)E(Y).
Bemerkungen

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E(XY ), E(X), und E(Y) leicht zu berechnen sind.
® Fiir Y = X erhalten wir V(X) = E(X?) — E(X)2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Korrelation und Unabhingigkeit)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen. Wenn X und Y unabhingig sind, dann ist
C(X,Y) =0 und X und Y sind unkorreliert. Ist dagegen C(X,Y) = 0 und sind X
und Y somit unkorreliert, dann sind X und Y nicht notwendigerweise unabhangig.

Beweis

Wir zeigen zunichst, dass aus der Unabhingigkeit von X und Y C(X,Y) = 0 folgt. Hierzu halten wir
zunéchst fest, dass fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt, dass

E(XY) = E(X)E(Y). (54)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz folgt dann
C(X,Y)=E(XY) —-EX)E(Y) =E(X)E(Y) — E(X)E(Y) = 0. (55)

Mit der Definition des Korrelationskoeffizienten folgt dann unmittelbar, dass p(X,Y) = 0 und X und

Y somit unkorreliert sind.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Wir zeigen nun durch Angabe eines Beispiels, dass die Kovarianz von abhingigen Zufallsvariablen X
und Y null sein kann. Zu diesem Zweck betrachten wir den Fall zweier diskreter Zufallsvariablen X
und Y mit Ergebnisrdumen X = {—1,0,1} und Y = {0, 1}, marginaler WMF von X gegeben durch
px (X = x) = 1/3 fiir © € X und der Definition Y := X 2. Wir halten dann zunichst fest, dass

1 1 1
E(X)= Y apx(X=2)=-1--+40--+1--=0 (56)
3 3 3
zEX
und
1 1 1
E(XY)=EXX*) =EX*) = > o’px(X=2)=-1>- - +0> - +1® - =0 (57)
3 3 3
zEX
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz ergibt sich dann
C(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) = ]E(X3) —E(X)E(Y)=0—-0-E(Y)=0. (58)

Die Kovarianz von X und Y ist also null. Wie unten gezeigt faktorisiert die gemeinsame WMF von X
und Y jedoch nicht, und somit sind X und Y nicht unabhangig.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)
Die Definition of Y := X2 impliziert die folgende bedingte WMF
py|x (y|T) ‘ r=-1 =0 =zz=1

y=0 0 1 0
y=1 1 0 1

Die marginale WMF px und die bedingte WMF py-| x implizieren die gemeinsame WMF

px,y(z,y) | z=—-1 a=0 z=1| py(y)
y=0 0 1/3 0 1/3
y=1 1/3 0 1/3 2/3
px(z) 1/3 1/3 1/3

Es gilt also zum Beispiel

1 1 1
px,Y(£=—1,y=0)=0¢§=§'§=px($=—1);ﬂY(y=0) (59)

und damit sind X und Y nicht unabhingig.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen und es seien a,b,c € R. Dann gilt

V(aX 4+ bY + ¢) = a®V(X) + b2V(Y) + 2abC(X,Y). (60)
Speziell gelten
V(X +Y) =V(X) 4+ V(Y) +2C(X,Y) (61)
und
VX -Y)=V(X)+ V() - 2C(X,Y) (62)
Bemerkungen

® Varianzen von Zufallsvariablen addieren sich nicht einfach.

® Die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen hingt von ihrer Kovarianz ab.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis
Wir halten zunachst fest, dass
E(aX 4+ bY 4 ¢) = aE(X) + bE(Y) + c. (63)
Es ergibt sich also
V(aX +bY +¢)
=E ((aX +bY + ¢ — aB(X) — bE(Y) — 0)2)

= E ((a(X = E(X)) + b(Y = E(V)))*)

(64)
=E ((X = E(X))* + 6°(Y = E(Y))” + 2ab(X — E(X))(Y — E(Y))))
= a®E (X = E(X))*) + VE (¥ = E(Y))?) + 2abE (X — E(X))(Y — E(Y))))
= a?V(X) 4+ b?V(Y) + 2abC(X,Y)
Die Spezialfille folgen dann direkt mit @ := b := 1 und a := 1, b := —1, respektive.
O
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Erwartungswert und Kovarianz
® Erwartungswert
® Varianz und Standardabweichung

® Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Definition (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)
(X1,Y1), ..., (Xn, Yy) seien zweidimensionale Zufallsvektoren.
® Das Stichprobenmittel der (X1, Y1), ..., (Xn, Yy) ist definiert als
. B N 1 n 1 n
(X,Y), = (Xn,Yn) = <7ZXI-,72Y1-) . (65)
ni=1 =1
® Die Stichprobenkovarianz der (X1, Y1), ..., (Xn, Ys,) ist definiert als

1

Cp =
" n—1

Z(X'i - Xn )(Yl - Yn ) (66)
i=1
® Der Stichprobenkorrelationskoeffizient der (X1, Y1), ..., (X, Yy ) ist definiert als

R, = ——, (67)

wobei Sx , und Sy, die Stichprobenstandardabweichungen von X1,..., X, und Yi,...,Y,,
bezeichnen.

Bemerkungen

® (X,Y),, Cyn, und R, sind Zufallsvariablen

® (z,¥),. cn, und 7, bezeichnen ihre Realisierungen

BSc Psychologie | Modul B2 Inferenzstatistik | (€ 2020 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 40



Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Beispiel (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)

® Esseien (X1, Y1), ..., (X10, Y1i0) zweidimensionale Zufallsvariablen.

® Wir nehmen folgende Realisierungen an

(z1,v1) (®2,y2) (z3,y3) (w4,v4) (®5,y5) (x6,v6) (v7,vy7) (8,y8) (x9,v9) (®10,¥10)
(0.8,-07) (1.1,16) (0.8 1.1) (02 01) (11,04) (0515 (13,-1.2) (1.8 06) (0.4,02) (L5 -1.0)

® Die Stichprobenmittelrealisation ergibt sich zu

1 Ao 1 Jo
x, == Ti, — i | =(0.75,0.26). 68
T (5 Sy Do) = ©75.00) (60
® Die Stichprobenstandardabweichungrealisationen ergeben sich zu
1 1o 1 1o
SX.m = 4| — T; — T10)2 = 0.79 und sy, = 4| — i — 9Y10)2 = 0.99. 69
X, 9 ;( 10) Y, 9 1g;(y F10) (69)

® Die Stichprobenkovarianz- und Stichprobenkorrelationsrealisationen ergeben sich zu

, = .
en = S (@i — @0 )(yi — Gn ) = —0.26und r,, = — " = —0.33.  (70)

n—1= Sz,nSy,n
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Erwartungswert und Kovarianz
® Erwartungswert
® Varianz und Standardabweichung

® Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und interpretieren Sie den Erwartungswert einer Zufallsvariable.

2. Berechnen Sie den Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable.

3. Nennen Sie die Linearitdts- und Multiplikationseigenschaften des Erwartungswerts.

4. Definieren und interpretieren Sie die Varianz einer Zufallsvariable.

5. Driicken Sie E(X?2) mithilfe der Varianz und des Erwartungswerts von X aus.

6. Was ist V(aX) fiir konstantes a € R?

7. Definieren Sie die Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y.

8. Schreiben Sie die Kovarianz zweier Zufallsvariablen mithilfe ihrer Erwartungswerte.

9. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen X und Y bei Unabhéangigkeit?

10. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen X und Y im Allgemeinen?
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Selbstkontrollfragen

11. Gegeben seien folgende Realisationen von Zufallsvektoren (X1,Y1), ..., (X5, Y5):

(z1,91) (w2,y2) (%3,93) (va,y4) (5,¥5)
(52, 4.1) (-1.1,-0.8) (2.7, 2.1) (-3.2, -2.8) (0.1, -0.2)

Berechnen Sie bitte mithilfe eines Taschenrechners das Stichprobenmittel, die Stichpro-
benvarianz, und die Stichprobenstandarabweichung der Realisationen von X7, ..., X5,
das Stichprobenmittel, die Stichprobenvarianz, und die Stichprobenstandarabweichung
der Realisationen von Y7, ...,Ys, und die Stichprobenkovarianz und die Stichproben-
korrelation der Realisationen von (X1, Y1),...,(X5, Y5). Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse
mithilfe der R Funktionen mean(), var(), sd(), cov(), und cor().
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