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Teil 1.

Mathematische Grundlagen



1. Sprache und Logik

1.1. Mathematik ist eine Sprache

Mathematik ist die Sprache der naturwissenschaftlichen Modellbildung. So entspricht zum
Beispiel der Ausdruck
F =ma (1.1)

im Sinne des zweiten Newtonschen Axioms einer Theorie zur Bewegung von Objekten unter
der Einwirkung von Kréften (Newton (1687)). Gleichermafien entspricht der Ausdruck

s [ () o @2

im Sinne der Variational Inference der zeitgendssischen Theorie zur Funktionsweise
des Gehirns (Friston (2005), Friston et al. (2023), Ostwald et al. (2014), Blei et al.
(2017)). Mathematische Symbolik dient dabei insbesondere der genauen Kommunikation
wissenschaftlicher Erkenntnisse und zielt darauf ab, komplexe Sachverhalte exakt und
effizient zu beschreiben. Wie beim reflektierten Umgang mit jeder Form von Sprache
steht also die Frage “Was soll das heiflen?” als Leitfrage im Umgang mit mathematischen
Inhalten und Symbolismen immer im Vordergrund.

Als Sprachgebdude weist die Mathematik einige Besonderheiten auf. Zum einen sind
ihre Inhalte oft abstrakt. Dies rithrt daher, dass sich die Mathematik um eine moglichst
breite Allgemeinverstindlichkeit und Anwendbarkeit bemiiht. Mathematische Zugénge
zu den Phinomenen der Welt sind dabei an einer moglichst einfache Transferierbarkeit
von Erkenntnissen in andere Kontexte interessiert. Um dies zu ermoglichen, versucht die
Mathematik moglichst genau und versténdlich, also im Sinne préziser Begriffsbildungen
zu arbeiten. Sie geht dabei insbesondere streng hierarchisch vor, so dass an spéterer Stelle
eingefiihrte Begrifflichkeiten oft ein gutes Verstdndnis der ihnen zugrundeliegenden und
an fritherer Stelle eingefithrten Begrifflichkeiten voraussetzen.

Die Genauigkeit der mathematischen Sprache impliziert dabei eine hohe Informationsdichte.
Sie ist daher eher niichtern und l&sst {iberfliissiges weg, so dass in mathematischen Texten
im besten Fall alles fiir die Kommunikation einer Idee relevant ist. Als Rezipient:in
mathematischer Texte nimmt man die Informationsdichte mathematischer Texte anhand
des hohen Verbrauchs an kognitiver Energie beim Lesen eines Textes wahr. Dieser hohe
Energieverbrauch gebietet insbesondere Ruhe und Langsamkeit bei einem auf ein gutes
Verstdndnis abzielenden Lesen. Als Leitsatz im Umgang mit mathematischen Texten
mag dabei folgendes Zitat dienen: “Einen mathematischen Text kann man nicht lesen
wie einen Roman, man muss ihn sich erarbeiten” (Unger (2000)). Nach dem Lesen
eines kurzen mathematischen Textes sollte man sich immer kritisch fragen, ob man das
Gelesene wirklich verstanden hat oder ob man zur Klarung des Sachverhaltes weitere
Quellen heranziehen sollte. Auch ist es hilfreich, sich im Sinne des beriihmten Zitats
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“What I cannot create, I do not understand” von Richard Feynman eigene Aufzeichnungen
anzufertigen und mathematische Sprachgebdude selbst nachzubauen.

Mochte man sich also die Welt der naturwissenschaftliche Modellbildung erschlieflen, so
ist es hilfreich, beim Umgang mit ihrer mathematischen Ausdrucksweise und Symbolik
die gleichen Strategien wie beim FErlernen einer Fremdsprache anzuwenden. Hierzu
gehort neben dem Eintauchen in den entsprechenden Sprachraum, also der sténdige
Exposition mit mathematischen Ausdrucksweisen, sicherlich auch zunéchst einmal das
Auswendiglernen von Begriffen und das aktive Lesen und das Ubersetzen von Texten in
die Alltagssprache. Ein tiefes und sicheres Verstdndnis mathematischer Modellbildung
ergibt sich dann insbesondere durch die Anwendung mathematischer Herangehensweisen
in schriftlicher und miindlicher Form.

1.2. Grundbausteine mathematischer Kommunikation

In diesem Abschnitt stellen wir mit den Begriffen der Definition, des Theorems und des
Beweises drei Grundbausteine mathematischer Kommunikation vor, die uns durchgéngig
begleiten.

Definition

Eine Definition ist eine Grundannahme eines mathematischen Systems, die innerhalb
dieses Systems weder begriindet noch deduktiv abgeleitet wird. Definitionen kénnen nur
nach ihrer Nitzlichkeit innerhalb eines mathematischen Systems bewertet werden. Eine
Definition lernt man am besten erst einmal auswendig und hinterfragt sie erst dann, wenn
man ihren Nutzen in der Anwendung verstanden hat oder von diesem nicht tiberzeugt
ist. Etwas Entspannung und Ruhe beim Umgang mit auf den ersten Blick komplexen
Definitionen ist generell hilfreich. Um zu kennzeichnen, dass wir ein Symbol als etwas

definieren, nutzen wir die Schreibweise “:=". Zum Beispiel definiert der Ausdruck “a := 2”
das Symbol a als die Zahl Zwei. Definitionen enden in diesem Text immer mit dem Symbol
o,

Theorem

Ein Theorem ist eine mathematische Aussage, die mittels eines Beweises als wahr
(richtig) erkannt werden kann. Dass heifit, ein Theorem wird immer aus Definitionen
und/oder anderen Theoremen hergeleitet. Theoreme sind in diesem Sinne die empirischen
Ergebnisse der Mathematik. Im Deutschen werden Theoreme auch oft als Sdtze bezeichnet.
In der angewandten, datenanalytischen Mathematik sind Theoreme oft fiir Berechnungen
hilfreich. Es lohnt sich also, sie auswendig zu lernen, da sie meist die Grundlage
fir Datenauswertung und Dateninterpretation bilden. Oft tauchen in Theoremen
Gleichungen auf. Diese ergeben sich dabei aus den Voraussetzungen des Theorems. Um
Gleichungen zu kennzeichnen nutzen wir das Gleichheitszeichen “=". So besagt also zum
Beispiel der Ausdruck “a = 2”7 in einem gegebenen Kontext, dass aufgrund bestimmter
Voraussetzungen das Symbol oder die Variable a den Wert zwei hat. Theoreme enden in
diesem Text immer mit dem Symbol o.

Beweis

Ein Beweis ist eine logische Argumentationskette, die auf bekannte Definitionen und
Theoreme zuriickgreift, um die Wahrheit (Richtigkeit) eines Theorems zu belegen. Kurze
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Beweise tragen dabei oft zum Verstdndnis eines Theorems bei, lange Beweise eher nicht.
Beweise sind also insbesondere die Antwort auf die Frage, warum eine mathematische
Aussage gilt (“Warum ist das so?”). Beweise lernt man nicht auswendig. Wenn Beweise
kurz sind, ist es sinnvoll, sie durchzuarbeiten, da sie meist als bekannt vorausgesetzte
Inhalte wiederholen. Wenn sie lang sind, ist es sinnvoller sie zunéchst zu iibergehen, um
sich nicht in Details zu verlieren und vom eigentlichen Weg durch das entsprechende
mathematische Gebdude abzukommen. Beweise enden in diesem Text immer mit dem
Symbol [J.

Neben den oben vorgestellten Begriffen gibt es mit Aziomen, Lemmata, Korollaren und
Vermutungen noch weitere typische Grundbausteine mathematischer Texte. Wir werden
diese Begriff nicht verwenden und geben deshalb fiir sie nur einen kurzen Uberblick.

Aziome sind unbeweisbare Theoreme, in dem Sinne, als dass sie als Grundannahmen
zum Aufbau mathematischer Systeme dienen. Der Ubergang zwischen Definitionen und
Axiomen ist dabei oft flielend. Da wir mathematisch nicht besonders tief arbeiten,
bevorzugen wir in den allermeisten Féllen den Begriff der Definition.

Ein Lemma ist ein “Hilfstheorem”, also eine mathematische Aussage, die zwar bewiesen
wird, aber nicht so bedeutend ist wie ein Theorem. Da wir einerseits auf bedeutende
Inhalte fokussieren und andererseits mathematische Aussagen nicht diskriminieren wollen,
verzichten wir auf diesen Begriff und nutzen stattdessen den Begriff des Theorems.

Ein Korollar ist eine mathematische Aussage, die sich durch einen einfachen Beweis
aus einem Theorem ergibt. Da die “Einfachheit” mathematischer Beweise eine relative
Eigenschaft ist, verzichten wir auf diesen Begriff und nutzen stattdessen auch hier den
Begriff des Theorems.

Vermutungen sind mathematische Aussagen von denen unbekannt ist, ob sie beweisbar
oder widerlegbar sind. Da wir im Bereich der angewandten Mathematik arbeiten, treffen
wir nicht auf Vermutungen.

1.3. Aussagenlogik

Nachdem wir nun einige Grundbausteine mathematischer Modellbildung kennengelernt
haben, wollen wir uns mit der Aussagenlogik einem einfachem System néhern, das
es erlaubt, Beziehungen zwischen mathematischen Aussagen herzustellen und zu
formalisieren. Im Folgenden spielt die Aussagenlogik zum Beispiel in der Definition
von Mengenoperationen, bei Optimierungsbedingungen von Funktionen und in vielen
Beweisen einen tragende Rolle. In der mathematischen Anwendung ist Aussagenlogik
die Grundlage der Booleschen Logik der Programmierung. In der mathematischen
Psychologie ist die Aussagenlogik zum Beispiel die Grundlage der Repréisentationstheorie
des Messens.

Wir beginnen mit der Definition des Begriffs der mathematischen Aussage.

Definition 1.1 (Aussage). Eine Aussage ist ein Satz, dem eindeutig die Eigenschaft wahr
oder falsch zugeordnet werden kann.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Das Adjektiv wahr kann auch als richtig verstanden werden. Wir kiirzen wahr mit “w” und
falsch mit “f” ab. Im Korper der reellen Zahlen ist zum Beispiel die Aussage 141 = 2 wahr
und die Aussage 1+1 = 3 falsch. Man beachte, dass die Binéritdt des Wahrheitsgehalts von
Aussagen eine Grundannahme der Aussagenlogik und damit formal wissenschaftlich und
nicht empirisch zu verstehen ist. Wahrheitsgehalte beziehen sich nicht auf Definitionen,
Definitionen sind immer wahr. Eine erste Moglichkeit, mit Aussagen zu arbeiten, ist, sie
zu negieren. Dies fiihrt auf folgende Definition.

Definition 1.2 (Negation). A sei eine Aussage. Dann ist die Negation von A die Aussage,
die falsch ist, wenn A wahr ist und die wahr ist, wenn A falsch ist. Die Negation von A
wird mit —A, gesprochen als “nicht A”, bezeichnet.

Beispielsweise ist die Negation der Aussage “Die Sonne scheint” die Aussage “Die Sonne
scheint nicht”. Die Negation der Aussage 1 + 1 = 2 ist die Aussage 1 + 1 # 2 und die
Negation der Aussage x > 1 ist die Aussage x < 1. Tabellarisch stellt man die Definition
der Negation einer Aussage A wie folgt dar.

Al —-A
w f
f w

Tabellen dieser Form nennt man Wahrheitstafeln. Sie sind ein beliebtes Hilfsmittel in der
Aussagenlogik. Mdochte man zwei Aussagen logisch verbinden, so bieten sich zunéchst die
Begriffe der Konjunktion und Disjunktion an.

Definition 1.3 (Konjunktion). A und B seien Aussagen. Dann ist die Konjunktion von
A und B die Aussage, die dann und nur dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind.
Die Konjunktion von A und B wird mit A A B, gesprochen als “A und B”, bezeichnet.

Die Definition der Konjunktion impliziert folgende Wahrheitstafel.

| ANB

o 2O s
- 2 o g2
o s S >

Als Beispiel sei A die Aussage 2 > 1 und B die Aussage 2 > 1. Da sowohl A und B wahr
sind, ist auch die Aussage 2 > 1 A 2 > 1 wahr. Als weiteres Beispiel sei A die Aussage
1> 1 und B die Aussage 1 > 1. Hier ist nun A wahr und B falsch. Also ist die Aussage
1>1A1>1 falsch.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Definition 1.4 (Disjunktion). A und B seien Aussagen. Dann ist die Disjunktion von A
und B die Aussage, die dann und nur dann wahr ist, wenn mindestens eine der beiden
Aussagen A und B wahr ist. Die Disjunktion von A und B wird mit A V B, gesprochen
als “A oder B”, bezeichnet.

Die Definition der Disjunktion impliziert folgende Wahrheitstafel

AV B ist also insbesondere auch dann wahr, wenn A und B beide wahr sind. Damit ist das
hier betrachtete “oder” genauer ein “und/oder”. Man nennt die Disjunktion daher auch
ein “nicht-exklusives oder”. Als Beispiel sei A die Aussage 2 > 1 und B die Aussage 2 > 1.
A ist wahr und B ist wahr. Also ist die Aussage 2 > 1V 2 > 1 wahr. Sei nun wiederrum
A die Aussage 1 > 1 wahr und B die Aussage 1 > 1. Dann ist A wahr und B falsch. Also
ist die Aussage 1 > 1V 1 > 1 wahr.

Eine Moglichkeit, Aussagen in einen mechanischen logischen Zusammenhang zu stellen, ist
die Implikation. Diese ist wie folgt definiert.

Definition 1.5 (Implikation). A und B seien Aussagen. Dann ist die Implikation,
bezeichnet mit A = B, die Aussage, die dann und nur dann falsch ist, wenn A wahr und
B falsch ist. A heifit dabei die Voraussetzung (Pramisse) und B der Schluss (Konklusion)
der Implikation. A = B spricht man als “aus A folgt B”, “A impliziert B”, oder “wenn
A, dann B”.

Man mag = auch als “daraus folgt” lesen. Die Definition der Implikation impliziert
folgende Wahrheitstafel.

oh 2 s
g g W

45 -4

Ein Versténdnis der Definition der Implikation im Sinne obiger Wahrheitstafel ergibt sich
am ehesten, indem man sie als Versuch liest, die intuitive Vorstellung einer Folgerung
im Kontext der Aussagenlogik abzubilden und zu formalisieren. Betrachtet man obige
Wahrheitstafel unter diesem Gesichtspunkt, so sieht man, dass wenn A wahr ist und
A = B wahr ist, B wahr ist. Konstruiert man basierend auf einer wahren Aussage also
(zum Beispiel durch das Umformen von Gleichungen) eine wahre Implikation so folgt,
dass auch B wahr ist. Ist dies nicht moglich (dass also gilt, wenn A wahr ist, dass
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A = B immer falsch ist), dann ist auch B falsch. So mag man Aussagen widerlegen.
Schliellich sieht man, dass wenn A falsch ist und A = B wahr ist, B wahr oder falsch sein
kann. Aus einer wahren Voraussetzung folgt also nur bei wahrer Implikation eine wahre
Konklusion. Insbesondere gentigt die Definition der Implikation damit der Forderung “Aus
Falschem folgt beliebiges (ex falso sequitur quodlibet)”. Aus falschen Aussagen kann man
also mithilfe der Implikation nichts richtiges folgern.

Im Kontext der Implikation ergeben sich die Begriffe der hinreichenden und der
notwendigen Aussagen (Bedingungen). Diese sind definiert wie folgt: wenn A = B wahr
ist, sagt man “A ist hinreichend fiir B” und “B ist notwendig fiir A”. Diese Sprachregelung
erklart sich folgendermaflien. Wenn A = B wahr ist, gilt dass, wenn A wahr ist auch
B wahr ist. Die Wahrheit von A reicht also fiir die Wahrheit von B aus. A ist also
hinreichend (ausreichend) fiir B. Weiterhin gilt, dass wenn A = B wahr ist, dass wenn B
falsch ist, dann auch A falsch ist. Die Wahrheit von B ist also fiir die Wahrheit von A
notwendig.

Eine sehr hiufig autretender Zusammenhang zwischen zwei Aussagen ist ihre Aquivalenz.

Definition 1.6 (Aquivalenz). A und B seien Aussagen. Die Aquivalenz von A und B ist
die Aussage, die dann und nur dann wahr ist,wenn A und B beide wahr sind oder wenn
A und B beide falsch sind. Die Aquivalenz von A und B wird mit A < B bezeichnet und
gesprochen als “A genau dann wenn B” oder “A ist dquivalent zu B”.

Die Definition der Aquivalenz impliziert folgende Wahrheitstafel

| A< B

S N N
= =R v

<~
w
f
f
w

Die Definition des Begriffes der logischen Aquivalenz erlaubt es unter anderem, die
Aquivalenz zweier Aussagen mithilfe von Implikationen nachzuweisen.

Definition 1.7 (Logische Aquivalenz). Zwei Aussagen heien logisch dquivalent, wenn
ihre Wahrheitstafeln gleich sind.

Als Beispiele fiir logische Aquivalenzen, die hiufig in Beweisargumentationen genutzt
werden, zeigen wir folgendes Theorem.

Theorem 1.1 (Logische Aquivalenzen).

A und B seien zwei Aussagen. Dann sind folgende Aussagen logisch dquivalent
(1) A< B und (A= B)A\ (B = A)
(2) A= B und (—B) = (—A)
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Beweis. Nach Definition des Begriffs der logischen Aquivalenz miissen wir zeigen, dass die Wahrheitstafeln
der betrachteten Aussagen gleich sind. Wir zeigen erst (1), dann (2).

(1) Wir erinnern an die Wahrheitstafel von A < B:

| A

BEIE-EE-R NS
-2 -2 W
Sb—h'—néf}

Wir betrachten weiterhin die Wahrheitstafel von (A = B) A (B = A):

A| (A= B A(B=A)

g 2

A
w
f
f
w

2 wg 2]

Der Vergleich der Wahrheitstafel von A < mit den ersten beiden und der letzten Spalte der Wahrheitstafel
von (A = B) A (B = A) zeigt ihre Gleichheit.

(2) Wir erinnern an die Wahrheitstafel von A = B:

| A

S-S
-3 -3y
g3 2]

Wir betrachten weiterhin die Wahrheitstafel von (—=B) = (—A):

| -B | ~A | (-B) = (-4)

RN
-2 -2
44 -42]

f
f
w
w

g g -

Der Vergleich der Wahrheitstafel von A = B mit den ersten beiden und der letzten Spalte der
Wahrheitstafel von (—B) = (—A) zeigt ihre Gleichheit.

O

Die erste Aussage von Theorem 1.1 besagt, dass die Aussage “A und”B sind dquivalent”
logisch dquivalent zur Aussage “Aus A folgt B” und aus “B folgt A” ist. Dies ist die
Grundlage fiir viele sogenannte direkte Beweise mithilfe von Aquivalenzumformungen.
Die zweite Aussage von Theorem 1.1 besagt, dass die Aussage “Aus A folgt” B” logisch
dquivalent zur Aussage “Aus nicht B folgt nicht A” ist. Dies ist die Grundlage fiir die
Technik des indirekten Beweises.
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1.4. Beweistechniken

Im letzten Abschnitt wollen wir mit den Begriffen der direkten und indirekten Beweise
sowie des Beweises durch Widerspruch kurz drei Beweistechniken skizzieren, von denen vor
allem die erste in diesem Text immer wieder zur Begriindung von Theoremen herangezogen
wird. Dabei haben typische Theoreme die Form A = B fiir Aussagen A und B.

Es gilt dabei

 Direkte Beweise nutzen Aquivalenzumformungen, um A = B zu zeigen.
o Indirekte Beweise nutzen die logische Aquivalenz von A = B und (—B) = (—A4).
o Beweise durch Widerspruch zeigen, dass (—B) A A falsch ist.

Um diese Techniken an einem Beispiel zu erlautern, erinnern wir kurz an folgende
Aquivalenzumformungen von Gleichungen:

e Addition oder Subtraktion einer Zahl auf beiden Seiten der Gleichung, zum Beispiel
20 +4=10 < 2z =6, (1.3)

e Multiplikation mit einer oder Division durch eine von Null verschiedene Zahl auf
beiden Seiten der Gleichung, zum Beispiel

2r=6<12=3, (1.4)
¢ Anwendung einer injektiven Funktion auf beiden Seiten der Gleichung, zum Beispiel
exp(z) =2 < = = In(2), (1.5)

sowie an folgende elementaren Aquivalenzumformungen von Ungleichungen:

e Addition oder Subtraktion einer Zahl auf beiden Seiten der Ungleichung, zum
Beispiel
—2x+4>10< —2z > 6, (1.6)

e Multiplikation mit einer Zahl oder Division durch eine von Null verschiedene Zahl
auf beiden Seiten der Ungleichung, wobei die Multiplikation oder Division mit einer
negativen Zahl die Umkehrung der Ungleichung impliziert, zum Beispiel

—2r>6< < —3, (1.7)
e Anwendung monotoner Funktionen auf beiden Seiten der Ungleichung
exp(z) > 2 < z > In(2). (1.8)

Damit ausgestattet wollen wir nun folgendes Theorem mithilfe eines direkten Beweises,
eines indirekten Beweises und eines Beweises durch Widerspruch beweisen (vgl. Arens et
al. (2018)).

Theorem 1.2 (Quadrate positiver Zahlen). FEs seien a und b zwei positive Zahlen. Dann
gilt a®> < b?> = a < b.
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Beweis. Wir geben zunichst einen direkten Beweis. Dazu sei a® < b2 die Aussage A und a < b die Aussage
B. Dann gilt
a?<b?e0<b?—a?=0<(bt+a)b—a)e0<(b—a)ea<b. (1.9)
Wir geben nun einen indirekten Beweis. Es sei a? > b? die Aussage —A. Weiterhin sei @ > b die Aussage
—B. Dann gilt
a>b<a?>abNab> b2 < a? > b2, (1.10)

Schliefllich geben wir einen Beweis durch Widerspruch. Wir zeigen, dazu, dass die Annahme (—B) A A auf
eine falsche Aussage fithrt. Es gilt

a>bna®<b? < a®>abnha® <b? < ab<a? < b (1.11)

Weiterhin gilt
a>bha?<b? e ab>b2na? <b? s a? <b? <ab. (1.12)

Insgesamt gilt dann also die falsche Aussage

ab<a? <b?<ab< ab<ab. (1.13)

1.5. Selbstkontrollfragen

Erlautern Sie die Besonderheiten der mathematischen Sprache.

Was sind wesentliche Tétigkeiten zum Erlernen einer Sprache?

Erldutern Sie den Begriff der Definition.

Erldutern Sie den Begriff des Theorems.

Erldutern Sie den Begriff des Beweises.

Geben Sie die Definition einer mathematischen Aussage wieder.

Geben Sie die Definition der Negation einer mathematischen Aussage wieder.
Geben Sie die Definition der Konjunktion zweier mathematischer Aussagen wieder.

S

9. Geben Sie die Definition der Disjunktion zweier mathematischer Aussagen wieder.
10. Geben Sie die Definition der Implikation wieder.
11. Geben Sie die Definition der Aquivalenz wieder.
12. Geben Sie die Definition der logischen Aquivalenz wieder.
13. Erlautern Sie die Begriffe des direkten Beweises, des indirekten Beweises und des Beweises durch
Widerspruch.
14. Beweisen Sie, dass gilt
x2+px+q:0©9c:—£— (B>2—q\/w:—£+ <B>2—q. (1.14)
2 2 2 2
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2. Mengen

2.1. Grundlegende Definitionen

Mengen fassen mathematische Objekte wie beispielsweise Zahlen zusammen und bilden
die Grundlage der modernen Mathematik. Wir beginnen mit folgender Definition.

Definition 2.1 (Mengen). Nach Cantor (1895) ist eine Menge definiert als “eine
Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unsere
Anschauung oder unseres Denken (welche die Elemente der Menge genannt werden)
zu einem Ganzen”. Wir schreiben

m € M bzw. m ¢ M (2.1)

um auszudriicken, dass m ein Element bzw. kein Element von M ist.

Zur Definition von Mengen gibt es mindestens folgende Mdoglichkeiten:

o Auflisten der Elemente in geschweiften Klammern, z.B. M := {1, 2, 3}.
o Angabe der Eigenschaften der Elemente, z.B. M := {z € N|z < 4}.
o Gleichsetzen mit einer anderen eindeutig definieren Menge, z.B. M := Nj.

Die Schreibweise {z € N|z < 4} wird gelesen als “z € N, fiir die gilt, dass x < 4 ist”, wobei
die Bedeutung von N im Folgenden noch zu erldutern sein wird. Es ist wichtig zu erkennen,
dass Mengen ungeordnete mathematische Objekte sind, dass heifit die Reihenfolge der
Auflistung der Elemente einer Menge spielt keine Rolle. Zum Beispiel bezeichnen {1, 2, 3},
{1,3,2} und {2,3,1} dieselbe Menge, ndmlich die Menge der ersten drei natiirlichen
Zahlen.

Grundlegende Beziehungen zwischen mehreren Mengen werden in der néchsten Definition

festgelegt.

Definition 2.2 (Teilmengen und Mengengleichheit). A und B seien zwei Mengen.

o Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn fur jedes Element a € A gilt,
dass auch a € B. Ist A eine Teilmenge von B, so schreibt man

ACB (2.2)

und nennt A Untermenge von B und B Obermenge von A.

e Eine Menge A heifit echte Teilmenge einer Menge B, wenn fiir jedes Element a € A
gilt, dass auch a € B, es aber zumindest ein Element b € B gibt, fiir das gilt b ¢ A.
Ist A eine echte Teilmenge von B, so schreibt man

ACB. (2.3)
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o Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn fir jedes Element a € A gilt, dass auch
a € B, und wenn fiir jedes Element b € B gilt, dass auch b € A. Sind die Mengen A

und B gleich, so schreibt man
A=B. (2.4)

[ ]
Betrachten wir zum Beispiel die Mengen A := {1}, B := {1,2}, und C := {1,2}. Dann
gilt mit obigen Definitionen, dass A C B, weil 1 € A und 1 € B, aber 2 € B und 2 ¢ A.
Weiterhin gilt, dass B C C, weil 1 € Bund 1 € C sowie 2 € B und 2 € C und es kein
Element von C gibt, welches nicht in B ist. Ebenso gilt C' C B, weil 1 € C und 1 € B
sowie 2 € C' und 2 € B und es kein Element von B gibt, welches nicht in C ist. Schliefllich

gilt sogar B = C, welil fiir jedes Element b € B gilt, dass auch b € C, und gleichzeitig fiir
jedes Element ¢ € C' gilt, dass auch ¢ € B.

Eine wichtige Eigenschaft einer Menge ist die Anzahl der in ihr enthaltenen Elemente.
Diese wird als Kardinalitdt der Menge bezeichnet.

Definition 2.3 (Kardinalitdt). Die Anzahl der Elemente einer Menge M heifit
Kardinalitat und wird mit |M | bezeichnet.

Eine besondere Menge ist die Menge ohne Elemente.

Definition 2.4. Eine Menge mit Kardinalitat Null heifit leere Menge und wird mit ()
bezeichnet.

Als Beispiele seien A := {1,2,3}, B = {a,b,c,d} und C := { }. Dann gelten |[A| =3, B=4
und |C] = 0.

Zu jeder Menge kann man die Menge aller Teilmengen dieser Menge betrachten. Dies fithrt
auf den wichtigen Begriff der Potenzmenge.

Definition 2.5 (Potenzmenge). Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit
Potenzmenge von M und wird mit P (M) bezeichnet.

Man beachte, dass die leere Untermenge von M und M selbst auch immer Elemente von
P(M) sind. Wir betrachten vier Beispiele zum Begriff der Potenzmenge.

o M, := () sei die leere Menge. Dann gilt

P(M,) = 0. (2.5)

o M, sei die einelementige Menge M, := {a}. Dann gilt

P(My) ={0,{a}}. (2.6)
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Es sei M, := {a,b}. Dann hat M, sowohl ein- als auch zweielementige Teilmengen
und es gilt

P(My) = {0,{a} {b},{a,b}}. (2.7)

Schliefllich sei My := {a,b,c}. Dann hat M ein-, zwei-, als auch dreielementige
Teilmengen und es gilt

P(Mz) = {0,{a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b,c},{a, b, c}}. (2.8)

Hinsichtlich der Kardinalitdten einer Menge und ihrer Potenzmenge kann man beweisen,
dass aus |M| = n mit n > 0 folgt, dass die Kardinalitdt der Potenzmenge |P(M)| = 2"
ist. In den obigen Beispielen haben wir die Fille |M;| = 1 und somit |P(M;)| = 2! = 2,
| M| = 2 und somit |P(M;)| = 22 = 4 und schlielich |M;| = 3 und somit |P(M;)| = 23 =
8, wovon man sich durch Nachzéhlen schnell {iberzeugt.

2.2.

Verkniipfungen von Mengen

Zwei Mengen konnen auf unterschiedliche Weise miteinander verkniipft werden. Das
Ergebnis einer solchen Verkniipfung ist eine weitere Menge. Wir bezeichnen die
Verkniipfung zweier Mengen als Mengenoperation und geben folgende Definitionen.

Definition 2.6 (Mengenoperationen). M und N seien zwei Mengen.

Die Vereinigung von M und N ist definiert als die Menge
MUN :={zlze MVze N}, (2.9)

wobei V wie immer im inklusiven Sinne als und/oder zu verstehen ist.

Der Durchschnitt von M und N ist definiert als die Menge
MNON:={zlre MANz e N}. (2.10)

Wenn fir M und N gilt, dass M N N = (), dann heiflen M und N disjunkt.
Die Differenz von M und N ist definiert als die Menge

MA\N :={z|lz € M Az & N}. (2.11)

Die Differenz M und N heifit, insbesondere bei M C N, auch das Komplement von
N beziiglich M und wird mit N¢ bezeichnet.

Die symmetrische Differenz von M und N ist definiert als die Menge
MAN :={z|(xe MV e N) Nz ¢ MNN}, (2.12)

Die symmetrische Differenz kann also als exklusives oder verstanden werden.

Als Beispiel betrachten wir die Mengen M := {1,2,3}und N := {2,3,4,5}. Dann gelten
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e MUN =1{1,2,3,4,5}, weille M,2€ M,3€ M,4€ N und 5 € N.

o MNN = {2,3}, weil nur fiir 2 und 3 gilt, dass 2 € M,3 € M und auch 2 € N,3 € N.
Fiir 1 gilt lediglich, dass 1 € M und fiir 4 und 5 gelten lediglich, dass 4 € N und
5€N.

o M\ N ={1}, weil 1 € M, aber 1 ¢ N und 2 € M, aber auch 2 € N.

o N\ M = {4,5}, weil 2 € N und 3 € N, aber auch 2 € M und 3 € M. Dies zeigt
insbesondere, dass die Differenz von M Und N nicht symmetrisch ist, also dass nicht
zwangslaufig gilt, dass M \ N gleich N \ M ist.

o MAN ={1,4,5}, weil 1 € M, aber 1 ¢ {2,3}, 2 € M, aber 2 € {2,3}, 3 € M, aber
3€{2,3},4€ N,aber 4 ¢ {2,3} und 5 € N, aber 5 ¢ {2,3}.

SchlieBlich wollen wir noch den Begriff der Partition einer Menge einfiihren.

Definition 2.7 (Partition). M sei eine Menge und P := {N,} sei eine Menge von Mengen
N, mit i =1,...,n, so dass gilt

M=Ur N,AN,AN;=0fixi=1,.,n,j=1,...ni%#j (2.13)

Dann heif3t P eine Partition von M.

Intuitiv entspricht die Partition einer Menge also dem Aufteilen der Menge in
disjunkte Teilmengen. Partitionen sind generell nicht eindeutig, d.h. es gibt meist
verschiedene Moglichkeiten eine gegebene Menge zu partitionieren. Betrachten wir
zum Beispiel die Menge M := {1,2,3,4,5,6}. Dann sind P, := {{1},{2,3,4,5,6}},
P, :={{1,2,3},{4,5,6}} und Py := {{1,2},{3,4},{5,6}} drei mogliche Partitionen von
M.

2.3. Spezielle Mengen

In der Naturwissenschaft versucht man, Ph&nomene der Welt mit Zahlen zu beschreiben.
Je nach Phénomen bieten sich dazu diskrete oder kontinuierliche Zahlenmengen an. Die
Mathematik stellt dazu unter anderem die in folgender Definition gegebenen Zahlenmengen
bereit.

Definition 2.8 (Zahlenmengen). Es bezeichnen

o N :={1,2,3,...} die natirlichen Zahlen,

o« N, :=1{1,2,3,...,n} die natirlichen Zahlen der Ordnung n,
e NY:=NU{0} die natiirlichen Zahlen und Null,

o 7 :={..,—3,—-2,—-1,0,1,2,3...} die ganzen Zahlen,

« Q ={%|p,q € Z,q# 0} die rationalen Zahlen,

e R die reellen Zahlen, und

o C :={a+ibla,beR,i:=+/—1} die komplexen Zahlen.
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Die natiirlichen und ganzen Zahlen eignen sich insbesondere zum Quantifizieren diskreter
Phénomene. Die rationalen und insbesondere die reellen Zahlen eignen sich zum
Quantifizieren kontinuierlicher Phédnomene. R umfasst dabei die rationalen Zahlen und die
sogenannten irrationalen Zahlen R\ Q. Rationale Zahlen sind Zahlen, die sich, wie oben
definiert, durch Briiche ganzer Zahlen ausdriicken lassen. Dies sind alle ganzen Zahlen

sowie die negativen und positiven Dezimalzahlen wie z.B. —% = —0.9, % = 1.33, und
% = 1.96. Irrationale Zahlen sind Zahlen, die sich nicht als rationale Zahlen ausdriicken

lassen. Beispiele fiir irrationale Zahlen sind die Fulersche Zahl e ~ 2.71, die Kreiszahl
7 ~ 3.14 und die Quadratwurzel von 2, v2 ~ 1.41.

Die reellen Zahlen enthalten als Teilmengen die natiirlichen, ganzen, und die rationalen
Zahlen. Es gibt also sehr viele reelle Zahlen. Tatsdchlich kann man beweisen (Cantor
(1892)), dass es mehr reelle Zahlen als natiirliche Zahlen gibt, obwohl es sowohl unendlich
viele reelle Zahlen als auch unendlich viele natiirliche Zahlen gibt. Diese Eigenschaft der
reellen Zahlen bezeichnet man als die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen. Insbesondere
gilt

NCZcQCR. (2.14)
Zwischen zwei reellen Zahlen gibt es unendlich viele weitere reelle Zahlen. Positiv-
Unendlich (oo) und Negativ-Unendlich (—oo) sind keine Zahlen, mit denen in der

Standardmathematik gerechnet werden kann. Sie gehdren auch nicht zu den in obiger
Definition gegebenen Zahlenmengen, es gilt also sowohl co ¢ R als auch —oo ¢ R.

Komplexe Zahlen eignen sich zur Beschreibung zweidimensionaler kontinuierlicher
Phénomene. Dabei werden die Werte der ersten Dimension im reellen Teil ¢ und die
Werte der zweiten Dimension im komplexen Teil b einer komplexen Zahl représentiert.
Komplexe Zahlen kommen insbesondere bei der Modellierung physikalischer Phénomene
und im Bereich der Fourieranalyse zum Einsatz. Wir vertiefen die Theorie komplexer
Zahlen an dieser Stelle nicht.

Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen sind die sogenannten Intervalle. Wir geben
folgende Definitionen.

Definition 2.9. Zusammenhangende Teilmengen der reellen Zahlen heiflen Intervalle. Fir
a,b € R unterscheidet man

o das abgeschlossene Intervall
[a,b] :={z € Rla < x < b}, (2.15)

o das offene Interval
la,b[:={z € Rla < = < b}, (2.16)

o und die halboffenen Intervalle
la,b] :={z € Rla <z < b} und [a,b[:= {x € Rla <z < b}. (2.17)

Wie oben erwédhnt sind Positiv-Unendlich (co) und Negativ-Unendlich (—oo) keine
Elemente von R. Es gilt also immer | — 0o, b] oder | — oo, b[ bzw. ]a, co[ oder [a, 00|, sowie
R =] — 00, 0.
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Oft mochte man mehrere Eigenschaften eines Phidnomens gleichzeitig quantitativ
beschreiben. Zu diesem Zweck kénnen die oben definierten eindimensionalen Zahlenmenge
durch Bildung Kartesischer Produkte auf mehrdimensionale Zahlenmengen erweitert
werden. Die Elemente Kartesischer Produkte nennt man geordnete Tupel oder auch
Vektoren.

Definition 2.10 (Kartesische Produkte). M und N seien zwei Mengen. Dann ist das
Kartesische Produkt der Mengen M und N die Menge aller geordneten Tupel (m,n) mit
m € M und n € N, formal

M x N :={(m,n)lm € M,n € N}. (2.18)

Das Kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst wird bezeichnet mit
M?:=M x M. (2.19)

Seien weiterhin M, M, ..., M,, Mengen. Dann ist das Kartesische Produkt der Mengen
My, ..., M, die Menge aller geordneten n-Tupel (mq,...,m, ) mit m; € M, firi =1,...,n,
formal

n
HMi = M, x - x M, = {(my,....,m,)|m; €M, firi=1,....,n}. (2.20)
i=1

Das n-fache Kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst wird bezeichnet mit

M ::ﬁM:: {(my,,....m,)|m; € M}. (2.21)

Im Gegensatz zu Mengen sind die in Definition 2.10 eingefithrten Tupel geordnet. Das
heifit, fiir Mengen gilt zum Beispiel {1,2} = {2,1}, aber fiir Tupel gilt (1,2) # (2,1).

Wie oben beschrieben eignen sich insbesondere die reellen Zahlen zur Beschreibung
kontinuierlicher Phénomene. Zur simultanen Beschreibung mehrere Aspekte eines
kontinuierlichen Phdnomens bietet sich entsprechend die Menge der reellen Tupel n-ter
Ordnung an.

Definition 2.11 (Menge der reellen Tupel n-ter Ordnung). Das n-fache Kartesische
Produkt der reellen Zahlen mit sich selbst wird bezeichnet mit

n

R = [[R:= {2 = (2,,....x,)|z; € R} (2.22)

i=1

und wird “R hoch n” gesprochen. Wir schreiben die Elemente von R™ als Spalten

L1
T = ( : ) (2.23)

und nennen sie n-dimensionale Vektoren. Zu Abgrenzung nennen wir die Elemente von
R! = R auch Skalare.
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Ein Beispiel fiir z € R* ist
0.16

1.76
=193 (2.24)

7.11

2.4. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition einer Menge nach Cantor (1895) wieder.
Nennen Sie drei Moglichkeiten zur Definition einer Menge.
Erldutern Sie die Ausdriicke m € M,m ¢ N,M C N, M C N fiir zwei Mengen M und N.
Geben Sie die Definition der Kardinalitit einer Menge wieder.
Geben Sie die Definition der Potenzmenge einer Menge wieder.
Es sei M := {1,2}. Bestimmen Sie P(M).
Es seien M := {1,2}, N := {1,4,5}. Bestimmen Sie M UN, M NN, M\ N, MAN.
Erldutern Sie die Symbole N, N,,, und N°.
9. Erldutern Sie die Unterschiede zwischen N und Z und zwischen R und Q.
10. Geben Sie die Definition abgeschlossener, offener, und halboffener Intervalle wieder.
11. Es seien M und N Mengen. Erldutern Sie die Notation M x N.
12. Geben Sie die Definition von R™ wieder.

NSO WD
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3. Summen, Produkte, Potenzen

3.1. Summen

Diese Einheit fiihrt einige Schreibweisen fiir die Grundrechenarten ein.

Definition 3.1 (Summenzeichen). Es bezeichnet

r, =2+ Ty + -+, (3.1)
=1

1=

Dabei stehen

o Y fiir das griechische Sigma, mnemonisch fiirSumme,

e das Subskript ¢ = 1 fiir den Laufindexr und den Startindex,
o das Superskript n fir den Endindexr und

* Iy,Ty,...,x, fir die Summanden.

Fiir die sinnvolle Benutzung des Summenzeichens ist es essentiell, dass mit mithilfe des
Subskripts und des Superskripts Anfang und Ende der Summation festgelegt werden. Die
genaue Bezeichnung des Laufindexes ist dagegen fiir den Wert der Summe irrelevant, es

gilt
i=1 =1

Manchmal wird der Laufindex auch als Element einer Indexmenge angegeben. Ist z.B. die
Indexmenge I := {1,5,7} definiert, so ist

el

Im Folgenden wollen wir kurz einige Beispiele fiir die Benutzung des Summenzeichens
betrachten.

o Summation vordefinierter Summanden. Es seien z, := 2, x5 := 10, x5 := —4. Dann
gilt

3
1=1

o Summation natirlicher Zahlen. Es gilt

5
D i=14+2+3+4+5=15 (3.5)

=1
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o Summation gerader natirlicher Zahlen. Es gilt

5
> 20=2-142-2+2-3+2-442-5=2+4+6+8+10=30. (3.6)
i=1

o Summation ungerader natirlicher Zahlen. Es gilt

K2

5
(2i—1)=2-1—142-2—142-3—1+42-4—142-5—1 = 14+3+5+7+9 = 25. (3.7)
=1

Der Umgang mit dem Summenzeichen wird oft durch die Anwendung folgender
Rechenregeln vereinfacht.

Theorem 3.1 (Rechenregeln fiir Summen).

(1) Summen gleicher Summanden

T =nx (3.8)

i1
(2) Assoziativitat bei Summen gleicher Linge

n

Zn:xi + zn:yz‘ = Z(wz + ;) (3.9)

i=1

(8) Distributivitdt bei Multiplikation mit einer Konstante

zn:ami = azn:xi (3.10)
=1 =1

(4) Aufspalten von Summen mit 1 < m <n

ixi—ixi—ﬁi x; (3.11)

(5) Umindizierung

3
3
T
3

x; = x; (3.12)

Beweis. Man tiberzeugt sich von diesen Rechenregeln durch Ausschreiben der Summen und Anwenden der
Rechenregeln von Addition und Multiplikation. Wir zeigen hier exemplarisch die Assoziativitat bei Summen
gleicher Lange und die Distributivitdt bei Multiplikation mit einer Konstante. Hinsichtlich ersterer haben
wir

n

DowmEY =t ot T, Yty Ty,
i=1

i=1
=T, +Y; + Tyt Y+t x, Y, (3.13)

= (s +Y;)-
i=1
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Hinsichtlich letzterer gilt

E ar; =axr; +ax, +--+azx,

=a(z, +zo++2x,) (3.14)

O

Als Beispiel fiir die Anwendung einer Rechenregel betrachten wir die Auswertung eines
Mittelwertes (manchmal auch Durchschnitt genannt). Dazu seien x4, x5, ..., z,, reelle Zahlen.
Der Mittelwert dieser Zahlen entspricht der Summe von z,,x,,...,z, geteilt durch die
Anzahl der Zahlen n. Dabei ist es nach obiger Rechenregel (3) irrelevant, ob zunéchst
die Zahlen aufaddiert werden und dann die resultierende Summe durch n geteilt wird,
oder die Zahlen jeweils einzeln durch n geteilt werden und die entsprechenden Ergebenisse
dann aufaddiert werden. Genauer gilt durch Anwendung von Rechenregel (3) mit a = 1/n,

dass
EZ”“"Z:Z? (3.15)
=1 =1

So ist zum Beispiel der Mittelwert von =, := 1, x4 := 4,25 := 2 2, := 1 gegeben durch

4
X,

24: 1+4+2+1) L 1+ + +f - (3.16)
Pt 47 4 4 £ 4 '

3.2. Produkte

Eine analoge Schreibweise zum Summenzeichen bietet das Produktzeichen fiir Produkte.

Definition 3.2 (Produktzeichen). Es bezeichnet

Hl‘i:%'xz'““ﬂ% (3.17)

i=1
Dabei stehen

o [] fur das griechische Pi, mnemonisch fiir Produkt,

e das Subskript ¢ = 1 fiir den Laufindex und den Startindex,
e das Superskript n fir den Endindez,

o Ti,%y,..., T, fir die Produktterme

Analog zum Summenzeichen gilt, dass das Produktzeichen nur mit Subskript und
Superskripten zu Lauf- und Endindex Sinn ergibt. Die genaue Bezeichnung des
Laufindizes ist wiederum irrelevant, es gilt

n n
Hazi = ij. (3.18)
i=1 j=1
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Auch hier wird in seltenen Féallen der Laufindex als Element einer Indexmenge angegeben.
Ist z.B. die Indexmenge J := NJ definiert, so ist

jedJ

3.3. Potenzen

Produkte von Zahlen mit sich selbst kénnen mithilfe der Potenzschreibweise abgekiirzt
werden.

Definition 3.3 (Potenz). Fiir a € R und n € N° ist die n-te Potenz von a definiert durch
a’:=1und a""!:=a"-a. (3.20)

Weiterhin ist fiir a € R\ 0 und n € N° die negative n-te Potenz von a definiert durch
ai=(a")ti= —. (3.21)

a wird dabei Basis und n wird Ezponent genannt.

Die Art der Definition von a™*! mit Riickbezug auf die Potenz a™ in obiger Definition nennt

man rekursiv. Die Definition a” := 1 nennt man dabei den Rekursionsanfang; er macht die
rekursive Definition von a"*! erst moglich. Die Definition a™*! := a™ - @ nennt man auch
Rekursionsschritt. Folgende Rechenregeln vereinfachen das Rechnen mit Potenzen.

Theorem 3.2 (Rechenregeln fiir Potenzen). Fir a,b € R und n,m € Z mit a # 0 bei
negativen Exponenten gelten folgende Rechenregeln:

aam™ = g™t (3.22)
(a™)™ = a™™m (3.23)
(ab)™ = a™b" (3.24)

Wir verzichten auf einen Beweis. Beispielsweise gelten also

22.23=(2-2)-(2-2-2) = 2% =22%3, (3.25)
(323 =(3-33=(3-3)-(3-3)-(3-3) =35 =323, (3.26)

und
(2:4)2=(2-4)-(2-4)=(2-2)-(4-4) =242 (3.27)

In enger Beziehung zur Potenz steht die Definition der nten Wurzel:
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Definition 3.4 (n-te Wurzel). Fiir a € R und n € N ist die n-te Wurzel von a definiert
als die Zahl r, so dass
"= a. (3.28)

Beim Rechnen mit Wurzeln ist die Potenzschreibweise von Wurzeln oft hilfreich, da sie die
direkte Anwendung der Rechenregeln fiir Potenzen ermdglicht.

Theorem 3.3 (Potenzschreibweise der n-ten Wurzel). Es sei a € R, n € N, und r die
n-te Wurzel von a. Dann gilt
r=an (3.29)

Beweis. Es gilt

1\ 1 1 >
(aﬁ) =qaqn -qn +----Qn = Q~i=1

3=
=

=a' =a. (3.30)

3=

Also gilt mit der Definition der n-ten Wurzel, dass r = a=.

O

Das Rechnen mit Quadratwurzeln wird durch die Potenzschreibweise /z = x2 sehr
erleichtert. Zum Beispiel gilt

27 2T L. (970) 5 — (270)1 3 — (27)5 — ™
Vor ~ (2m)} = (2m)' - (2m)7% = (2) (2m)% = V2. (3.31)

3.4. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition des Summenzeichens wieder.

Berechnen Sie die Summen 2?21 2, 2?21 i, und 2?21 2i.

Schreiben Sie die Summe 1+ 3+ 5+ 7 + 9 + 11 mithilfe des Summenzeichens.
Schreiben Sie die Summe 0 4 2 4+ 4 + 6 + 8 + 10 mithilfe des Summenzeichens.
Geben Sie die Definition des Produktzeichens wieder.

Geben Sie die Definition der n-ten Potenz von a € R wieder.

Berechnen Sie 22 - 23 und 25 und geben Sie die zugehérige Potenzregel wieder.
Berechnen Sie 62 und 22 - 32 und geben Sie die zugehérige Potenzregel wieder.
Begriinden Sie, warum die n-te Wurzel von a als an geschrieben werden kann.
Berechnen Sie (v/2)3,92, und 47z,

COPXNS R W

—_
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4. Funktionen

Funktionen bilden zusammen mit den Mengen die Grundpfeiler mathematischer
Modellierung. In dieser Einheit definieren wir den Begriff der Funktion, fithren erste
Eigenschaften von Funktionen ein und geben eine Ubersicht iiber einige elementare
Funktionen. Funktionen werden dquivalent auch als Abbildungen bezeichnet.

4.1. Definition und Eigenschaften

Definition 4.1 (Funktion). Eine Funktion oder Abbildung f ist eine Zuordnungsvorschrift,
die jedem Element einer Menge D genau ein Element einer Zielmenge Z zuordnet. D wird
dabei Definitionsmenge von f und Z wird Zielmenge von f genannt. Wir schreiben

f:D—=Zxz f(x), (4.1)

wobei f : D — Z gelesen wird als “die Funktion f bildet alle Elemente der Menge D
eindeutig auf Elemente in Z ab” und x + f(z) gelesen wird als “x, welches ein Element
von D ist, wird durch die Funktion f auf f(z) abgebildet, wobei f(z) ein Element von
7 ist”. Der Pfeil — steht fiir die Abbildung zwischen den Mengen D und Z, der Pfeil —
steht fiir die Abbildung zwischen einem Element von D und einem Element von Z.

Es ist zentral, zwischen der Funktion f als Zuordnungsvorschrift und einem Wert der
Funktion f(z) als Element von Z zu unterscheiden. x ist das Argument der Funktion (der
Input der Funktion), f(x) der Wert, den die Funktion f fiir das Argument x annimmt
(der Output der Funktion). Ublicherweise folgt in der Definition einer Funktion f(z) die
Definition der funktionalen Form wvon f, also einer Regel, wie aus x der Wert f(z) zu
bilden ist. Zum Beispiel wird in folgender Definition einer Funktion

[ R—=Ryp, 2z f(z):= x? (4.2)

die Definition der Potenz genutzt.

Funktionen sind immer eindeutig, in dem Sinne dass sie jedem x € D bei jeder Anwendung
der Funktion immer dasselbe f(x) € Z zuordnen. Funktionen setzen dabei Elemente
von Mengen miteinander in Beziehung. Die Mengen dieser Elemente erhalten spezielle
Bezeichnungen.

Definition 4.2 (Bildmenge und Urbildmenge). Es sei f: D — Z,x + f(x) eine Funktion
und es seien D’ C D und Z’ C Z. Die Menge

f(D") :={z € Z|Es gibt ein € D’ mit z = f(z)} (4.3)
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heifit die Bildmenge von D’ und f(D) C Z heifit der Wertebereich von f. Weiterhin heifit
die Menge
fHZ)={zeDlf(x) e 2'} (4.4)

die Urbildmenge von Z'. x € D mit z = f(z) € Z heifit auch Urbild von z.

Man beachte, dass der Wertebereich f(D) von f und die Zielmenge Z von f sind nicht
notwendigerweise identisch sein miissen. Grundlegende Eigenschaften von Funktionen
werden in folgender Definition festgelegt.

Definition 4.3 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitit). f: D — Z,z — f(x) sei eine
Funktion. f heifit injektiv, wenn es zu jedem Bild z € f(D) genau ein Urbild z € D
gibt. Aquivalent gilt, dass f injektiv ist, wenn aus x;,7, € D mit x; # x, folgt, dass
f(xy) # f(xy) ist. f heifit surjektiv, wenn f(D) = Z gilt, wenn also jedes Element der
Zielmenge Z ein Urbild in der Definitionsmenge D hat. Schliellich heifit f bijektiv, wenn
f injektiv und surjektiv ist. Bijektive Funktionen werden auch eineindeutige Funktionen
(engl. one-to-one mappings) genannt.

[ ]
Abbildung 4.1 verdeutlicht diese Definitionen anhand dreier (Gegen)beispiele.
Nicht-injektiv Nicht-surjektiv Bijektiv
A
1 | [ | [
I ; /|
D
Abbildung 4.1. Injektivitdt, Surjektivitat, Bijektivitat.
Abbildung 4.1 A visualisiert die nicht-injektive Funktion
J(1) =4
f:{1,2,3} = {A, B}z = f(z) =4 f(2) =A. (4.5)
fB) =B

Die Funktion ist nicht-injektiv, weil es zum Element A in der Bildmenge von f mehr als
ein Urbild in der Definitionsmenge von f gibt, ndmlich 1 und 2.

Abbildung 4.1 B visualisiert die nicht-surjektive Funktion

g(1) =4
9:{1,2,3} = {A,B,C,D},x + g(x) := g(2) =B. (4.6)
9(3) =D
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Die Funktion ist nicht surjektiv, weil das Element D in der Zielmenge von f kein Urbild
in der Definitionsmenge von f hat. Abbildung 4.1 C schlielich visualisiert die bijektive
Funktion

h:{1,2,3} - {A,B,C}, x> g(x) := h(2) :=B. (4.7)
h(3) =C

Zu jedem Element in der Zielmenge von h gibt es genau ein Urbild, die Funktion ist also
injektiv und surjektiv und damit bijektiv.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion
f:R—= Rz flx):=22 (4.8)

Diese Funktion ist nicht injektiv, weil z.B. fiir z; = 2 # —2 = z, gilt, dass f(z;) = 2% =
4 = (—2)% = f(x,). Weiterhin ist f auch nicht surjektiv, weil z.B. —1 € R kein Urbild
unter f hat. Schrankt man die Definitionsmenge von f allerdings auf die nicht-negativen
reellen Zahlen ein, definiert man also die Funktion

F:10,00[— [0, 00, @ > f(x) := a2, (4.9)

S0 ist f im Gegensatz zu f injektiv und surjektiv, also bijektiv.

4.2. Funktionentypen

Durch Verkettung lassen sich aus Funktionen weitere Funktionen bilden.

Definition 4.4 (Verkettung von Funktionen). Es seien f: D — Z und g : Z — S zwei
Funktionen, wobei die Wertemenge von f mit der Definitionsmenge von g iibereinstimmen
sollen. Dann ist durch

gof:D—= S,z (go f)(z) = g(f(x)) (4.10)

eine Funktion definiert, die die Verkettung von f und g genannt wird.

Die Schreibweise fiir verkettete Funktionen ist etwas gewohnungsbediirftig. Wichtig ist es
zu erkennen, dass go f die verkette Funktion und (go f)(z) ein Element in der Zielmenge der
verketten Funktion bezeichnen. Intuitiv wird bei der Auswertung von (g o f)(x) zunéchst
die Funktion f auf x angewendet und dann die Funktion g das Element auf f(z) von R
angewendet. Dies ist in der funktionalen Form g(f(x)) festgehalten. Der Einfachheit halber
benennt man die Verkettung zweier Funktionen auch oft mit einem einzelnen Buchstaben
und schreibt beispielsweise, h := go f mit h(z) = g(f(z)).

Leicht zur Verwirrung kann es fithren, wenn Elemente in der Zielmenge von f mit y
bezeichnet werden, also die Schreibweise y = f(x) und h(x) = g(y) genutzt wird. Allerdings
ist diese Schreibweise manchmal zur notationellen Vereinfachung nétig.

Als Beispiel fiir die Verkettung zweier Funktionen betrachten wir

[ R=R oz f(x):=—2? (4.11)

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Funktionentypen 32

und
g:R—= R,z g(x):=exp(x). (4.12)

Die Verkettung von f und g ergibt sich in diesem Fall zu
gof:R=> R (go f)(@) = g(f(z)) = exp (—a?). (4.13)
Eine erste Anwendung der Verkettung von Funktionen findet sich in folgender Definition.

Definition 4.5 (Inverse Funktion). Es sei f: D — Z,x + f(x) eine bijektive Funktion.
Dann heifit die Funktion f~! mit

flefsD= Do (fhef)(@)=f1(flx) =2 (4.14)

inverse Funktion, Umkehrfunktion oder einfach Inverse von f.

Inverse Funktionen sind immer bijektiv. Dies folgt, weil f bijektiv ist und damit jedem
x € D genau ein f(z) = z € Z zugeordnet wird. Damit wird aber auch jedem z € Z genau
ein € D, ndmlich f~*(f(x)) = x zugeordnet.

Intuitiv macht die inverse Funktion von f den Effekt von f auf ein Element x riickgéngig.
Betrachtet man den Graphen einer Funktion in einem Kartesischen Koordinatensystem,
so fiihrt die Anwendung von einem Wert auf der x-Achse zu einem Wert auf der y-Achse.
Die Anwendung der inversen Funktion fithrt dementsprechend von einem Wert auf der
y-Achse zu einem Wert auf der z-Achse. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

[ R=>Rzxm f(x):=2x=y. (4.15)

Dann ist die inverse Funktion von f gegeben durch

1

U R=> Ry [ (y) = 59 (4.16)

weil fiir jedes z € R gilt, dass
1
(fe N)(@) = 7 (f(2)) = f71(20) = 5 - 20 = w. (4.17)
Eine wichtige Klasse von Funktionen sind lineare Abbildungen.

Definition 4.6 (Lineare Abbildung). Eine Abbildung f: D — Z,z  f(x) heifit lineare
Abbildung, wenn fir z,y € D und einen Skalar ¢ gelten, dass

Flz+y) = f(@) + F) flex) = cf(x) (Additivitiit)

und
flex) = cf(x) (Homogenitét)

Eine Abbildung, fiir die obige Eigenschaften nicht gelten, heifit nicht-lineare Abbildung.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Funktionentypen 33

Lineare Abbildungen sind oft als “gerade Linien” bekannt. Die allgemeine Definition
linearer Abbildungen ist mit dieser Intuition nicht komplett kongruent. Insbesondere sind
lineare Abbildungen nur solche Funktionen, die den Nullpunkt auf den Nullpunkt abbilden.
Wir zeigen dazu folgendes Theorem.

Theorem 4.1 (Lineare Abbildung der Null). f: D — Z sei eine lineare Abbildung. Dann
gilt
f(0)=0. (4.18)

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass mit der Additivitdt von f gilt, dass
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). (4.19)

Addition von —f(0) auf beiden Seiten obiger Gleichung ergibt dann

f(0) = f(0) = f(0) + f(0) — £(0)

0— 7(0) (4.20)

und damit ist alles gezeigt.

Wir wollen den Begriff der linearen Abbildung noch an zwei Beispielen verdeutlichen.
e Fir a € R ist die Abbildung
f*R=>Rar f(z):=ax (4.21)
eine lineare Abbildung, weil gilt, dass
flz4y) =alz+y) = ax+ay = f(z)+ f(y) und f(cx) = acx = cax = cf(x). (4.22)
e Fiir a,b € R ist dagegen die Abbildung
[:R=>Rzxr f(x):=ax+0b (4.23)
nicht-linear, weil z.B. fiir ¢ := b := 1 gilt, dass
fet+y)=lz+y)+l=c+y+lFo+l+y+l=[fa)+fly). (424

Eine Abbildung der Form f(x) := ax + b heifit linear-affine Abbildung oder linear-affine
Funktion. Etwas unsauber werden Funktionen der Form f(z) := axz 4+ b auch manchmal
als lineare Funktionen bezeichnet.

Neben den bisher diskutierten Funktionentypen gibt es noch viele weitere Klassen
von Funktionen. In folgender Definition klassifizieren wir Funktionen anhand der
Dimensionalitéat ihrer Definitions- und Zielmengen. Diese Art der Funktionsklassifikation
ist oft hilfreich, um sich einen ersten Uberblick iiber ein mathematisches Modell zu
verschaffen.

Definition 4.7 (Funktionenarten). Wir unterscheiden
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o univariate reellwertige Funktionen der Form

f:R=>Rzxw f(z), (4.25)
o multivariate reellwertige Funktionen der Form
[iR" =2 R flz) = f(2q, . 2,), (4.26)
o und multivariate vektorwertige Funktionen der Form
filxy,.yzy,)
f:R" > R™x f(x)= : , (4.27)
fon (@1, oy ,)

wobei f;,i = 1,...,m die Komponenten(funktionen) von f genannt werden.

In der Physik werden multivariate reellwertige Funktionen Skalarfelder und multivariate
vektorwertige Funktionen Vektorfelder genannt. In manchen Anwendungen treten zum
Beispiel auch matrizvariate matrizwertige Funktionen auf.

4.3. Elementare Funktionen

Als elementare Funktionen bezeichnen wir eine kleine Schar von univariaten reellwertigen
Funktionen, die héufig als Bausteine komplexerer Funktionen auftreten. Dies sind
die Polynomfunktionen, die FEzponentialfunktion, die Logarithmusfunktion und die
Gammafunktion. Im Folgenden geben wir wesentliche Eigenschaften dieser Funktionen
und ihre Graphen an. Fiir Beweise der Eigenschaften der hier vorgestellten F unktionen
verweisen wir auf die weiterfithrende Literatur.

Definition 4.8 (Polynomfunktionen). Eine Funktion der Form

k
f*R=>Rzr flz):= Zaixi =ay + ayxt + agr? + - + apak (4.28)
=0

heift Polynomfunktion k-ten Grades mit Koeffizienten ay,aq,...,a; € R.

Einige ausgewéhlte Polynomfunktionen sind in Tabelle 4.1 aufgelistet, Abbildung 4.2 zeigt
die enstprechende Graphen.

Tabelle 4.1. Ausgewihlte Polynomfunktionen

Name Funktionale Form Koeffizienten

Konstante Funktion flz)=a ag:=a,a; =0,1>0
Identitatsfunktion flz)==z ag:=0,a, :=1,a;,:=0,i>1
Linear-affine Funktion flx)=ax+0 ag:=b,a; :=a,a;:=0,71>1
Quadratfunktion flz) = 22 ag:=0,a; :=0,a,:=1,a,:=0,71>2

Ein wichtiges Funktionenpaar sind die Exponentialfunktion und die Logarithmusfunktion.
Die Graphen der Exponential- und Logarithmusfunktion sind in Abbildung 4.3
abgebildet.
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1
—4 7 f(x);x2

Abbildung 4.2. Ausgewihlte Polynomfunktionen

47— e
2 - In(x)
o -

o

4

Abbildung 4.3. Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion
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Definition 4.9 (Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion ist definiert als

X X
_1+x+—+—+—+ (4.29)

" 2 3 4
n! 31 "4l

oo
exp: R — R,z — exp(z Z

Die Exponentialfunktion hat unter anderem folgende Eigenschaften.

Wertebereich der Exponentialfunktion

o T €] —00,0[= exp(z) €]0,1]
e z€|0,00] = exp(x) €]l o0

Insbesondere nimmt die Exponentialfunktion also nur positive Werte an.
Monotonieeigenschaft der Exponentialfunktion
o z<y=exp(x) <exp(y)

Spezielle Werte der FExponentialfunktion

Die Logarithmusfunktion schneidet die y-Achse also bei 0. Die Zahl e heifit Fulersche
Zahl.

Summationseigenschaft und Subtraktionseigenschaft der Exponentialfunktion

e exp(r +y) = exp(z) exp(y)
o exp(z—y) = Zﬁiﬁzi

Mit den speziellen Werten der Exponentialfunktion gilt dann insbesondere auch
exp(x) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1. (4.30)
Definition 4.10 (Logarithmusfunktion). Die Logarithmusfunktion ist definiert als inverse

Funktion der Exponentialfunktion,

In :]0, 00[— R,z + In(z) mit In(exp(z)) = z fir alle z € R. (4.31)

Die Logarithmusfunktion hat unter anderem folgende Eigenschaften.

Wertebereich der Logarithmusfunktion

e 2€]0,1] = In(x) €] — 00,0]
o z €]l,00[= In(x) €]0, 0]

Die Logarithmusfunktion nimmt also sowohl negative als auch positive Werte an.

Monotonie der Logarithmusfunktion

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Elementare Funktionen 37

e z<y=lIn(x)<In(y)
Spezielle Werte der Logarithmusfunktion
e In(1) =0 und In(e) = 1.
Die Logarithmusfunktion schneidet die xz-Achse also bei 1.

Produkteigenschaft, Potenzeigenschaft und Divisionseigenschaft der Logarithmusfunktion

e In(zy) = In(z) + In(y)
o In(z¢) = cln(x)
. hl(%) = —h’l(il?)

Letztere Eigenschaft sind beim Rechnen Logarithmusfunktionen zentral. Man merkt sie

sich intuitiv als “Die Logarithmusfunktion wandelt Produkte in Summen und Potenzen in
Produkte um.”

Ein héufiger Begleiter in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Gammafunktion. Ein
Auschnitt des Graphen der Gammafunktion ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Abbildung 4.4. Gammafunktion

Definition 4.11 (Gammafunktion). Die Gammafunktion ist definiert durch

N'"RoRz-TI(x):= /OO £ Lexp(—£€) d¢ (4.32)
0

Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:

Spezielle Werte der Gammafunktion
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r(1)=1
OBV
I'(n)=(n—1)! firneN.

Rekursionseigenschaft der Gammafunktion

Fiir 2 > 0 gilt T'(x 4+ 1) = 2T'(z)

4.4. Selbstkontrollfragen

—_

COPXN R W

Geben Sie die Definition einer Funktion wieder.

Geben Sie die Definition der Begriffe Bildmenge, Wertebereich, und Urbildmenge wieder.
Geben Sie die Definitionen der Begriffe Surjektivitét, Injektivitat, und Bijektivitat wieder.
Erldutern Sie, warum f: R — R,z  f(z) := 22 weder injektiv noch surjektiv ist.
Erldutern Sie, warum f : [0, 00[— [0, 00,z > f(x) := 22 bijektiv ist.

Geben Sie die Definition der Verkettung von Funktionen wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der inversen Funktion wieder.

Geben Sie die inverse Funktion von z? auf [0, oo[ an.

Geben Sie die Definition des Begriffs der linearen Abbildung wieder.

Geben Sie die Definitionen der Begriffe der univariat-reellwertigen, multivariat-reellwertigen
und multivariat-vektorwertigen Funktion wieder.

. Skizzieren Sie die Identitatsfunktion und die konstante Funktion fir a := 1.
12.
13.
14.
15.
16.

Skizzieren Sie die linear-affine Funktion f(x) = ax + b fir a = 2 und b = 3.

Skizzieren Sie die Funktionen f(z) := (z — 1)? und g(z) := (x + 3)%.

Skizzieren Sie die Exponential- und Logarithmusfunktionen.

Geben Sie die Summations- und Subtraktionseigenschaften der Exponentialfunktion an.
Geben Sie die Produkt-, Potenz- und Divisionseigenschaften der Logarithmusfunktion an.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



5. Differentialrechnung

Die Differentialrechnung befasst sich mit der Anderung von Funktionen. Sie bildet
einerseits die Grundlage fiir die mathematische Modellierung mithilfe von Differentialgleichungen,
also der Beschreibung von Funktionen anhand ihrer Anderungsraten. Zum anderen bildet

die Differentialrechnung die Grundlage der Optimierung, also des Bestimmens von
Extremstellen von Funktionen. In Kapitel 5.1 fiihren wir zunédchst den Begriff der
Ableitung und mit ihm verbundene elementare Rechenregeln ein. In Kapitel 5.2 widmen

wir uns dann der Frage, wie man mithilfe von Ableitungen Extremstellen von Funktionen
bestimmen kann.

5.1. Definitionen und Rechenregeln

Wir beginnen mit folgender Definition.

Definition 5.1 (Differenzierbarkeit und Ableitung). Es sei I C R ein Intervall und
f:I >Rz f(x) (5.1)
eine univariate reellwertige Funktion. f heifit in a € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

) i T D)~ (@)

h—0 h

(5.2)

existiert. f’(a) heifit dann die Ableitung von f an der Stelle a. Ist f differenzierbar fiir alle
x € I, so heifdt f differenzierbar und die Funktion

f I —>Raw f(x) (5.3)

heiflt Ableitung von f.

Fir h > 0 heifit der Ausdruck

fla+h)— f(a)

h

Newtonscher Differenzquotient. Der Newtonsche Differenzquotient misst die Anderung
f(a 4+ h) — f(a) von f pro Strecke h auf der x-Achse. Wenn also zum Beispiel f(a)
und f(a + h) die Position eines Objektes zu einem Zeitpunkt a und zu einem spéteren
Zeitpunkt a + h reprasentieren, dann ist f(a+h)— f(a) die von diesem Objekt in der Zeit
h zuriickgelegte Strecke, also seine durchschnittliche Geschwindigkeit iiber den Zeitraum
h. Fiir h — 0 misst der Newtonsche Differenzquotient die instantane Anderungsrate von
f in a, also im Beispiel die Geschwindigkeit des Objektes zu einem Zeitpunkt a.

(5.4)

Aus mathematischer Sicht ist es wichtig, bei der Definition der Ableitung zwischen den
Symbolen f’(a) und f’ zu unterscheiden. Wie {iblich bezeichnet f’(a) den Wert einer
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Funktion, also eine Zahl. f’ dagegen bezeichnet eine Funktion, nidmlich die Funktion,
deren Werte als f’(a) fiir alle a € R bestimmt sind.

Es existieren in der Literatur verschiedene, historisch gewachsene Notationen fir
Ableitungen, welche alle das identische Konzept der Ableitung représentieren.

Definition 5.2 (Notation fiir Ableitungen univariater reellwertiger Funktionen). Es sei f
eine univariate reellwertige Funktion. Aquivalente Schreibweisen fiir die Ableitung von f
und die Ableitung von f an einer Stelle z sind

o die Lagrange-Notation f" und f'(x),
o die Leibniz-Notation Z—i und %(xx),
« die Newton-Notation f und f(zx), sowie

o die Fuler-Notation Df und Df(z),

respektive

Wir werden im Folgenden fiir univariate reellwertige Funktionen vor allem die Lagrange-
Notation f” und f’(x) als Bezeichner wéahlen. In Berechnungen nutzen wir auch eine
adapatierte Form der Leibniz-Notation und verstehen dort die Schreibweise % f(z) als
den Auftrag, die Ableitung von f zu berechnen. Die Newton-Notation wird vor allem
eingesetzt, wenn das Funktionsargument die Zeit reprasentiert und dann tiblicherweise mit
t fiir “time” bezeichnet wird. f (t) bezeichnet dann die Anderungsrate von f zum Zeitpunkt
t. Die Euler-Notation ist vor allem im Kontext multivariater reell- oder vektorwertiger
Funktionen niitzlich.

Basierend auf der Definition der Ableitung einer univariaten reellwertigen Funktionen

lassen sich leicht weitere Ableitungen einer solchen Funktion definieren.

Definition 5.3 (Hohere Ableitungen). Es sei f eine univariate reellwertige Funktion und

=y (55)
sei die Ableitung von f. Die k-te Ableitung von f ist rekursiv definiert durch

Fk) = (f(ka)/ fitr k > 0, (5.6)

unter der Annahme, dass f*~1) differenzierbar ist. Insbesondere ist die zweite Ableitung
von f definiert durch die Ableitung von f’, also

=) (5.7)

In Analogie zu oben Gesagtem schreiben wir in Berechnungen auch j—; (z) fur den
Auftrag, die zweite Ableitung einer Funktion f zu bestimmen. Die nullte Ableitung f(©)
von f ist f selbst. Der Tradition und Einfachheit halber schreibt man fir & < 4 geméf
der Lagrange-Notation meist f’, f” und f” anstelle von f), f2 und f©®.

Zum Bestimmen der Ableitung einer Funktion sind eine Reihe von Rechenregeln hilfreich,
die es erlauben, die Ableitung einer Funktion aus den Ableitungen ihrer Unterfunktionen
herzuleiten. Fiir Beweise der in folgendem Theorem eingefithrten Rechenregeln verweisen
wir auf die weiterfithrende Literatur
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Theorem 5.1 (Rechenregeln fiir Ableitungen). Fir i = 1,...,n seien g; reellwertige
univariate differenzierbare Funktionen. Dann gelten folgende Rechenregeln:

(1) Summenregel

Fir f(z) := ngm) gilt f'(z) = Z gi(x). (5.8)

(2) Produktregel
Fir f(z) := g,(2)go() gilt ['(x) = g1(x)g2(x) + g1 () g5 (). (5.9)

(3) Quotientenregel

) 1@ ey 91(2)95(2) — g1(2)g5(@)
Fir @) = 423 git £/ ) S (a0)
(4) Kettenregel
Fiir f(x) := g,(g5(x)) gilt f'(x) = g1(92(2))g5().- (5.11)

Erste Beispiele fiir die Anwendung obiger Rechenregeln lernen wir im Abschnitt Kapitel 5.2
kennen. Wir setzen eine Reihe von Ableitungen elementarer Funktionen als bekannt voraus,
diese sind in Tabelle 5.1 zusammengstellt. Fir Beweise verweisen wir wiederum auf die
weiterfithrende Literatur.

Tabelle 5.1. Ableitungen elementarer Funktionen

Name Definition Ableitung
Polynomfunktion flo):=>" ax o) =31 da;z"?
Konstante Funktion flx):=a fi(x)y=0
Identitétsfunktion flz):==x flxz)y=1
Linear-affine Funktion flx):=ax+b fl(z)=a
Quadratfunktion f(z) =22 fl(z) =22
Exponentialfunktion f(z) := exp(x) f/(z) = exp(x)
Logarithmusfunktion f(z) :=In(x) flx)=2

In Abbildung 5.1 visualisieren wir die Identitdtsfunktion, eine linearen Funktion und die
Quadratfunktion zusammen mit ihrer jeweiligen Ableitung. In Abbildung Abbildung 5.2
visualisieren wir die Exponential- und Logarithmusfunktionen zusammen mit ihrer
jeweiligen Ableitung.

5.2. Analytische Optimierung

Eine wichtige Anwendung der Differentialrechnung ist das Bestimmen von Extremstellen
von Funktionen. Dabei geht es im Kern um die Frage, fiir welche Werte ihrer
Definitionsmenge eine Funktion ein Maximum oder ein Minimum annimmt. Bei
einfachen Funktionen ist dies analytisch moglich. Die generelle Vorgehensweise dabei ist
oft auch unter dem Stichwort “Kurvendiskussion” bekannt. In der Anwendung ist ein

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Analytische Optimierung 42

Identitatsfunktion Lineare Funktion Quadratfunktion

/

J

— f(x)=x®
f(x) = 2x

-

/42)__%?_1

Abbildung 5.1. Ableitungen dreier elementarer Funktionen

Exponentialfunktion Logarithmusfunktion
6 — /
- ! —
54 — f()=exp(x) | 4
4 () =exp(x) | .
37 II o —
2 // 0
/
14 v
0 o e ~ 2 — f(x)=In(x)
o 4 F(x) =1/x
T T T T T T T | T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 0 1 2 3 4
X X

Abbildung 5.2. Ableitungen von Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

analytisches Vorgehen zur Optimierung von Funktionen meist nicht moglich und es werden
Computeralgorithmen zur Bestimmung von Extremstellen genutzt. Ein Verstdndnis dieser
Algorithmen setzt allerdings ein Verstandnis der Prinzipien der analytischen Optimierung
voraus. In diesem Abschnitt geben wir eine Einfiihrung in die analytische Optimierung
von univariaten reellwertigen Funktionen. Wir gehen dabei eher informell vor. Einen
formaleren Zugang geben wir an spéterer Stelle im Kontext der nichtlinearen Optimierung.
Wir beginnen damit, die Begriffe der erwdhnten Maxima und Minima von univariaten
reellwertigen Funktionen zu prézisieren.

Definition 5.4 (Extremstellen und Extremwerte). Es seien U C R und f : U — R eine
univariate reellwertige Funktion. f hat an der Stelle xz, € U

o ecin lokales Minimum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit z, €|a, b| und
f(zg) < f(z) firallez € INU, (5.12)
e ein globales Minimum, wenn gilt, dass
flzg) < f(x) fir alle z € U, (5.13)
o ein lokales Mazimum, wenn es ein Intervall I :=]a, b[ gibt mit z, €]a, b] und
f(zg) > f(z) fir allez € INU, (5.14)
e ein lokales Maximum, wenn gilt, dass

f(zg) > f(x) fir alle z € U. (5.15)
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Der Wert z, € U der Definitionsmenge von f heifit entsprechend lokale oder globale
Minimalstelle oder Mazimalstelle, der Funktionswert f(z,) € R heifit entsprechend lokales
oder globales Minimum oder Maximum. Generell heifit der Wert z, € U Extremstelle und
der Funktionswert f(z,) € R Extremwert.

.
Extremstellen von Funktionen werden haufig mit
argmin f(z) oder argmaxf(x) (5.16)
zeInU zeInU
bezeichnet und Extremwerte von Funktionen werden hiufig mit
min f(z) oder max f(x) (5.17)

xelNU zelNU
bezeichnet.

Die analytische Optimierung von univariaten reellwertigen Funktionen basiert auf
den sogenannten notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Extrema. Erstere
macht eine Aussage iiber das Verhalten der ersten Ableitung einer Funktion an einer
Extremstelle, letztere macht eine Aussage iiber das Verhalten einer Funktion an einer
Stelle, die bestimmten Forderungen an ihre erste und zweite Ableitung geniigt.

Theorem 5.2 (Notwendige Bedingung fiir Extrema). f sei eine univariate reellwertige
Funktion. Dann gilt
xy ist Extremstelle von f = f'(z,) = 0. (5.18)

Wenn z, eine Extremstelle von f ist, dann ist also die erste Ableitung von f in x gleich null.
Anstelle eines Beweises tiberlegen wir uns, dass zum Beispiel an eine lokaler Maximalstelle
xo von f gilt: links von x steigt f an, rechts von x fillt f ab. In z, aber steigt f weder
an, noch fallt f ab, es ist also nachvollziehbar, dass f'(x,) = 0 ist.

Theorem 5.3 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema). f sei eine zweimal
differenzierbare univariate reellwertige Funktion.

o Wenn firxzy, e U CR
f'(zg) =0 und f"(zy) >0 (5.19)

gilt, dann hat f an der Stelle x, ein Minimum.

o Wenn firzy, e U CR
f'(xy) =0 und f"(x,) <0 (5.20)

gilt, dann hat f an der Stelle z, ein Mazimum.
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— f(x)=(x-1)?
— f(x)=2x-2
f(x) =2

0 —

Abbildung 5.3. Analytische Optimierung von f(z) := (x — 1)

Wir verzichten wiederum auf einen Beweis und verdeutlichen uns die Bedingung an dem
in Abbildung 5.3 gezeigtem Beispiel. Hier ist offenbar z;, = 1 eine lokale Minimalstelle von
f(z) = (x—1)2. Man erkennt: links von x,, fillt f ab, rechts von x steigt f an. In z, steigt
f weder an, noch féllt f ab, also ist f’(z,) = 0. Weiter gilt, dass links und rechts von x
und in z, die Anderung f” von f’ positiv ist: links von z, schwiicht sich die Negativitét
von f’ zu 0 ab und rechts von x, verstarkt sich die Positivitdt von f.

Insbesondere die hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen von Extremstellen legt
folgendes Standardverfahren zur Bestimmung von lokalen Extremstellen nahe.

Theorem 5.4 (Standardverfahren der analytischen Optimierung). f sei eine
univariate reellwertige Funktion. Lokale FExtremstellen von f kénnen mit folgendem
Standardverfahren der analytischen Optimierung identifiziert werden:

1. Berechnen der ersten und zweiten Ableitung von f.

2. Bestimmen von Nullstellen x* von f’ durch Auflésen von f'(z*) = 0 nach z*. Die
Nullstellen von [’ sind dann Kandidaten fiir Extremstellen von f.

3. BEvaluation von f"(x*): Wenn f”(x*) > 0 ist, dann ist z* lokale Minimumstelle von
f; wenn f"(x*) < 0 ist, dann ist z* lokale Mazximumstelle von f; wenn f”(z*) =0
ist, dann ist x* keine Extremstelle von f.

Anstelle eines Beweises betrachten wir beispielhaft die Funktion
[ R=Raxe f(z):=(z—1)>% (5.21)
aus Abbildung 5.3. Die erste Ableitung von f ergibt sich mit der Kettenregel zu

f(x)= %((m—l)z) =2(zx—1)- %@;—1) =2z —2. (5.22)
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Die zweite Ableitung von f ergibt sich zu

” _ i / _ i o _ -
() = da:f (x) = T (22 —2) =2 >0 fiir alle z € R. (5.23)

Auflésen von f’(z*) = 0 nach z* ergibt
ffa) =02 —-2=02r"=2<2"=1. (5.24)

x* =1 ist folglich eine Minimalstelle von f mit zugehorigen Minimalwert f(1) = 0.

5.3. Differentialrechnung multivariater reellwertiger Funktionen

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der multivariaten reellwertigen Funktion.

Definition 5.5 (Multivariate reellwertige Funktion). Eine Funktion der Form
R >Rz f(x) = fzq,...,x,) (5.25)

heifit multivariate reellwertiger Funktion.

Die Argumente multivariater reellwertiger Funktionen sind also reelle n-Tupel der Form
x = (xq,...,z,) wahrend ihre Funktionswerte reelle Zahlen sind. Ein Beispiel fiir eine
multivariate reellwertige fiir n := 2 ist

[ RE =Rz f(o) =22 + 23 (5.26)

Wir visualisieren diese Funktion in Abbildung 5.4. Dabei zeigt die rechte Abbildung
eine Darstellung mithilfe sogenannter Isokonturen, also Linien im Definitionsbereich der
Funktion, fiir die die Funktion identische Werte annimmt. Die entsprechenden Werte sind
fiir ausgewéhlte Isokonturen in der Abbildung vermerkt.

Wir wollen nun beginnen, die Begriffe der Differenzierbarkeit und der Ableitung univariater
reellwertiger Funktionen auf den Fall multivariater reellwertiger Funktion zu erweitern.
Dazu fithren wir zunéchst die Begriffe der partiellen Differenzierbarkeit und der partiellen
Ableitung ein.

Definition 5.6 (Partielle Differenzierbarkeit und partielle Ableitung). Essei D C R™ eine
Menge und
f:D—=Raw f(x) (5.27)

eine multivariate reellwertige Funktion. f heit in a € D nach x; partiell differenzierbar,

wenn der Grenzwert P L
2 fa) =t L) 20
Ty

h0 h (5.28)

existiert. %f(a) heit dann die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle a.

Wenn f fiir alle 7 € D, nach =z, partiell differenzierbar ist, dann heifit f nach z, partiell
differenzierbar und die Funktion
0

0
%f:D—HR,xH%f(x) (5.29)

1 (2
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X2

Abbildung 5.4. Visualisierungen einer bivariaten Funktion.

heifit partielle Ableitung von f nach x;. f heit partiell differenzierbar in x € D, wenn
f firalle¢ = 1,...,n in x € D nach z; partiell differenzierbar ist, und f heifit partiell
differenzierbar, wenn f fiir alle ¢ = 1,...,n in allen x € D nach z, partiell differenzierbar
ist.

In Definition 5.6 bezeichnet e; € R™ bezeichnet den iten kanonischen Einheitsvektor, fiir
den gilt, dass e; =1 fiir i = j und e, =0 fir ¢ #+ j mit j = 1,...,n (vgl. Definition 8.14).
In Analogie und Verallgemeinerung zum Newtonschen Differenzquotienten misst der hier
auftretende Differenzquotient

f(z + he;) — f(z)

h

die Anderung f(z + he;) — f(x) von f pro Strecke h in Richtung e;. Fiir h — 0 misst der
Differenzquotient entsprechend die Anderungsrate von f in x in Richtung e;. Wie bei der
Betrachtung von Ableitungen gilt, dass 8%1- (x) eine Zahl, % f dagegen eine Funktion ist.

(5.30)

Praktisch berechnet man % f als die (einfache) Ableitung

d ~
dixifxl,...:ci,l,xiﬂ,...,xn <$z) (531)
der univariaten reellwertigen Funktion
J:R— R,z; fml,...xi,l,miﬂ,...,mn (.171) = f(xlv ey Ly ...,iUn). (532)

Man betrachtet fiir die ite partielle Ableitung also alle z; mit j # i als Konstanten und ist
auf das gewohnte Berechnen von Ableitungen von univariaten reellwertigen Funktionen
gefiihrt. Wir wollen das Vorgehen zum Berechnen von partiellen Ableitungen an einem
ersten Beispiel verdeutlichen.

Beispiel (1)
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Wir betrachten die Funktion
[ R2 =5 R ae f(z) =2 + 3. (5.33)

Weil die Definitionsmenge dieser Funktion zweidimensional ist, kann man zwei partielle
Ableitungen berechnen

0

undif R 5 R,z —
dxy

0
RZ - R
gt B R () md

E o (x). (5.34)

Um die erste dieser partiellen Ableitungen zu berechnen, betrachtet man die Funktion
fﬂcZ : [R_>[R7$1 I—)fx2<$1> = ‘T%+$%a (5'35)

wobei z, hier die Rolle einer Konstanten einnimmt. Um explizit zu machen, dass z,
kein Argument der Funktion ist, die Funktion aber weiterhin von x, abhéngt haben wir
die Subskriptnotation f, (z;) verwendet. Um nun die partielle Ableitung zu berechnen,
berechnen wir die (einfache) Ableitung von f, ,

fr, () = 22,. (5.36)
Es ergibt sich also
0 0 0

p 1f R? - R,z — or, (x) = o, —— (a7 +23) = fi_(x) = 22,. (5.37)
Analog gilt mit der entsprechenden Formulierung von f, , dass
0 0 0 ,
a—%f R2 5 R,z — By (z) = pe z(xl +x3) = fi (x) = 2y, (5.38)

Wie bei der Ableitung einer univariaten reellwertigen Funktion ist es auch fiir eine
multivariate reellwertige Funktion mdglich, rekursiv eine hohere Ableitung zu definieren.

Definition 5.7 (Zweite partielle Ableitungen). f : R™ — R sei eine multivariate
reellwertige Funktion und a f sei die partielle Ableitung von f nach z;. Dann ist die
zweite partielle Ableitung Von J nach z; und z; definiert als

0? 0 0
= — | —=7f]. 5.39
O:ijif(x) Jz; (8@ f) (539)
[ ]
Man beachte, dass es zu Jeder partlellen Ableitung 5 f flir ¢ = 1,...,n insgesamt n

zweite partiellen Ableitungen m ffirj=1,...n glbt. Die so resultierenden n? zweiten
J i

partiellen Ableitungen sind jedoch nicht alle verschieden. Dies ist eine wesentliche Aussage
des Satzes von Schwarz

Theorem 5.5 (Satz von Schwarz). f : R™ — R sei eine partiell differenzierbare
multivariate reellwertige Funktion. Dann gilt

0? 0?
Oz ;0x; f) = Oz,0z;

f(x) fir alle 1 <i,j <n. (5.40)
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf die weiterfithrende Literatur. Der Satz von Schwarz
besagt insbesondere also auch, dass bei Bildung der zweiten partiellen Ableitungen die
Reihenfolge des partiellen Ableitens irrelevant ist. Das Theorem erleichtert auf diese Weise
die Berechnung von zweiten partiellen Ableitungen und hilft zudem, analytische Fehler
bei der Berechnung zweiter partieller Ableitungen aufzudecken. Wir verdeutlichen dies in
Fortfiihrung obigen Beispiels.

Beispiel (1)
Wir wollen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion
[ R2 =R f(z) =22 + 3. (5.41)

berechnen. Mit den Ergebnissen fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser
Funktion ergibt sich

02 0 0 0
o 10) = g (- f(0)) = () =2

02 0 0 0
o 10) = g (e f(0)) = -(20) =0 -

ik 0 [0 9, ’
o 1(0) = g (e f(0)) = () =

02 0 0 0
o 1(0) = g (e f(0)) = () =2

Offenbar gilt
0? 0?
T x) = T f(z). (5.43)

Beispiel (2)

Als weiteres Beispiel wollen wird die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
der Funktion

RS =R f(o) =22 + 2,29 + 29,/75. (5.44)

berechnen. Mit den Rechenregeln fiir Ableitungen ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen
erster Ordnung

0 0
8751'}0(3:) = or, (23 4 2125 + 29\/T3) = 271 + Ty,
0 0
o1, (v) = o, (22 4+ 212y + 29\ /T3) = T1 + /T3, (5.45)

0 B 0 9 T
T%f(x)—ai%(xl‘kxﬂz‘k%\/@)—%/@-

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich z; ergibt sich

0? 0 0 0
81’183}1 f(.%') axl (axl f($)> axl ( Ty + 562) )

9? o (0 P
0501, flw) = Oy (gmf(:r)) = 9y (221 + 25) = 1, (5.46)

32 o o 9
mf(x) = uy (({mf(w)) o, (22, + 24) = 0.
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Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich z, ergibt sich
0? 0 0 0
92,00, f(z) = oz, (%f(l’)) = o (21 + Va3) =1,
0? 0 0 0
o0 = o (@) = g (a1 V) =0, (5.47)
0? 0 0 0 1
6x36m2f(x) = my (%f(f'?)) = oa, (1 + /T5) = Nz
Beispiel (2) Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x4 ergibt sich
0? 0 0 0 [z,
d2,02, @ = 5 (axg @)) = 5o (Fva) =0
0? 0 0 0 Tq 1
2019 = 5, (08,1) = o, () = 3y 049
82

0x30x3

0 0
f(m):%(f)sc:,)

@)

0 ( 1 _%) 1 s
= —— | To—X = ——TX .
8%3 22 3 4 243

Weiterhin erkennt man, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen irrelevant ist, denn

es gilt

82
0x,0xq
82
O0x,0x3
82
0x50x3

f(z)

82
- 0x,0x,
82

o= O0x307,

82

= 0x30x,

flo)=1,
f(x) =0,
fla) = —

N

(5.49)

Wie oben gesehen gibt es fiir eine multivariate reellwertige Funktion f : R® — R
insgesamt n erste partielle Ableitungen und n? zweite partielle Ableitungen. Diese
werden im Gradienten und der Hesse-Matriz einer multivariaten reellwertigen Funktion

zusammengefasst.

Definition 5.8 (Gradient). f: R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann
ist der Gradient V f(x) von f an der Stelle x € R™ definiert als

2 ()

o2 f(x)

V()= :

e R™.

Man beachte, dass Gradienten multivariate vektorwertige Funktionen der

Vf:R*" > R" z+— Vf(x)

(5.50)

(5.51)

sind. Fir n =1 gilt Vf(z) = f'(z). Eine wichtige Eigenschaften des Gradienten ist, dass
—V f(x) die Richtung des steilsten Abstiegs von f in R™ anzeigt. Diese Einsicht ist aber
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nicht trivial und soll an spéterer Stelle vertieft werden. Als Beispiele betrachten wir die
Gradienten der oben analysierten Funktionen

Beispiel (1)
Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f: R? — R gilt

2 f(z) 2x
.— 85131 _ 1
Vf(z):= ( 5 f(x)) = <2x2> € R2. (5.52)

Oy

In Abbildung 5.5 visualisieren wir ausgewéhlte Werte dieses Gradienten fiir

o (0 L. (03 (05 (041
“ o) = 01) T\ 04 T 210

&

6
I I I
-2 -1 0 1

Z

X1

Abbildung 5.5. Exemplarische Gradientenwerte der bivariaten Funktion f(z) = z? 4+ x2.

Beispiel (2)
Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f: R3 — R gilt

%f(l’) 2z, + x4
Vi) = | 5@ | = | &t V35 | € R (5.53)
3%3 (x) 2,/75

Schliellich widmen wir uns der Zusammenfassung der zweiten partiellen Ableitungen einer
multivariaten reellwertigen Funktion in der Hesse-Maitrix.
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Definition 5.9 (Hesse-Matrix). f : R”™ — R sei ein multivariate reellwertige Funktion.
Dann ist die Hesse-Matriz V2 f(x) von f an der Stelle € R™ definiert als

so—f@) 2 f@) - 52— f(a)
V2 () m 35;1‘ f(z) affm%f(w) ag;f@) p— (5.54)
L T@) i) - T
.
Man beachte, dass Hesse-Matrizen multivariate matrixwertige Abbildungen der Form
V2f :R* = Rz V2 f(2) (5.55)
sind. Fiir n = 1 gilt V2f(z) = f”(z). Weiterhin folgt aus
ax?;xjf(x) = &sgxzf(az) fir1 <i¢,5<n (5.56)
dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist, dass also
(V2f(x)" = V2 f(x) (5.57)

gilt.
Beispiel (1)
Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f: R? — R gilt

O _flx) 52— f(x) 2 0
o 0z xq 01 %o _ X
e <af;1f<x> ) (0 ) e 559

Die Hesse-Matrix dieser Funktion ist also eine konstante Funktion, die nicht von =z
abhingt.

Beispiel (2)
Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f: R® — R gilt

Baile f(l‘) 3;}1}2 f<x> 651}3 f(ﬂf) 2 1 (1)
V2f(x> . 89?2:31 f(-%') 8:?212 f(.’l?) 6:;921*3 f(l’) - 1 0 2V3 3/2 ' (559)
) S R ) ) 3
3“3839”1 f(@) 833352]‘(@ 89?3@3 f(z) 0 573 —2%2%3

Im Gegensatz zu Beispiel (1) ist die Hesse-Matrix der hier betrachteten Funktion keine
konstante Funktion und ihr Wert hiingt vom Wert des Funktionsarguments x € R? ab.
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5.4. Selbstkontrollfragen

_ =

13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.

21.
22.

N A B e

Geben Sie die Definition des Begriffs der Ableitung f’(a) einer Funktion f an einer Stelle a
wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der Ableitung f” einer Funktion f.

Erliutern Sie die Symbole f’(x), f(z), d’;f), und & f(x).

Geben Sie die Definition des Begriffs der zweiten Ableitung f” einer Funktion f wieder.
Geben Sie die Summenregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Produktregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Quotientenregel fiir Ableitungen wieder.

Geben Sie die Kettenregel fiir Ableitungen wieder.

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f(z) := 322 + exp (—2?) — zIn(x).
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f(z) := 1 Z:.;l(xi —p)? fiir p € R.

Geben Sie die Definition der Begriffe des globalen und lokalen Maximums/Minimums einer
univariaten reellwertigen Funktion wieder.

Geben Sie die notwendige Bedingung fiir ein Extremum einer Funktion wieder.

Geben Sie die hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum einer Funktion wieder.
Geben Sie das Standardverfahren der analytischen Optimierung wieder.

Bestimmen Sie einen Extremwert von f(z) := exp (—3(z — p)?) fiir p € R.

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Funktion

f:R? = Rar f(r):=exp (—% (22 +x§)> . (5.60)
Berechnen Sie die zweiten partiellen Ableitungen obiger Funktion f.

Geben Sie den Satz von Schwarz wieder.

Geben Sie die Definition des Gradienten einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
Geben Sie den Gradienten der Funktion in Gleichung 5.60 an und werten Sie ihn in z =
(1,2)T aus.

Geben Sie die Definition der Hesse-Matrix einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
Geben Sie die Hesse-Matrix der Funktion in Gleichung 5.60 an und werten Sie sie in « =
(1,2)T aus.
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6. Folgen, Grenzwerte, Stetigkeit

Die in diesem Kapitel behandelten Themen sind in der probabilistischen Datenanayse
nicht zentral, sondern bilden Grundpfeiler der reellen Analysis. Durch die enge
Verschrinkung der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie mit analytischen Ansétzen
dienen sie jedoch dem Verstdndnis von zum Beispiel dem Zentralen Grenzwertsatz,
der eine Hauptgrundlage fiir die weit verbreitete Normalverteilungsannahme in der
probabilistischen Datenanalyse darstellt. In aller Kiirze ist der Zentrale Grenzwertsatz
eine Aussage iliber die Grenzfunktion einer Funktionenfolge, nédmlich einer Folge von
Zufallsvariablen. Das Wissen um das Wesen von Folgen, Funktionenfolgen und ihren
Grenzwerten erlaubt also ein tieferes Verstdndnis wichtiger Grundannahmen der
probabilistischen Datenanalyse. Weiterhin ermdglichen die in diesem Kapitel behandelten
Themen zumindest einen ersten Einstieg in das Verstdndnis der Stetigkeit und Glattheit
von Funktionen, die insbesondere in der nichtlinearen Optimierung zu Bestimmung von
Parameterschétzern in probabilistischen Modellen wichtige Grundkonzepte bilden.

6.1. Folgen

Wir beginnen mit der Definition des Begriffs der reellen Folge.

Definition 6.1 (Reelle Folge). Eine reelle Folge ist eine Funktion der Form
fN=>Rnr f(n) (6.1)

Die Funktionswerte f(n) einer reellen Folge werden tiblicherweise mit x,, bezeichnet und
Folgenglieder genannt. Ubliche Schreibweisen fiir Folgen sind

(x1,2y,...) oder (z,)0°, oder (x,),cy oder (z,,). (6.2)

Man beachte, dass weil es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, eine reelle Folge
immer unendlich viele Folgenglieder hat. Dies sollte man sich insbesondere bei der
Schreibweise (x,y,...) bewusst machen. Wir wollen zwei Standardbeispiele fiir reelle
Folgen betrachten.

Beispiele fiir reelle Folgen

(1) Reelle Folgen der Form

fsN=>Rnt f(n):= (i)q mit p,q € N (6.3)

nennen wir harmonische Folgen. Fir p := ¢ := 1 hat eine harmonische Folge die
Folgengliederform
1
(5

DO =

1), -
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(2) Reelle Folgen der Form
fsN=Rnt f(n):=¢" mit g €] —1,1] (6.5)

werden geometrische Folgen genannt. Flr g := % hat eine geometrische Folge die
Folgengliederform

NSRS R AR R
((2) () -(3) ““) - ((2) (z)-(3) “")

112 13 (6.6)
=gy

_<1 11 )
- \274’8"

Neben den reellen Folgen, die Folgen reeller Zahlen sind, kann man auch Folgen anderer
mathematischer Objekte betrachten. Eine wichtige Folgenart sind die Funktionenfolgen.

Definition 6.2 (Funktionenfolge). Es sei ¢ eine Menge univariater reellwertiger
Funktionen mit Definitionsmenge D C R. Dann ist eine Funktionenfolge eine Funktion
der Form

F:N—=¢,n— F(n). (6.7)

Die Funktionswerte F'(n) einer Funktionenfolgen werden iiblicherweise mit f,, bezeichnet
und Folgenglieder genannt. Ubliche Schreibweisen fiir Funktionenfolgen sind

(f17f27 ) oder (fn)?:l oder (fn)neN oder (fn) (68)

Die Definition einer Funktionenfolge ist offenbar analog zur Definition einer reellen
Folge. Der Unterschied zwischen einer reellen Folge und einer Funktionenfolge ist,
dass die Folgenglieder einer reellen Folge reelle Zahlen, die Folgenglieder einer
Funktionenfolgen dagegen univariate reellwertige Funktionen sind. Auch hier wollen
wir zwei Standardbeispiel diskutieren.

Beispiele fiir Funktionenfolgen
(1) Wir betrachten die Menge ¢ der univariaten reellwertigen Funktionen der Form
o :={f,f,:10,1] = Rz f, (x):=2a" fir n € N} (6.9)

Dann definiert
F:N— ¢,nt F(n) (6.10)

eine Funktionenfolge. Fiir die Funktionswerte der Folgenglieder von F' gilt

Fi(@) =2t fy() = 2%, fyla) = 2, . (6.11)
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(2) Wir betrachten die Menge ¢ der univariaten reellwertigen Funktionen der Form

n

¢ = {fh‘fn: [__CL?CL]__> R’Q7F$ fn(m) =

k=

k“ fur n € N} (6.12)

Dann definiert
F:N—¢,nt F(n) (6.13)
eine Funktionenfolge. Fiir die Funktionswerte der Folgenglieder von F' gilt

1 k 2

3
AT DEATATTR SEAY N SEay (6.14)
k=0

k=0 " k=0

6.2. Grenzwerte

Wenn man die Folgenglieder einer Folge betrachtet, kann man sich fragen, welche Werte
eine Folge wohl annimmt, wenn der Folgenindex n sehr grofl wird, also gegen unendlich
strebt. Wenn in diesem Fall die Folgenglieder sehr dhnliche Werte annehmen (und nicht
etwa auch unendlich groff werden), so ist man auf den Begriff des Grenzwerts fur reelle
Folgen bzw. der Grenzfunktion fiir Funktionenfolgen gefiihrt.

Definition 6.3 (Grenzwert einer Folge). © € R heifit Grenzwert einer reellen Folge
()02, wenn es zu jedem € > 0 ein m € N gibt, so dass

|z,, — | < € fir alle n > m. (6.15)

Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, wird konvergente Folge genannt, eine Folge die
keinen Grenzwert besitzt, wird divergente Folge genannt. Dafiir, dass x € R Grenzwert der
Folge (z,,)2°, ist, schreibt man auch

. n—oo
lim z, =z oder z,, — x fiir n — oo oder z,, —— . (6.16)
n—oo

Der Grenzwert einer Folge kann also, aber muss nicht existieren. So hat zum Beispiel die
Folge
f*N=>Rnt f(n):=n (6.17)

keinen Grenzwert, da hier sowohl n als auch f(n) unendlich groff werden. Die oben
betrachteten Beispiele fir reelle Folgen dagegen haben Grenzwert. Dies ist Inhalt folgender
Beispiele

Beispiele

(1) Fiir die verallgemeinerten harmonischen Folgen gilt mit p,q € N

lim (1)5 —0. (6.18)

n—oo \ N
(2) Fiir die geometrischen Folgen gilt mit ¢ €] — 1, 1]

lim ¢" = 0. (6.19)

n—oo
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Man nennt die harmonischen und geometrischen Folgen entsprechend auch Nullfolgen.
Fiir Beweise von Gleichung 6.18 und Gleichung 6.19 verweisen wir auf die weiterfithrende
Literatur. Tatsachlich sind diese Beweise nicht trivial und rithren an die Grundannahmen
iiber das Wesen der reellen Zahlen. Wir visualisieren die ersten zehn Folgenglieder sowie
die Grenzwerte der harmonischen Folge fr p := ¢ := 1 und der geometrischen Folge fiir
q :=1/2 in Abbildung 6.1.

1.0 o 1.0
o E ad
0.8 n 0.8 ° BB
1
lim —
0.6 n-en 0.6 — ||m%§
n-oo
o o
0.4 — 0.4 —
o
o o
0.2 o o 0.2
© 0 o6 o o
° 5
0.0 - 0.0 - © 00 0 o0
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
n n

Abbildung 6.1. Beispiele fiir Grenzwerte reeller Folgen.

Fiir Funktionenfolgen ist eine Moglichkeit der Erweiterung der Begriffe der Konvergenz
und des Grenzwertes folgende.

Definition 6.4 (Punktweise Konvergenz und Grenzfunktion einer Funktionenfolge).
F = (f,)nen sei eine Funktionenfolge von univariaten reellwertigen Funktionen mit
Definitionsbereich D. F" heifit punktweise konvergent, wenn die reelle Folge (f,(z)),, ., fir
jedes x € D eine konvergente Folge ist, also einen Grenzwert besitzt. Die Funktion, die
jedem z € D diesen Grenzwert von (f, (x)) zuordnet, heifit dann die Grenzfunktion
der Funktionenfolge F' und hat die Form

neN

f:D—=Rab f(x):= 7115{)10 fn(). (6.20)

Man beachte, dass die Grenzwerte von konvergenten reellen Folgen reelle Zahlen sind, die
Grenzfunktionen von punktweise konvergenten Funktionenfolgen dagegen sind Funktionen.
Neben der punktweisen Konvergenz von Funktionenfolgen gibt es noch den méchtigeren
Begrift der gleichmdfigen Konvergenz von Funktionenfolgen, fir den wir aber auf die
weiterfiihrende Literatur verweisen. Als Beispiel betrachten wir die Grenzfunktionen der
oben diskutierten Funktionenfolgen, wobei wir fiir Beweise ebenfalls auf die weiterfithrende
Literatur verweisen.

Beispiele
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(1) Wir betrachten die Funktionenfolge
F:N— ¢,n F(n) (6.21)
mit
¢ =A{f,1fn:10,1] = R,z f,(z):=2z" fiir n € N} (6.22)

Dann ist F' punktweise konvergent mit Grenzfunktion

0, furzel0,1]

6.23
1, firz=1 ( )

f:00,1] =5 Rz = f(x) ::{

da f,(z) := 2™ fiir z € [0, 1] eine geometrische Folge und damit eine Nullfolge ist und
fn(z) := 2™ fiir z = 1 eine konstante Folge ist, fiir die alle Folgenglieder den Abstand
0 von 1 haben. Die Funktionenfolge F' konvergiert also gegen eine Funktion, die auf
dem gesamten Intervall [0,1] gleich Null ist, auBer im Punkt 1. Diese Funktion hat
offenbar einen Sprung.

(2) Wir betrachten die Funktionenfolge
F:N— ¢,nt F(n) (6.24)

mit
n__k

¢ = 1{f|f,: [~a,a] = Rz £ (z) = Z% fiir n € N} (6.25)

k=0

Dann ist F' punktweise konvergent mit Grenzfunktion
.k

: — R,z = — 6.26

fi[—a,d] x f(x ; x =: exp(z (6.26)

Die Funktionenfolge F' konvergiert also gegen die Exponentialfunktion auf [—a, a].
Umgekehrt betrachtet ist die Exponentialfunktion gerade durch

0k
exp(z Z o (6.27)
k—0

definiert.

6.3. Stetigkeit

In diesem Abschnitt versuchen wir uns dem Begriff der Stetigkeit einer Funktion zu
ndhern. Intuitiv ist eine Funktion stetig, wenn sie keine Springe hat oder &quivalent,
wenn kleine Anderungen in ihren Argumenten stets nur zu kleinen Anderungen in ihren
Funktionswerten (und damit eben keinen Spriingen) fithren. Zur Definition der Stetigkeit
benotigen wir zunachst den Begriff des Grenzwertes einer Funktion.

Definition 6.5 (Grenzwert einer Funktion).

Fir DCRund Z CRsei f: D— Z,x+ f(zx) eine Funktion und es seien a,b € R. b
heilt Grenzwert der Funktion f fir x gegen a, wenn
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. =N
fo(x): =x
1.0 -
6 —
0.8
0.6 4
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Abbildung 6.2. Beispiele fiir Grenzwerte von Funktionenfolgen

(1) es eine reelle Folge (z,)5°; mit Folgengliedern in D mit Grenzwert a gibt, also

lim,, , .z, = a gilt, und

(2) fiir jede solche Folge gilt, dass b der Grenzwert der Folge der Funktionswerte f(z,,)

der Folgenglieder von (z,,)5° , ist, also lim,,_,  f(z,,) = b gilt.

Wenn b Grenzwert der Funktion f fiir x gegen a ist, so schreibt man auch lim_,, f(x) = b.

In Abbildung 6.3 visualisieren wir den Grenzwert der Exponential funktion in ¢ = 1
durch Darstellung von Folgenglieder x,, — 1 und den entsprechenden Folgengliedern f(z,,).
Offenbar gilt lim,_,; exp(z) = e.

3.0

s
2.5 /
2.0 /
15 o o o 0 o

05 06 07 08 09 10 11 12

Abbildung 6.3. Beispiele fiir einen Grenzwert einer Funktion

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Selbstkontrollfragen 59

Wir kénnen nun den Begriff der Stetigkeit einer Funktion definieren.

Definition 6.6 (Stetigkeit einer Funktion). Eine Funktion f: D — Z mit D C R, Z CR
heifit stetig in a € D, wenn
lim f(z) = f(a). (6.28)

r—a

Ist f in jedem x € D stetig, so heiflt f stetig auf D.

[ ]
Man beachte, dass fiir eine in a stetige Funktion folgt, dass
f /(0) = f (i) (629

Bei stetigen Funktion konnen also Grenzwertbildung und Auswertung der Funktion
vertauscht werden.

6.4. Selbstkontrollfragen
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7. Integralrechnung

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber zentrale Begriffe der Integralrechnung. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei durchgingig auf der Kliarung von Begrifflichkeiten, ihrer
mathematischen Symbolik und der durch sie vermittelten Intuition und weniger auf der
konkreten Berechnung von Integralen.

7.1. Unbestimmte Integrale

Wir beginnen mit der Definition des unbestimmen Integrals und dem Begriff der
Stammfunktion.

Definition 7.1 (Unbestimmtes Integral und Stammfunktion). Fiir ein Intervall I C R sei
f: I — R eine univariate reellwertige Funktion. Dann heifit eine differenzierbare Funktion
F : I — R mit der Eigenschaft

F'=f (7.1)

Stammgfunktion von f. Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heift
/f(:v)d:v =F+cmitceR (7.2)

unbestimmtes Integral der Funktion f. Das unbestimmte Integral einer Funktion bezeichnet
damit die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion.

Obige Definition besagt, dass die Ableitung der Stammfunktion einer Funktion f eben f
ist. Das unbestimmte Integral einer Funktion f ist dariiber hinaus die Menge aller durch
Addition verschiedener Konstanten ¢ € R gegebenen Stammfunktionen von f. Eine solche
Konstante ¢ € R heifit auch Integrationskonstante; es gilt natiirlich %c = 0. Das Symbol
[ f(z)dx ist als F + ¢ definiert. f(x) wird in diesem Ausdruck Integrand genannt.

J und dz haben keine eigentliche Bedeutung, sondern sind reine Symbole.

Fir die in vorherigen Abschnitten eingefiihrten elementaren Funktionen ergeben sich die
in Tabelle 7.1 aufgelisteten Stammfunktionen. Man {iberzeugt sich davon durch Ableiten
der jeweiligen Stammfunktion mithilfe der Rechenregeln der Differentialrechnung. Die
uneigentlichen Integrale dieser elementaren Funktionen ergeben sich dann direkt aus diesen
Stammfunktionen durch Addition einer Integrationskonstanten.

Tabelle 7.1. Stammfunktionen elementarer Funktionen

Name Definition Stammfunktion
. e n ; _ n a1 P41
Polynomfunktion flx) =3 a,x* F(z)=3,_, &5z*"

Konstante Funktion flz):=a F(z)=ax
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Name Definition Stammfunktion
Identitétsfunktion flz)==z F(z) = s2?
Linear-affine Funktion  f(z):=ax +b F(z)= faz? + bz
Quadratfunktion f(z) == 22 F(z) = i2®
Exponentialfunktion f(z) := exp(x) F(z) = exp(z)
Logarithmusfunktion f(z) :=In(x) Flz)=xlnz—x

Die in nachfolgendem Theorem zusammengestellten Rechenregeln sind oft hilfreich, um
Stammfunktionen von Funktionen zu bestimmen, die sich aus Funktionen mit bekannten
Stammfunktionen zusammensetzen.

Theorem 7.1 (Rechenregeln fiir Stammfunktionen). f und g seien univariate reellwertige
Funktion, die Stammfunktionen besitzen, und g sei invertierbar. Dann gelten folgende
Rechenregeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen

(1) Summenregel
/af(a:) + bg(x) da = a/f(a:) da + b/g(w) da fir a,b € R (7.3)

(2) Partielle Integration
/f’(ﬂf)g(fﬂ) do = f(ﬂf)g(ﬂf)—/f@)g'(ﬁ) dx (7.4)

(8) Substitionsregel
[ Hang' @ de = [ sty dt mit t = g(a) (75)

Beweis. Fiir einen Beweis der Summenregel verweisen wir auf die weiterfithrende Literatur. Die
Rechenregel der partiellen Integration ergibt sich durch Integration der Produktregel der Differentiation.
Wir erinnern uns, dass gilt

(f(z)g(x)) = f'(x)g(z) + f(=)g'(x). (7.6)
Integration beider Seiten der Gleichung und Beriicksichtigung der Summenregel fiir Stammfunktionen
ergibt dann

J(f(@)g(x)) dz = [ f'(x)g(x) + f(z)g (x) d=
< flz)g(z) = [ f'(x)g(x)dz + [ f(x)g (z) dx (7.7)
< [ f(x)g(x)dz = f(z)g(z) — [ f(x)g () dz.

Die Substitutionsregel ergibt sich fiir F” = f durch Anwendung der Kettenregel der Differentiation auf die
verkettete Funktion F'(g). Speziell gilt zunéchst

(F(g(=))) = F'(g(z))g’(x) = f(g(z))g’ (z). (7.8)
Integration beider Seiten der Gleichung
(F(g(x)))" = f(g(z))g’ (x) (7.9)
ergibt dann

J(F(g(2))) dz = [ f(g(z))g’ (z) dz
< Flg(@)) +c= [ flg(z)g' (z)dx (7.10)
< [ fg(x)g' (z)dz = [ f(t)dt mit ¢ := g().
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Dabei ist die rechte Seite der letzten obigen Gleichung zu verstehen als F'(g(x))+c, also als Stammfunktion
von f evaluiert an der Stelle ¢ := g(z). Das d¢ ist nicht durch dg(x) zu ersetzen, sondern rein notationeller
Natur.

O

Unbestimmte Integrale nehmen in der Losung von Differentialgleichungen einen zentralen
Platz ein. Naheliegender ist aber zundchst die Anwendung unbestimmter Integrale im
Kontext der Auswertung bestimmter Integrale, wie im néachsten Abschnitt eingefiihrt.

7.2. Bestimmte Integrale

Anschaulich entspricht ein bestimmtes Integral der vorzeichenbehafteten und auf ein
Intervall [a,b] beschrénkten Fliche zwischen dem Graphen einer Funktion f und der
x-Achse (vgl. Abbildung 7.1). Vorzeichenbehaftet heifit dabei, dass Flachen zwischen der
x-Achse und positiven Werten von f positiv zur Fliche beitragen, Flachen zwischen der x
und negativen Werten von f dagegen negativ. So ergeben sich zum Beispiel der Wert des
in Abbildung 7.1 A gezeigten bestimmten Integral zu 0.68, der Wert des in Abbildung
Abbildung 7.1 B gezeigten bestimmten Integrals zu 0.95 (die eingezeichnete Flache ist
offensichtlich grofer als in Abbildung 7.1 A) und der Wert des in Abbildung 7.1 C
gezeigten bestimmten Integrals zu 0 (die eingezeichneten positiven und negativen Flidchen
gleichen sich genau aus). Letzteres Beispiel legt auch die Interpretation des Integrals als
Durchschnittswert einer Funktion f iiber einem Intervall [a, b] nahe.

0.4 o 0.4 — 1.0
0.3 0.3 0.5
0.2 0.2 - 0.0
a b
0.1 0.1 -0.5
a b a b
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 -10 T T T T f T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 o 1 2 3 4 5 6
X X X

Abbildung 7.1. Beispiele bestimmter Integrale

Um den Begriff des bestimmten Integrals im Sinne des Riemannschen Integrals einfithren
zu kénnen, miissen wir zunéchst etwas Vorarbeit leisten. Wir beginnen damit, einen Begriff
fiir die Aufteilung eines Intervalls in kleinere Abschnitte einzufiihren.

Definition 7.2 (Zerlegung eines Intervalls und Feinheit). Es sei [a,b] C R ein Intervall
und x4, x4, Ty, ..., T, € [a,b] eine Menge von Punkten mit

a=2y<x <Ty<x,:=Db (7.11)

und
A(Iji =, —x,_ firi=1,...,n. (7’12)
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Dann heif3t die Menge

Z = A{[zg, 1], [21, 23], o, [ 1, 2]} (7.13)

der durch zy,zq,z,,...,x, definierten Teilintervalle von [a,b] eine Zerlegung von [a,b].
Weiterhin heifit
Zmax = max Ax,, (7.14)
1EN

also die groBite der Teilintervalllingen Az,, die Feinheit von Z.

Anschaulich ist Az, die Breite der Rechtecke in Abbildung 7.2, wie wir in der Folge sehen
werden. Mithilfe der Begriffe der Zerlegung eines Intervalls konnen wir nun den Begriff der
Riemannschen Summen einfithren.

Definition 7.3 (Riemannsche Summen). f : [a,b] — R sei eine beschriankte Funktion auf
[a,b], d.h. |f(z)| < c fiir 0 < ¢ < oo und alle = € [a,b], Z sei eine Zerlegung von |[a, b] mit
Teilintervalllingen Ax; fiir i = 1, ..., n. Weiterhin sei ¢, fiir ¢ = 1, ..., n ein beliebiger Punkt
im Teilintervall [z, ,x;] der Zerlegung Z. Dann heifit

R(Z) =Y f6)As, (7.15)

Riemannsche Summe von f auf [a,b] beziglich der Zerlequng Z.

Wahlt man zum Beispiel in der Riemannschen Summe in jedem Teilintervall das Maximum
von f, so ergibt sich die sogenannte Riemannsche Obersumme,

n

R,(2)= Y ( max £(6)) A (7.16)
i—1 i—1:T4

Wiéhlt man dagegen in jedem Teilintervall dagegen das Minimum von f, so ergibt sich dies

sogenannte Riemannsche Untersumme.

i( min  f(¢, )A:L‘i. (7.17)

i [xz 1T 1]

Abbildung 7.2 verdeutlicht die Definition dieser Riemannschen Summen: die dunkelgrauen
Rechtecke haben jeweils die Fléche [z;_;,;] - min, ., f(§) und bilden damit die
Summenterme in der Riemannschen Untersumme

R,(Z) = 24: ([ min f(gi)) - Az, (7.18)

T 1,T;

Die vertikale Kombination aus dunkelgrauen und hellgrauen Rechtecken hat jeweils die
Fliche [z;_,2;]-max), . f(£) und bilden damit die Summenterme in der Riemannschen
Obersumme

R,(Z) = f: ({ max f(gi)> Az, (7.19)

i—1 T q,T;]
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f(x)

Abbildung 7.2. Riemannsche Summen

Stellt man sich nun vor, dass man Az, fiir alle ¢ = 1,...,n gegen Null gehen lésst,
verkleinert man die Feinheit der Zerlegung Z also immer weiter, so werden sich die
Werte von ming, .1 f(§;) und maxy, . f(§;) und damit auch die Werte von R, (Z)
und R, (Z) immer weiter anndhern. Diesen Grenzprozess macht man sich in der Definition
des Riemannschen Integrals zunutze.

Definition 7.4 (Bestimmtes Riemannsches Integral). f : [a,b] — R sei eine beschrénkte
reellwertige Funktion auf [a,b]. Weiterhin sei fir Z,, mit & = 1,2,3... eine Folge von
Zerlegungen von [a,b] mit zugehdrigen Feinheit Zp,x .. Wenn fiir jede Folge von
Zerlegungen 7y, Z,, ... mit |Zyax x| — 0 fiir k¥ — oo und fiir beliebig gewihlte Punkte
§p; mit ¢ = 1,..,n im Teilintervall [z, ; ,,7; ;] der Zerlegung Z, gilt, dass die Folge
der zugehorigen Riemannschen Summen R(Z,), R(Z,), ... gegen den gleichen Grenzwert
strebt, dann heifit f auf [a,b] integrierbar. Der entsprechende Grenzwert der Folge von
Riemannschen Summen wird bestimmites Riemannsches Integral genannt und mit

b
/ f(#) da = lim R(Z) fir |Zygse ] — 0 (7.20)
—00

bezeichnet. Die Werte a und b bezeichnet man in diesem Kontext als untere und obere
Integrationsgrenzen, respektive, f(x) als Integrand und z als Integrationsvariable.

Die Riemannsche Integrierbarkeit einer Funktion und der Wert eines bestimmten
Riemannschen Integrals sind also im Sinne einer Grenzwertbildung definiert. Die Theorie
der Riemannschen Integrale ldsst sich allerding um die Hauptsétze der Differential- und
Integralrechnung erweitern, so dass zur konkreten Berechnung eines bestimmten Integrals
die Bildung von Zerlegungen und die Bestimmung eines Grenzwertes nur selten notig ist.
Der Einfachheit halber verzichten wir in der Folge auf die Bezeichungen Riemannsche
und sprechen einfach von bestimmten Integralen.

Ein erster Schritt zur Vereinfachung der Berechnung von bestimmten Integralen ist das
Feststellen folgender Rechenregeln, fiir deren Beweis wir auf die weiterfithrende Literatur
verweisen.
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Theorem 7.2 (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale). Es seien f und g integrierbare
Funktionen auf [a,b]. Dann gelten folgende Rechenregeln.

(1) Linearitit. Fir cq,cq € R gilt
b b b
/ (c1f(x) + cyg9(x)) dax = ¢y / f(z)dx + 02/ f(z)dz. (7.21)
(2) Additivitit. Fir a < c <b gilt
b c b
/ flz)dx = / flz)dz +/ f(z)dz. (7.22)
(3) Vorzeichenwechsel bei Umkehrung der Integralgrenzen
b a
/ f(z)dx = —/ f(z)dz. (7.23)
a b
(4) Unabhingigkeit von der Wahl der Integrationsvariable
b b
[ t@as= [ swa. (7.24)
(5) Unabhingigkeit des Integrals von Art des Intervalls. Es gilt

b
/ f(x)dx = . flz)dx = ' f(z)dx = (x)dx = flz)dz. (7.25)

[ Ja,b] [a,b]

wober f[ das bestimmte Integral von f auf dem Intervall I C R bezeichnet.

Eine graphische Darstellung der Rechenregel der Additivitéat findet sich in Abbildung 7.3.
Die Summe der durch die bestimmten Integrale gegebenen Fldchen fa ¢ f(z)dx und

fcb f(x)dz mit a < ¢ < b ergibt sich dabei zur Fliche von fab f(x)dzx.

Die in der Nachfolge vermerkten Hauptsidtze der Differential- und Integralrechnung
schlieflich, ermoglichen es, bestimmte Integrale einer Funktion f direkt mithilfe der
Stammfunktion F' von f zu berechnen.

Theorem 7.3 (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f: I — R
eine auf dem Intervall I C R stetige Funktion, dann ist die Funktion

F:I - Rz F(x) ::/ ft)ydt mit x,a €l (7.26)

eine Stammfunktion von f.
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J:f(x) dx = Ljf(x) dx + Lbf(x) dx

PN

J:f(x) dx J be(x) dx

Abbildung 7.3. Additivitdt bestimmter Integrale

Beweis. Wir betrachten den Differenzquotienten

%(F(ac +h)— F(z)) (7.27)

x

Mit der Definition F'(z) := [ f(t) dt und der Additivitdt des bestimmten Integrals gilt dann

a

1 1 xz+h x 1 xz+h
S+ h)~ F(a) = ¢ (/ £t dt—/ f(t)dt) - E/ F(t) dt (7.28)
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es also ein £ €]z, x + h[, so dass
1
5, (Flz +h) = F(z)) = f(€) (7.29)
Grenzwertbildung ergibt dann
}llirr(l) %(F(m +h)—F(z)) = }lliné f() fir € €]z, z + h[e F'(z) = f(x). (7.30)
O

Fiir den Beweis des Ersten Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung benotigen
wir offenbar den Mittelwertsatz der Integralrechnung, welchen wir hier ohne Beweis
wiedergeben und in Abbildung 7.4 veranschaulichen.

Theorem 7.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Fir eine stetige Funktion
f:la,b] = R existiert ein & €|a, b mit

b
/f@ﬂxzﬂaw—@ (7.31)

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung garantiert die Existenz eines € [a,b], so dass
das bestimmte Integral j; ’ f(z)dx gleich dem Produkt aus der “Rechteckhohe” f(£) und
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und der “Rechteckbreite” (b—a) ist. In Abbildung 7.4 liegt dieses ¢ genau mittig zwischen

a und b. Dass die sich so ergebene grau eingefiarbte Rechteckflache gleich fa ’ f(z)dx ist,
ergibt sich aus der visuell zumindest nachvollziebaren Tatsache, dass die Flachen zwischen
f(z) und f(§) im Intervall [a, £] und zwischen f(£) und f(x) im Intervall [£, b] den gleichen
Betrag haben, erstere aber mit einem negativen Vorzeichen behaftet ist. Der Mittelwertsatz
der Integralrechnung garantiert im Allgemeinen aber nur die Existenz eines & € [a, b] mit
der diskutierten Figenschaft, gibt aber keine Formel zu Bestimmung von £ an.

()

Abbildung 7.4. Zum Mittelwertsatz der Integralrechnung

Der Zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schliefflich besagt, wie man
mithilfe der Stammfunktion ein bestimmtes Integral berechnet.

Theorem 7.5 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist F' eine
Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf einem Intervall I, so gilt fiir a,b € 1
mita<b

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) =: F(z)® (7.32)

Beweis. Mit den Rechenregeln fiir bestimmte Integrale und dem ersten Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ergibt sich

b a b
F(b)fF(a):/ f(t)dtf/ f(t)dt:/ f(z)da (7.33)
O

Wir wollen den Zweiten Haupsatz der Differential- und Integralrechnung in drei Beispielen
anwenden (vgl. Abbildung 7.5).

Beispiel (1)

Wir betrachten die Identitdtsfunktion

fiR=>Rar flz):=x (7.34)
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1 1 2
A dex:l/z B [xzdx=1/3 C [ -x+1dx=0
0 0 0
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Abbildung 7.5. Beispiele zum Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und wollen das bestimmte Integral dieser Funktion auf dem Intervall [0, 1], also

/0 ) do = /O s (7.35)

berechnen. Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion von f durch

1
F:R— R,z F(x):= 51‘2 (7.36)
gegeben ist, weil
F’(:L'):d<1a:2> :2-1302_1:310 (7.37)
dr \2 2 ) ’

Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann
sofort

1
1, 1, 1
doe=-12—-0% = . 7.38
/Om‘r 27 2 2 (7.38)

Dieses Ergebnis ist mit der Intuition, die sich anhand der grauen Flidche in Abbildung 7.5
A, ergibt kongruent.

Beispiel (2)

Als néchstes betrachten wird die Quadratfunktion
fR= Rz f(z):=2? (7.39)

und wollen das bestimmte Integral auch dieser Funktion auf dem Intervall [0, 1], also

/0 1 f(x)da = /O Cds (7.40)

berechnen. Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion von f durch

1

F:R— Rz F(x):= gx?’ (7.41)
gegeben ist, weil
’ d (1 4 L 31 2
F(m):%<§x>:3§x =z°. (7.42)
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Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann
sofort

1
1, 1., 1
2de = 13— 0% = -, 7.43
/Om TT3 T3 T3 (7.43)

Dieses Ergebnis ist mit der Intuition, die sich aus dem Vergleich der grauen Fliachen in
Abbildung 7.5 A und Abbildung 7.5 B ergibt, kongruent.

Beispiel (3)
Schliefilich betrachten wir die lineare Funktion
f*R=>Razxr f(x):=—x+1 (7.44)

und wollen das bestimmte Integral auch dieser Funktion auf dem Intervall [0, 2], also

/02 F(x)dz = /02 —z+1da (7.45)

berechnen. Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion der linearen Funktion mit
a=—1und b=1 (vgl. Tablle 7.1) durch

1
F:R—= Rz F(z):= —5952 +x (7.46)
gegeben ist, weil
F/(m)—d<—1x2+x>——2-1x2_1+1-x1_1——$+1 (7.47)
dr \ 2 2 ' '

Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann
sofort

2
1 1
/ —x+1dx:(—522+2>—(—502+0>.=—2+2—0:0. (7.48)
0

Dieses Ergebnis ist mit der Intuition kongruent, dass sich die “positive” und die “negative”
graue Flache in Abbildung 7.5 C ausgleichen, kongruent.

7.3. Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale sind bestimmte Integrale bei denen mindestens eine Integrationsgrenze
keine reelle Zahl ist, sondern —oo oder co. Wir beleuchten die Natur uneigentlicher
Integrale mit folgender Definition und einem Beispiel.

Definition 7.5 (Uneigentliche Integrale). f : R — R sei eine univariate reellwertige
Funktion. Mit den Definitionen

b

[; f(x)dz := lim f(x)dr und /a°° f(x)dr == lim /ab f(z)dx (7.49)

a——oo J b—oo

und der Additivitat von Integralen

/: f(z)da = /; (@) dz + /boo f(z) da (7.50)
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wird der Begriff des bestimmten Integrals auf die unbeschriankten Integrationsintervalle | —
00, b, [a, co[ und | — oo, oo[ erweitert. Integrale mit unbeschrankten Integrationsintervallen
heiflen uneigentliche Integrale. Wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren, sagt man,
dass die uneigentlichen Integrale konvergieren.

[ ]
Als Beispiel betrachten wir das uneigentliche Integral der Funktion
1
f:[R%ﬂ?,fo(m)ﬁ (7.51)

auf dem Intervall [1, oo], also
<1

Nach den Festlegungen in der Definition uneigentlicher Integrale gilt

| "1
/ — dr = lim — d. (7.53)
1 X b—oo 1 T
Mit der Stammfunktion F(z) = —z~! von f(x) = 272 ergibt sich fiir das bestimmte

Integral in obiger Gleichung

/ L dr = Fb) - F(1) = —% _ <—1) _ —% +1. (7.54)

Es ergibt sich also

> "1 1 1
/ ?dm:hm ?cm—hm <—g+1>:—hm +11m1—0+1—1 (7.55)
1

b—oo J) b—o0 b—oo b

7.4. Mehrdimensionale Integrale

Bisher haben wir nur Integrale univariater reellwertiger Funktionen betrachtet. Der
Integralbegriff ldsst sich auch auf multivariate reellwertige Funktionen erweitern.
Allerdings ist dann der Integrationsbereich der Funktion nicht notwendigerweise so
einfach zu beschreiben wie ein Intervall; insbesondere sind zum Beispiel schon im
zweidimensionalen arbitrar geformte zweidimensionale Integrationsbereiche méglich. Wir
wollen hier nun den einfachsten Fall eines Hyperrechtecks betrachten. In diesem Fall
kénnen wir mehrdimensionale bestimmte Integrale wie folgt definieren.

Definition 7.6 (Mehrdimensionale Integrale). f : R™ — R sei eine multivariate
reellwertige Funktion. Dann heiflen Integrale der Form

bl bn
x)dx—/ / f(xy, ., z,) dzy... dz,, (7.56)

[alvbl]x”'x[anvbn]

mehrdimensionale bestimmte Integrale auf Hyperrechtecken. Weiterhin heiflen Integrale der
Form

do = | - ey, ) day.. da, 7.57
[ s@yae= [ o [ g mdr e (7.57)

mehrdimensionale uneigentliche Integrale.
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Wie schon erwédhnt kann man multivariate reellwertige Funktion nicht nur auf
Hyperrechtecken, sondern im Prinzip auf beliebigen Hyperflichen integrieren. Dies
kann sich jedoch oft schwierig gestalten.

Als Beispiel betrachten wir das zweidimensionale bestimmte Integral der Funktion
f:R? =R, (zq,29) = f(zy,1y) = 2% + 4, (7.58)

auf dem Rechteck [0,1] x [0,1]. Der Satz von Fubini der Theorie mehrdimensionaler
Integrale besagt, dass man mehrdimensionale Integrale in beliebiger Koordinatenfolge
auswerten kann. Es gilt also zum Beispiel, dass

/ab1 ( ab2 flzq,xy) da:2> dr, = /ab2

1 2 2

by
( f(zy,zs) dl‘1> dz,. (7.59)

1

In diesem Sinne betrachten wir fiir das Beispiel

11 1 1
/ / 2? + 4y dry doy = / (/ 22 + dxy dajl) dz, (7.60)
0 0 0 0

also zundchst das innere Integral. z, nimmt dabei die Rolle einer Konstanten ein. Eine
Stammfunktion von g(z;) = % + 4, ist G(z,) = 323 + 4a,2,, wie man sich durch
Ableiten von G iiberzeugt. Es ergibt sich also fiir das innere Integral

1
/ 22 + day dz, = G(1) — G(0)
0

1
104 day 1200 —da, -0 (7.61)

Betrachten des dufleren Integrals ergibt dann mit der Stammfunktion

1
H(zy) = 3%2 + 223 (7.62)
von )
h(zy) == 3 + 4z, (7.63)
dass

b 3
= H(1) — H(0)
) (7.64)
:5-1+4 12—-.0+4-0°
13
=3

7.5. Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs der Stammfunktion wieder.
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Geben Sie die Definition des Begriffs des unbestimmten Integrals wieder.
Erldutern Sie die intuitive Bedeutung des Begriff des Riemannschen Integrals.
Geben Sie den ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.
Geben Sie den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.
Erlautern Sie den Begriff des uneigentlichen Integrals.

Erldutern Sie den Begriff des mehrdimensionalen Integrals.

ootk
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8. Vektoren

In der naturwissenschaftlichen Modellbildung betrachtet man hé&ufig Phinomene, die
sich durch das Vorliegen mehrerer quantitativer Merkmale auszeichnen. So ist zum
Beispiel die Position eines Objektes im dreidimensionalen Raum durch drei Koordinaten
hinsichtlich der drei Achsen eines Kartesischen Koordinatensystems festgelegt. Analog
mag der Gesundheitszustand einer Person durch das Vorliegen dreier Messwerte,
z.B. einen Selbstauskunftscore, einen Biomarker und eine Expert:inneneinschitzung
charakterisiert sein. Zum modellieren und analysieren solcher mehrdimensionalen
quantitativen Phénomene stellt die Mathematik mit dem reellen Vektorraum ein
vielseitig einsetzbares Hilfsmittel bereit. In diesem Kapitel wollen wir zunéchst den
Begriff des reellen Vektorraums und das grundlegende Rechnen mit Vektoren einfithren
(Kapitel 8.1). Eine Vektorraumstruktur, die sich stark an der dreidimensionalen
raumlichen Intuition orientiert bietet dann der Euklidische Vektorraum (Kapitel 8.2).
Mithilfe der Vektorrechnung koénnen alle Vektoren eines Vektorraums aus einer kleinen
Schar ausgezeichneter Vektoren gebildet werden. Die diesem Prinzip zugrundeliegenden
Konzepte diskutieren wir in (Kapitel 2?7 und Kapitel 8.4).

8.1. Reeller Vektorraum

Wir beginnen mit der allgemeinen Definition eines Vektorraums, die grundlegende Regeln
zum Rechnen mit Vektoren festlegt.

Definition 8.1 (Vektorraum). Es seien V eine nichtleere Menge und S eine Menge von
Skalaren. Weiterhin sei eine Abbildung

+: VXV =V, (v,vy) = +(v1,05) =: vy + vy, (8.1)
genannt Vektoraddition, definiert. SchlieBlich sei eine Abbildung
S XV =V, (s,0) - -(s,v) =: sv, (8.2)

genannt Skalarmultiplikation definiert. Dann wird das Tupel (V,S,+,-) genau dann
Vektorraum genannt, wenn fiir beliebige Elemente v,w,u € V und a,b € S folgende
Bedingungen gelten:

(1) Kommutativitit der Vektoraddition.
v+w=w-+u.
(2) Assoziativitdat der Vektoraddition.

(v+w)+u=v+ (w+u)
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(3) Emistenz eines neutralen Elements der Vektoraddition.
Es gibt einen Vektor 0 € V mit v+0=0+v = .
(4) Ezistenz inverser Elemente der Vektoraddition
Fiir alle Vektoren v € V gibt es einen Vektor —v € V mit v + (—v) = 0.
(5) Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation.
Es gibt einen Skalar 1 € S mit 1-v = v.
(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation.
a-(b-c)=(a-b)-c.

(7) Distributivitit hinsichtlich der Vektoraddition.

a-(v+w)=a-v+a-w.
(8) Distributivitat hinsichtlich der Skalaraddition.

(a+b)-v=a-v+b-v.

Es fallt auf, dass Definition 8.1 zwar festlegt, wie mit Vektoren gerechnet werden
soll, jedoch keine Aussage dariiber macht, was ein Vektor, {iber ein ein Element einer
Menge hinaus, eigentlich ist. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass es verschiedenste
mathematische Objekte gibt, fiir die Vektorraumstrukturen definiert werden koénnen.
Beispiele dafiir sind die Menge der reellen m-Tupel, die Menge der Matrizen, die Menge
der Polynome, die Menge der Loésungen eines linearen Gleichungssystems, die Menge der
reellen Folgen, die Menge der stetigen Funktionen u.v.a.m.

Wir sind hier zundchst nur am Vektorraum der Menge reellen m-Tupel interessiert. Wir
erinnern dazu daran, dass wir die reellen m-Tupel mit

L1
[Rm::{( : )|aji€ﬂ?fﬁralle1§i§m} (8.3)
x'fn

bezeichnen und R™ als “R hoch m” aussprechen. Die Elemente z € R™ nennen wir reelle
Vektoren oder auch einfach Vektoren. Wir wollen nun der Definition eines Vektorraums die
Menge R™ zugrunde legen. Dazu definieren wir zunéchst die Vektoraddition fiir Elemente
von R™ und die Skalarmultiplikation fiir Elemente von R und R™

Definition 8.2 (Vektoraddition und Skalarmultiplikation in R™). Fir alle z,y € R™ und
a € R sei die Vektoraddition durch

Zy Y1 T+
+:R"xR" =R, (z,y) max+y=| + |+ ¢ |:= : (8.4)
T Ym T+ Ym
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und die Skalarmultiplikation durch

x, ax,
G RXR™ =R (a,z) ax=al| @ |:= : (8.5)
z,, azx,,

definiert.

Es ergibt sich dann folgendes Resultat.

Theorem 8.1 (Reeller Vektorraum). (R™,+,-) mit den Rechenregeln der Addition und
Multiplikation in R einen Vektorraum.

Fiir einen Beweis, auf den wir hier verzichten wollen, muss man die Bedingungen (1) bis
(8) aus Definition 8.1 fiir die hier betrachtete Menge und die hier festgelegten Formen
der Vektoraddition und der Skalarmultiplikation nachweisen. Diese ergeben sich aber
leicht aus den Rechenregeln von Addition und Multiplikation in R und der Tatsache,
dass Vektoraddition und Skalarmultiplikation fiir Elemente von R™ in Definition 8.2
komponentenweise definiert wurden. Wir definieren damit den Begriff des reellen
Vektorraums.

Definition 8.3 (Reeller Vektorraum). Fur R™ seien 4+ und - die in Definition 8.2
definierte Vektoraddition und Skalarmultiplikation. Dann nennen wir auf Grundlage von
Theorem 8.1 den Vektorraum (R™,+,-) den reellen Vektorraum

Auf Grundlage von Definition 8.3 wollen wir uns nun das Rechnen mit reellen Vektoren
anhand einiger Beispiele verdeutlichen.

Beispiele
(1) Fir
1 2
2 1
=14 €R*und y := 0 cRrR*
4 1
gilt
1 2 142 3
]2 1l f2+1] |3 y
rz+y= 3 + ol = 13+0 3 € R*.
4 1 4+1 5
In R implementiert dieses Beispiel wie folgt
1 x = matrix(c(1,2,3,4), nrow = 4) # Vektordefinition
2y = matrix(c(2,1,0,1), nrow = 4) # Vektordefinition
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3 Xty # Vektoraddition

[,1]
[1,] 3
[2,]
[3,]
[4,]

a0 w w

(2) Far

2= @) € R® und y == (;) R
(- 0-()-()r

In R implementiert man dieses Beispiel wie folgt

gilt

1 x = matrix(c(2,3), nrow = 2) # Vektordefinition
2y = matrix(c(1,3), nrow = 2) # Vektordefinition
3 X -y # Vektorsubtraktion
[,1]
[1,] 1
[2,] 0
(3) Fir
2
z:=|1l€eRPunda:=3€R
3
gilt
2 3-2 6
ax=3|1|=13-1]=]3]| R
3 3-3 9

In R implementiert man dieses Beispiel wie folgt

1 x = matrix(c(2,1,3), nrow = 3) # Vektordefinition

2 a=3 # Skalardefinition

3 axx # Skalarmultiplikation
[,1]

[1,] 6

[2,1 3

[3,1] 9

Fir m € {1,2,3} kann man sich reelle Vektoren und das Rechnen mit ihnen visuell
veranschaulichen. Fir m > 3, wenn also zum Beispiel fiir eine Person mehr als drei
quantitative Merkmale zu ihrem Gesundheitszustand vorliegen, was in der Anwendung
regelméfBlig der Fall ist, ist dies nicht moglich. Trotzdem mag die visuelle Intuition fir
m < 3 einen Einstieg in das Verstdndnis von Vektorrdumen erleichtern. Wir fokussieren
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5 5 7
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Abbildung 8.1. Visualisierung von Vektoren in R?

hier auf den Fall m := 2. In diesem Fall liegen die betrachteten reellen Vektoren in der
zweidimensionalen Ebene und werden tiiblicherweise als Punkte oder Pfeile visualisiert

(Abbildung 8.1).
Abbildung 8.2 visualisiert die Vektoraddition

1 3 4
o)+ ()= ) 6
Der Summenvektor entspricht dabei der Diagonale des von den beiden Summanden

aufgespannten Parallelogramms.

Abbildung 8.3 visualisiert die Vektorsubtraktion

1 3 1 -3 —2
(o) = ()= &)+ (5) = () 6
Der resultierende Vektor entspricht dabei der Diagonale des von dem ersten Vektors und

dem entgegensetzten Vektor des zweiten Vektors aufgespannten Parallelogramms.

Abbildung 8.4 schlieflich visualisiert die Skalarmultiplikation

()= () 6

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar dndert dabei immer nur seine Lénge,
nicht jedoch seine Richtung.

8.2. Euklidischer Vektorraum

Der reelle Vektorraum kann durch Definition des Skalarprodukts im Sinne eines
Euklidischen Vektorraums mit rdumlich-geometrischer Intuition versehen werden. Diese
ermoOglicht es insbesondere, Begriffe wie die Ldnge eines Vektors, den Abstand zwischen
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X2

Abbildung 8.2. Vektoraddition in R?

4 —
2_
< 0
_2_
-4 T T T |
-4 -2 0 2 4
X1

Abbildung 8.3. Vektorsubtraktion in R?
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4 4
3_
30
0
0
<2 -
a0
afs
l_
0 T T T |
0 1 2 3 4

Abbildung 8.4. Skalarmultiplikation in R?

zwei Vektoren, und nicht zuletzt den Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren und zu
berechnen. Wir fithren zunéchst das Skalarprodukt ein.

Definition 8.4 (Skalarprodukt auf R™). Das Skalarprodukt auf R™ ist definiert als die
Abbildung

(R XR™ =R, (z,y) = ((z,9)) = (x,9) = Zwy (8.9)

Das Skalarprodukt heifit Skalarprodukt, weil es einen Skalar ergibt, nicht etwa, weil
mit Skalaren multipliziert wird. Das Skalarprodukt steht in enger Beziehung zum
Matrixprodukt, wie wir an spéaterer Stelle sehen werden. Wir betrachten zunéchst ein
Beispiel und seine Implementation in R.

1 2
x = (2) und y := (O) (8.10)
3 1

(z,y) = 21y + Toyp + 23y3 =1-2+2-043-1=240+3=5. (8.11)

Beispiel

Es seien

Dann ergibt sich

In R gibt es verschiedene Moglichkeiten, ein Skalarprodukt auszuwerten. Wir fithren zwei
von ihnen fiir das gebebene Beispiel untenstehend auf.
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1 # Vektordefinitionen

2 x = matrix(c(1,2,3), nrow = 3)

3 y = matrix(c(2,0,1), nrow = 3)

4

5 # Skalarprodukt mithilfe von R's komponentenweiser Multiplikation und sum() Funktion
6 sum(x*xy)

[11 5

1 # Skalarprodukt mithilfe von R's Matrixtransposition und -multiplikation
2 t(x) by

[,1]
[1,] 5

Mithilfe des Skalarprodukts kann der Begriff des reellen Vektorraums zum Begriff des
reellen kanonischen Euklidischen Vektorraums erweiter werden.

Definition 8.5 (Euklidischer Vektorraum). Das Tupel ((R™,+,-),()) aus dem reellen
Vektorraum (R™,+,-) und dem Skalarprodukt () auf R™ heifit reeller kanonischer
Euklidischer Vektorraum.

Generell heifit jedes Tupel aus einem Vektorraum und einem Skalarprodukt “Euklidischer
Vektorraum”. Informell sprechen wir aber oft auch einfach von R™ als “Euklidischer
Vektorraum” und insbesondere bei ((R™,+,-),()) vom “Euklidischen Vektorraum”. Ein
Euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum mit geometrischer Struktur, die durch das
Skalarprodukt induziert wird. Insbesondere bekommen im Euklidischen Vektorraum nun
die geometrischen Begriffe von Linge, Abstand und Winkel eine Bedeutung. Wir definieren
sie wie folgt.

Definition 8.6. ((R™,+,-),()) sei der Euklidische Vektorraum.

(1) Die Ldnge eines Vektors x € R™ ist definiert als
] == \/(w, ). (8.12)
(2) Der Abstand zweier Vektoren z,y € R™ ist definiert als
d(z,y) = [z —yl. (8.13)

(3) Der Winkel o zwischen zwei Vektoren z,y € R” mit x,y # 0 ist definiert durch

0<a<mund cosa:= (z. 9) (8.14)
[z [y
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Die Lénge |z| eines Vektors x € R™ heifit auch Fuklidische Norm von x oder ¢y-Norm
von x oder einfach Norm von x. Sie wird haufig auch mit |z|, bezeichnet. Wir betrachten
drei Beispiele fiir die Bestimmung der Lénge eines Vektors und ihre entsprechende R
Implementation. Wir veranschaulichen diese Beispiele in Abbildung 8.5.

JO1-(6)-()) - veso=vizemn s

1 norm(matrix(c(2,0),nrow = 2), type = "2") # Vektorlange = 1_2 Norm

Beispiel (1)

[1] 2

Beispiel (2)

OI-(G)-G)) - vesmmvimas o

1 norm(matrix(c(2,2),nrow = 2), type = "2") # Vektorlange = 1_2 Norm

[1] 2.828427

Beispiel (3)

1= (6)-() - veemvmmae e

1 norm(matrix(c(2,4),nrow = 2), type = "2") # Vektorliange = 1_2 Norm

[1] 4.472136
Fir den Abstand d(z,y) zweier Vektoren x,y € R™ halten wir ohne Beweis fest, dass er
zum einen nicht-negativ und symmetrisch ist, also dass

d(z,y) > 0,d(z,z) =0 und d(z,y) = d(y, x) (8.18)

gelten. Zudem erfiillt d(z,y) die sogenannte Dreiecksungleichung, die besagt, dass die
direkte Wegstrecke zwischen zwei Punkten im Raum immer kiirzer ist als eine indirekte
Wegstrecke iiber einen dritten Punkt,

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). (8.19)

Damit erfillt d(z,y) wichtige Aspekte der rdumlichen Anschauung. Wir geben zwei
Beispiele fiir die Bestimmung von Abstéinden von Vektoren in R?, die wir in Abbildung 8.6
visualisieren.
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Abbildung 8.5. Vektorlinge in R?

Beispiel (1)

()00 - Q=i o

1 norm(matrix(c(l,1),nrow = 2) - matrix(c(2,2),nrow = 2), type = "2")

[1] 1.414214

Beispiel (2)

(@O0 OHE - vemmams

1 norm(matrix(c(l,1),nrow = 2) - matrix(c(1,4),nrow = 2), type = "2")

[11 3

Schliefllich halten wir fest, dass fiir die Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren
anhand obiger Definition gilt, dass die Kosinusfunktion cos auf [0,7] bijektiv, also
invertierbar mit der Umkehrfunktion acos, der Arkuskosinusfunktion, ist. Auch fiir den
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Abbildung 8.6. Vektorabstinde in R?

Begriff des Winkels wollen wir zwei Beispiele betrachten. Man beachte dabei insbesondere,
dass die Definition 8.6 den Winkel in Radians angibt. Fiir eine Angabe in Grad ist eine
entsprechende Umrechnung erforderlich.

Beispiel (1)

acos <<8><§>> zacos< 3:3+3°0 ):acos( ) ):”~0.785 (8.22)

H(g)HH@)H VR0 VR Tvs) "

Die Umrechnung in Grad ergibt dann

180°
0.785 - —— = 45° (8.23)
s
In R implementiert man dies wie folgt.
1 x = matrix(c(3,0), nrow = 2) # Vektor 1
2y = matrix(c(3,3), nrow = 2) # Vektor 2
3w = acos(sum(x*y)/(sqrt (sum(x+*x))*sqrt(sum(y*y)))) * 180/pi # Winkel in Grad
4 print(w)
[1] 45
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Beispiel (2)

a = acos <<g><g>> ( 3:0+03 >:ac0s(3(_)3>:ﬂ-z1.57 (8.24)

= acos
(611161
0 3

Die Umrechnung in Grad ergibt dann

180°
T e (8.25)
2 T

Die entsprechende R Implementation lautet wie folgt.

1 x = matrix(c(3,0), nrow = 2) # Vektor 1
2y = matrix(c(0,3), nrow = 2) # Vektor 2
3w = acos(sum(x*y)/(sqrt (sum(x*x))*sqrt (sum(y*y)))) * 180/pi # Winkel in Grad
4 print(w)
[1]1 90
5 —
4 —
(30
o
3 00 30
a
R B
o
X
2 -
1 — 30
%D
U
0 | > | |
0 1 2 3 4 5
X1

Abbildung 8.7. Winkel in R?
Die Tatsache, dass zwei Vektoren einen rechten Winkel bilden kénnen, also gewissermafien

maximal nicht-parallel sein konnen, ist ein wichtiges geometrisches Prinzip und wird
deshalb mit folgender Definition speziell ausgezeichnet.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Lineare Unabhéangigkeit 85

Definition 8.7 (Orthogonalitidt und Orthonormalitdt von Vektoren). ((R™,+,-),()) sei
der Euklidische Vektorraum.

(1) Zwei Vektoren x,y € R™ heilen orthogonal, wenn gilt, dass
(r,y) =0 (3.26)
(2) Zwei Vektoren x,y € R™ heilen orthonormal, wenn gilt, dass

(,y) = 0 und [z] = [y = 1. (8.27)

Fiir orthogonale und orthonormale Vektoren gilt also insbesondere auch

cos o = {2, y) -0 0, (8.28)
lzlllyl - l=(lyl
also -
o =7 =90 (8.29)

8.3. Lineare Unabhangigkeit

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff der linearen Unabhdngigkeit von Vektoren ein.
Wir definieren dazu zunéchst den Begriff der Linearkombination von Vektoren.

Definition 8.8 (Linearkombination). {vy,vs,...,v;} sei eine Menge von k Vektoren
eines Vektorraums V und a,, a, ..., a;, seien Skalare. Dann ist die Linearkombination der
Vektoren in {vy, vy, ..., v, } mit den Koeffizienten ay,a,, ..., a; definiert als der Vektor

k
w = Zaivi eV. (8.30)

i=1

Beispiel

Es seien

vy = (?) , Uy 1= (1) ,Ug = ((1)> und a; = 2,a9 = 3,a45 := 0. (8.31)

Dann ergibt sich die Linearkombination von vy, vy, v5 mit den Koeflizienten a, ay, a3 zu

w = 0/17}1 + 0/2'02 + 0/3'1}3

o @ 3. G) +0. (g)
-6+
_ (;) .

Basierend auf dem Begriff der Linearkombination kann man nun den Begriff der Linearen
Unabhdngigkeit von Vektoren definieren.
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Definition 8.9 (Lineare Unabhéngigkeit). V' sei ein Vektorraum. Eine Menge
W = {w;,ws,,...,w,} von Vektoren in V heifit linear unabhingig, wenn die einzige
Reprasentation des Nullelements 0 € V durch eine Linearkombination der w € W die
sogenannte triviale Reprdsentation

0=a,w; + aywy + -+ apw;, mit a; =ay =--=a; =0 (8.33)

ist. Wenn die Menge W nicht linear unabhéngig ist, dann heifit sie linear abhdngig.

Um zu priifen, ob eine gegeben Menge von Vektoren linear abhéngig oder unabhangig ist
muss man prinzipiell fiir jede mogliche Linearkombination der gegebenen Vektoren, ob
sie Null ist. Theorem 8.2 und Theorem 8.3 zeigen, wie dies fiir zwei bzw. endliche viele
Vektoren auch mit weniger Aufwand gelingen kann.

Theorem 8.2 (Lineare Abhingigkeit von zwei Vektoren). V' sei ein Vektorraum. Zwei

Vektoren vy,vy € V' sind linear abhdngig, wenn einer der Vektoren ein skalares Vielfaches
des anderen Vektors ist.

Beweis. v, sei ein skalares Vielfaches von v,, also

v, = Avy mit A # 0. (8.34)
Dann gilt
v, — Avg = 0. (8.35)
Dies aber entspricht der Linearkombination
a1y +a,v, =0 (8.36)
mit a; =1 # 0 und a, = —X # 0. Es gibt also eine Linearkombination des Nullelementes, die nicht die

triviale Reprisentation ist, und damit sind v; und v, nicht linear unabhéngig.

O

Theorem 8.3 (Lineare Abhéngigkeit einer Menge von Vektoren). V' sei ein Vektorraum
und wy,...,w, €V sei eine Menge von Vektoren in V. Wenn einer der Vektoren w,; mit
t = 1,...,k eine Linearkombination der anderen Vektoren ist, dann ist die Menge der
Vektoren linear abhdngig.

Beweis. Die Vektoren w,, ..., w; sind genau dann linear abhéngig, wenn gilt, dass Zle a;w; = 0 mit
mindestens einem a, # 0 . Es sei also zum Beispiel a; # 0. Dann gilt

k k
0= Zaiwi = a;w; +a;w; (8.37)
=1 i=1,i%j
Also folgt
k
ajw;=— Y a;w; (8.38)
i=1,i#j
und damit
k k
w; = —a;l Z a;w; = — Z (a;lai)wi (8.39)
i=1,i#j i=1,i#j
Also ist w; eine Linearkombination der w; fiir i = 1, ..., k mit i # j.
O
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8.4. Vektorraumbasen

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Vektorraumbasis einfilhren. Eine Basis
eines Vektorraums ist eine Untermenge von Vektoren des Vektorraums, die zur Darstellung
aller Vektoren des Vektorraums genutzt werden kann. Im Sinne der linearen Kombination
von Vektoren enthélt also eine Vektorraumbasis alle notige Information zur Konstruktion
des entsprechenden Vektorraums. Allerdings ist eine Vektorraumbasis in der Regel nicht
eindeutig und die viele Vektorrdume haben in der Tat unendlich viele Basen. Die folgenden
Definition sagt zunéchst aus, wie aus einer beschrankten Anzahl von Vektoren mithilfe von
Linearkombinationen unendlich viele Vektoren gebildet werden kénnen.

Definition 8.10 (Lineare Hiille und Aufspannen). V sei ein Vektorraum und es sei
W = {wq,...,w,} C V. Dann ist die lineare Hiille von W definiert als die Menge aller
Linearkombinationen der Elemente von W,

k
Span(W) := {Zaiwiml, ..., a, sind skalare Koeffizienten } (8.40)
=1

Man sagt, dass eine Menge von Vektoren W C V' einen Vektorraum V aufspannt, wenn
jedes v € V als eine Linearkombination von Vektoren in W geschrieben werden kann.

Wir definieren nun den Begriff der Basis eines Vektorraums.

Definition 8.11 (Basis). V sei ein Vektorraum und es sei B C V. B heifit eine Basis von
V', wenn

(1) die Vektoren in B linear unabhéngig sind und
(2) die Vektoren in B den Vektorraum V aufspannen.

Basen von Vektorrdumen haben folgende wichtige Eigenschaften.

Theorem 8.4 (Eigenschaften von Basen).

(1) Alle Basen eines Vektorraums beinhalten die gleiche Anzahl von Vektoren.
(2) Jede Menge von m linear unabhdingigen Vektoren ist Basis eines m-dimensionalen
Vektorraums.

Fir einen Beweis dieses sehr tiefen Theorems verweisen wir auf die weiterfithrende
Literatur. Die mit obigem Theorem benannte eindeutige Anzahl der Vektoren einer Basis
eines Vektorraums heifit die Dimension des Vektorraums. Da es in der Regel unendliche
viele Mengen von m linear unabhingigen Vektoren in einem Vektorraum gibt haben
Vektorrdume in der Regel unendlich viele Basen.

Betrachtet man nun einen einzelnen Vektor in einem Vektorraum, so kann man sich fragen,
wie man diesen mithilfe einer Vektorraumbasis darstellen kann. Dies fithrt auf folgende
Begriffsbildungen.
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Definition 8.12 (Basisdarstellung und Koordinaten). B := {by, ..., b,, } sei eine Basis eines
m-dimensionalen Vektorraumes V' und es sei v € V. Dann heifit die Linearkombination

die Darstellung von v beziiglich der Basis B und die Koeffizienten ¢y, ..., ¢, heiflen die
Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Bei fester Basis sind auch die Koordinaten eines Vektors beziiglich dieser Basis fest und
eindeutig. Dies ist die Aussage folgenden Theorems.

Theorem 8.5 (Eindeutigkeit der Basisdarstellung). Die Basisdarstellung eines v € V
beziiglich einer Basis B ist eindeutig.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Vektorraum von Dimension m
ist. Nehmen wir an, dass zwei Darstellungen von v beziiglich der Basis B existieren, also dass

v=a.;by +-+a,b,,

(8.42)
v=cyby ++¢,b,
Subtraktion der unteren von dern oberen Gleichung ergibt
0=(a; —cy)by ++(a,, —c,,)b,, (8.43)
Weil die b, ...,b,, linear unabhéngig sind, gilt aber, dass (a; — ¢;) = O fiir alle ¢ = 1, ..., m und somit
sind die beiden Darstellungen von v beziiglich der Basis B identisch.
O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir eine spezielle Basis des reellen Vektorraums
betrachten.

Definition 8.13 (Orthonormalbasis von R™). Eine Menge von m Vektoren vy, ...,v,, €
R™ heiBt Orthonormalbasis von R™, wenn vy, ...,v,, jeweils die Lénge 1 haben und
wechselseitig orthogonal sind, also wenn

1 firi=j

T (8.44)
0 firi+#j

(vi,v-> =

Wir wollen zunéchst ein Beispiel fiir eine Orthonormalbasis betrachten.

5. {(3)-()

Beispiel (1)
Es ist
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eine Orthonormalbasis von R?, denn B; besteht aus zwei Vektoren und es gelten

((2). ()} =1 1500- 101 )
<((1)),<(1))>:0-0+1~1:0+1:1 (8.47)
((2). () =10+ 0-1-00c )

Fir allgemeine reelle Vektorrdume werden Basen der Form von B; mit dem Begriff der
kanonischen Basis speziell ausgezeichnet.

Definition 8.14 (Kanonische Basis und kanonische Einheitsvektoren). Die Orthonormalbasis
Bi={ey, . eple; =1 fiiri = jund e; =0 fir i # j} C R™ (8.49)

heiit die kanonische Basis von R™ und die €, heiBen kanonische Einheitsvektoren.

B, aus Beispiel (1) ist also die kanonische Basis von R2.

Die kanonische Basis von R3 ist

~HO6 -

Allerdings gibt es auch nicht kanonische Orthonormalbasen. Dazu betrachten wir ein

weiteres Beispiel
1 1
V2 V2

Beispiel (2)
eine Orthonormalbasis von R?, denn B, besteht aus zwei Vektoren und es gelten

=\ (5 11 1 1 11

Es ist auch

sowie

1 1 1 1 1
und
v 1 1 1 1 1 1

Wir visualisieren die beiden Orthonormalbasen B; und B, von R? in Abbildung 8.8.
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X
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Abbildung 8.8. Zwei Basen von R?

8.5. Selbstkontrollfragen

— =

13.
14.
15.

NS

Geben Sie die Definition eines Vektorraums wieder.

. Geben Sie die Definition des reellen Vektorraums wieder.

Es seien

. G) = (2) und @ = 2. (8.55)

v=a(z+y) und w = %(y —x) (8.56)

Berechnen Sie

Geben Sie die Definition des Skalarproduktes auf R wieder.

Fir
2 1 3
Ti= (1) Y = (O) AL (1) (8.57)
3 1 0

(x,9), (x,2), (Y, 2) (8.58)

Geben Sie die Definition des Euklidischen Vektorraums wieder.

Geben Sie die Definition der Linge eines Vektors im Euklidischen Vektorraum wieder,
Berechnen Sie die Lingen der Vektoren z,y, z aus Gleichung 8.57.

Geben Sie Definition des Abstands zweier Vektoren im Euklidischen Vektorraum wieder.
Berechnen Sie d(z,y),d(z, z) und d(y, z) fir z,y, z aus Gleichung 8.57.

Geben Sie die Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren im Euklidischen Vektorraum
wieder.

berechnen Sie

. Berechnen Sie die Winkel zwischen den Vektoren z und y, z und z, sowie y und z aus

Gleichung 8.57.

Geben Sie die Definitionen der Orthogonalitdt und Orthonormalitdt von Vektoren wieder.
Geben Sie die Definition der Linearkombination von Vektoren wieder.

Geben Sie die Definition der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren wieder.
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16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Woran kann man erkennen, ob zwei reelle Vektoren linear abhéngig sind oder nicht?
Geben Sie die Definition der linearen Hiille einer Menge von Vektoren wieder.
Geben Sie die Definition der Basis eines Vektorraums wieder.

Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften von Vektorraumbasen wieder.

Geben Sie die Definition der Basisdarstellung eines Vektors wieder.

Geben Sie die Definition eienr Orthonormalbasis von R wieder.

Geben Sie die Definition der kanonischen Basis von R™ wieder.
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Vorbemerkungen

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein mathematisches Modell zur Beschreibung von und
zum quantitativen Schlussfolgern iiber Zufallsvorginge der Wirklichkeit (Abbildung 8.9).
Unter Zufallsvorgéngen verstehen wir dabei alle Phdnomene, die von uns nicht mit
absoluter Sicherheit vorhergesagt werden konnen, deren Ergebnis also mit Unsicherheit
behaftet ist. Offensichtliche und vertraute Beispiele fiir Zufallsvorgédnge sind das Werfen
eines Wiirfels oder einer Miinze. Allerdings ist der Begriff des Zufallsvorgangs und damit
der Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitstheorie als sehr viel weiter gefasst zu
verstehen. Nicht mit vollstdndiger Sicherheit vorhersagbar und damit mit Unsicherheit
behaftet sind zum Beispiel auch der Ausgang einer Wahl, das morgige Wetter, der
Messwert einer EEG-Elektrode zu einem bestimmten Zeitpunkt nach Applikation eines
Reizes, oder der Effekt einer Psychotherapieintervention auf den Gesundheitszustand
einer Patient:in. Beginnt man dariiber nachzudenken, welche Phidnomene der Wirklichkeit
mit Unsicherheit behaftet sind, so féllt es schwer, nichttriviale Phdnomene anzugeben,
hinsichtlich deren Ergebnis man vollstdndige Sicherheit besitzt.

X Modellierung

Modell Wirklichkeit

Wabhrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange

iobaRlisHEch et ipd | Phanomene, die von Menschen

@Q,A,P),&Q->R nicht mit absoluter Sicherheit

Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Pe(S) =PE ()

N
W

Abbildung 8.9. Wahrscheinlichkeitstheorie als Modell von Zufallsvorgingen. Ausgangspunkt der
Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Absicht, tiber einen Zufallsvorgang, also ein mit Unsicherheit
behaftetes Phénomen der Wirklichkeit, logisch-quantitative Schliisse zu ziehen. Die Repréasentation
zentraler Aspekte des Zufallsvorgang mithilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Begrifflichkeiten bezeichnet
man als Modellierung. Das wahrscheinlichkeitstheoretische Modell selbst garantiert dann im Sinne
der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Korrektheit logisch-quantitativer Schlussfolgerungen, welche zur
Vorhersage von Aspekten des Zufallsvorgangs genutzt werden kénnen.

Als mathematisches Modell von Zufallsvorgdngen erlaubt die Wahrscheinlichkeitstheorie
insbesondere das vernunftbasierte, quantitative Schlussfolgern iiber Zufallsvorgénge. Dies
schlagt sich primér in der sogenannten Wahrscheinlichkeitsrechnung nieder. Quantitative
Schlussfolgerungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung haben beispielsweise folgende Form:
Wenn ich annehme, dass das Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit z und Ereignis B mit
Wahrscheinlichkeit y eintritt, dann ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignis C'
eine Wahrscheinlichkeit von z. Dabei ist der Schluss auf die Wahrscheinlichkeit von C
logisch-mathematisch abgesichert, in dem Sinne wie zum Beispiel logisch-mathematisch
abgesichert ist, dass 14+ 1 = 2 ist. Ob die Annahmen hinsichtlich der Wahrscheinlichkeiten
von A und B aber den Gegebenheiten des Zufallsvorgangs in der Wirklichkeit entsprechen,
dariiber macht die Wahrscheinlichkeitstheorie keine Aussagen.
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Die Wahrscheinlichkeitstheorie selbst bedient sich dabei der mathematischen Theorie
der Mengen und Funktionen. Spétestens seit Kolmogoroff (1933) herrscht dabei
ein axiomatischer Zugang vor: Man fragt in der Wahrscheinlichkeitstheorie selbst
nicht, was denn eine Wahrscheinlichkeit sei oder inwieweit die Vorhersagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie mit der Wirklichkeit iibereinstimmen, sondern versucht ein
in sich schliissiges formal-mathematisches System von unbegriindeten, aber intuitiv
plausiblen, Grundannahmen und ihren Folgerungen zu entwickeln. Ausgangspunkt dieser
Entwicklung ist das Wahrscheinlichkeitsraummodell eines Zufallsvorgangs, das wir in
Kapitel 9 einfiihren werden. In der Tat gibt es neben dem formal-mathematischen System
der Wahrscheinlichkeitstheorie bis heute mathematisch-philosophische Diskussionen
dariiber, was genau denn unter dem Begriff der “Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses”
zu verstehen ist (vgl. Hajek (2019)). Dabei sind grob gesagt zwei etwas gegensatzliche
Interpretationen vorherrschend, die sogenannte Frequentistische Interpretation und die
sogenannte Bayesianische Interpretation.

Nach der Frequentistischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
die idealisierte relative Haufigkeit, mit der ein Ereignis unter den gleichen &ufleren
Bedingungen einzutreten pflegt. Zum Beispiel ist die Frequentistische Interpretation der
Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im néchsten Wurf eine 2”
die folgende: “Wenn man einen Wiirfel unendlich oft werfen wiirde und dabei die relative
Hé&ufigkeit des Ereignisses, dass der Wiirfel eine 2 zeigt, bestimmen wiirde, dann wéire
diese relative Haufigkeit gleich 1/6”. Man beachte bei dieser Interpretation, dass man
de-facto die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses nicht empirisch bestimmen kann, da man
einen Wiirfel nicht unendlich oft werfen kann. Natiirlich kann man die Wahrscheinlichkeit
in dieser Interpretation aber empirisch schitzen. Schitzvorgédnge selbst wiederrum sind
allerdings kein Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie, sondern der Frequentistischen oder
Bayesianischen Inferenz.

Nach der Bayesianischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der
Grad der Sicherheit, den eine Beobachter:in aufgrund ihrer subjektiven Einschétzung
der Lage dem Eintreten des Ereignisses A zumisst. Zum Beispiel ist die Bayesianische
Interpretation der Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im
nédchsten Wurf eine Zwei” dann etwa die folgende: “Basierend auf meiner eigenen und der
tradierten Erfahrung mit dem Werfen eines Wiirfels bin ich mir zu 16.6% sicher, dass der
Wiirfel beim néchsten Wurf eine Zwei zeigt.”

In Modellen von tatsédchlich zumindest unter &dhnlichen Umstédnden wiederholbaren
Zufallsvorgéngen wie dem Werfen eines Wiirfels ist der Unterschied zwischen
Frequentistischer und Bayesianischer Interpretation oft eher subtil. Es gibt aber
wie oben angedeutet viele Zufallsvorgénge, die mit Wahrscheinlichkeiten beschrieben
werden konnen, bei denen aufgrund ihrer Einmaligkeit eine Frequentistische Interpretation
nicht angemessen ist. Zum Beispiel machen Aussagen der Form “Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die weltweiten Hitzerekorde im Jahr 2023 nicht auf den Klimawandel
zuriickzufithren sind, ist kleiner als 0.01” (vgl. Philip et al. (2020)) nur unter der
Bayesianischen Interpretation Sinn, da es sich bei den Wetteraufzeichnungen des Jahres
2023 um ein einmaliges, nicht wiederholbares Ereignis handelt.

Obwohl also die Interpretation des Begriffes der Wahrscheinlichkeit durchaus nicht
eindeutig ist, unterscheiden sich die formalen Definitionen und Rechenregeln fiir
Wahrscheinlichkeiten nicht. Sowohl die Frequentistische als auch die Bayesianische

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



95

Inferenz, auf die wir an spéterer Stelle eingehen, haben mit der Wahrscheinlichkeitstheorie
also ein identisches mathematisches Bezugssystem und gemeinsames Fundament.
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9. Wahrscheinlichkeitsraume

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein sehr allgemein gehaltenes formal-mathematisches
Modell eines Zufallsvorgangs. Die zentrale Bedeutung dieses Modells fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie
und probabilistische Inferenz ergibt sich daraus, dass das Wahrscheinlichkeitsraummodell
eine Anleitung dafiir gibt, wie man beliebige Zufallsvorgénge iiber die man quantitativ
schlussfolgern mochte, in das formal-mathematische System der Wahrscheinlichkeitstheorie
iibersetzen kann. Gleichzeitig garantiert das Wahrscheinlichkeitsraummodell und die
auf ihm aufgebauten Konzepte, dass die Mechanik der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
logisch sinnvollen quantitativen Schliissen iiber Zufallsvorgdnge der Wirklichkeit fithren.
In diesem Kapitel fithren den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums ein (Kapitel 9.1) und
geben dann mithilfe von Wahrscheinlichkeitsfunktionen (Kapitel 9.2) erste Beispiele fiir
die Modellierung von Zufallsvorgdngen durch Wahrscheinlichkeitsraume (Kapitel 9.3).

9.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition des Wahrscheinlichkeitsraummodells nach Kolmogoroff
(1933), das wir dann nachfolgend in seinen Einzelteilen aus Frequentistischer Perspektive
erldutern wollen.

Definition 9.1 (Wahrscheinlichkeitsraum).
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triple (2, A, P), wobei

e () eine beliebige nichtleere Menge von FErgebnissen w ist und Ergebnismenge heifit,
e A eine Menge von Teilmengen von ) mit den Eigenschaften
o Qe A,
o fiir alle A € A gilt, dass auch A°:=Q\ A € A ist,
o aus A, A,, ... € A folgt, dass auch U2, A, € A ist,
ist, o-Algebra auf Q genannt wird und Ereignissystem heif3t,

o P eine Abbildung der Form P : A — [0, 1] mit den Eigenschaften
o P(A) >0 fir alle A € A (Nichit-Negativitat),
o P(Q) =1 (Normiertheit) und

o P(UX,A;) = > P(A;) fur paarweise disjunkte A; € A (o-Additivitdt)
i=1

ist und Wahrscheinlichkeitsmaf heif3t.
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Ergebnismenge und Mechanik

Wir beginnen mit Erlduterungen zum Begriff der Ergebnismenge 2 und der impliziten
Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells. Um den Einstieg zu erleichtern betrachten
wir im Folgenden zunéchst vor allem endliche WahrscheinlichkeitsrGume, bei denen die
Kardinalitét von €2 nicht unendlich grof ist. Es sei also |Q| < oo, © habe also nur endlich
viele Elemente. Zum Modellieren des Werfen eines Wiirfels kénnte man zum Beispiel €2 :=
{1,2,3,4,5,6} definieren.

Hinter der formalen Definition des Wahrscheinlichkeitsraummodells stehen folgende
Frequentistisch-geprigten Annahmen iiber seine Mechanik als Modell eines Zufallsvorgangs.
Wir stellen uns zunéchst sequentielle Durchginge eines Zufallsvorgangs vor, also zum
Beispiel das wiederholte Werfen eines Wiirfels. Nach Annahme des Wahrscheinlichkeitsraummodells
wird in jedem dieser Durchgénge genau ein w aus §2 realisiert, also als tatséchlich vorliegend
ausgewahlt. Wirft man zum Beispiel einen Wiirfel und fallt eine Zwei, so sagt man, dass
eine Zwei realisiert wurde. Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein w aus € in einem
Durchgang realisiert wird, wird durch den Wert P({w}) € [0,1] beschrieben. Ist zum
Beispiel P({w}) = 1, so wird dieses w in jedem Durchgang des Zufallsvorgangs realisiert;
ist P({w}) = 0, so wird dieses w in keinem Durchgang des Zufallsvorgangs realisiert;
und ist P({w}) = 1/2, so wird w in etwa der Hélfte der Durchgénge des Zufallsvorgangs
realisiert. Beim Modell des Werfens eines fairen Wiirfels nimmt man {iblicherweise
P({w}) = 1/6 fiir alle w € © an. Hier konnte zum Beispiel im ersten Durchgang eine Vier
realisiert werden, im zweiten Durchgang eine Eins, im dritten Durchgang eine Fiinf, dann
vielleicht wieder eine Vier und so weiter.

Ereignisse und Ereignissystem

Den Begriff des Freignisses A € A stellt man sich am besten als konzeptionelle
Zusammenfassung ein oder mehrerer Ergebnisse vor. Beim Werfen eines Wiirfels sind
mogliche Ereignisse zum Beispiel “Es fillt eine gerade Augenzahl”, das heifit w € {2,4,6};
“Es fallt eine Augenzahl grofer als Zwei”, das heifit w € {3,4,5,6}; oder etwa “Es
fallt eine Eins oder eine Funf”, das heifit w € {1,5}. Man beachte, dass zum Beispiel
das Ereignis “Es féllt eine gerade Augenzahl” vor dem Hintergrund der Mechanik
des Wahrscheinlichkeitsraums genau dann eintritt, wenn in einem Durchgang des
Zufallsvorgangs Werfen eines Wiirfels das realisierte w ein Element der Menge {2,4,6}
ist, wenn also zum Beispiel eine Vier fillt. Man mag das Eintreten des Ereignisses
“Es fillt eine Augenzahl grofler als Zwei” also auch lesen als “In einem Durchgang des
Zufallsvorgangs Werfen eines Wiirfels wird ein Element von {3,4,5,6} realisiert”, d.h.
konkret fallt entweder eine Drei, eine Vier, eine Fiinf oder eine Sechs. Natiirlich sind
auch die Ergebnisse w € () selbt mogliche Ereignisse, so dass zum Beispiel folgende
Interpretationen gelten: Das FEreignis “Es fillt eine Eins” entspricht der Realisation
w € {1} und das Ereignis “Es féllt eine Sechs” entspricht der Realisation w € {6}.
Betrachtet man in diesem Zusammenhang ein Ergebnis w € €2 als Ereignis, so nennt man
es Elementarereignis und schreibt es als einelementige Menge {w}.

Insgesamt entspricht dieses Vorgehen zur Beschreibung zufilliger Ereignisse dem
inhérenten Ziel der Definition des Wahrscheinlichkeitsraums. Kolmogoroff (1933) schreibt
dazu “Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufélligen
Ereignisse - als Mengen definiert.” Dies hat den Vorteil, dass Mengen mathematische
Objekte sind, mit denen mathematisch gearbeitet werden kann und damit ein Aspekt der
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Wirklichkeit, ein “zufélliges Ereignis”, in den Modellbereich der Mathematik iibersetzt
wurde.

Alleiniger Sinn des Ereignissystems A ist es nun, alle Ereignisse, die sich basierend auf
einer gegebenen Ergebnismenge bei Auswahl eines w € €2 ergeben kénnen, mathematisch
zu représentieren. Es soll also keine Ereignisse in der Wirklichkeit geben, die nicht im
Vorhinein im Wahrscheinlichkeitsraummodells des Zufallsvorgangs mitgedacht wurden.
Waire dies der Fall, so ware das Modell defizitar, da es fiir bestimmte, in der Wirklichkeit
eintretende Ergeignisse keine Wahrscheinlichkeiten angeben kénnte. Das Ereignissystem
A soll also die vollstdndige Menge aller moglichen Ereignisse bei vorgegebenem 2 sein.
Die Forderung, dass A zu diesem Zweck die sogenannten o-Algebra Kriterien erfiillen soll,
begriindet sich dabei intuitiv wie folgt.

e Es soll zunéchst einmal sichergestellt sein, dass w € € fiir ein beliebiges w, dass also
irgendein Ergebnis realisiert wird, eines der méglichen Ereignisse ist. Dies entspricht
der Eigenschaft Q € A.

e Zu jedem Ereignis soll es weiterhin auch méglich sein, dass dieses Ereignis gerade
nicht eintritt. Dies entspricht der Eigenschaft, dass aus A € A folgen soll, dass
A€ := Q\ A auch in A ist. Dies impliziert insbesondere auch, dass ) = Q\ Q € A.
Ein Ereignis ist also, dass kein Elementarereignis eintritt, allerdings passiert dies
nur mit Wahrscheinlichkeit Null, P(()) = 0. Es tritt also sicher immer zumindest ein
Elementarereignis ein.

e SchlieBlich soll die Kombination von Ereignissen auch immer ein Ereignis sein. Bei der
Modellierung des Werfen eines Wiirfels soll also zum Beispiel neben den Ereignissen
“Es fallt eine gerade Zahl” und “Es fallt eine Zahl grofler Zwei” auch das Ereignis
“Es fallt eine gerade Zahl und/oder diese Zahl ist grofler als Zwei” ein Ereignis sein.
Dies entspricht, in allgemeinster Form, dass aus A, 4,, ... € A folgen soll, dass auch

CLA; € A ist.

Wenn auch die Begriffe des Ereignissystems und der o-Algebra etwas abstrakt anmuten
mogen, so stellt ihre Definition in der praktischen Modellierung von Zufallsvorgédngen meist
keine groflen Herausforderung dar, da sowohl fiir endliche Ergebnismengen als auch fur
unendliche (abzéhlbare und {iberabzéhlbare) Ergebnismengen passende Ereignissysteme
schon lange bekannt sind. So erfiillt bei Ergebnismengen mit endlicher Kardinalitit die
Potenzmenge der Ergebnismenge immer die Anforderungen eines Ereignissystems und
kann immer zur Modellformulierung eines Zufallsvorgangs mit endlicher Ergebnismenge
genutzt werden. Dies ist die Aussage folgenden Theorems.

Theorem 9.1 (Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge). Q := {w;,wy,...,w,, } mit
n € N sei eine endliche Menge. Dann ist die Potenzmenge P(2) von  eine o-Algebra auf
Q und damit ein geeignetes Ereignisssytem im Wahrscheinlichkeitsraummodell.

Beweis. Die Potenzmenge von 2 ist die Menge aller Teilmengen von 2. Wir iiberpriifen die o-Algebra
Eigenschaften. Zunéchst gilt, dass 2 selbst eine der Teilmengen von €2 ist, also ist die erste o-Algebra
Eigenschaft erfiillt. Sei nun A eine Teilmenge von 2. Dann ist auch A€ = Q\ A eine Teilmenge von €2 und
somit ist auch die zweite o-Algebra Eigenschaft erfiillt. Schlieflich betrachten wir die Vereinigung von n
Teilmengen A, A,, ..., A,, C Q. Dann ist U} ; A, die Menge der w € £ fiir die gilt, dass w € A; und/oder
w€ A, .. und/oder w € A,,. Da fir alle diese w gilt, dass w € Q ist also auch U?" ; A, eine Teilmenge von
Q und damit auch die dritte o-Algebra Eigenschaft erfillt. Die Potenzmenge erfiillt also die geforderten
Eigenschaften an ein Ereignissystem.
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O

Bei iiberabzéahlbaren Ergebnismengen wie den reellen Zahlen R oder dem n-dimensionalen
reellen Raum R” ist die Konstruktion eines geeigneten Ereignissystems komplexer, so
dass wir in dieser Hinsicht fiir formale Entwicklungen auf die weiterfithrende Literatur
verweisen wollen (z.B. Meintrup & Schéffler (2005), Schmidt (2009)). Mit der auf Borel
(1898) zuriickgehenden sogenannten Borelschen o-Algebra ist jedoch ein Mengensystem
bekannt, das den Anforderungen einer o-Algebra auf iiberabzidhbaren Ergebnismengen
gentigt. Wir bezeichnen die Borelsche o-Algebra auf R™ mit B(R) und die Borelsche
o-Algebra auf R™ mit B(R™). Als Menge von Teilmengen von R bzw. R™ enthalten
B(R) bzw. B(R™) alle Mengen, an denen man hinsichtlich ihrer durch P zugeordneten
Wahrscheinlichkeit interessiert sein mag. Intuitiv mag man sich die Borelschen o-Algebren
B(R) und B(R™) also als die Potenzmengen von R bzw. R™ denken, auch wenn dies
formal falsch ist. Tatsédchlich enthélt die Borelsche o-Algebra nur Teilmengen, die durch
abzahlbare Mengenoperationen generiert werden, nicht aber durch iiberabzéhlbare.

Insgesamt ergibt sich also folgendes Vorgehen zur Auswahl von Ereignissystemen in
Abhéngigkeit von der Ergebnismenge Q. Ist 2 endlich, so wahlt man als Ereignissystem
A die Potenzmenge P(£2) von €. Ist Q gegeben durch R, so wéahlt man als Ereignissystem
A die Borelsche o-Algebra B(R). Ist 2 schliefllich gegeben durch R™, so wahlt man fir A
die Borelsche o-Algebra B(R™). In Spezialfillen und fiir sehr spezielle Ergebnismengen 2
mag man von diesem Vorgehen abweichen wollen, allgemein decken die drei betrachteten
Fille jedoch die meisten Anwendungen ab.

Wabhrscheinlichkeitsmal3 P

Mit © und A, die in Tupleform (2, A) auch als Messraum bezeichnet werden, haben wir
bisher die strukturelle Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummodells genauer betrachtet.
Viele Wahrscheinlichkeitsraume, zum Beispiel fiir Zufallsvorginge die reellen Zahlen
betreffend, sind hinsichtlich ihres Messraums identisch. Das Wahrscheinlichkeitsmaj P nun
reprasentiert die probabilistischen Charakteristika eines Wahrscheinlichkeitsraummodells
und formt damit die funktionelle Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummmodells. Wir
werden im Folgenden, insbesondere nach Einfiihrung der Begriffe der Zufallsvariablen und
Zufallsvektoren, sehr viele verschiedene Wahrscheinlichkeitsmafle kennenlernen. An dieser
Stelle wollen wir zunéchst nur allgemeine Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien
betrachten.

Mit der Definition
P:A—10,1,A— P(A) (9.1)

gilt zundchst einmal, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einer Menge von Mengen
definiert ist und den Elementen dieser Menge, also den Mengen A € A, Wahrscheinlichkeiten,
also Werte im Intervall [0, 1], zuordnet. Natiirlich gilt mit {w} € A fir alle w € Q, dass
P auch den Elementareignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnet, aber eben nicht nur. Wir
betonen auch, dass nach Definition die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € A
eine Zahl im Intervall [0,1] ist und nicht etwa eine Prozentzahl oder ein Verhiltnis.
Wir wollen nachfolgend die definierenden FEigenschaften der Nicht-Negativitdt, der
Normiertheit und der o-Additivitdt von P ndher beleuchten.

Die Nicht-Negativitit P(A) > 0 fur alle A € A ist natiirlich in der Definition |0, 1]
der Zielmenge von P implizit. Tatséchlich ist die Abbildungsform von P eine von uns
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vorgenommene Erginzung der Formulierung von Kolmogoroff (1933), die der Klarheit
dienen soll. Formal folgt die Form der Zielmenge von P eigentlich aus den definierenden
Eigenschaften der Nicht-Negativitat, Normiertheit, und o-Additivitat von P.

Die Normiertheit P() = 1 entspricht der Tatsache, dass in jedem Durchgang
eines Zufallsvorgangs sicher gilt, dass ein realisiertes w ein Element von ) ist. In
jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs tritt also ein Elementarereignis ein und, je
nach Beschaffenheit des Messraums, noch viele weitere. Beim Modell des Werfen
eines Wiirfels gilt also, dass das in einem Durchgang des Zufallsvorgangs realisierte
Ergebnis/Elementarereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Element von Q := {1,2,3,4,5,6}
ist. Ist das realisierte Ergebnis zum Beispiel eine Eins, so treten neben dem FEreignis “Es
fallt eine Eins” auch noch die Ereignisse “Eine ungerade Zahl fillt”, “Eine Zahl kleiner
als Drei fallt”, “Eine ungerade Zahl kleiner als Drei fallt” und viele weitere ein.

Die o-Additivitdt des Wahrscheinlichkeitsmaf$es P schliellich bildet das Fundament der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, also die Grundlage fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten.
Die o-Additivitat von P erlaubt es ndmlich, aus bereits bekannten Ereigniswahrscheinlichkeiten
die Wahrscheinlichkeiten anderer Ereignisse zu berechnen. Man kann damit basierend auf
einer Definition von 2, A und P also Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen Ereignisse
eines Wahrscheinlichkeitsraummodells berechnen. Ob diese Wahrscheinlichkeiten nun
aber tatséchlich etwas mit den realen Ereignissen beziiglich eines Zufallsvorgangs der
Wirklichkeit zu tun haben, kommt darauf an, ob die Modellierung einigermaflen gelungen
ist oder nicht. Dabei werden berechnete Wahrscheinlichkeiten aber zumindest rational,
also nach den Regeln der Vernunft, d.h. der Logik und der Mathematik, bestimmt.
Insgesamt erlaubt das Wahrscheinlichkeitsmodell damit das schlussfolgernde Nachdenken
iiber mit Unsicherheit behaftete Phanomene.

Wir wollen abschliefend das auf der o-Addivititdat von P beruhende Rechnen mit
Wahrscheinlichkeiten noch an zwei grundlegenden Beispielen verdeutlichen.

Das erste Beispiel besagt, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das in einem Durchgang
eines Zufallsvorgangs realisierte w kein Element der Ergebnismenge ist, gleich Null ist.

Theorem 9.2 (Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses). (Q,A,P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
P(0) = 0. (9.2)

Beweis. Firi=1,2,... sei A, := (. Dann ist A;, A,, ... eine Folge disjunkter Ereignisse, weil gilt, dass
0NO=0und esist U2, A, = 0. Mit der o-Additivitat von P folgt dann, dass

P(0). (9.3)

5

Il
Ju

PO) = P (U, A) = D P(A)) =

i=1 2

Das unendliche Aufaddieren der Zahl P(0) € [0, 1] soll also wieder P((}) ergeben. Dies ist aber nur moglich,
wenn P() = 0.

O

Man beachte, dass hier intuitiv natiirlich eine mogliche Unzuldnglichkeit des
Wahrscheinlichkeitsraums als Modell fiir Zufallsvorgénge in der Wirklichkeit auftritt:
Fallt beim Wiirfelspiel der Wiirfel zum Beispiel unerreichbar unter das Sofa, so ist ein
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Elementarereignis w ¢ {2 eingetreten, obwohl seine modellierte Wahrscheinlichkeit gleich
Null ist.

Als zweites Beispiel wollen wir zeigen, dass die o-Additivat, die in der Definition des
Wahrscheinlichkeitsraums (nur) fiir die Vereinigung unendlich vieler disjunkter Ereignisse
definiert ist, die o-Additivdt endlich vieler disjunkter Ereignisse, wie sie in in der
Anwendung oft vorkommen, impliziert.

Theorem 9.3 (o-Additivitét bei endlichen Folgen disjunkter Ereignisse). (9, A4, P) sei
ein Wahrscheinlichkeitsraum und Aq, ..., A
Ereignisse. Dann gilt

n Sei eine endliche Folge paarweise disjunkter

P(UL14;) = Z_: P(A;). (9-4)

Beweis. Wir betrachten eine unendliche Folge von paarweise disjunkten Ereignissen A;, A,, ... wobei fiir
ein n € N gelten soll, dass A, := 0 fiir ¢ > n. Dann gilt mit der o-Additivitdt von P zunichst, dass

n o0

P(A)=D P(A)+ > P(A). (9.5)

i=1 i=n+1

gL

g (U?:1Ai) =P (UgilAi) =

Il
=
S

Mit P(A,)=P@) =0 firc=n+1,n+2,... folgt dann direkt
P(UL,A) =) P(A)+0=) P(A,). (9.6)
i=1

n
7 =1

i

9.2. Wahrscheinlichkeitsfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir mit den Wahrscheinlichkeitsfunktionen eine erste
Moglichkeit kennenlernen, fiir Wahrscheinlichkeitsrdume mit endlicher Ergebnismenge
Wahrscheinlichkeitsmafle festzulegen. In Kapitel 9.3 nutzen wir dieses Hilfsmittel
intensiv, um erste Beispiele fiir die Modellierung von Zufallsvorgdngen mithilfe
von Wahrscheinlichkeitsrdumen geben zu kénnen. Wir definieren den Begriff der
Wahrscheinlichkeitsfunktion wie folgt.

Definition 9.2 (Wahrscheinlichkeitsfunktion). €2 sei eine endliche Menge. Dann heifit eine
Funktion 7 : Q — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsfunktion, wenn gilt, dass

> mw) =1 (9.7)

weN

Sei weiterhin P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. Dann heif3t die durch
m:Q—[0,1],w > 7(w) := P({w}) (9.8)

definierte Funktion Wahrscheinlichkeitsfunktion von P auf 2.
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Wir merken an, dass weil P per Definition o-additiv ist, insbesondere auch gilt, dass

P() = P(Uyea{w}) = SO P(fw}) = 3 n(w) = 1. (9.9)

weN weN

Zur Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmaflen durch Wahrscheinlichkeitsfunktionen
stellt folgendes Theorem die formale Basis bereit. Es besagt insbesondere, dass
bei endlichem €2 die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen FEreignisse aus den
Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse 7(w) berechnet werden kénnen.

Theorem 9.4. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge
und ™ : Q — [0,1] sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. Dann existiert ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Q@ mit © als Wahrscheinlichkeitsfunktion von P. Dieses
Wahrscheinlichkeitsmafs ist definiert als

P:A—[0,1, A P(A) =) m(w). (9.10)

weA

Beweis. Wir iiberpriifen zunichst die WahrscheinlichkeitsmaBeigenschaften von P. Weil 7(w) € [0, 1] fur
alle w € Q, gilt auch immer ZWGA 7(w) > 0 und damit die Nicht-Negativitat von P. Ferner folgt wie oben
gesehen mit der Normiertheit von 7 direkt die Normiertheit von P. Seien nun A;, A,, ... € A. Dann gilt

P(UZA) = > W(w):iZﬂ'(w):i[P(Ai). (9.11)

weUe Ay i=1 weA; i=1
und damit die o-Addivitat von P.

O

Definiert man also fiir eine gegebene Ergebnismenge 2 eine Funktion 7 : Q — [0, 1] und
stellt sicher, dass sich die Funktionswerte 7(w) iiber alle w € Q hinweg zu 1 summieren und
interpretiert den einzelnen Funktionswert 7(w) dann als die Wahrscheinlichkeit P({w}) des
Elementarereignisses {w} € A, so hat man ein Wahrscheinlichkeitsmafl konstruiert.

9.3. Beispiele bei endlichem Ergebnisraum

Aus dem bis hierin Gesagtem ldsst sich nun zusammenfassend folgendes Vorgehen zur
Modellierung eines Zufallsvorganges mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2, A, P)
festhalten:

(1) In einem ersten Schritt iiberlegt man sich eine sinnvolle Definition der Ergebnismenge
Q, also der Ergebnisse bzw. Elementarereignisse, die in jedem Durchgang des
Zufallsvorgangs realisiert werden sollen.

(2) In einem zweiten Schritt wiahlt man dann ein geignetes Ereignissystem; im Falle
einer endlichen Ergebnismenge bietet sich die Potenzmenge P(2) an, im Falle der
iiberabziahlbaren Ergebnismenge 2 := R bietet sich die Borelsche o-Algebra B(R)
an.
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(3) SchlieBlich definiert man ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, das die Wahrscheinlichkeiten
fiir das Auftreten aller moglichen Ereignisse représentiert. Im Falle einer endlichen
Ergebnismenge gelingt dies inbesondere durch Definition der Wahrscheinlichkeiten
der Elementarereignisse. In der Folge verdeutlichen wir dieses Vorgehen anhand von
Beispielen. Im Falle der iiberabzéhlbaren Ergebnismenge €2 := R bietet sich die
Definition von P mithilfe von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen an, wie wir spéter
sehen werden.

Wiirfeln mit einem Wairfel

Wir modellieren das Wirfeln mit einem Wirfel. Es ist sicherlich sinnvoll, die
Ergebnismenge als Q := {1,2,3,4,5,6} zu definieren. Allerdings wére auch die
Definition von Q := {, -+, oot R } in dquivalenter Weise moglich.

Da es sich um eine endliche Ergebnismenge handelt, wihlen wir als o-Algebra A
die Potenzmenge P(2). A enthdlt dann automatisch alle moglichen Ereignisse. Die
Kardinalitit von A := P(Q) ist |P(Q)| = 21/ = 26 = 64. In untenstehender Tabelle listen
wir sechs dieser 64 Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von (2
auf.

Tabelle 9.1. Ausgewihlte Ereignisse beim Modell des Werfen eines Wiirfels.

Beschreibung Mengenform

Es fallt eine beliebige Augenzahl weA=Q
Keine Augenzahl fillt weA=0

Es fillt eine Augenzahl grofer als 4 we A={5,6}
Es fallt eine gerade Augenzahl weA={2,4,6}
Es fillt eine Sechs weA={6}
Eine Eins, eine Drei oder eine Sechs fillt weA={1,3,6}

Damit ist die Definition des Messraum (£2,.4) in der Modellierung des Werfens eines
Wiirfels abgeschlossen.

Wie in Kapitel 9.2 beschrieben kann das Wahrscheinlichkeitsmafl P durch Festlegung von
P({w}) fur alle w € Q festgelegt werden. Fiir das Modell eines unverfilschten Wiirfels
wiirde man

P({w}) = Ilﬂl — 1/6 fiir alle w € O (9.12)

wahlen. Fiir ein Modell eines verfialschten Wiirfels, der das Werfen einer Sechs bevorzugt,
konnte man zum Beispiel definieren, dass

1 3
P({w}) := 3 fir we {1,2,3,4,5} und P({6}) := 3 (9.13)
Im Fall des unverfilschten Wiirfel ergibt sich beispielsweise die Wahrscheinlichkeit fiir das

Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl” mit der o-Additiviat von P dann zu

1 1

P({2,4,6)) = P({2) U {4} U {6}) = P({2}) + P4} + P({6)) = ¢ + 2 + c = o (9.14)

Im Fall des obigen Modells eines verfilschten Wiirfels ergibt sich fiir das gleiche Ereignis
die Wahrscheinlichkeit zu

P({2,4,6)) = P({2) U {4} U {6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 5 + s+ 2 =

[

(9.15)

co
co| Ut
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Das betrachtete Ereignis hat im Modell des verfilschten Wiirfels eine hdohere
Wahrscheinlichkeit als im Modell des unverfilschten Wiirfels, was intuitiv sinnvoll
ist, da die Sechs eine gerade Zahl ist.

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauem und einem roten Wiirfel

Wir wollen nun das gleichzeitige Werfen eines blauen und eines roten Wiirfels modellieren.
Dazu ist es sinnvoll, die Ergebnismenge als

Q:={(r,b)|r€{1,2,3,4,5,6},b € {1,2,3,4,5,6}} (9.16)
mit Kardinalitit |2] = 36 zu definieren, wobei r die Augenzahl des blauen Wiirfels und b
die Augenzahl des roten Wiirfels reprisentieren soll.

Wiederum bietet sich die Wahl der Potenzmenge von € als o-Algebra an, wir definieren
also wieder A := P(Q2). Die Anzahl der in diesem Modell méglichen Ereignisse ergibt sich
zu |A| = 219 = 236 = 68.719.476.736. In untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser
Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von € auf.

Tabelle 9.2. Ausgewéhlte Ereignisse beim Modell des Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels.

Beschreibung Mengenform

Auf dem roten Wiirfel fillt eine Drei weA=1{(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)}
Auf dem blauen Wiirfel fallt eine Drei weA={(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3)}
Auf beiden Wiirfeln fallt eine Drei we A={(3,3)}

Es fillt eine Pasch weA=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier we A={(1,3),(3,1),(2,2)}

Die Definition des Messraum (2, A4) ist damit abgeschlossen. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P kann wiederum durch Definition von P({w}) fiir alle w € Q festgelegt werden. Fiir das
Modell zweier unverfélschter Wiirfel wiirde man

1 1
P({w}) := 9] =3 fir alle w € Q (9.17)

wahlen. Unter diesem Wahrscheinlichkeitsmafl ergibt sich dann beispielsweise die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis “Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier” mit der
o-Additivat von P zu

P({(1,3),(3,1),(2,2)}) =P ({(L,3)} u{(3, D} U {(2,2)})
=P{(1,3)}) +P{B, D} +P({(22)})
=1/36+1/36 +1/36
=1/12.

Werfen einer Miinze

Wir modellieren das Werfen einer Miinze, deren eine Seite Kopf (Heads) und deren andere
Seite Zahl (Tails) zeigt. Es ist sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {H, T} zu definieren,
wobei H “Heads” und T “Tails” représentiert. Allerdings wére auch jede andere binére
Definition von Q moglich, z.B. Q := {0,1},Q := {—1, 1}, oder Q := {1, 2}.
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Die Potenzmenge A := P(2) enthélt alle moglichen Ereignisse. In diesem Fall kénnen
wir das gesamte Mengensystem A leicht, wie in untenstehender Tabelle gezeigt, komplett
auflisten.

Tabelle 9.3. Ereignissystem A beim Modell des Werfens einer Miinze.

Beschreibung Mengenform
Weder Kopf noch Zahl fallt we A=10

Kopf fallt weA={H}
Zahl fallt weA=A{T}
Kopf oder Zahl fallt weA={H,T}

Die Definition des Messraums (€2, .4) ist damit abgeschlossen.

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P kann wiederum durch Definition von P({w}) fur alle w € Q
festgelegt werden. Die Normiertheit von €2 bedingt hier insbesondere, dass

P(Q) =1 < P({H}) + PUT}) = 1 & P({T}) = 1 — P({H}). (9.18)

Bei Festlegung der Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses {H} wird also die
Wahrscheinlichkeit des Elementarereignis {7’} sofort mit festgelegt, andersherum gilt dies
natiirlich ebenso. Fiir das Modell einer fairen Miinze wiirde man P({H}) = P({T'}) := 1/2
wahlen. Die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ereignisse ergeben sich in diesem Fall
zu

P() =0,P({H}) = 1/2,P({T}) = 1/2 und P({H,T}) = 1. (9.19)

Zweifaches Werfen einer Miinze

Wir modellieren das zweifache Werfen einer Miinzen. Basierend auf dem Modell des
einfachen Miunzwurfs ist es sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {HH,HT,TH,TT} zu
definieren. Die Potenzmenge A := P() enthilt wiederum alle 2/®l = 2% = 16 moglichen
Ereignisse. In untenstehender Tabelle listen wir vier davon.

Tabelle 9.4. Ausgewéhlte Ereignisse beim Modell des zweifachen Werfens einer Miinze.

Beschreibung Mengenform

Kopf fallt im ersten Wurf weA={HH,HT}
Kopf fallt im zweiten Wurf weA={HH,TH}
Kopf fallt nicht weA={TT}

Zahl fallt mindestens einmal we A={HT,TH,TT}

Die Definition des Messraum (€2, A) ist damit abgeschlossen. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl
P kann wiederum durch Definition von P({w}) fiir alle w € Q) festgelegt werden. Fiir das
Modell des zweifachen Werfens einer fairen Miinze wiirde man

P{HH}) =P{HT}) = P{TH}) = P{TT}) = i (9-20)

definieren.
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0.4. Literaturhinweise

Die Monographie “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” von Andrey
Kolmogorov (Kolmogoroff (1933)) symbolisiert die Grundlage der modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Neben der hier diskutierten axiomatischen Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsraummodells
betrachtet Kolmogoroff (1933) noch viele weitere Aspekte der Wahrscheinlichkeitrechnung
und bietet so einen gut lesbaren Einstieg in das gesamte Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Nattirlich ist der von Kolmogoroff (1933) formulierte Zugang nur ein vorldufiges
Endprodukt der langen geschichtlichen Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Schliefllich ist die Entwicklung der mathematischen Modellierung von Zufallvorgéngen
auch mit Kolmogoroff (1933) keinesfalls an einem Ende angelangt. Spétere Arbeiten im
20. Jahrhundert betrafen insbesondere die Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
(vgl. De Finetti (1975)) oder fithren verallgemeinerte quantitative Mafle subjektiver
Unsicherheit ein (vgl. Walley (1991)). Einen aktuellen Uberblick zur Interpretation des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs und seiner formalen Grundlagen gibt Hajek (2019).

9.5. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition des Begriffs der o-Algebra wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs des Wahrscheinlichkeitsmafles wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs des Wahrscheinlichkeitsraums wieder.

Erldutern Sie den Begriff der Ergebnismenge 2.

Erldutern Sie die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.

Erlautern Sie den Begriff eines Ereignisses A € A.

Erldutern Sie den Begriff des Ereignissystems A.

Welche o-Algebra wéhlt man sinnvoller Weise fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher

Ergebnismenge?

9. Erldutern Sie den Begriff des Wahrscheinlichkeitsmafles P.

10. Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsfunktion wieder.

11. Warum ist der Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion bei der Modellierung eines Zufallsvorgans
durch einen Wahrscheinlichkeitsraums mit endlicher Ergebnismenge hilfreich?

12. Erldutern Sie die Modellierung des Werfens eines Wiirfels mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.

e o

13. Erldutern Sie die Modellierung des gleichzeitigen Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels

mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.
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10. Elementare Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt fithren wir mit den Begriffen der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit
zweier Ereignisse und der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zwei elementare
Formen von Wahrscheinlichkeiten ein. Intuitiv bezieht sich der Begriff der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeit auf die Wahrscheinlichkeit des “gleichzeitigen” Eintretens zweier
Ereignisse A und B und der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit auf die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses A, “wenn man um das Eintreten
eines anderen FKreignisses B wei3”. Ist es fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
A unerheblich, ob ein Ereignis B eingetreten ist oder nicht, so nennt man A und B
unabhdngige Ereignisse. Intuitiv modellieren unabhéngige Ereignisse die Abwesenheit
gegenseitiger Einfliisse.

10.1. Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Der Begriff der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse ist wie folgt definiert.

Definition 10.1 (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit). (€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
und es seien A, B € A. Dann heif}t
P(AN B) (10.1)

die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von A und B.

Wie oben angemerkt entspricht P(AN B) der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Ereignisse
A und B “gleichzeitig” eintreten. Dies verdeutlicht man sich am besten vor dem
Hintergrund der Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells. Danach ist P(A N B)
eben die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Durchgang eines Zufallsvorgangs ein w
realisiert wird, fiir das sowohl w € A als auch w € B gelten.

Beispiel

Als erstes Beispiel fiir eine gemeinsame Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse wollen wir
wieder das Wahrscheinlichkeitsraummodells des Werfens eines fairen Wiirfels betrachten.
Seien dazu A das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl”, also A := {2,4,6} und B das
Ereignis “Es féllt eine Augenzahl grofier als Drei”, also B := {4, 5,6}. Mengentheoretisch
gilt dann

ANB=1{2,4,6}N{4,5,6} = {4,6}. (10.2)

Die Interpretation von AN B = {4,6} ist dabei gerade “Es fillt eine gerade Augenzahl
und diese Augenzahl ist grofier als Drei”. Bei Annahme der Fairness des Wiirfels, also fiir
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P({4}) = P({6}) := 1/6 konnen wir mithilfe der o-Additivitat von P die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses leicht berechnen. Es ergibt sich

P(ANB) = P({2,4,6} N {4,5,6})
({4,6})

({4}) + P({6})
1

5

=P
=P
(10.3)

1
6
1
3

Beim Nachdenken iiber gemeinsame Wahrscheinlichkeiten ist es natiirlich wichtig, die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B) nicht mit der Wahrscheinlichkeit P(A U B) des
Ereignisses A U B zur verwechseln. Es sei daran erinnert, dass die Vereinigung zweier
Mengen U dem inklusiven oder, also einem und/oder entspricht (vgl. Kapitel 1.3 und
Kapitel 2.2). Das Ereignis AUB entspricht also dem Ereignis, dass das Ereignis A und/oder
das FEreignis B eintritt. Insbesondere ist w € A U B also auch schon dann erfillt, wenn
fir das Ergebnis eines Durchgang eines Zufallsvorgangs nur w € A oder nur w € B gilt.
Konkret ergibt sich etwa fiir die Ereignisse A := {2,4,6} und B := {4,5,6} aus obigem
Wiirfelbeispiel

AUB=1{2,4,6}U{4,5,6} ={2,4,5,6} (10.4)

mit der Interpretation “Es fillt eine gerade Augenzahl und/oder es fillt eine Augenzahl
grofer als Drei”. Fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeit ergibt sich

[P({274>5>6}> = %a (10.5)

so dass in diesem Fall offenbar P(A N B) # P(A U B) gilt.

Mithilfe folgendem Theorems wollen wir in diesem Abschnitt schliefflich noch einige
niitzliche Eigenschaften zum Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten festhalten, die sich
direkt aus der Verbindung von Mengenverkniipfungen und der o-Additivitdt von
Wahrscheinlichkeitsmaflen ergeben.

Theorem 10.1 (Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten).

(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A Ereignisse. Dann gelten
1. P(A°)=1—P(A).
2. AC B = P(A) <P(B).
3. P(LANB®) =P(A)—P(ANB)
4. PLAUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).

5. ANB=0=P(AUB) =P(A) + P(B).
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A B C
AcB=B=AU(BnA° AnB)N(ANBS) =¢ BN(ANBS) =¢
AN(BNA) =0 A=(ANB)U(ANB° AUB =BU(A4NB°
A
AN B¢
B< Q

Abbildung 10.1. Venn-Diagramme zum Beweis von Theorem 10.1

Beweis. Die zweite, dritte, und vierte Aussage dieses Theorems basieren auf elementaren mengentheoretischen
Aussagen und der o-Addivitdt von P. Wir wollen diese elementaren mengentheoretischen Aussagen hier
nicht beweisen, sondern verweisen jeweils auf die Intuition, die durch die Venn-Diagramme in
Abbildung 10.1 vermittelt wird.

Zu 1.: Wir halten zunichst fest, dass aus A€ := Q \ A folgt, dass AU A = Q und dass A° N A = (0. Mit
der Nomiertheit und der o-Additivitat von P folgt dann

P(Q)=1<PA°UA)=1<P(A°)+P(A)=1<P(A°)=1—-P(A). (10.6)

Zu 2.: Zunéichst gilt (vgl. Abbildung A)

ACB=B=AU(BNA®) mit AN (BN A°)=0. (10.7)
Mit der o-Additivat von P folgt dann aber

P(B) = P(A) + P(B N A°). (10.8)

Mit P(BN A¢) > 0 folgt dann P(A) < P(B).
Zu 3.: Zunéchst gilt (vgl. Abbildung B)

(ANB)N(ANB®)=0Pund A=(ANB)U(AN B°). (10.9)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann

P(A) = P(ANB) +P(AN B°) < P(AN B) = P(A) — P(A N B°) (10.10)

Zu 4.: Zunachst gilt (vgl. Abbildung C)
BNn(ANB¢)=0und AUB=BU(AN B°). (10.11)
Mit der o-Addivitdat von P folgt dann
P(AUB)=P(B)+P(ANB°). (10.12)

Mit 3. folgt dann
P(AUB)=P(B)+P(A)—P(ANB) (10.13)

Zu 5.: Die Aussage folgt direkt aus 4. mit P(AN B) = § und P(}) = 0.
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10.2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Wir wenden uns nun dem Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit zu.

Definition 10.2 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). (£2, A4, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
und A, B € A seien Ereignisse mit P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A gegeben das Ereignis B ist definiert als

P(AN B)

P(A|B) := =

(10.14)

Weiterhin heifit das fiir ein festes B € A mit P(B) > 0 definierte Wahrscheinlichkeitsmaf}

P(AN B)

P(|B): A —[0,1], A P(A|B) = P(B)

(10.15)

die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Ereignis B.

Wir halten fest: Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) eines Ereignisses A gegeben ein
Ereignis B ist die mit 1/P(B) skalierte gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B) der
Ereignisse A und B. Legt man in der Formulierung eines probabilistischen Modells also
die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B) sowie die Wahrscheinlichkeit P(B) > 0 des
Ereignisses B fest, so legt man insbesondere auch die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B)
des Ereignisses A gegeben das Ereignis B fest.

Im Unterschied zur gemeinsamen Wahrscheinlichkeit definiert P(-|B) fiir ein fest gewéhltes
B ein Wahrscheinlichkeitsmaf} fiir alle A € A. Es gelten also insbesondere

o« P(A|B) >0 fiir alle A € A,
« P(2B)=1und
o P(U,A,B) = Zzl P(A,|B) fir paarweise disjunkte A, A, ... € A.

Man sollte sich in dieser Hinsicht intuitiv merken, dass die Regeln zum Rechnen mit
Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse links des vertikalen Strichs gelten. Wir weisen
ferner daraufhin, dass es keinen Grund gibt, die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(BNA) P(ANB)

und P(B|A) = P(A) = P(A) (10.16)

P(AN B)

PAIB) = —5 5

zu verwechseln (vgl. Herzog & Ostwald (2013)). Insbesondere folgt aus P(A) # P(B)
immer direkt P(A|B) # P(B|A). Schlielich sei angemerkt, dass eine Verallgemeinerung
der bedingten Wahrscheinlichkeit in Definition 10.2 auf den Fall P(B) = 0 mdglich,
aber technisch aufwindig ist. Wir verweisen dafiir auf die weiterfithrende Literatur, z.B.

Meintrup & Schéaffler (2005) und Schmidt (2009).
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Beispiel

Als erstes Beispiel fiir eine bedingte Wahrscheinlichkeit betrachten wir erneut das Modell
(Q, A, P) des fairen Wiirfels. Wir wollen die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
“Es fallt eine gerade Augenzahl” gegeben das Ereignis “Es fallt eine Zahl griéfler als
Drei” berechnen. Wir haben oben bereits gesehen, dass das Ereignis “Es féllt eine gerade
Augenzahl” der Teilmenge A := {2,4,6} von  entspricht, und dass das Ereignis “Es fallt
eine Zahl grofer als Drei” der Teilmenge B := {4,5,6} von 2 entspricht. Weiterhin haben
wir gesehen, dass unter der Annahme, dass der modellierte Wiirfel fair ist, gilt, dass

PU24,6}) = PN +PUN +PUO) = g +5+g =2 (1047)
und dass
11 1 3
P56} = P4 + PUSH +PUO) = g + g+ =2 (1019

Schliefllich hatten wir auch gesehen, dass das Ereignis A N B, also das Ereignis “Es fallt
eine gerade Augenzahl, die gréfler als Drei ist”, die Wahrscheinlichkeit
11 2

P(ANB) = P({2,4,6} N {4,5,6}) = P({4,6}) = P({4}) + P({6}) = ¢ + ¢ = = (10.19)

hat. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann direkt

_P(ANB) _ P({4,6})) 2 6 2
P(AIB) = P(B) — P({4,5,6})) 6 3 3 (1020)

In diesem Zusammenhang bietet sich eine Interpretation der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(A|B) als eine Abnahme subjektiver Unsicherheit bzw. als Zugewinn an subjektiver
Information gegeniiber der unbedingten Wahrscheinlichkeit P(A) an: Wenn man weif3, dass
eine Augenzahl grofler als Drei gefallen ist, dass also das Ereignis w € B vorliegt ist, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei w um eine gerade Augenzahl handelt 2/3. Wenn man
dagegen nicht weif}, dass das Ereignis w € B vorliegt (und auch sonst keine Information
iiber w hat) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen einer geraden Augenzahl nur 1/2.
Bedingen auf dem Vorliegen eines Ereignisses entspricht also der Inkorporation von
Information und damit der Abnahme von Unsicherheit in wahrscheinlichkeitstheoretische
Modellen. Dies ist die Grundlage der Bayesianischen Statistik.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir noch drei technische Konsequenzen
der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit betrachten, die wir als Theoreme
formulieren.

Das erste Theorem betrifft den Zusammenhang von gemeinsamen und bedingten
Wahrscheinlichkeiten und reiteriert, wie gemeinsame Wahrscheinlichkeiten aus bedingten
und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden kénnen.

Theorem 10.2 (Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten). Es seien (2, 4, P) ein
W-Raum und A, B € A mit P(A) >0 und P(B) > 0. Dann gilt

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (10.21)
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Beweis. Mit der Definition der jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeit folgen direkt

P(A|B) = % P(AN B) = P(A|B)P(B) (10.22)

und
P(B|A) = ”D([f(iz)f‘) P(AN B) = P(B|A)P(A). (10.23)
O

Ebenso wie das Festlegen von P(AN B) und P(A) die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A)
festlegt, legt das Festlegen von P(A) und P(B|A) also die gemeinsame Wahrscheinlichkeit
P(AN B) fest.

Das nachfolgende sogenannte Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit besagt, wie
basierend auf gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten unbedingte, sogenannte totale
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden konnen.

Theorem 10.3 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit). (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
und Ay, ..., A;, sei eine Partition von Q2. Dann gilt fir jedes B € A, dass

k k

=> P(BNA,) =) P(B|A,)P(4,). (10.24)

=1 =1

Beweis. Firi=1,...,ksei C;, := BN A,, sodass U*_,C, = B und C; N C; = 0firl1<i,j<k,i#j.
Wir verdeutlichen diese Festlegungen in Abbildung 10.2 mithilfe eines Venn-Diagramms.

C, Ay | As
G| B 4
Ay
Al Aﬁ

Abbildung 10.2. Venn-Diagramm zum Beweis von Theorem 10.3.

Also gilt
k

i[P i[P BN A,) =) P(B|A,)P (10.25)

7=1 =1 =1

O

Intuitiv entspricht P(B) also der gewichteten Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(B|A4,;) wobei die Wichtungsfaktoren gerade die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(A4,)
far i =1, .., k sind.

Schliefllich betrachten wir mit dem Bayesschen Theorem eine Formel zur alternativen
Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten.
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Theorem 10.4 (Bayessches Theorem). (2, 4,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Ay, ..., Ay sei eine Partition von Q mit P(A;) > 0 fir allei =1,...,k. Wenn P(B) > 0 gilt,
dann gilt fiir jedes i =1,...., k, dass

P(B|A;)P(A;)

: .
2,1 P(BJA;)P(4;)

P(A,|B) = (10.26)

Beweis. Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit
gilt
P(A,NB P(B|A,)P(A, P(B|A,)P(A,
b(a,B) = FANB) _ PBIAJR(A) | P(BIAJP(A) 1027
P(B) P(B) S P(BIA)P(A,)

O

Man beachte, dass das Theorem von Bayes unabhéngig von der Frequentistischen oder
Bayesianischen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten ist und lediglich eine Aussage zum
Rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten macht. Im Rahmen der Frequentistischen
Inferenz wird das Theorem von Bayes allerdings recht selten benutzt. Im Rahmen der
Bayesianischen Inferenz dagegen ist das Theorem von Bayes zentral. In diesem Kontext
wird P(A;) dann oft die Prior Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, und P(A;|B) die
Posterior Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A; genannt. Wie oben erldutert entspricht
P(A,;|B) der Wahrscheinlichkeit von A;, wenn man um das Eintreten von B weif.

10.3. Unabhangige Ereignisse

Die Unabhéingigkeit von Ereignissen dient der Modellierung der Abwesenheit von
gegenseitigen Einfliissen von Ereignissen. Thre Definition besagt, dass sich die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit zweier FEreignisse aus dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Ereignisse ergeben soll. Man spricht in diesem Kontext auch von der
Faktorisierung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit der FEreignisse. Der Sinn dieser
Definition erschlielt sich dann im Lichte des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit in
Theorem 10.5. Wir betrachten zunédchst die Definition.

Definition 10.3 (Unabhéngige Ereignisse). Zwei Ereignisse A € A and B € A heiflen
unabhdngig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B). (10.28)

Eine Menge von Ereignissen { 4;|i € I} C A mit beliebiger Indexmenge I heifit unabhdngig,
wenn fiir jede endliche Untermenge J C I gilt, dass

P (Njes4;) = [[P(4)). (10.29)

jed
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Man beachte, dass die Unabhéngigkeit bestimmter Ereignissen in der Definition eines
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modells vorausgesetzt werden kann oder auch aus der
Definition eines wahrscheinlichkeitstheoretischen Modells folgen kann. Sind zwei Ereignisse
nicht unabhéngig, so sagt man auch, dass diese Ereignisse abhéngig sind. Ohne Beweis
merken wir an, dass die Bedingung der beliebigen Untermengen von I in Definition 10.3
die paarweise Unabhéngigkeit der A;,i € I sichert (vgl. DeGroot & Schervish (2012)).
Schliefllich weisen wir darauthin, dass unabhingige FEreignisse nicht mit disjunkten
Ereignissen, also Ereignissen A und B fiir die AN B = () gilt, verwechselt werden sollten.
Insbesondere sind disjunkte Ereignisse mit von Null verschiedenenn Wahrscheinlichkeiten
P(A) > 0 und P(B) > 0 nie unabhingig, da in diesem Fall P(A)P(B) > 0 und
P(AN B) =P(0) =0 gelten und damit offenbar gilt, dass P(A N B) # P(A)P(B).

Der Sinn der Faktorisierung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit erschlieft sich nun
anhand folgenden Theorems.

Theorem 10.5 (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit). (£2, A4, P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien unabhdingige Ereignisse mit P(B) > 0. Dann
gilt

P(A|B) =P(A). (10.30)

Beweis. Unter den Annahmen des Theorems gilt

_P(ANB) _P(AP(B)
P(A|B) = FE = PB) P(A). (10.31)

O

Bei gegebener Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A und B ist es fiir die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses A also unerheblich, ob auch B eintritt oder nicht, die Wahrscheinlichkeit
P(A) bleibt gleich. Damit wird die Unabhéngigkeit von Ereignissen also gerade als
Faktorisierung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit von A und B modelliert, damit
P(A|B) = P(A) folgt. Aus Sicht der Modellierung subjektiver Unsicherheit durch
Wahrscheinlichkeiten bedeutet die Unabhéngigkeit zweier FEreignisse also, dass das
Wissen um das Vorliegen eines der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das
Vorliegen des anderen Ereignisses nicht &ndert. Andersherum bedeutet die Abhéngigkeit
zweier Ereignisse, dass das Wissen um das Vorliegen eines der beiden Ereignisse die
Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen des anderen Ereignisses verandert, also entweder
erhoht oder verringert.

10.4. Literaturhinweise

Viele der in diesem Abschnitt eingefithrten Begrifflichkeiten sind auf engste mit
der geschichtlichen Genese der Wahrscheinlichkeitstheorie verwoben, so dass keine
einzelnen Referenzen angegeben werden sollen. Einen Einstieg in die Geschichte der
Wahrscheinlichkeitstheorie der letzten zwei Jahrhunderte bietet Hald (1990), einen
Uberblick iiber modernere Entwicklungen gibt Von Plato (1994). Das Theorem von
Bayes wird allgemein auf Bayes (1763) zuriickgefiihrt, auch wenn es nicht das eigentliche
Hauptthema dieser Arbeit ist.
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10.5. Selbstkontrollfragen

e

—_ =
W~ o ©

Geben Sie die Definition der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse wieder.
Erldutern Sie die intuitive Bedeutung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse.
Geben Sie das Theorem zu weiteren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten wieder.

Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wieder.

Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit wieder.

Geben Sie das Theorem zu gemeinsamen und bedingten Wahrscheinlichkeiten wieder.

Geben Sie das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit wieder.

Geben Sie das Theorem von Bayes wieder.

Geben Sie den Beweis des Theorems von Bayes wieder.

Geben Sie die Definition der Unabhéangigkeit zweier Ereignisse wieder.

. Geben Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit wieder.
. Geben Sie den Beweis des Theorems zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit wieder.
. Erlautern Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit.
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11. Zufallsvariablen

Mit dem Begriff der Zufallsvariable fithren wir in diesem Kapitel das probabilistische
Standardmodell fiir einen univariaten Datenpunkt ein. Zentral ist dabei die Moglichkeit,
die Verteilungen von Zufallsvariablen mithilfe von Wahrscheinlichkeitsmassefunktion und
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen im Rahmen der probabilistischen Modellformulierung
festzulegen. Weiterhin impliziert die Konstruktion von Zufallsvariablen als Abbildungen
zufélliger Ergebnisse mit der Untersuchung der Verteilungen der so transformierten
zufélligen Ergebnisse das Kernthema statistischer Inferenz.

11.1. Konstruktion, Definition und Intuition

Wir skizzieren zunachst die Konstruktion einer Zufallsvariable und ihrer Verteilung anhand
von Abbildung 11.1. Dazu sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

E:0 =X wb €(w) (11.1)

eine Abbildung. Weiterhin sei § eine o-Algebra auf der Zielmenge X dieser Abbildung.
Fiir jedes S € § sei die Urbildmenge von S gegeben durch (vgl. Definition 4.2)

EH8) == {w € Q¢(w) € S}. (11.2)

Wenn nun ¢ 1(S) € A fiir alle S € § gilt, dann nennt man die Abbildung & messbar.
Nehmen wir also an £ sei messbar. Dann kann allen S € § die Wahrscheinlichkeit

Pe: S —[0,1],5 5 Pe(S) == P (671(5)) = P ({w € Q¢(w) € S}) (11.3)

zugeordnet werden. In diesem Kontext nennt man £ nun eine Zufallsvariable und
P, heilt das Bildmafs oder die Verteilung von §. Insgesamt wurde damit ausgehend
von dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P) mithilfe der Zufallsvariable ¢ der
Wahrscheinlichkeitsraum (X', 8, P,) konstruiert. Formal ist eine Zufallsvariable damit wie
folgt definiert.

Definition 11.1 (Zufallsvariable). Es sei (€2, .4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(X,8) ein Messraum. Dann ist eine Zufallsvariable definiert als eine Abbildung £ : Q — X
mit der Messbarkeitseigenschaft

{weQg(w) € S} € A fir alle S € S. (11.4)
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Q,A,P) &EQ-X

(X, 8, Pe)

P(¢71(S)) = P({w € Q|¢(w) € 5}) =:P¢(S)

Abbildung 11.1. Konstruktion von Zufallsvariable und Verteilung.

Nach Definition 11.1 sind Zufallsvariablen weder “zuféllig” noch “Variablen”, sondern
messbare Abbildungen. Fragt man nach der Bedeutung des Zufalls fiir die Werte {(w)
von Zufallsvariablen, so vermittelt weiterhin die implizite Frequentistische Mechanik des
Wahrscheinlichkeitsraums (€2, A, P) eine entsprechende Intuition: In jedem Durchgang
des modellierten Zufallsvorgangs wird dabei ein w anhand von P realisiert und dann
(deterministisch) auf &(w) abgebildet. Wir definieren dementsprechend die Begriff des
Ergebnisraums und der Realisierung einer Zufallsvariable.

Definition 11.2 (Realisierung einer Zufallsvariable). (€2, A4, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(X,8) sei ein Messraum und & : Q@ — X sei eine Zufallsvariable. Dann heifit X der
Ergebnisraum der Zufallsvariable & und ein &(w) € X heifit eine Realisierung der
Zufallvariable .

Beispiel

Aufbauend auf dem in Kapitel 9.3 betrachteten Beispiel eines Wahrscheinlichkeitsraums
zur Modellierung des geichzeitigen Wiirfelns mit einem blauem und einem roten
Wiirfel wollen wir mit der Summe der Wiirfelaugenzahlen ein erstes Beispiel fiir eine
Zufallsvariable und ihre Verteilung betrachten. Wir haben in Kapitel 9.3 gesehen, dass ein
sinnvolles Wahrscheinlichkeitsraummodell fiir das geichzeitige Wiirfeln mit einem blauem
und einem roten Wiirfel durch (€2, A, P) mit

o O := {(r,b)|r€ Ng, b € D\lﬁ},
o A:=2P(Q) und
o P: A —[0,1] mit P({(r,b)}) = 1/36 fiir alle (r,b) € Q.

gegeben ist. Die Auswertung der Summe der beiden Wiirfelaugenzahlen wird dann
sinnvoller Weise durch die Abbildung

E:Q =X, (r,b) = &((r, b)) :==1+Db, (11.5)
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beschrieben, wobei offenbar X := {2,3,...,12} gelten muss. Der Ergebnisraum der
Zufallsvariable ist also wiederrum endlich und § := P(X) ist eine sinnvolle o-Algebra
auf X'. Mithilfe der o-Addivitit von P kénnen wir nun die Verteilung P, von & fiir alle
Elementarereignisse {x} € § berechnen und damit insbesondere auch die Messbarkeit von
& nachweisen, wie in untenstehender Tabelle gezeigt.

P({2)  =P(EN({2)  =P({LD} _ L
P((3)  =P(E({3)) =P({L2.2D) _2
P(f4)  =PEN({4) =P ({(13),(3,1),(2.2)}) -
P({5)  =P(E({5)) =P ({(1,4),(4,1),(23),(3.2)}) — 4
P({6))  =P(E1({6)) =P ({(1,5),(5,1),(2.4). (4.2),(3,3)}) -5
P({7)  =PE(T)) =P ({(L6),(61),(2.5),(52). (34,43} =&
P8} =P(EN((8)) =P ({(2,6),(6,2),(3.5). (5.3), (4,4)}) S-S
P({9) =P (E({9) =P ({(3,6).(6.3),(4,5),(5.4)}) — 4
P({10}) =P (6({10}) =P ({(4,6),(6.4).(5,5)}) -
P({11)) =P (({11}) =P ({(5,6).(6.5)) _2
P({12)) =P(1({12)) =P ({(6,6)}) _ L

Die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse in & wiederrum erlauben mithilfe des
Begriffs der Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (vgl. Kapitel 9.2) das Berechnen beliebiger
Ereigniswahrscheinlichkeiten hinsichtlich der Wiirfelaugenzahlsumme. Insgesamt haben
wir basierend auf (Q,A4,P) und £ also ein weiteres Wahrscheinlichkeitsraummodell
(X, 8,P¢) konstruiert.

Folgender R Code demonstriert, wie mithilfe der computerbasierten Erzeugung zufélliger
Ergebnisse die Konstruktion des hier betrachteten Beispiels fiir einen Durchgang eines
Zufallsvorgangs simuliert werden kann.

# Wahrscheinlichkeitsraummodellformulierung

1

2 Omega = list() # Ergebnisrauminitialisierung

3 idx =1 # Ergebnisindexinitialisierung

4 for(r in 1:6){ # Ergebnisse roter Wirfel

5 for(b in 1:6){ # Ergebnisse blauer Wirfel

6 Omega[[idx]] = c(r,b) # \omega \in \Omega

7 idx = idx + 1 }} # Ergebnisindexupdate

8 K = length(Omega) # Kardinalitdt von \Omega

9 pi = rep(1/K,1,K) # Wahrscheinlichkeitsfunktion \pi
10
11 # Durchgang des Zufallsvorgangs
12 omega = Omega[[which(rmultinom(1,1,pi) == 1)]] # Auswahl von \omega anhand \mathbb{P}({\omega})
13
14 # Realisierung der Zufallsvariable
15 xi_omega = sum(omega) # \xi(\omega)

omega : 33

xi(omega) : 6

Im Kontext des Vermessens zufillig ausgewédhlter experimenteller Einheiten dienen
Zufallsvariablen oft als Modelle fiir Messvorginge. Betrachten wie beispielsweise die
Bestimmung des Wertes eines Intelligenztests an zufillig ausgewédhlten Proband:innen
(Abbildung 11.2), so ergibt sich folgende Interpretation: Der Ergebnisraum des
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums () soll die Gesamtheit aller in Frage
kommender Proband:innen darstellen und die Auswahl einer Proband:in aus diesem
Raum die Auswahl eines Ergebnisses w, welche mit Wahrscheinlichkeit P({w}) geschehen
soll. Wird nun eine bestimmte Eigenschaft dieser Proband:in in idealisierter Weise
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gemessen, so handelt es sich dabei um eine deterministische Abbildung auf einen dieser
Probandin zugeordneten Messwert &(w) im Raum der Messwerte X'. Die Messwerte selbst
unterliegen dann einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, die durch die zugrundeliegende
Verteilung und die Art des Messvorgangs bestimmt wird.

Ergebnisraum Ergebnis Zufallsvariable Realisierung
1. Durchgang w €N = ¢(w)
© P({w})
9 o0 . © § 115
© © Messung des Intelligenzquotienten
2. Durchgang w €N = ¢ (w)
© P({w})
© "Y¢ . © § 130
© © Messung des Intelligenzquotienten
3. Durchgang w €N = ¢(w)
© P({w})
© g0 . © § 142
© © Messung des Intelligenzquotienten
4. Durchgang w € Q = é(w)
© P({w})
© °© . © § 115
©) © Messung des Intelligenzquotienten

Abbildung 11.2. Zufallsvariable als Modell eines Messvorgangs.

Notation

Die Konventionen zur Notation der mit Zufallsvariablen assoziierten Wahrscheinlichkeiten
und Verteilungen sind etwas gewShnungsbediirftig, so dass wir sie in folgender Definition
festhalten wollen.

Definition 11.3 (Notation fiir Zufallsvariablen). Es seien (Q,4,P) und (X,8,P)
Wahrscheinlichkeitsrdaume und & :  — X sei eine Zufallsvariable. Dann gelten mit S € §
und z € X folgende Notationskonventionen fiir Ereignisse in A:

{£e St ={wef
{§=2} ={wef
{¢<zp={wef
{¢ <z} ={wef
{£= 2} ={wef¢
{&>a}:={we

€ S}
=z}
7}
<z}
>z}
>z}

A~ N N N S
~— N E/ S~—
IA
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Aus diesen Konventionen ergeben sich folgende Konventionen fiir Wahrscheinlichkeiten
von Verteilungen

Pe (€€ S) =P €S} =P({wef(w) eS})
Pe (€ =2) =P ({{=12}) =P ({w e Q¢(w) = z})
Pe (€ <z) =P({{ <}) =P ({we Q(w) <z})
Pe (€ <z) =P ({¢ <x}) =P ({we Q¢(w) <z})
Pe (€2 x) =P ({2 2}) =P ({we Q(w) >z})
Pe(€>x) =P ({¢ <z}) =P ({we Q(w) >z}).

Oft wird zudem auf das Subskript bei Verteilungssymbolen verzichtet und zum
Beispiel P (£ € S) nur als P (§ € S) geschrieben, solange sich aus dem Kontext keine
Verwechselungsmoglichkeit der beiden Wahrscheinlichkeitsmafle ergeben kann.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem technischem Theorem zum Rechnen mit
Zufallsvariablen abschlief3en.

Theorem 11.1 (Arithmetik reeller Zufallsvariablen). (2, A4, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(R, B(R)) sei der reelle Messraum, § : Q — R, v: Q — R seien reellwertige Zufallsvariablen
und ¢ € R sei eine Konstante. Weiterhin seien

E+c: Q—=>Rwr (+c¢)(w) :=¢&w)+c firceR

c: Qo Rwb (¢)(w) =c(w) firceR (11.6)
E+v:Q=Rw (E+v)(w) = E&w)+v(w) '
fv: Q= Rwk (fu)(w) = Ew(w)

die Addition einer Konstante zu einer reellwertigen Zufallsvariable, die Multiplikation
einer reellwertigen Zufallsvariable mit einer Konstante, die Addition zweier reellwertiger
Zufallsvariablen und die Multiplikation zweier reellwertigen Zufallsvariablen, respektive.
Dann sind auch & + ¢, c&, £ + v und &v reellwertige Zufallsvariablen.

Fiir einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf die weiterfilhrende Literatur,
beispielsweise Hesse (2009). Intuitiv besagt Theorem 11.1, dass sowohl Addition einer
zufélligen Grofle zu einer konstanten Grofle, als auch die Multiplikation einer zufélligen
Grofle mit einer Konstante, als auch die Addition zweier zufélliger Gréflen und schlieilich
auch die Multiplikation zweier zufilliger Grofien immer wieder zufillige Gréflen mit ihren
dann eigenen Verteilungen ergeben.

11.2. Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

In diesem Abschnitt fithren wir mit den Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen (WMFen)
ein Hilfsmittel ein, um Verteilungen von Zufallsvariablen mit diskretem (genauer
endlichem oder abzdhlbarem) Ergebnisraum zu definieren. Wir illustrieren den Begriff
anhand dreier wichtiger Beispiele, den Bernoulli- und Binomialzufallsvariablen sowie den
diskret-gleichverteilten Zufallsvariablen. Wir definieren zunéchst den Begriff der WMF
wie folgt.
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Definition 11.4 (Diskrete Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsmassefunktion). Eine
Zufallsvariable & heifit diskret, wenn ihr Ergebnisraum X endlich oder abzéhlbar ist und
eine Funktion der Form

pe+ X = Rog, o pe() (11.7)

existiert, fir die gilt

(1) erxpg(x) =1 und
(2) Pe(€ =) = pe(x) fiir alle z € X.

Eine entsprechende Funktion p, heifit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Wir erinnern daran, dass eine Menge abzdhlbar heifit, wenn sie bijektiv auf N abgebildet
werden kann. Im Deutschen nennt man WMFen auch Zdhldichten. Im Englischen nennt
man WMFen probability mass functions (PMFs), an diesem Begriff orientieren wir uns
hier. Der notationellen Einfachheit halber verzichtet man wie bei den Bildmaflen auch bei
WDMFen meist auf das Subskript £, schreibt also einfach p(x) anstelle von p,(x), wenn aus
dem Kontext klar ist, auf welche Zufallsvariable sich die WMEF bezieht. Ohne Beweis halten
wir fest, dass jede Funktion p : X' — R.,, die die Normiertheiteigenschaft > _,.p(z) =1
besitzt als WMF einer Zufallsvariable interpretiert werden kann.

Beispiele

Wir wollen mit den Bernoulli-Zufallsvariablen, den Binomial-Zufallsvariablen und
den Diskrete-gleichverteilten Zufallsvariablen drei erste Beispiel fiir die Definition von
Verteilungen mithilfe von WMFen betrachten.

Definition 11.5 (Bernoulli Zufallsvariable). Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit
Ergebnisraum X' = {0,1} und WMF

p: X —[0,1],2 = p(z) = p*(1 — )= mit x € [0, 1]. (11.8)

Dann sagen wir, dass £ einer Bernoulli- Verteilung mit Parameter p € [0, 1] unterliegt und
nennen ¢ eine Bernoulli-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~ Bern(u) ab. Die WMF
einer Bernoulli-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bern(z; ) == p®(1 — p)t==. (11.9)

Bernoulli-Zufallsvariablen koénnen immer dann zur probabilistischen Modellierung
genutzt werden, wenn das betrachtete Phdnomen bindr ist und die moglichen Werte
der Zufallsvariable bijektiv auf {0,1} abgebildet werden kénnen. Man beachte, dass die
funktionale Form der Bernoulli-Zufallsvariable Bern(z; 1) nur fir 2 € {0,1} Sinn ergibt
und nicht etwa fiir x € {Heads, Tails}. Bildet man aber die moglichen Ergebnisse eines
Miinzwurfes auf {0,1} ab, also definiert etwa 0 := Heads und 1 := Tails, so kann eine
Bernoulli-Zufallsvariable durchaus als Modell eines Miinzwurfs dienen.
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Der Parameter p € [0,1] einer Bernoulli-Zufallsvariable ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die Zufallsvariable & den Wert 1 annimmt, dies erkennt man anhand von

PE=1)=p'1-p) " =pn (11.10)

Wir visualisieren die WMFen von Bernoulli-Zufallsvariablen fiir x4 := 0.1, ¢ := 0.5 und
p = 0.7 in Abbildung 11.3.

Bern(x;0.1) Bern(x;0.5) Bern(x;0.7)
1.0 H 1.0 H 1.0 H
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 | 0.0 0.0
T T T T T T T T T
00 05 1.0 00 05 10 00 05 10
X X X

Abbildung 11.3. WMFen von Bernoulli-Zufallsvariablen.

Definition 11.6 (Binomialzufallsvariable). Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum
X :=NY und WMF

n

p: X — 10,1,z p(z) := ( ) (1 — )™ * fiir p € [0,1]. (11.11)

T

Dann sagen wir, dass £ einer Binomialverteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N
unterliegt und nennen £ eine Binomial-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ Bin(u,n)
ab. Die WMF einer Binomial-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bin(z; p,n) := (n) pr (L — )™=, (11.12)

T

Ohne Beweis halten wir fest, dass eine Binomial-Zufallsvariable als Modell der Summe
von n unabhéngig und identisch verteilten Bernoulli-Zufallsvariablen genutzt werden
kann. Insbesondere gilt also Bin(x;u,1) = Bern(z; ). Binomial-Zufallsvariablen haben
die Eigenschaft, dass mit n einer ihrer Parameter nicht nur die funktionale Form ihrer
WMF, sondern auch ihren Ergebnisraum X festlegt. Wir visualisieren die WMFen von
Binomial-Zufallsvariablen fir (p,n) := (0.1,5), (1, n) := (0.5,10) und (i, n) := (0.7,15)
in Abbildung 11.4.
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Bin(x;0.1,5) Bin(x;0.5,10) Bin(x;0.7,15)
0.6 - 0.6 - 0.6 -
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 H 0.2 H 0.2 H
0.1 H 0.1 H | | 0.1 H | |
OO — [ . . OO — . L} I I L} . 00 P ) L} I | | I .
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 0 5 10 15
X X X

Abbildung 11.4. WMFen von Binomial-Zufallsvariablen.

Definition 11.7 (Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable). Es sei & eine diskrete
Zufallsvariable mit endlichem Ergebnisraum X und WMF

1

p: X = Rog,z = p(x) = m

(11.13)
Dann sagen wir, dass & einer diskreten Gleichverteilung unterliegt und nennen £ eine
diskret-gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ U(]X|) ab. Die WMF einer
diskret-gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1

U@ |1) = g (11.14)

Diskrete-gleichverteilte Zufallsvariable kénnen offenbar immer dann zur probabilistischen
Modellierung genutzt werden, wenn die moéglichen diskreten Ergebnisse des modellierten
Phinomenens die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Im Fall der diskret-gleichverteilten
Zufallsvariablen braucht es zur Definition ihrer funktionalen Form nach Festlegung des
Ergebnisraums keinen weiteren Parameter. Offenbar gilt fiir X := {0, 1}.

U(z;|X|) = Bern(z;0.5) = Bin(z;1,0.5) (11.15)

Wir visualisieren die WMFen von diskret-gleichverteilten Zufallsvariablen fir X :=
{{0,1} X :={-3,—2,—1,0,1}} und X := {—4,-3,—2,—1,0,1,2,3,4} in Abbildung 11.5.
Man beachte, dass Definition 11.7 formal die Sequentialitit der Elemente von X
nicht erfordert, man kann also genauso eine diskret-gleichverteilte Zufallsvariable mit
Ergebnisraum X := {1,5,7} oder auch nicht numerischen Ergebnisraum X := {a, b, z, y}
definieren.

11.3. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

In diesem Abschnitt fithren wir mit den Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (WDFen)
ein Hilfsmittel ein, um Verteilungen von Zufallsvariablen mit kontinuierlichem (genauer
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u(x; X ={0,1)) U(x; X = {-3,-2,-1,0,1}) U(x; X = {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4))
0.6 0.6 0.6
05 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
H‘ ool LTI
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T
-4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
X X X

Abbildung 11.5. WMFen von diskret-gleichverteilten Zufallsvariablen.

iberabzdahlbarem) Ergebnisraum zu definieren. Wir illustrieren den Begriff zunédchst an
der grundlegendsten aller Zufallsvariablen, der normalverteilten Zufallsvariable. Mit
der Gamma-Zufallsvariable, der Beta-Zufallsvariable und der diskret-gleichverteilten
Zufallsvariable wollen wir dann noch drei Beispiele von Zufallsvariablen betrachten, die
sowohl in der Modellformulierung der Frequentistischen als auch der Bayesianischen
Inferenz an vielen Stellen eingesetzt werden. Wir definieren den Begriff der WDF wie
folgt.

Definition 11.8 (Kontinuierliche Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion).
Eine Zufallsvariable & heifit kontinuierlich, wenn R der Ergebnisraum von £ ist und eine
Funktion

pe R = Rug, > pe() (11.16)

existiert, flir die gilt

(1) fj;pg(x) dr =1 und
(2) Pe(€ €a,b]) = j;bpg(m) dz fur alle a,b € R mit a <b.

Eine entsprechende Funktion p, heifit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Im Englischen nennt man WDFen probability density functions (PDFs). Der notationellen
Einfachheit halber verzichtet man wie bei den Bildmaflen und den WMFen auch bei
WDFen meist auf das Subskript £, schreibt also einfach p(z) anstelle von p,(), wenn aus
dem Kontext klar ist, auf welche Zufallsvariable sich die WDF bezieht. Ohne Beweis halten
wir fest, dass jede Funktion p : R — R, fiir deren uneigentliches Integral [ O; pe(x)dr =1
gilt, die also normiert ist, als WDF einer Zufallsvariable interpretiert werden kann.

Im Umgang mit WDFen und in Abgrenzung zu WMFen sollte man sich die
Dichteeigenschaft einer WDF immer bewusst machen: Die Werte einer WDF stellen keine
Wahrscheinlichkeiten, sondern Wahrscheinlichkeitsdichten dar, Wahrscheinlichkeiten
werden aus WDFen durch Integration berechnet. Wie im physikalischen Sinn ergibt
sich die einem reellen Intervall zugeordnete Wahrscheinlichkeit(smasse) also erst durch
“Multiplikation” mit dem enstprechenden “Intervallvolumen” Man denke hierzu auch
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an die Approximation des bestimmten Integrals fa ’ pe(z) dr durch einen Riemannschen
Summenterm (vgl. Definition 7.3). Intuitiv gilt also

(Wahrscheinlichkeits)Masse = (Wahrscheinlichkeits)Dichte - (Mengen)Volumen, (11.17)

wobei sich das Volumen im Sinne des Lebesgue-Mafles auf die Breite des Intervalls
[a, b] bezieht. Wie in der physikalischen Analogie ist die Wahrscheinlichkeitsmasse eines
Intervalls ohne Volumen gleich Null,

Pe(§=a)= / p(z)dz = 0. (11.18)

Ferner gilt, dass bei entsprechend kleinen Intervallen WDFen auch Werte grofler
als 1 annehmen koénnen, auch wenn dies fiir die Wahrscheinlichkeit, die sich dann
durch entsprechende Integration ergibt, nicht der Fall sein kann. SchlieBlich sei
trotz dieser technischen Feinheiten folgende Intuition betont: Betrachtet man die
graphische Darstellung der WDF einer Zufallsvariable und stellt sich eine Zerlegung
von R in gleich grofie Intervalle vor, so besitzt die Zufallsvariable natiirlich eine
hohere Wahrscheinlichkeit dafiir, Werte in einem Intervall mit assoziierter hoherer
Wahrscheinlichkeitsdichte anzunehmen als Werte in einem Intervall mit assoziierter
relativ niedrigerer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Normalverteilte Zufallsvariablen
Mit der normalverteilten Zufallsvariable wollen wir als erstes Beispiel fiir die Definition
einer kontinuierlichen Zufallsvariable mithile einer WDF nun die wichtigste Zufallsvariable

der probabilistischen Modellbildung einfiihren.

Definition 11.9 (Normalverteilte Zufallsvariable). Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit
Ergebnisraum R und WDF

p:R—= R,z px):=

1 1 )
— ——(x— . 11.19
— exp < 5,7 (x—p) ) ( )

Dann sagen wir, dass £ einer Normalverteilung mit Parametern i € R und 0® > 0 unterliegt
und nennen ¢ eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~ N (u,0?) ab.

Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 1
. 2) . 2
N (z;p,0%) = 5 P (—202 (x —p) ) . (11.20)
Eine normalverteilte Zufallsvariable mit 4 = 0 und ¢?> = 1 nennt man eine

standardnormalverteilte Zufallsvariable

Wir visualisieren die WDFen von normalverteilten Zufallsvariablen fiir (u,0?) :=
(0,1), (1, 0?) := (—2.5,10) und (p,0?) := (3,0.5) in Abbildung 11.6. Man macht sich an
dieser Abbildung graphisch klar, dass die WDFen von normalverteilten Zufallsvariablen
immer genau einen Werte hochster Wahrscheinlichkeitsdichte haben und zwar an der
Stelle des Parameters i € R. Dies ergibt sich durch die Tatsache, dass das Argument der
Exponentialfunktion in der funktionalen Form von N(z;u,0?) aufgrund des negativen
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Vorzeichens des Quadrates von x — g und der Positivitit von o2 immer nicht-positiv ist

und die Exponentialfunktion auf den nicht-positiven reellen Zahlen ihr Maximum bei
x = p, also x — p = 0 annimmt. Weiterhin macht man sich graphisch klar, dass der
Parameter 02 > 0 die Breite der WDF einer normalverteilten Zufallsvariable enkodiert.

N(x; 0,1) N(x; —2.5,10) N(x; 3,0.5)

0.6 - 0.6 - 0.6 -
0.5 - 0.5 - 0.5 -
0.4 0.4 0.4 -
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 - & 0.1 -
0.0 0.0 0.0

T T T T T T T T T T T T T T T

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

X X X

Abbildung 11.6. WDFen von normalverteilten Zufallsvariablen.

Weitere Beispiele

Wir wollen mit den Gamma-Zufallsvariablen, den Beta-Zufallsvariablen und den
gleichverteilten Zufallsvariablen drei weitere Beispiele fiir die Definition von Verteilungen
mithilfe von WDFen betrachten.

Definition 11.10 (Gamma-Zufallsvariable). Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit
Ergebnisraum X := R, und WDF

1

p:Roy = Rog = p(x) = F(a)ﬂax

a1 exp (—Z) : (11.21)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer Gammaverteilung
mit Formparameter o > 0 und Skalenparameter 8 > 0 unterliegt und nennen £ eine

gammaverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ G(a, ) ab. Die WDF einer
gammaverteilen Zufallsvariable bezeichnen wir mit

G(x;a, B) := z* Lexp <—£> ) (11.22)

Die spezielle Gamma-Zufallsvariable mit WDF G (z; %,2) wird  Chi-Quadrat (x?)
Verteilung mit n Freiheitsgraden genannt. Wir visualisieren die WDFen von Gamma-
Zufallsvariablen fur (o, 5) := (1,1), (o, ) := (2,2) und («, ) := (5,1) in Abbildung 11.7.
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G(x; 1,1) G(x; 2,2) G(x; 5,1)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 /\
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X

Abbildung 11.7. WDFen von Gamma-Zufallsvariablen.

Definition 11.11 (Beta-Zufallvariable). Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum
X :=10,1] und WDF

I'(a+p)
L(a)I'(B)
wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer Beta- Verteilung mit
Parametern o > 0 und £ > 0 unterliegt, und nennen £ eine Beta-verteilte Zufallsvariable.

Wir kiirzen dies mit £ ~ Beta(a, 3) ab. Die WDF einer Beta-verteilten Zufallsvariable
bezeichnen wir mit
I'a+ B)

p: X —[0,1],z p(x) = 21— 2)?t mit o, B € Ry, (11.23)

Beta(z; o, B) := ————2 2 1(1 — z)%L. 11.24

(@50 8) = o (1= a) (11.24)

[ ]

Dadurch, dass der Ergebnisraum einer Beta-Zufallsvariable auf das Intervall X := [0, 1] (fiir

a < 1,8 < 1 genauer X :=]0, 1[) beschrankt ist, bietet sich eine Beta-Zufallsvariable unter
anderem dafir an, Wahrscheinlichkeiten von Wahrscheinlichkeiten (also Werten zwischen 0
und 1) zu beschreiben. Wir visualisieren die WDFen von Beta-Zufallsvariablen fiir (a, 8) :=
(1,1), (e, B) :=(3,2) und (e, B) := (10,5) in Abbildung 11.8.

Mit den gleichverteilten Zufallsvariablen betrachten wir abschliefend noch das Analogon
zu diskret-gleichverteilten Zufallsvariablen fiir den Fall kontinuierlicher Zufallsvariablen.

Definition 11.12 (Gleichverteilte Zufallsvariable). Es sei & eine kontinuierliche
Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

Lz € la,b

‘R = Reg,z = p(x) :=< 0@ . 11.25
PR = Ropa > pla) {0 P (11.25)
Dann sagen wir, dass & einer Gleichverteilung mit Parametern a und b unterliegt und
nennen ¢ eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ U(a,b) ab. Die
WDF einer gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1
b—a’

U(z;a,b) = (11.26)
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Beta(x; 1,1) Beta(x; 3,2) Beta(x; 10,5)
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
X X X

Abbildung 11.8. WDFen von Beta-Zufallsvariablen.

Wir visualisieren die WDFen von gleichverteilten Zufallsvariablen fiir (a,b) :=
(0,1),(a,b) :=(—3,1) und (a,b) := (—4,4) in Abbildung 11.9.

U(x; 0,1) u(x; -3,1) u(x; —4,4)
1.0 — 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 - 0.4 -
0.2 0.2 | 0.2
0.0 H 0.0 H 0.0 H —I |—
T T T T T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X X

Abbildung 11.9. WDFen von gleichverteilten-Zufallsvariablen.

11.4. Kumulative Verteilungsfunktionen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir mit den kumulativen Verteilungsfunktionen
(KVFen) eine weitere Moglichkeit einfithren, die Verteilungen von diskreten oder
kontinuierlichen Zufallsvariablen festzulegen. Es ist allgemein allerdings eher iiblich,
dies mithilfe von WMFen oder WDFen zu tun. Trotzdem sind KVFen an vielen
Stellen niitzlich, da sie sowohl fiir diskrete als nauch kontinuierliche Zufallsvariablen
einen direkten Zusammenhang zwischen Werten der Zufallsvariable und bestimmten
Wahrscheinlichkeiten herstellen, der in der Anwendung ohne Summation oder Integration
auskommt. Wir betrachten zunédchst die allgemeine Definition von KVFen fiir sowohl
diskrete als auch kontinuierliche Zufallsvariablen und wenden uns dann den KVFen von
diskreten und den KVFen von kontiniuerlichen Zufallsvariablen im einzelnen zu. Fiir eine
beliebige Zufallsvariable definieren wir den Begriff der KVF wie folgt.
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Definition 11.13 (Kumulative Verteilungsfunktion). Die kumulative Verteilungsfunktion
(KVF) einer Zufallsvariable ¢ ist definiert als

Pe:R— [0,1], z Pe(x) :=Pg(§ < ). (11.27)

Man beachte, dass Pg(:n) ist fir jedes x € R definiert ist, auch wenn fiir ein gegebenes
x € R gilt, dass = ¢ X. Wie bereits fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen, WMFen und
WDFen gesehen verzichtet man meist auf das Subskript ¢, wenn aus dem Kontext klar ist,
auf welche Zufallsvariable sich eine gegebene KVF bezieht. Mithilfe von KVFen kénnen
zum Beispiel Uberschreitungswahrscheinlichkeiten und Intervallwahrscheinlichkeiten von
Zufallsvariablen direkt ausgewertet werden. Dies ist der Inhalt folgender Theoreme.

Theorem 11.2 (Uberschreitungswahrscheinlichkeit). Es sei & eine Zufallsvariable
mit Ergebnisraum X wund P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann gilt fir die
Uberschreitungswahrscheinlichkeit P(€ > x), dass

P >x)=1—P(z) firalexzeX. (11.28)

Beweis. Die Ereignisse {€ > z} und {{ < z} sind disjunkt und
Q={weQlf(w) >z} U{we Qf(w) <z}={{>z}U{{ <z} (11.29)
Mit der o-Additivitdt von P folgt dann
P(Q2) =
< P{E>atu{{<z}) =
SPH{E>a})+P{E<z}) = (11.30)
©”°({£>$})—1—[P {§ <}
< P{£>a}) =1-P(z).

O

Theorem 11.3 (Intervallwahrscheinlichkeiten). Es sei & eine Zufallsvariable mit
Ereignisraum X und P thre KVF. Dann gilt fir die Intervallwahrscheinlichkeit
[P(E E]xla'IQ]); dass

P(§ €]y, x5]) = P(zy) — P(xy) fir alle zy,x5 € X mit z, < x,. (11.31)

Beweis. Wir betrachten die Ereignisse {€ < =, },{z; < { < z,} und {£ < z,}, wobei

€<z in{z; <€<apb=0und {{ <z }U{z; <{< 2o} ={{ <2y} (11.32)
gelten. Mit der o-Additivitiat von P gilt dann

Pl <zt U{my <€< o)) =P({ < m,})
S PHE<z ) +P({zy <€ < m}) =P{E < z5})
<Pz, <€<z}) =P({§ < zo}) —P{E < 21}) (11.33)
< P({z, <€ < 25}) = Pay) — P(zy)
< P(E €]z, xy]) = P(zy) — Plxy).
O
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Folgendes Theorem gibt drei zentrale Eigenschaften von KVFen an. Dabei besagt die dritte
Eigenschaft, dass eine KVF keine Spriinge hat, wenn man sich Grenzpunkten von rechts
ndhert. Tatsédchlich sind die diskutierten Eigenschaften auch gerade die definierenden
Eigenschaften von KVFen, das heifit, jede Funktion P, die die FKigenschaften von
Theorem 11.4 erfiillt, kann als eine KVF einer Zufallsvariable interpretiert werden. Fiir
einen Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf die weiterfithrende Literatur.

Theorem 11.4 (Eigenschaften von kumulative Verteilungsfunktionen). Es sei & eine
Zufallsvariable und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann hat P die folgenden
Eigenschaften

(1) P ist monoton steigend, i.e., wenn x, < x4, dann gilt P(x,) < P(z,).
(2) lim, , . P(x) =0 undlim, ,  P(z)=1.
(8) P ist rechtsseitig stetig, d.h., P(x) = P (z") = lim,_,, ., P(y) fir alle x € R

Beweis. Wir betrachten die Eigenschaften nacheinander.

(1) Wir halten zunéchst fest, dass fiir Ereignisse A C B gilt, dass P(A) < P(B). Wir halten dann fest,
dass fiir ; < x,,

{e<2,) = {we QW) <21} C {we QW) < x5} = {€ < ay). (11.34)

Also gilt
P{E < ,}) <P < @y} = Pla,) < Play). (11.35)

(2) Fiir einen Beweis verweisen wir auf die weiterfithrende Literatur.

(3) Wir definieren

P(z")= lim P(y). (11.36)
y—oT,y>c
Seien nun y; >y, > - so, dass lim,_,  y,, = . Dann gilt
f¢<a}=niZ {€<y,}. (11.37)
Es gilt also
P(z)=P({{<z}) = P72 {€ <y, }) = lim P{E<y,}) = P(a7), (11.38)

wobei wir die dritte Gleichung unbegriindet stehen lassen.

KVFen von diskreten Zufallsvariablen

Anhand von Abbildung 11.10 und Abbildung 11.11 wollen wir uns obige Eigenschaften
von KVFen diskreter Zufallsvariablen visuell verdeutlichen. Dabei sollte man immer vor
Augen haben, dass der Wert P(x) einer KVF fiir den Ergebniswert x der Zufallsvariable
x der Wabhrscheinlichkeit [Pg(ﬁ < ) entspricht, also die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist, dass die Zufallsvariable £ Werte kleiner oder gleich x annimmt. Liest man diese
Wahrscheinlichkeiten entsprechend aus den Darstellungen der korrespondierenden WMF
ab, so ergeben sich die funktionale Form der KVFen im Vergleich mit den entsprechenden
WDMPFen intuitiv. Weiterhin erschlieflen sich auch folgende Eigenschaften der KVFen von
diskreten Zufallsvariablen intuitiv: Wennn a < b und P(a < £ < b) = 0 ist, dann ist die
KVF von ¢ konstant horizontal auf ]a,b[. Weiterhin gilt, dass an jedem Punkt x mit
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P(¢ = x) > 0 die KVF um den Betrag P(§ = x) springt, an dieser Stelle also linksseitig
nicht stetig ist. Allgemein ist die KVF einer diskreten Zufallsvariable mit Ergebnisraum
No durch
=]
P:R—[0,1],x+ Plx) =Y PE=k) (11.39)
k=0

gegeben, wobei |z] die Abrundungsfunktion bezeichnet.

WMF von Bern(x;0.1) WMF von Bern(x;0.5) WMF von Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 1 0.8 1
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 — 0.4 —
0.2 1 0.2 0.2 H
0.0 — I 0.0 0.0

T T T T T T T T T
00 05 1.0 00 05 1.0 00 05 1.0
X X X

KVF von Bern(x;0.1) KVF von Bern(x;0.5) KVF von Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 1 0.8 1
0.6 — 0.6 0.6
0.4 — 0.4 0.4
0.2 1 0.2 0.2 H
0.0 — 0.0 0.0

T T T T 1 T T T T 1 T T T T 1

-2 o 1 2 3 -2 0 1 2 3 -2 o 1 2 3

X X X

Abbildung 11.10. WMFen und KVFen von Bernoulli-Zufallsvariablen.

KVFen von kontinuierlichen Zufallsvariablen

Die KVFen von kontinuierlichen Zufallsvariablen sind analytisch etwas zugénglicher als
die KVFen von diskreten Zufallsvariablen, da sie keine Unstetigkeitsstellen aufweisen. Wir
haben zunéchst folgendes, vielleicht etwas {iberraschendes Theorem.

Theorem 11.5 (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen Zufallsvariablen).
& sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit WDF p und KVF P. Dann gilt

P(z) = [ p(s)ds und p(x) = P’(x). (11.40)
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WMF von Bin(x;0.1,5) WMF von Bin(x;0.5,10) WMF von Bin(x;0.7,15)
0.6 0.6 - 0.6 -
0.5 0.5 - 0.5 -
0.4 - 0.4 0.4 —
0.3 0.3 1 0.3
0.2 0.2 0.2 1
0.1 01 | | 01 | |
0.0 ' 0_0_.-| l.. 0.0 —{ececees -II |I.
T T T T 1 T 1T T T T 1 T T T T
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 0 5 10 15
X X X
KVF von Bin(x;5,0.1) KVF von Bin(x;10,0.5) KVF von Bin(x;15,0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 — 0.8 1 0.8 1
0.6 — 0.6 0.6
0.4 — 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 H
0.0 — 0.0 0.0
T T T T 1 T T T T 1 T T T T 1
-5 0 5 10 20 -5 0 5 10 20 -5 0 5 10 20
X X X

Abbildung 11.11. WMFen und KVFen von Binomial-Zufallsvariablen.

Beweis. Wir halten zunéichst fest, dass weil P(¢ = ) = 0 fiir alle = € R gilt, die KVF von £ keine Spriinge
hat, d.h. P ist stetig. Mit der Definitionen von WDF und KVF, folgt, dass P die Form einer Stammfunktion
von p hat. Dass p die Ableitung von P ist folgt dann direkt aus dem ersten Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, Theorem 7.3.

O

Fir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt also, dass die KVF der Zufallsvariable eine
Stammfunktion der entsprechenden WDF ist, und umgekehrt, dass die WDF die
Ableitung der KVF ist. Im Kontext des Theorem wvon Radon-Nikodym wird diese
Einsicht auf generelle MaBe generalisiert (vgl. Schmidt (2009)). KVFen kontinuierlicher
Zufallsvariablen werden auch oft als kumulative Dichtefunktionen (KDFen) bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die KVF einer normalverteilten Zufallsvariable. Es sei £ ~
N(u,0?). Dann ist die WDF von ¢ bekanntlich durch

1 1
p: [R — |R>O’;E — p(:lj) = 27[-0-2 exp <_T‘2<x —_ M>2> . (1141)

gegeben. Fiir die KVF von ¢ folgt entsprechend, dass

P:R=)0, 1],z — P(z) = \/2;7/ exp (2;2(5 _ u)?) ds.  (11.42)

Interessanterweise kann das definierende Integral der KVF einer normalverteilten
Zufallsvariable nur numerisch, nicht aber analytisch berechnet werden. Wir visualisieren
ausgewdhlte WDFen und KVFen von normalverteilten Zufallsvariablen in Abbildung 11.12.
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WDF von N(0,1) WDF von N(-2.5,10) WDF von N(3,0.5)

0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 /\ 0.1
0.0 0.0 0.0

T T T T ! T T T T ! T T T T !

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

X X X
KVF von N(0,1) KVF von N(-2.5,10) KVF von N(3,0.5)

1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0

T T T T ! T T T T ! T T T T !

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

X X X

Abbildung 11.12. WDFen und KVFen von normalverteilten Zufallsvariablen.

Inverse Kumulative Verteilungsfunktion

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit dem Begriff der inversen kumulativen Verteilungsfunktion,
einem technischen Hilfsmittel, dass insbesondere bei Konfidenzintervallen und
Hypothesentests der Frequentistischen Inferenz zur Bestimmung Kkritischer Werte
benutzt wird. Wir definieren die inverse KVF wie folgt.

Definition 11.14 (Inverse Kumulative Verteilungsfunktion). & sei eine kontinuierliche
Zufallsvariable mit KVF P. Dann heifit die Funktion

P1:0,1[= R, g~ P~ Y(q) := {x € R|P(z) = ¢} (11.43)

die inverse kumulative Verteilungsfunktion von &.

Nach Definition 11.14 gilt offenbar, dass die Funktion P~! die Umkehrfunktion von P ist,
also

P1(P(x)) ==z. (11.44)

Da bekanntlich gilt, dass

P(z) =q < P({ <) =q fir q €]0,1], (11.45)
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ist P71(q) also der Wert x von &, so dass P(¢ < x) = ¢q. Wir visualisieren die KVFen
und inversen KVFen normalverteilter Zufallsvariablen in Abbildung 11.13. Im Falle einer
normalverteilten Zufallsvariable £ ~ N(0, 1) gilt zum Beispiel, dass

P(1.645) = 0.950 < P~1(0.950) = 1.645, (11.46)
und
P(1.906) = 0.975 < P~1(0.975) = 1.960. (11.47)
KVF von N(0,1) KVF von N(-2.5,10) KVF von N(3,0.5)
1.0 1.0 1.0
0.8 1 0.8 — 0.8 1
0.6 1 0.6 0.6 1
0.4 — 0.4 — 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 — 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X X
Inverse KVF von N(0,1) Inverse KVF von N(-2.5,10) Inverse KVF von N(3,0.5)
10 A 10 A 10 A
5 — 5 — 5 /
x 0 - //’ =< 0 < 0
-5 -5 -5
-10 — -10 — -10 —
T T T T 1 — T T T T 1 T T T T 1
00 02 04 06 08 10 00 0.2 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
q q q

Abbildung 11.13. KVFen und inverse KVFen von normalverteilten Zufallsvariablen.

11.5. Zufallsergebnisse und Zufallsvariablen

Mit den in Kapitel 9 diskutierten FErgebnissen und den in diesem Kapitel diskutierten
Werten wvon Zufallsvariablen haben wir nun zwei Konzepte kennengelernt, die die
Unsicherheit iiber einen oft numerischen Wert eines Zufallsvorgangs beschreiben kénnen.
So kann man sich zum Beispiel die Augenzahl, die ein Wiirfel beim einmaligen Werfen
annimmt, als Realisierung eines FErgebnisses oder einer Zufallsvariable vorstellen.
Tatséchlich gibt es auch keine standardisierte Antwort auf die Frage, ob man einen
Zufallsvorgang nun lediglich mit einem Wahrscheinlichkeitsraum oder aber mit einem
Wahrscheinlichkeitsraum, einer Zufallsvariable, und dem durch beide induzierten
Wahrscheinlichkeitsraum modellieren sollte. In der Anwendung wird meist der Begriff
der Zufallsvariable bevorzugt und entsprechende WMFen oder WDFen angegeben,
ohne dass ein zugrundeliegender Wahrscheinlichkeitsraum oder die Abbildungsform der
Zufallsvariable spezifiziert wiirde. Folgende Formulierung ist beispielsweise typisch:
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& sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswertparameter pu  und

Varianzparameter o2.

Implizit werden in dieser Aussage basierend auf der Definition der normalverteilten
Zufallsvariable (vgl. Definition 11.9) fur ¢ der Ergebnisraum X := R, die o-Algebra
§ := B(R), und die Verteilung P, := N(u,0°) festgelegt, also der “induzierte”
Wabhrscheinlichkeitsraum (R, B(R), N(u1,0%)) betrachtet. Allerdings bleibt unklar, durch
welchen Wahrscheinlichkeitsraum und welche Abbildungsform genau (R, B(R), N (u,0?))
nun induziert wurde. Dies kann allerdings immer durch die Annahme, dass & die
Identitatsfunktion ergénzt werden. Konkret kénnte man flir den zugrundeliegenden
Wabhrscheinlichkeitsraum hier (R, B(R), N (i, 0?)) und fiir £ dann

ER>Rwb(w) i =w:==x (11.48)

wahlen. Da £ dann an dem im Rahmen des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum
zufillig realisiertem Ergebnis w nichts &ndert und dieses lediglich in z umbenannt
wird, entspricht die Verteilung von ¢ dann direkt dem Wahrscheinlichkeitsmafl des
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums.

Allgemein mag man festhalten, dass das Modellieren von Zufallsvorgingen mithilfe von
Zufallsvariablen das elementare Wahrscheinlichkeitsraummodell also als Spezialfall der
Zufallsvariable als Identititdtsabbildung impliziert, iiber dies hinausgehend aber die
Moglichkeit eroffnet, durch von der Identitdtsabbildung verschiedene Zufallsvariablen
die Transformation von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf unterschiedlichen Messrdumen zu
formalisieren.

11.6. Literaturhinweise

Die Genese des Begriffs der Zufallsvariablen ist eng mit der Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitstheorie in den letzten drei Jahrhunderten verflochten, so dass keine
flir den Begriff entscheidene Publikation angegeben werden kann. Die mathematischen
Entwicklung des Begriffs der Normalverteilung durch Abraham De Moivre (1667-1754),
Pierre Simon Laplace (1749-1827), Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) und viele
andere, ihre deskriptiv-statistischen Entsprechungen in der empirischen Forschung des 19.
Jahrhunderts, sowie ihre multivariate Generalisierung im ausgehenden 19. Jahrhundert
werden ausfiithrlich in Stigler (1986) dargestellt.

11.7. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition des Begriffs der Zufallsvariable wieder.

Erldutern Sie die Gleichung P, (§ = x) = P({§ = = }).

Erlautern Sie die Bedeutung von P(§ = z).

Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsmassefunktion wieder.
Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion wieder.
Geben Sie die Definition des Begriffs der kumulativen Verteilungsfunktion wieder.
Schreiben sie die Intervallwahrscheinlichkeit einer Zufallsvariable mithilfer ihrer KVF.
Geben Sie die Definition der WDF einer normalverteilten Zufallsvariable wieder.
Geben Sie die Definition der KVF einer normalverteilten Zufallsvariable wieder.
Schreiben Sie den Wert P(x) der KVF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer WDF.

. Schreiben Sie den Wert p(z) der WDF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer KVF.

. Geben Sie die Definition des Begriffs der inversen Verteilungsfunktion wieder.

XN O W=

= =
N o ©
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12. Zufallsvektoren

Zufallsvektoren sind Tupel von Zufallsvariablen. Da jede Zufallsvariable einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegt, unterliegt auch ein Zufallsvektor einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Da ein Zufallsvektor aus zwei oder mehr Zufallsvariablen
besteht, beschreibt die Verteilung eines Zufallsvektors die gemeinsame Verteilung von
zwei oder mehr Zufallsvariablen. In diesem Kapitel wollen wir zundchst den Begriff des
Zufallsvektors und seiner assoziierten Wahrscheinlichkeitsverteilung, die oft einfach als
eine multivariate Verteilung bezeichnet wird, einfiihren. Wir wollen dann diskutieren,
wie die Begriffe der WMF, WDF und KVF von Zufallsvariablen auf Zufallsvektoren
ibertragen werden konnen (Kapitel 12.1). Mit den marginalen und bedingten Verteilungen
fihren wir dann nachfolgend Begriffe ein, die in der Betrachtung von Zufallsvariablen
nicht auftreten. Schliefflich fithren wir mit dem Begriff der unabhdngigen Zufallsvariablen
das probabilistische Standardmodell fiir univariate Datensétze ein, das einen Spezialfall
der gemeinsamen Verteilung des durch die Zufallsvariablen konstituierten Zufallsvektors
darstellt.

12.1. Definition und multivariate Verteilungen

Die Konstruktion und Definition eines Zufallsvektors ist analog zu der einer Zufallsvariable,
mit dem Unterschied, dass es sich bei einer Zufallsvariable um eine skalarwertige, bei
einem Zufallsvektor dagegen um eine vektorwertige Abbildung auf dem Ergebnisraum
eines Wahrscheinlichkeitsraums handelt.

Definition 12.1 (Zufallsvektor). (2, .A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, S)
sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine

Abbildung

&1 (w)
N> X we E(w) = : (12.1)
§n(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{we Qé(w) e S} € Afiralle SeS. (12.2)

Das Standardbeispiel fiir den Ergebisraum eines Zufallsvektors ist R™, das Standardbeispiel
fiir die auf ihm definierte o-Algebra ist die n-dimensionale Borelsche o-Algebra B(R™). Fir
eine explizite und formale Einfithrung der n-dimensionalen Borelschen o-Algebra verweisen
wir auf die weiterfihrende Literatur (z.B. Schmidt (2009)). Wir begniigen uns hier wieder
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mit der (weiterhin formal falschen) Intuition der n-dimensionale Borelschen o-Algebra als
Menge aller Teilmengen des R™. Das Standardbeispiel fiir einen n-dimensionalen Messraum
ist damit (R™, B(R™)).

Wie bei allen vektorwertigen Funktionen nennen wir die den Zufallsvektor konstituierenden
Funktionen ¢; die Komponentenfunktionen von &. Legen wir den n-dimensionalen
Messraum (R™, B(R™)) dem Zufallsvektor zugrunde, so haben diese die Form

& Q= Rw & (w). (12.3)

Ohne Beweis halten wir fest, dass der Zufallsvektor £ messbar ist, wenn fiir alle¢ = 1,...,n
die Funktionen &, messbar sind und umgekehrt. Damit sind die Komponentenfunktionen
eines Zufallsvektors (letztlich nach Definition) Zufallsvariablen. Ein n-dimensionaler
Zufallsvektor wird also als eine Konkatenation von n Zufallsvariablen betrachtet, fiir
n := 1 entspricht ein Zufallsvektor einer Zufallsvariable.

Zufallsvektoren werden manchmal auch als “multivariate Zufallsvariablen” bezeichnet.
Tatsédchlich stehen bei der Betrachtung von Zufallsvektoren auch zunéchst primér
wahrscheinlichkeitstheoretische Aspekte und nicht etwa Aspekte der geometrischen
Vektorraumtheorie im Vordergrund. Die Betrachtung von Vektorraumstrukturen ist
im Kontext probabilistischer Standardmodelle wie dem Allgemeinem Linearen Modell
aber durchaus tiblich, so dass wir hier den Begriff des Zufallsvektors bevorzugen (vgl.
Christensen (2011)). Trotzdem werden wir Zufallsvektoren, wie in vielen Texten der
Probabilistik tiblich, auch oft in Zeilenform, also etwa als £ := (&, ...,&,,), notieren.

1(w)
QA P) EQ- X, we E(w) = :
én(@)

(X,8,P)
P(§71(9)) = P({w € Q|E(w) € S}) =:P(S)
Abbildung 12.1. Konstruktion von Zufallsvektor und multivariater Verteilung.

Das durch die Konstruktion eines Zufallsvektors definierte Bildmaf3 heif3t die multivariate
Verteilung des Zufallsvektors, wie in folgender Definition ausgefithrt (Abbildung 12.1).

Definition 12.2 (Multivariate Verteilung). (92, 4, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(X, 8) sei ein n-dimensionaler Messraum und

E:0 =X wb () (12.4)
sei ein Zufallsvektor. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmafl P, definiert durch

Pe: 8 —[0,1],5 = Pe(S) := P(71(S)) = P (fw € Qf¢(w) € S}) (12.5)
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die multivariate Verteilung des Zufallsvektor &.

Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von der Verteilung des Zufallsvektors
& oder einer multivariaten Verteilung. Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen
Definition 11.3 gelten fiir Zufallsvektoren analog. Zum Beispiel gelten
Pe(§€S):=P({ €S} =P({wel(w) €5})
Pe(§ =) :=P({{=2}) = P({w € Q§(w) = z})
Pe(€ <) :=P({{ <}) = P({w e Q(w) < z})
Pe(ry <€ <25) =P ({2 €< 20)) =P ({w € Qg <€(w) < 0})
wobei die Relationsoperatoren <, <,>,> werden hier komponentenweise verstanden
werden. So heifit beispielsweise * < y fiir z,y € R”, dass fiir alle Komponenten

x;, ;.0 = 1,...,n gilt, dass z; < y,. Eben dieser Konvention folgt auch die Definition der
multivariaten kumulativen Verteilungsfunktion in Generalisierung von Definition 11.13.

(12.6)

Definition 12.3 (Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen). ¢ sei ein Zufallsvektor
mit Ergebnisraum X'. Dann heifit eine Funktion der Form

Pe: X —[0,1], 2 Pe(x) := Pe(§ < 1) (12.7)
multivariate kumulative Verteilungsfunktion von £.

Wie kumulative Verteilungsfunktionen kénnen auch multivariate kumulative Verteilungsfunktionen
zur Definition von multivariaten Verteilungen genutzt werden. Haufiger ist allerdings,

wie im univariaten Fall, die Definition multivariater Verteilungen durch multivariate
Wahrscheinlichkeitsmasse - oder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Wir generalisieren

die Definitionen diskreter und kontinuierlicher Zufallsvariablen und ihren assoziierten
Wahrscheinlichkeitsmasse- und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (vgl. Definition 11.4

und Definition 11.8) wie folgt.

Definition 12.4 (Diskreter Zufallsvektor und multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion).
Ein Zufallsvektor & heiflt diskret, wenn sein Ergebnisraum X endlich oder abzéhlbar ist
und eine Funktion

pe: X = [0,1], 2 = pe(w) (12.8)

existiert, flir die gilt

(1) 5,0 p(e) = 1 und
(2) Pe(§ =) = p(=) fiir alle v € X

Ein entsprechende Funktion p, heilit multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion
(WMF') von &.

Der Begriff der multivariaten WMEF ist offenbar direkt analog zum Begriff der WMF. Wie
univariate WMPFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert. Der Einfachheit
halber spricht man oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors und verzichtet bei ihrer
Bezeichnung, wenn der betreffende Zufallsvektor aus dem Kontext klar ist, auf das &
Subscript, schreibt also oft einfach p anstelle von py.
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Beispiel

Zur Nlustration des Begriffs des diskreten Zufallsvektors und seiner WMF wollen wir ein
Beispiel betrachten. Dazu sei £ := (£;,&,) ein Zufallsvektors, der der Werte in X :=
X, x Xy annimmt, wobei X, := {1,2,3} und X, = {1,2,3,4} seien. Dann entspricht
der Ergebnisraum von £ der in untenstehender Tabelle spezifizierten Menge an Tupeln

(T1,22)-

(2),09) |29 =1 2,=2 z,=3 z,=4
a=1| (L,1) (1,2) (1,3) (1,4)
=21 (2,1)  (2,2)  (2,3) (2,4)
=3 (31 (3,2 (3,3 (3,4

FEine exemplarische bivariate WMF' der Form
Pg : {17 27 3} X {17 27 37 4} - [07 1]7 (xlv '7;2) = pg(mlax2) (129)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert:

pg(xl,xQ) To=1 29=2 2,=3 xy=4
r, =1 0.1 0.0 0.2 0.1
7y =2 0.1 0.2 0.0 0.0
T, =3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass die so spezifierte Funktion p, den Normiertheits- und Nichtnegativitatsanspriichen
an eine WMF geniigt. Insbesondere gilt hier

Zpg(x) = Z Z pe(Ty,@5) = 1. (12.10)

el r)=1xz,=1

Den Begriff des kontinuierlichen Zufallsvektors und der multivariaten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
definieren wir wie folgt.

Definition 12.5 (Kontinuierlicher Zufallsvektor und multivariate Wahrscheinlichkeitdichtefunktion).
Ein Zufallsvektor & heifit kontinuierlich, wenn sein Ergebnisraum durch R™ gegeben ist
und eine Funktion

P+ R" = Rog, @ = pe(), (12.11)

existiert, fur die gilt, dass

(1) |, pe(x)dr =1 und
(2) [P£<x1 <¢< $2> = f;fl fle?n pg(sb "-78n) dsl dsn
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Eine entsprechende Funktion p, heifit multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(WDEF) von €.

Offenbar ist der der Begriff der multivariaten WDF eines kontinuierlichen Zufallsvektors
analog zum Begriff der WDF einer kontinuierlichen Zufallsvariable und wie univariate
WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert. Der Einfachheit halber
spricht man auch hier oft einfach von multivariaten WDFen und verzichtet auf die den
Zufallsvektor identifizieren Subskripte. Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir
kontinuierliche Zufallsvektoren

Pe(§=2) =Pz <{<2) = / / Pe(S15 000y 8p) dSq -+ ds,, = 0. (12.12)

Das Standardbeispiel fiir eine multivariate WDF ist die multivariate Normalverteilung,
welcher wir mit ?@sec-normalverteilungen ein eigenens Kapitel widmen.

12.2. Marginalverteilungen

Hat man die Verteilung eines Zufallsvektors spezifiziert, so kann man sich fragen,
welche Verteilungen daraus fiir die einzelnen Komponenten des Zufallsvektors, also
die Zufallsvariablen, die zusammen den Zufallsvektor bilden, folgen. Im Kontext eines
Zufallsvektors nennt man diese die univariaten Marginalverteilungen des Zufallsvektors.
Folgende Definition ist grundlegend.

Definition 12.6 (Univariate Marginalverteilung). (€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(X, 8) sei ein n-dimensionaler Messraum, £ : Q@ — X sei ein Zufallsvektor, P, sei die
Verteilung von &, X', C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente &, von &, und §; sei
eine o-Algebra auf ¢,. Dann heifit die durch

P+ 8; = [0,1], 5 1 Pe (Xg X - x Xy X S x Xy x - x X,) fir S€8;,  (12.13)

definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von &.

Konkret kann man sowohl fiir diskrete als auch fiir kontinuierliche Zufallsvektoren die
WMFen bzw. WDFen ihrer Komponenten direkt aus der entsprechenden multivariaten
WMF bzw. WDF bestimmen. Dies ist die Aussage folgenden Theorems.

Theorem 12.1 (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen).

(1)€ = (&,...,&,) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion
pe und Komponentenergebnisraumen X q, ..., X,,. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion
der iten Komponente &; von & als

pe, X = (0,12

pe,(z;) = Z Z Z Zpg(xl, e Ly, Ty Ty s Tyy). (12.14)
T

Ti1Tiqp1 T
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2) & = (&,...,&,) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p, und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt
sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente &; von & als

pg :[R—}[R>O,$»I—>

/ / / /pé Ty ooy Ty 13 Ly Ty 1y oy ) ATy da;_y dxy .. d,,.

Ti1 YTt
(12.15)

Die WMFen der univariaten Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich
also durch Summation {iber alle Werte der zu der jeweils betrachteten Zufallsvariable
komplementéren Zufallsvariablen und die WDFen der univariaten Marginalverteilungen
kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich analog durch Integration iiber alle Werte der
zu der jeweils betrachteten Zufallsvariable komplementédren Zufallsvariablen. Fiir einen
Beweis von Theorem 12.1 verweisen wir auf die weiterfiihrende Literatur.

Beispiel

In Fortfiihrung des in Kapitel 12.1 betrachteten Beispiels eines zweidimensionalen
Zufallsvektor & := (&;,&,) ergeben sich fiir die dort definierte WMF fiir die marginalen
WMFen p, und p,, die an den Réndern der unten spezifizierter Tabelle aufgelisteten
WDMFen anhand von

e, (1) Z pe(wy, 5) und pe (z5) Z Pe(q, 7o) (12.16)

To=

zu

pg(o’cl,ﬂ”z) Ty=1 2,=2 29=3 xy=4 pgl(ﬂfl)

o =1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
7y =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
zy =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3

pe,(y) | 0.2 0.3 0.3 0.2

Fir die Werte von p, werden die entsprechenden Werte von p, also zeilenweise und
fir die Werte von De, spaltenweise addiert. Man beachte, dass aus der Normiertheit
von p, die Normiertheit von p, und p. direkt folgt, da sich die Gesamtsumme an
Wahrscheinlichkeitsmasse nicht dndert:

= Z Z el m9) = Y pe (@) = Y pe, (ws). (12.17)

x, =1 Ty=1
Ein Realisierungsbeispiel mithilfe relativer Haufigkeiten mag den Begriff der marginalen

WMF intuitiv verdeutlichen. Nehmen wir an, wir hitten n = 100 unabhingige
Realisierungen von ¢ vorliegen. Um die Wahrscheinlichkeiten pg(acl,:@) zu schétzen,
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wiirden wir die Anzahl der Realisierungen von (z,,z,) zéhlen und durch n teilen.
Héitten wir beispielsweise 12 Realisierungen von (3,2) vorliegen, so wiirden wir
Pe(3,2) ~ 12/100 = 0.12 schétzen. Die Frage nach der marginalen Wahrscheinlichkeit von
x4 = 2 entspriache dann der Frage, wie oft unter den Realisierungen solche zu finden sind,
bei denen x, = 2 ist, irrespektive des Wertes von z;. Dies wére gerade die Anzahl der
Realisierungen der Form (1,2),(2,2) und (3,2). Gébe es von diesen beispielsweise 0,22
und 12 respektive, so wiirde man die Wahrscheinlichkeit pe (2) natiirlicherweise durch

0+22+12 0 22 12
—=— 4+ — 4+ —=0.00+0.22+0.12=0.34 12.18
100 100 + 100 + 100 * + ( )
schitzen. Anstelle der Wahrscheinlichkeiten pe(1,2), pe(2,2), p¢(3,2) addiert man hier also

die entsprechenden relativen Haufigkeiten.

Marginale Verteilungen im Fall von kontinuierlichen Zufallsvektoren behandeln wir am
Standardbeispiel der multivariaten Normalverteilung in ?@sec-normalverteilungen.

12.3. Bedingte Verteilungen

Hat man die Verteilung eines Zufallsvektors spezifiziert, so kann man sich fragen, welche
Verteilung daraus fiir eine einzelne Komponenten des Zufallsvektors folgt, wenn man
den Wert einer anderen Komponente als bekannt annimmt. Dies fiihrt auf den Begriff
der bedingten Verteilung, welcher sich natiirlicherweise aus dem Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit (vgl. Kapitel 10.2) ergibt. Wir erinnern uns zunéachst, dass fiir einen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, 4, P) und zwei Ereignisse A,B € A mit P(B) > 0 die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

PAIB) = =55

(12.19)
Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen &;, £, mit Ereignisraumen X', X, und (messbaren)
Mengen S; € X,,8, € X, die bedingte Verteilung von &; gegeben &, mithilfe der

Ereignisse
A:={§ € 5} und B:={¢, € 55} (12.20)

definiert. So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass &; € S; gegeben,
dass &, € S, unter der Annahme, dass P({{, € S;}) > 0, zu

P((6s € Sl € 85 = TS RS E S (1221)

Wir betrachten zunéchst die Definition der bedingten Verteilungen von diskreten
Zufallsvektoren, die lediglich aus zwei Zufallsvariablen bestehen.

Definition 12.7 (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktion und diskrete bedingte
Verteilung). £ := (&;,&,) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X'; x X,
WMF p; = p¢ ¢, und marginalen WMFen p, und p, . Die bedingte WMF von ¢; gegeben
&y = x4 ist dann fiir p, (75) > 0 definiert als

Pe e (z1,25)
Pe le—wy P X1 = [0,1],21 2 pe e,y (T]25) = 41]9; o . (12.22)
2
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Analog ist fiir p; (2;) > 0 die bedingte WMF von &, gegeben &; = z; definiert als

Pe, e (z1,75)
Pe, e =z, * Xy —[0,1], 25 pg2\51:m2($1\$2) = W (12.23)
1

Die bedingten Verteilungen mit WMFen p, | _, und pg ¢ _, heiflen dann die diskreten
bedingten Verteilungen von &, gegeben & = x4 und &, gegeben & = xq, respektive.

In Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

Pe (@1, 1) _ P({6) = 2.} N {6 = 25))
Pe,(za) P({&, = z,}) : (12.24)

Es ist dabei entscheidend zu erkennen, dass bedingte Verteilungen lediglich normalisierte

D¢ e, (z1]my) =

gemeinsame Verteilungen sind.
Beispiel

In Fortfiihrung des in Kapitel 12.1 betrachteten Beispiels eines zweidimensionalen
Zufallsvektor £ := (&, &,) ergeben und seiner in Kapitel 12.2 bestimmten Marginalverteilungen
ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir Pe,le,—=a,"

Peylg, (T2]71) zy=1  w,=2  3,=3  xy;=4
Peyje,—1(Talzy =1) | §5 =025 9 =000 F$=050 g5=025
Peje,—a(Talzy =2) | 31 =033 $2=066 $3=000 22=0.00
Peie,—s(@alry =3) | 39 =000 $3=033 $1=033 $1=033

Man beachte, dass zum einen gilt, dass
4
Zl Pe, e =z, (Talzy) =1 filr alle z; € X'y, (12.25)
oy

die bedingten WMFen sind also normiert. Zum anderen beachte man die qualitative
Ahnlichkeit der WMFen pg_ ¢ (21, 25) und pe ¢, (#5]2,), die sich einfach daraus ergibt, dass
Pe, e, (T1,@3) und pe ¢ (w5|2y) fiir alle z; € X'y bis auf den gemeinsamen Skalierungsfaktor
1/pe, (x,) identisch sind.

Im Fall eines kontinuierlichen Zufallsvektors sind die analogen bedingten WDFen definiert
wie folgt.

Definition 12.8 (Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und kontinuierliche
bedingte Verteilung). £ := (£;,&,) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum
R2, WDF Pe = D¢, ¢, und marginalen WDFen p, und p, . Die bedingte WDF von &;
gegeben &, = z, ist dann fiir p;_(z5) > 0 definiert als

)  Pee (my,29)
Pe,lgy=a, ° R— IREO’xl = P, ley=x, (371‘1'2) = W (1226)
2
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Analog ist fiir p; (2;) > 0 die bedingte WMF von &, gegeben &; = z; definiert als

Pe, e (71, 25)
Deyley =z, R — Ryg, 2y P§2\§1:x1(372‘371) = W (12.27)
1

Die Verteilungen mit WDFen p¢ | _, und pg o _, heilen dann die kontinuierlichen
bedingten Verteilungen von &; gegeben & = x4 und &, gegeben & = x, respektive.

Man beachte, dass im kontinuierlichen Fall zwar P(£ = ) = 0, aber nicht notwendig auch
pe(z) = 0 gilt. Die bedingten Verteilungen multivariater Normalverteilungen diskutieren
wir in 7@sec-normalverteilungen.

12.4. Unabhangige Zufallsvariablen

Ahnlich wie die bedingte Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen lisst sich auch das Konzept
der unabhéngigen Ereignisse auf Zufallsvektoren iibertragen. Wir definieren zunéchst den
Begriff der unabhéngigen Zufallsvariablen.

Definition 12.9 (Unabhéngige Zufallsvariablen). (€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum

und § := (&,&) ein zweidimensionaler Zufallsvektor. Die Zufallsvariablen &;,&, mit
Ergebnisrdaumen X'}, X'y heiflen unabhdngig, wenn fiir alle S; C X', und Sy, C X, gilt, dass
Pe(&1 € 51,& € S3) = Pe (& € 51)P¢, (& € Sa)- (12.28)

Definition 12.9 besagt, dass die Ereignisse {£; € S;} und {& € S,} unabhangig sind. Es
gilt also auch, dass

P({& € SiHHS € So}) =P({& € 5¢}) (12.29)

und das Wissen um das Eintreten des Ereignisses {£, € S, } verdndert die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {&; € S;} nicht. Das Faktorisierungsprinzip zur Modellierung
probabilistischer Unabhéngigkeit ubertrdgt sich auf WMFen und WDFen von
Zufallsvektoren. Dies ist die Aussagen folgenden Theorems.

Theorem 12.2 (Unabhéngigkeit und Faktorisierung).

(1) § = (&,&,) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X1 x Xy, WMF p, und
marginalen WMFen pe ,pe, . Dann gilt

& und & sind unabhdngige Zufallsvariablen <
Pe(@1,@3) = pe, (T1)pe, (23) fiir alle (x,25) € Xy x Xy, (12.30)

(2) € == (&,&,) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF Pe
und marginalen WDFen p, ,pe, . Dann gilt

& und & sind unabhdingige Zufallsvariablen <
Pe(@1,22) = pe (21)pg, (2) fiir alle (1, 25) € R?. (12.31)
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Generell ist die Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen also dquivalent zur Faktorisierung
ihrer gemeinsamen WMF oder WDF. Fiir einen Beweis von Theorem 12.2 verweisen wir
auf die weiterfilhrende Literatur. Nichtsdestotrotz ist Theorem 12.2 fiir weite Aspekte der
probabilistischen Modellierung grundlegend.

Beispiel

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (&;,&,) aus Kapitel 12.1,
dessen gemeinsame und marginale WMFen bekanntlich die untenstehende Form haben

pg(o’cl’ﬂ”z) Ty=1 2y=2 xy=3 1z,=4 pgl(ﬂfl)
;=1 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
T, =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
=3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
e, (22) 0.20 0.30 0.30 0.20

Wir fragen zunéchst, ob & und &, wohl unabhéngig sind. Dies ist nicht der Fall, da hier
gilt, dass

pe(1,1) = 0.10 # 0.08 = 0.40 - 0.20 = p (1)pe_(1). (12.32)

Mochten wir basierend auf den Marginalverteilungen von £ eine gemeinsame Verteilung
erzeugen, in der & und &, unabhéngig sind, so muss sich jeder Eintrag der gemeinsamen
Verteilung p,(§;,§,) aus dem jeweiligen Produkt der Marginalwahrscheinlichkeiten ergeben.
Die gemeinsame Verteilung von &; und &, unter der Annahme der Unabhéngigkeit von &;
und &, bei gleichen Marginalverteilungen wie im obigen Fall ergibt sich also zu

pg(xp%) Tyo=1 xy;=2 x,=3 x,=4 pgl(%)
=1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
x, =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
x, =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
D, (x4) 0.20 0.30 0.30 0.20

Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhéngigkeit von & und &, beispielsweise die

bedingten WMFen p, . zu wie folgt:

Pe, e, (L1, T2) ‘ Ty =1 Ty =2 Tg =3 Ty =4
Peyje,o1(Tolzy = 1) | 38 =02 $2=03 32=03 2002
Peyie,a(alzy =2) | 398 =02 3% =03 §% =03 §3 =02
Pe,le,=s(TalTy = 3) 0 =02 2P =03 §B=03 3P =02
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Im Falle der Unabhéngigkeit von &; und &, dndert sich die Verteilung von &, gegeben (oder
im Wissen um) den Wert von &; also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung
von &,. Dies entspricht natiirlich der Intuition der Unabhéngigkeit von Ereignissen im
Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.

Wir wollen den Begriff der unabhéngigen Zufallsvariablen nun fiir mehr als zwei

Zufallsvariablen definieren.

Definition 12.10 (n unabhingige Zufallsvariablen). ¢ := (&,...,&,) sei ein n-
dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X = x7_;X,;. Die n Zufallsvariablen
&1, .., &, heien unabhdngig, wenn fir alle S; € X',,i = 1,...,n gilt, dass

Pe(6y € Sy,.6, €8,) = [ [ Pe, (& € Si). (12.33)
=1

Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF p, mit marginalen
WMFen oder WDFen p, ,i = 1,...,n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von &, ...,&,
gleichbedeutend mit der Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

pg(fla"'7£n> = Hpg(xﬂ (12.34)

Es handelt bei Definition 12.10 also um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen
Falls.

Sind n Zufallsvariablen nicht nur unabhéngig, sondern haben sie auch alle die gleiche
Verteilung, so nennt man sie unabhdingig und identisch verteilt (u.i.v):

Definition 12.11 (Unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen). n Zufallsvariablen
&1y oy &, heiBen unabhdngig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn

(1) &,...,&, unabhéngige Zufallsvariablen sind, und
(2) die Marginalverteilungen der ; ibereinstimmen, also gilt, dass
Pe, =P, firalle 1 <4,j <n. (12.35)

Wenn die Zufallsvariablen &, ...,&,, unabhingig und identisch verteilt sind und die
ite Marginalverteilung P, := P, ist, so schreibt man auch

Man sagt kurz, dass “£q, ..., &, w.i.v.” sind. Im Englischen spricht man von independent
and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen. U.i.v. Zufallsvariablen spielen an vielen
Stellen der probabilistischen Modellierung eine wichtige Rolle. So werden, wie wir an
spaterer Stelle sehen werden, additive Fehlerterme in probabilistischen Modellen meist
durch u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

SchliefSlich halten wir fest, dass n u.i.v. normalverteilte Zufallsvektoren werden als
517'”7577, ~ N(H)Gz) (1237)

geschrieben werden. In 7@sec-normalverteilungen zeigen wir, wie genau die
gemeinsame Verteilung von n u.i.v. normalverteilte Zufallsvektoren beschaffen ist.
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12.5. Selbstkontrollfragen

© XN O N

11.

Geben Sie die Definition des Begriffs des Zufallsvektors wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors wieder.
Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten WMF wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten WDF wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors wieder
Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?

Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?

Geben Sie die Definition des Begriffs der Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen wieder.

Wie erkennt man an der gemeinsamen WMEF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors, ob
die Komponenten des Zufallsvektors unabhéngig sind oder nicht?

Geben Sie die Definition des Begriffs der Unabhéngigkeit von n Zufallsvariablen wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der n unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen
wieder.
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13. Erwartungswerte

In diesem Kapitel fithren wir mit den Begriffen des Erwartungswerts und der Varianz
einer Zufallsvariable skalare Zusammenfassungen von Verteilungen ein, die héufig als
charakteristische Kennzahlen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen dienen. Dabei ist der
Erwartungswert als ein Mafl der “durchschnittlichen Realisierung” und die Varianz
als Mafl der “durchschnittlichen Variabilitidt” einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu
verstehen. Weiterhin fithren wir mit der Kovarianz zweier Zufallsvariablen ein Maf fir
linear-affine Abhéngigkeiten zwischen Zufallsvariablen ein. Wir ergénzen diese Begriffe um
ihre Analoga in Bezug auf Zufallsvektoren (Erwartungswert und Kovarianzmatriz) und
ihre deskriptiv-statistischen Aquivalente, das Stichprobenmittel, die Stichprobenvarianz,
und die Stichprobenkovarianz.

13.1. Erwartungswert

Definition 13.1 (Erwartungswert). (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢ sei
eine Zufallsvariable. Dann ist der Erwartungswert von £ definiert als

o E(§) =2, pxpe(z), wenn £ : Q — X diskret mit WMF py ist,
o E(¢) = fz zpe(x) dr, wenn § : 2 — R kontinuierlich mit WDF p, ist.

Man sagt, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariable existiert, wenn er endlich ist.

Der Erwartungswert ist also eine skalare Zusammenfassung der Verteilung einer
Zufallsvariable. Eine integrierte Definition des Erwartungswertes, die ohne eine
Fallunterscheidung in kontinuierliche und diskrete Zufallsvariablen auskommt, ist
moglich, erfordert aber mit der Einfilhrung des Lebesgue-Integrals einigen technischen
Aufwand. Wir verweisen dahingehend auf die weiterfithrende Literatur (vgl. Schmidt
(2009), Meintrup & Schéffler (2005)). Intuitiv entspricht der Erwartungswert einer
Zufallsvariable dem im langfristigen Mittel zu erwartenden Wert der Zufallsvariable, also
etwa

FE~ 130 (13.1)

fiir eine groBle Zahl n von Kopien ¢; von £. Wir werden diese Intuition im Kontext der
Gesetze der groflen Zahl in Kapitel 15 weiter ausarbeiten.



Erwartungswert 149

Beispiele

Mit dem Erwartungswert einer Bernoulli-Zufallsvariable und dem Erwartungswert
einer normalverteilten Zufallsvariable wollen wir nun zwei erste Beispiele fiir den
Erwartungswert einer diskreten und einer kontinuierlichen Zufallsvariable betrachten.

Theorem 13.1 (Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable). Es sei §& ~ Bern(pu).

Dann gilt E(§) = p.

Beweis. € ist diskret mit X = {0, 1}. Also gilt

E€) = Y @Bem(x;p)

ze{0,1}
=0-p91—p)t 0+ 1 pt(1—p)t? (13.2)
=1-p'(1—-p)°
:M.

O

Es ergibt sich hier also, dass der Parameter p € [0,1] der Verteilung einer Bernoulli-
Zufallsvariable gleichzeitig auch ihr Erwartungswert ist.

Theorem 13.2 (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable). FEs sei £ ~
N(u,0?). Dann gilt E(§) = p.

Beweis. Die Herleitung des Erwartungswerts einer normalverteilten Zufallsvariable ist {iberraschend
aufwandig. Wir miissen in diesem Fall einige grundlegende Eigenschaften der Exponentialfunktion als
gegeben annehmen. Dazu halten wir zundchst ohne Beweis fest, dass

/ exp (—z?) dz = /m (13.3)
und dass
lim exp(—z?)=0und lim exp(—z?)=0. (13.4)
T——00 T—00

Gleichung 13.3 ist unter der Bezeichnung Gauss- oder Fuler-Poisson-Integral bekannt. Mit der Definition
des Erwartungswerts fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt dann zunéchst

E(¢) = /_: x 2;02 exp (—L(a: — ,u)2) dz. (13.5)

202

Mit der allgemeinen Substitutionsregel (vgl. Theorem 7.1)

g(b) b
[ s@de= [ fg@)g (@) do (13.6)
g(a) a
und der Definition von
g:R— R,z g(z) :=V202x + p with ¢'(z) = V202, (13.7)
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gilt dann
00 = oy [ wesp (—geple—p?) d
= Varar ) zexp | —5z(z—p T
1 e 1 2
= Noro (V202%z + p) exp (f@(<v202m+u) fu) )\/202 dx
V202 e
= P [ Bk ey () de (138)
1 oo oo
= NG (\/202/ zexp (—z?) dv + ,u/ exp (—z?) dx)
T -0 J-oco
= % (\/202/ zexp (—z?) dz + uﬁ) .
Eine Stammfunktion von x exp (—z?) ist —% exp (—x?), weil
d 1 S 5 7_1 ovg _ 2
dw( 2exp( w))- 2dxexp( x?) = 2exp( x?) (—2z) = zexp (—z?) (13.9)

Mit Gleichung 13.4 und der Definition des uneigentlichen Integrals (vgl. Definition 7.5) verschwindet der
Integralterm [ z z exp (—z?) dz damit und wir erhalten

E(€) = = (/) = . (13.10)

U

O

Der Erwartungswert einer univariaten Normalverteilung ist also durch ihren Parameter
1 € R gegeben.

In Verallgemeinerung von Definition 13.1 geben wir folgende Definition fiir den
Erwartungswert einer Funktion einer Zufallsvariable

Definition 13.2 (Erwartungswert einer Funktion einer Zufallsvariable). (2, 4, P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum, £ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und f: X — £
sei eine Funktion mit Zielmenge Z. Dann ist der Erwartungswert der Funktion f der
Zufallsvariable £ definiert als

o E(f(&)):= Erex f(x) pg(x), wenn £ : Q — X diskret mit WMF p; ist,
o E(f(E)):= f_:: f(x) pe(x) dz, wenn £ : Q — R kontinuierlich mit WDF py ist.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ergibt sich anhand von Definition 13.2 als der
Spezialfall, in dem gilt, dass

f: X =2z flz) == (13.11)

In der englischsprachigen Literatur ist Definition 13.2 auch als “Law of the unconscious
statistician” bekannt und wird oft auch direkt zur Definition des Erwartungswertes
herangezogen.

Weiterhin ist man wie im univariaten Fall manchmal darum bemiiht, die Verteilung
eines Zufallsvektors mit einigen wenigen Mafizahlen zu charakterisieren. Das multivariate
Analogon des des Erwartungswerts einer Zufallsvariablen ist der FErwartungswert eines
Zufallsvektors, der wie folgt definiert ist.
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Definition 13.3 (Erwartungswert eines Zufallsvektors). & sei ein n-dimensionaler
Zufallvektor. Dann ist der Erwartungwert von & definiert als der n-dimensionale reelle

Vektor
E(&)
E) := : (13.12)

E(E,)

Der Erwartungswert eines Zufallsvektors £ ist also der Vektor der Erwartungswerte
der Komponenten &;,....,§, von &, ist also direkt im Sinne von Erwartungswerten von
Zufallsvariablen definiert. In Analogie zu Definition 13.2 definiert man fiir die Funktion
eines Zufallsvektors den Erwartungswert dieser Transformation wie folgt.

Definition 13.4 (Erwartungswert einer Funktion eines Zufallsvektors). (€2, .4, P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum, £ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X und f : X' — £
sei eine Funktion mit Zielmenge Z. Dann ist der Erwartungswert der Funktion f des
Zufallsvektors € definiert als

o E(f(§) =2, cq f(@) pe(w), wenn § : Q — X diskret mit WMF p, ist,
o E(f(E)) = f;.: f(x) pe(z) dz, wenn £ : Q — R kontinuierlich mit WDF p, ist.

Folgendes Theorem gibt nun einige Rechenregeln im Umgang mit Erwartungswerten
an, die uns an vielen Stellen begegnen werden. Diese Rechenregeln folgen direkt aus
der Summen- bzw. Integraldefinition des Erwartungswertes, im Beweis des Theorems
betrachten wir dementsprechend lediglich den Fall kontinuierlicher Zufallsvariablen.

Theorem 13.3 (Eigenschaften des Erwartungswerts).
(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable & und a,b € R gilt
E(a& +b) = aE(§) + b. (13.13)

(2) (Linearkombination) Fir Zufallsvariablen &, ...,&,, und aq,...,a, € R gilt

E (Zn: azfi) = i%ﬂ&)- (13.14)

(3) (Faktorisierung bei Unabhdngigkeit) Fir unabhingige Zufallsvariablen &, ..., &, gilt

E (ﬁ §i> = ﬁ E(E,). (13.15)

=1
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Beweis. Eigenschaft (1) folgt aus den Linearitdtseigenschaften von Summen und Integralen. Wir
betrachten nur den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable § mit WDF p. genauer und definieren
zunéchst v := a€ + b. Dann gilt

=[E(a& + )

/°° (azx +b)pe(z) dx
:/OO azp,(z) + bp,(z) dz (13.16)
:a/ :r:pg()dm-i-b/ pe(z) do
=alE(&) + b.

Eigenschaft (2) folgt gleichfalls aus den Linearitatseigenschaften von Summen und Integralen. Wir wollen
nur den Fall von zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen &; und £, mit bivariater WDF De, e, genauer
betrachten. In diesem Fall gilt

(Za ) (@€, + aséy)
— //RQ(alxl + ayTy)Pe, ¢, (T1, Ty) dzy da,y
= //R2 a1y Pg g, (T1, o) + Agope ¢, (T, T5) day day
- //R2 $1p£1’52($1’x2) dxydry +a, Zég $2p§1,£2(3317$2) dz, dz,

= al/ Ty (/ pgl,gz(wlvﬂ%) dxz) dz, +a2/ Lo (/ Pgl,gg(wpxz)dﬂ%) dx,

= al/ xlpgl(wl)dxl —|—a2/ $2p§2($2)d552
=a,E(&;) + axE(&,)

2
= Zai[E(f )

(13.17)

Ein Induktionsbeweis erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten auf den n-variaten Fall.

Zu Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall von n kontinuierlichen Zufallsvariablen mit gemeinsamer WDF
De,,....¢, - Weil als £, ..., £, unabhingig vorausgesetzt sind, gilt

Pgl,.u,gn(fﬂp---ymn):Hpgi(xi)- (13.18)

Weiterhin gilt also

=/ / Hccipgi(:ci)dxl...dxn (13.19)
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13.2. Varianz und Standardabweichung

Héufig genutzte Mafle fiir die Streuung von Verteilungen von Zufallsvariablen sind die
Varianz und die Standardabweichung. Diese sind wie folgt definiert.

Definition 13.5 (Varianz und Standardabweichung). £ sei eine Zufallsvariable mit
existierendem Erwartungswert E(£).

o Die Varianz von £ ist definiert als

V() = E((—E())?). (13.20)
e Die Standardabweichung von & ist definiert als
S(€) == V(). (13.21)

Inwiefern die Varianz und ihre Quadratwurzel als Mafle fiir die Streuung einer
Zufallsvariable dienen, werden wir in Theorem 14.2 begriinden. Die Quadrierung der
Abweichung der Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert in der Definition der Varianz
ist notig, da andernfalls mit Theorem 13.3 immer gelten wiirde, dass

E(§ —E()) = E(§) —E(§) = 0. (13.22)

Allerdings gibt es neben der Varianz durchaus weitere Mafle der Streuung von
Zufallsvariablen, hier seien beispielsweise die erwartete absolute Abweichung einer
Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert, E(|{ — E(£)|) und die sogenannte FEntropie
—E(Inpe) genannt. Im Sinne von Definition 13.2 ist die Varianz der Zufallsvariable
£:Q — X der Erwartungswert der Funktion

FiX = 2o fla) = (z — E(€))2 (13.23)

Das Berechnen von Varianzen wird durch folgendes Theorem, den sogenannten
Varianzverschiebungssatz oft erleichtert, insbesondere, wenn der Erwartungswert der
quadrierten Zufallsvariable leicht zu bestimmen oder bekannt ist.

Theorem 13.4 (Varianzverschiebungssatz). £ sei eine Zufallsvariable. Dann gilt

V() = E (&%) — E(§)* (13.24)

Beweis. Mit der Definition der Varianz und der Linearitdt des Erwartungswerts gilt

V(E) = E((6— E(9)?)
— E (€2 — 2¢E(€) + E(€)?)
— E(€2) — 2E(9)E(E) + E (E(€)?) (13.25)
— E(€?) — 2E(8)* + E(9)?
— E(€?) — E(€)2.
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Wie fiir den Erwartungswert gibt es auch fiir die Varianz einige Rechenregeln, die den
Umgang mit ihr oft erleichtern. Wir fassen sie in folgendem Theorem zusammen.

Theorem 13.5 (Eigenschaften der Varianz).

(1) (Linear-affine Transformation) Fir eine Zufallsvariable & und a,b € R gelten
V(a€ + b) = a®V(£) und S(a& +b) = |a|S(£). (13.26)

(2) (Linearkombination bei Unabhdingigkeit) Fir unabhdngige Zufallsvariablen &, ..., &,

und ay,...,a, € R gilt
v (Z a&-) =Y " a?v(E). (13.27)
i=1 i=1

Beweis. Um Eigenschaft (1) zu zeigen, definieren wir zunédchst v := a& + b und halten fest, dass E(v) =
alE(§) + b. Fir die Varianz von v ergibt sich dann

V(v) = [E( v—E(v))?)
a+b—akE(§) —b)?)
a& —ak(§))?)
a(§ —E(§))?) (13.28)
2E-E(6)?)
=a’E((€—E(§))?)
=a®v(§)

Waurzelziehen ergibt dann das Resultat fiir die Standardabweichung.

/\/\/\/\

E(
E(
[E(
E(a

Fiir Eigenschaft (2) betrachten wir den Fall zweier unabhéngiger Zufallsvariablen &, und &, genauer. Wir
halten zunéchst fest, dass in diesem Fall gilt, dass

E(ai&; +axés) = aE(§y) + axE(Es). (13.29)

Es ergibt sich also

(Za & ) =V(a & +azés)

=E((a;&; + a8 —E(a1€; +asé,))?)

=E((a1&; +az8; —a E(&) — a3E(€2))?)

=E((a&; —a E(&) + a6 — a3E(€2))?)

=E(((ay(& —E(&)) + (ax(és — E(£2)))?) . (13.30)
=E((ay (& —E(§1)))? +2(ay (& — E(&1))(az(82 — E(&2)) + (az(€z — E(62)))?)
=E((ai(& ( £1))% + 2a;a5(& — E(§1))(&2 — E(&2)) + a3 (€, — E(€2))?)

:a%[E((& 2)"’26L1‘12 (& _E(ﬁl))(ﬁQ_E(fz)))+a§[€((§2_[E(£2))2)
=ajv(&) + 20‘10‘2[E (61 —E(&1)) (&2 — E(€2))) + a3zV(&y)

Il
ngs
IS
)

~
Il
—

2V(E;) + 2a1a,E ((§ — E(€1))(€2 —E(E2))) -

WEeil &, und &, unabhingig sind, ergibt sich mit den Eigenschaften des Erwartungswerts fiir unabhéngige
Zufallsvariablen, dass

E (&1 —E(€1)) (& —E(&2))) = E((& —E(£1))) E((&; —E(&2)))
(&) — E(€))(E(E2) — E(E,)) (13.31)
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ist. Damit folgt also
2 2
v (E a@-) = a?V(g,). (13.32)
i=1 i=1

Ein Induktionsbeweis erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.

Beispiele

Mit der Varianz einer Bernoulli-Zufallsvariable und der Varianz einer normalverteilten
Zufallsvariable wollen wir auch hier zwei erste Beispiele fiir die Varianz einer diskreten
und einer kontinuierlichen Zufallsvariable betrachten.

Theorem 13.6 (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable). Es sei & ~ Bern(u). Dann ist
die Varianz von £ gegeben durch

V() = p(l —p). (13.33)

Beweis. £ ist eine diskrete Zufallsvariable und es gilt E(§) = p. Also gilt

V(E) = E((€—n)?)
= 3 (2 p)?Bem(z;p)

xze{0,1}
=0—p)?p’ Q=)+ 1 —p)?pt (1 —p)tt

=p2(1—p)+ (1 —p)?p (13.34)
=+ 1 —p)p)(1—p)
=(p2+p—p?)(1-p)
= p(l—p).
O

Theorem 13.7 (Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable). Es sei & ~ N(u,0?).
Dann ist die Varianz von & gegeben durch

V(€) = o2 (13.35)

Beweis. Die Herleitung der Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable ist nicht unaufwéindig, so dass
wir hier auch wieder unbewiesen die Gultigkeit von Gleichung 13.3 und Gleichung 13.4 sowie weiterhin von

/ zexp(—z2)dx =0 (13.36)
annehmen wollen. Wir halten zunéchst fest, dass mit dem Varianzverschiebungssatz gilt, dass
VO —EE) -E©7 =5 [ atesp (g le )2 de - pt (13.57)
2mo? | 202
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Mit der allgemeinen Substitutionsregel (Theorem 7.1)

b g(b)
[ fiateng @z = [ fla)de (13.38)
a g(a)
und der Definition von
g:R—= R,z V202z + p, g(—00) := —00, g(00) := 0o, mit g’(x) = V202 (13.39)

kann das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (13.37) dann als

/: x? exp (—L(m—,u)z) d:vz[:(\/ﬁeru)zexp (7%(( 202x+u)—u)2> V202 da

202
0O 2
:\/202/ (V202x + p)? exp (—ﬂ) dx
0o o
= V202 / (V202z + p)? exp (—z?) dz
- (13.40)

geschrieben werden. Also gilt

V() = \/\/2%/ (V202x + p)? exp (—x?) dx — p?

1 oo
=7 / (V202x)% + 2V202zp + p?) exp (—z?) doz — p?

1 n OO o0 [e )
= NG (20’2 / z? exp (—2?) dz + 2V 202,u/ zexp (—z?) dz + p? / exp (—z?) d;r;) — 2.
T oo oo Jooo
(13.41)
Mit Gleichung 13.36 ergibt sich dann
V(E) = % (202 '/Oo z?exp (—z?) dz + ,u2ﬁ> — p?
_ 2 Ooxz exp (—z?) dz + pu? — p? (13.42)
VT ) '
202 [ 5 5
v z? exp (—z?) d=z.
Mit der allgemeinen Form der partiellen Integrationsregel (Theorem 7.1)
b b
[ #@s de= @~ [ sy @) de (13.43)
und der Definition von
[ R=R,z f(z):=exp(—2?) mit f'(z) = —2exp (—x?) (13.44)
und 1 1
g:R—> R,z g(x) := 5 mit ¢’ (z) = —5 (13.45)
so dass 1
fl(z)g(z) = —2exp (—z?) (—ﬁm) =z%exp (—z?), (13.46)

gilt, ergibt sich dann

V(&) = %/ z?exp (—x?) dx

-0

_ % (7%xexp(fa:2) B 7/: exp (~2?) (~3) d:r) (13.47)
- % (—%w exp (—z?) |22, + % /: exp (—z?) dw) .
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Aus Gleichung 13.4 schliefen wir dann, dass der erste Term in den Klammern auf der rechten Seite der
obigen Gleichung gleich 0 ist. Schlieflich ergibt sich damit

V(e) = % (% /: exp (—a2) d:n) - %ﬁ — o2, (13.48)

O

Allgemein ergeben sich die Erwartungswerte und Varianzen parametrischer Verteilungen
als Funktionen ihrer Parameter. Wir fassen die Erwartungswerte uns bekannter
Verteilungen in Theorem 13.8 zusammen.

Theorem 13.8 (Erwartungswerte und Varianzen einiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen).

Zufallsvariable | Erwartungswert Varianz
§~ B(p) Iz (1 —p)
§ ~ Bin(p,n) ny np(l — p)
€~ N(p,0?) 1 o?
§~ Gla,f) af af?

o af
6 ~ Beta(a, B) atB W
¢~ Ula,b) et i

Wir verzichten auf einen Beweis.

13.3. Kennzahlen univariater Stichproben

Wie wir Kapitel 18 noch ausfiihrlich diskutieren, werden ist eine Charakteristikum der
probabilistischen Modellierung, beobachtete Daten als Realisierungen von Zufallsvariablen
zu verstehen. Hat meine Menge &, ..., &, von Zufallsvariablen, so nennt man diese auch
eine Stichprobe. Basierend auf einer Stichprobe kann man nun Kennzahlen berechnen, die
auf den ersten Blick den Begriffen von Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung
dhneln, mit diesen aber keinesfalls zu verwechseln sind. Defacto dienen die in folgender
Definition aufgefiihrten Stichprobenkennzahlen oft als Schdtzer fiir die Kennzahlen von
Zufallsvariablen, wie wir in ?@sec-parameterschitzung ausfihrlich darlegen wollen.
Gewissermaflen Vorgriff zur Abgrenzung der Begrifflichkeiten und auch als Grundlage fiir
Kapitel 15 definieren wir hier einige deskriptive Stichprobenkennzahlen.

Definition 13.6 (Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung).
&, .., &, sei eine Menge von Zufallsvariablen, genannt Stichprobe.

o Das Stichprobenmittel von &, ..., &,, ist definiert als

_ 1
§i=— ;& (13.49)

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Kovarianz und Korrelation 158

o Die Stichprobenvarianz von £, ..., &,, ist definiert als

5= 23 (602 (13.50)
=1

e Die Stichprobenstandardabweichung ist definiert als
S:=VS2. (13.51)

Zur Abgrenzung erinnern wir noch einmal daran, dass Erwartungswert E(§), Varianz V(§)
und Standardabweichung S(¢) Kennzahlen einer Zufallsvariable ¢ sind, wohingegen &, S?,
und S Kennzahlen einer Stichprobe ¢, ..., &, sind.

Beispiel

Wir wollen die Bestimmung der in Definition 13.6 eingefiihrten Stichprobenkennzahlen an
einem Beispiel erliutern. Dazu halten wir nochmals fest, dass &,52, S Zufallsvariablen
sind und wollen ihre Realisationen im Folgenden mit Z, s? und s bezeichnen. Nehmen wir
also an, wir haben fiir n := 10 die in folgender Tabelle gezeigten Realisationen von u.i.v.
nach N(1,2) verteilten Zufallsvariable &, ..., &, wobei fiir 7 = 1, ..., 10 die Realisation von
&, mit x; bezeichnen ist:

Ty Lo T3 Ty T L L7 Ly L9 L10

0.54 1.01 -3.28 0.35 2.75 -0.51 232 149 0.96 1.25

Nach Definition 13.6 ist die Stichprobenmittelrealisation dann gegeben durch

& I
\

1 _ 688 88
m Z = 0.68, (13.52)

die Stichprobenvarianzrealisation gegeben durch

1 1 & 25.37
2 “\2
=3 ;Zl(mi —x)* = 9 ;:1 (x; —0.68)% = 5 = = 2.82. (13.53)

und die Stichprobenstandardabweichungrealisation gegeben durch

s=1Vs2 =282 =1.68. (13.54)

13.4. Kovarianz und Korrelation

Héufig genutzte Mafe fiir den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen sind die Kovarianz
und die Korrelation. Diese sind wie folgt definiert.
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Definition 13.7 (Kovarianz und Korrelation). Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen &
und v ist definiert als

C(& v) == E(£ —E(E)) (v —E(v))). (13.55)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen £ und v ist definiert als

C&v)  _ CEv)

P& v) o= Ve V)  S(E)S(v)

(13.56)

Die Kovarianz einer Zufallsvariable £ mit sich entspricht ihrer Varianz, da

2

C(& &) =E((€—E€)7) = V(9. (13.57)
Im Gegensatz zur Varianz kann die Kovarianz aber auch negative Werte annehmen.
Beispiel

Wir wollen beispielgebend fiir zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer diskreter Verteilung
ihre Kovarianz berechnen. Dazu sei ¢ := (£, v) ein Zufallsvektor mit WMF p, ,, definiert
durch

Peo(my) |y=1 y=2 y=3| px)
z=1 | 010 005 0.15 | 0.30
z=2 | 060 005 005 | 0.70

P (y) 0.70  0.10  0.20

und damit £, v zwei Zufallsvariablen mit einer bekannten bivariaten Verteilung. Um C(, v)
zu berechnen, halten wir zunéchst fest, dass

2
E() = ap(r)=1-03+2-0.7=17 (13.58)
r=1
und ,
E(v) =) yp,(y) =1-07+2-01+3-0.2=15 (13.59)
y=1

Mit der Definition der Kovarianz von £ und v gilt dann
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:ZZ(x—E(i))(y E(v))pe, (2, )
=> > (@—1.7)(y—1.5)p, (2, y)

(x=1.7)(1 = 1.5)p; ,(z, 1) + (x = 1.7)(2 = 1.5)p¢ ,,(z,2) + (x — 1.7)(3 — 1.5)p¢ ,(x,3)

8

1
1
= (1-1.7)(1—1.5)pe (1,1) + (1~ 1.7)(2 — 1.5)pe ,(1,2) + (1 — 1.7)(3 — 1.5)pe (1, 3)
+(2-1.7)(1 = 1.5)pe (2,1) + (2= 1.7)(2 — 1.5)pe ,(2,2) + (2 — 1.7)(3 — 1.5)pe (2, 3)
= (-=0.7)-(—0.5)-0.10 + (—0.7) - 0.5-0.05 + (—0.7) - 1.5 - 0.15
+0.3-(—0.5)-0.60+0.3-0.5-0.05+0.3-1.5-0.05
=0.035—0.0175 — 0.1575 — 0.09 + 0.0075 + 0.0225

=—0.2.
(13.60)

Die Kovarianz der Zufallsvariablen £ und v mit der in obiger Tabelle festgelegter Verteilung
ist also C(&,v) = —0.2.

Die Korrelation p(&, v) zweier Zufallsvariablen entspricht ihrer anhand der Standardabweichungen
der jeweiligen Zufallsvariablen standardisierten Kovarianz und wird manchmal auch als
Korrelationskoeffizient von £ und v bezeichnet. Ist die Korrelation p(§,v) = 0, so werden &

und v unkorreliert genannt. Insbesondere ist die Korrelation im Gegensatz zur Kovarianz
normalisiert, d.h. es gilt, wie wir an spéaterer Stellte mithilfe der Cauchy-Schwarz
Ungleichung (Theorem 14.3) zeigen gilt

—1 < p(&,v) < 1. (13.61)

Man sagt in diesem Kontext auch, dass die Korrelation im Gegensatz zur Kovarianz
maflstabsunabhéngig sei: wendet man auf eine Zufallsvariable eine linear-affine
Transformation an, so &ndert sich die Kovarianz der Zufallsvariablen, nicht aber
ihre Korrelation. Das ist die Kernaussage folgenden Theorems.

Theorem 13.9 (Kovarianz und Korrelation bei linear affinen Transformationen von
Zufallsvariablen). £ und v seien Zufallsvariablen und es seien a,b,c,d € R. Dann gelten

C(a& +b,cv+d) = acC(&,v) (13.62)

und
pla+b,cv+d) = p(&,v). (13.63)

Beweis. Es gilt zunéchst

Cla&+b,cv+d)=E((a§+b—E(a&+b))(cv+d—E(cv+d)))
((a&+b—ak(&) —b)(cv+d—cE(cv) — d))
(a

(a

(€ —E(&)(c(v—cE(v))) (13.64)
(€ = E(&)) (v = cE(v))))
C(&,v)

E
E
E
ac
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Also folgt
C(a&+b,cv+d)
VV(a€ +b)y/V(cv +d)
acC(&,v)
a?V(€)y/c?V(v)
_acC(§,v) (13.65)
" aS(€)cS(v)
€, v)

pla€é+b,cu+d) =

O

Wie das Berechnen von Varianzen wird auch das Berechnen von Kovarianzen manchmal
durch folgendes Theorem, den sogenannten Kovarianzverschiebungssatz erleichtert.

Theorem 13.10 (Kovarianzverschiebungssatz). £ und v seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(&.v) = E(¢v) — E()E(v). (13.66)

Beweis. Mit der Definition der Kovarianz gilt

C(&, )—[E(( E(€) (v —E(v)))
E(§v—EE(v

fl i (13.67)
E(

O

Natiirlich ist Theorem 13.10 nur dann wirklich niitzlich, wenn E({v) leicht zu berechnen
sind. Der Kovarianzverschiebungssatz in Theorem 13.4 ergibt sich aus Theorem 13.10 im
Spezialfall, dass v := &, da dann gilt

V() = C(&,8) = E(&€) — E(E(E) = E(6?) — E(§E(E) (13.68)

Mithilfe des Begriffes des Kovarianz ist es moglich eine stiarkere Aussage iiber die Varianzen
von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen zu treffen als es in Theorem 13.5 der Fall
war, wo lediglich unabhdngige Zufallsvariablen betrachtetet wurden. Folgende Aussagen
gelten generell.

Theorem 13.11 (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen). & und
v seien zwei Zufallsvariablen und es seien a,b,c € R. Dann gilt

V(aé + bv +¢) = a®V(€) + b2V (v) + 2abC (&, v). (13.69)
Speziell gelten
V(€ +v) = V() 4+ V(v) +2C(&,v) (13.70)
und
V(€ —v) =V() + V(v) —2C(&v) (13.71)

o
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Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass

E(a& + bv +c) = aE(§) + bE(v) +c. (13.72)
Es ergibt sich also
(a.f +bv+c)
(a§+bv+c—a[E()—b[E(v) c)?)
E((a ) +b(v—E(v)))?)
(o6 ) + 30t E(&))( E(0))) + b(0 — E0)?) (15.75)
2[5(( E(£))?) + b°E ((v — E(v))?) + 2abE ((€ — E(§)) (v — E(v))))

= a?V(¢) + b2V(v) + 2abC(¢, U)
Die Spezialfille folgen dann direkt mit a := b :=1 und a :=1,b := —1, respektive.
O

Im Gegensatz zu Erwartungswerten addieren sich die Varianzen von Zufallsvariablen also
nicht einfach, sondern die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen héngt von ihrer
Kovarianz ab. Ist diese zum Beispiel im Fall der Summe zweier Zufallsvariablen positiv, so
verstérkt sie die Varianz der Zufallsvariable, die sich aus der Addition der Zufallsvariablen
ergibt. Intuitiv fithrt hierbei die Realisierung eines Extremwertes einer der Zufallvariablen
haufigt auch zu der Realisierung eines Extremwertes der anderen Zufallsvariablen, so dass
die Variabilitdt der Summe der Zufallsvariablen iiberproportional verstarkt wird.

Schliefllich wollen wir mit Theorem 13.12 einen ersten FEindruck zum Zusammenhang
von Kovarianz und Korrelation mit dem Begriff der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen
erlangen. Es zeigt sich, dass Kovarianz und Korrelation lediglich fiir bestimmte Formen
der Abhéngigkeit von Zufallsvariablen sensitiv sind und insbesondere, dass von einer
Kovarianz von Null nicht auf die Unabhangigkeit der Zufallsvariablen geschlossen werden
kann. Anderseits impliziert die Unabhédngigkeit zweier Zufallsvariablen immer, dass ihre
Kovarianz Null und sie damit unkorreliert sind. Abhéngigkeit und Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen sind also sehr viel allgemeinere Begrifflichkeiten zur Beschreibung des
Zusammenhangs von Zufallsvariablen als Kovarianz und Korrelation.

Theorem 13.12 (Korrelation und Unabhéingigkeit). & und v seien zwei Zufallsvariablen.
Wenn & und v unabhdngig sind, dann ist C({,v) = 0 und & und v sind unkorreliert.
Ist dagegen C(&,v) = 0 und sind § und v somit unkorreliert, dann sind £ und v nicht
notwendigerweise unabhdngig.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass aus der Unabhéngigkeit von £ und v C(&,v) = 0 folgt. Hierzu halten
wir zunéchst fest, dass fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt, dass

E(¢v) = E(§E(v). (13.74)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz folgt dann
C(&; v) = E(§v) — E(§)E(v) = E(§)E(v) — E(§)E(v) = 0. (13.75)

Mit der Definition des Korrelationskoeffizienten folgt dann unmittelbar, dass p(£,v) = 0 und £ und v
somit unkorreliert sind.

Wir zeigen nun durch Angabe eines Beispiels, dass die Kovarianz von abhéangigen Zufallsvariablen £ und
v Null sein kann. Zu diesem Zweck betrachten wir den Fall zweier diskreter Zufallsvariablen £ und v mit
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Ergebnisrdumen X' = {—1,0,1} und v = {0, 1}, marginaler WMF von £ gegeben durch p,(z) := 1/3 fiir
x € X und der Definition v := £2. Wir halten dann zunéchst fest, dass

[E(é)=§prg(w)=flé+0é+lé:0 (13.76)
und
E(€v) = E(£€?) = E(&%) = I;Cw:”pg(x) =—13. é +03- % +13. % =0. (13.77)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz ergibt sich dann
C(¢,v) = E(§v) — E(§E(v) = E(¢%) — E(§)E(v) =0~ 0-E(v) = 0. (13.78)

Die Kovarianz von £ und v ist also Null. Wie unten gezeigt faktorisiert die gemeinsame WMF von £ und v
jedoch nicht, und somit sind £ und v nicht unabhéngig. Wir halten zunéchst fest, dass die Definition von
v := &2 die folgende bedingte WMF von v gegeben £ impliziert:

Poje(ylz) ‘ r=—1 z=0 z=1
y=0 0 1 0
1 0

y=1

Die marginale WMF p, und die bedingte WMF p,, . implizieren wiederum die gemeinsame WMF

ey |[z=—-1 =0 x=1|p,(y)
y=0 0 1/3 0 1/3
y=1 1/3 0 1/3 | 2/3
pe(x) 1/3 1/3 1/3

von £ und v. Es gilt also zum Beispiel

Pe,o(—1,0)=0# % = =pe(—=1)p,(0) (13.79)

und damit sind £ und v nicht unabhéngig.

13.5. Kovarianzmatrizen

Das multivariate Analogon der Varianz einer Zufallsvariable ist die Kovarianzmatriz eines
Zufallsvektors. Diese enkodiert neben den Varianzen der Komponenten des Zufallsvektors
auch ihre paarweisen Kovarianzen und ist wie folgt definiert.

Definition 13.8 (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors). £ sei ein n-dimensionaler
Zufallvektor. Dann ist die Kovarianzmatriz von £ definiert als die n x n Matrix

C(§) = E((€ —E)(E—E©)T). (13.80)

Die Kovarianzmatrix ist in Definition 13.8 formal analog zur Kovarianz zweier
Zufallsvariablen definiert. Eine direkte Riickfithrung des Begriffs der Kovarianzmatrix
eines Zufallsvektors auf den Begriff aus dem univariaten Kontext bekannten Begriff der
Kovarianz zweier Zufallsvariablen erlaubt folgendes Theorem.
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Theorem 13.13 (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors). & sei ein n-dimensionaler
Zufallvektor und C(&) sei seine Kovarianzmatriz. Dann gilt

C(ﬁlvgl) C(§17£2) C(fl?ﬁn)

Cf,f Cgaf C€7§n
0E) = (06 gy) ., = | o) M) ) (1.8
C(§n7§1) C<€n7§2) C(§n7€n)
Beweis. Es gilt
C(&) =E((€—E()(E—EE)T) (13.82)
3 E(¢,) 3 E(&,)
= N : N : (13.83)
€n E(&,.) 3 E(&,.)
6 -EE)) (6 -EE))
=E : : (13.84)
&, —E(E,)/ \&, —E(E,)
51 - [E(gl)
=t I L R 1Y) (13.85)
&, —E(&n)
(€1 =B — (&) o (& — E(&))(E, —E(E,)
—E : : (13.86)
(€, —EE))(& —E(&)) o (&, —E(E))(E, — (&)
= (E((& —EEE —EEN) ., oy (13.87)
= (€& &) 1y (13.88)
(13.89)
O

Die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors £ ist also die Matrix der Kovarianzen der
Komponenten von &. Damit ist auch die Kovarianzmatrix direkt im Sinne des Begriffs der
Kovarianz von Zufallsvektoren gegeben. Da die Kovarianz einer Zufallsvariable mit sich
selbst bekanntlich ihre Varianz ist, enthélt die Kovarianzmatrix auf ihrer Diagonalen die
Varianzen der Komponenten von &.

Folgendes Theorem dokumentiert eine Schreibweise fiir die Kovarianzmatrix eines
partitionierten Zufallsvektors im Sinne von Erwartungswerten von Zufallvektorprodukten
an, die zum Beispiel im Rahmen der Kanonischen Korrelationsanalyse hilfreich ist.

Theorem 13.14 (Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren). Es seien

v

¢ = (§> mit E(¢) :=0,, (13.90)
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ein mg+m,,-dimensionaler Zufallsvektor und sein Erwartungswertvektor, respektive. Dann
kann die m x m Kovarianzmatriz von ¢ geschrieben werden als

C(¢) = (255 EE“) € Rmxm (13.91)

wobes

(13.92)

Beweis. Nach Definition der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors gilt

C(z) = E((¢ = E(O)(C —E()T)
=E((¢=0,,)(¢=0,,)")
=E(¢¢T)

- ((&T &F)> (13.93)
v€T vl

O

SchlieBlich ist man in manchen Anwendungen an einer normalisierten, mafistabsunabhéngigen
Représentation der Kovarianzen eines Zufallsvektors interessiert. Wie im univariaten
Fall bietet sich hierfiir die Normalisierung der Kovarianz zweier Zufallsvariablen mithilfe
ihrer jeweiligen Varianzen im Sinne einer Korrelation an. Diese Uberlegung fiihrt auf den
Begriff der Korrelationsmatrixz eines Zufallsvektors.

Definition 13.9 (Korrelationsmatrix). £ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Dann ist
die Korrelationsmatriz von & definiert als die n x n Matrix

C(&,¢))
o N ' 13.94
(f) (pw)1gi,j§n \/@\/@ 1<4,5<n ( )
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Da es sich bei den Varianzen der Komponenten von ¢ um die Diagonalelement
der Kovarianzmatrix von ¢ handelt, ist die Korrelationsmatrix natiirlich in der
Kovarianzmatrix imoplizit. Weiterhin gelten, wie immer fiir Korrelationen, fir die
Eintrage p;;,1 < 1,7 < n der Korrelationsmatrix, dass

pi; € [-1,1] fir 1 <4,5 € nund p;; =1 fiir 1 <4 <n. (13.95)

13.6. Stichprobenkennzahlen von Zufallsvektoren

Die Begriffe des Stichprobenmittels, der Stichprobenvarianz und der Stichprobenkovarianz
lassen sich auch auf den Fall multivariater Stichproben tbertragen. Wir nutzen folgende
Definition.

Definition 13.10 (Stichprobenmittel, -kovarianmatrix und -korrelationsmatrix).
Uy, ..., U,, sei eine Menge von m-dimensionalen Zufallsvektoren, genannt Stichprobe.

o Das *Stichprobenmittel+ der vy, ..., v,, ist definiert als der m-dimensionale Vektor

1 n
U= — . 13.96
=13 (13.96)

o Die Stichprobenkovarianzmatriz der vy, ...,v,, ist definiert als die m x m Matrix

1
n—1

C::

> (v, = 0)(v; — )T (13.97)

=1

o Die Stichprobenkorrelationsmatriz der vy, ...,v,, ist definiert als die m x m Matrix

p= | Du (13.98)

\/@\/@ 1<i,j<m |

Zur konkreten Berechnung von Stichprobenmittel, Stichprobenkovarianzmatrix und
Stichprobenkorrrelationsmatrix basierend auf einem multivariaten Datensatz bieten sich
die Aussagen des folgenden Theorems an.

Theorem 13.15 (Datenmatrix und Stichprobenstatistiken).

Es sei
T .— (vl vn) (13.99)

eine m xXn Datenmatriz, die durch die spaltenweise Konkatenation von n m-dimensionalen
Zufallvektoren vy, ...,v,, gegeben sei. Dann ergeben sich

e fiir das Stichprobenmittel

1
v=-T1
n

(13.100)

n’
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e fiir die Stichprobenkovarianzmatriz

C = ! (T (In - 11nn> TT> : (13.101)
n

n—1

e und fiir Stichprobenkorrelationsmatriz mit

—1
D := diag( Cy., +i=1, ,m) , (13.102)

dass
R =DCD. (13.103)

Beweis. Die Darstellung des Stichprobenmittels ergibt sich aus

_ 1&
V= E ;Ui
- 1 Z?Zl Vi1
T n
e Vim (13.104)
Vi1 " Una 1
1
n
Ulm U'n’rn 1
1
= ngn.

Hinsichtlich der Darstellung der Stichprobenkovarianzmatrix halten wir zunéchst fest, dass nach Definition

gilt, dass

n—1 i=1
1 n n _ n _ n o
~ i (St - Swen - et St (15109
1=1 i=1 i=1 i=1
1 n
= —— | Y vl —nov” - nov” + nooT
n—1 —~
- iv vl —nooT
n—1\4& vt
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Mit 1,,17 =1, ergibt sich dann weiterhin
1 T 1 T
T (In — —1nn> T = (TIn — —Tlnn> T
n n
=rYT--71,,YT
n
Vi
- (v1 vn) =Ly
n
vy
n 1 1 (13.106)
= Zvivf —-n (—Tln) (—15'1'71)
i=1 n n
= Z v, v —novT
i=1
1 n — — T
T h_1 Z(Uz —0)(v; — V)
=C.

Hinsichtlich der Korrelationsmatrix ergibt
1 < 4,7 < m schlieBlich, dass

13.7. Selbstkontrollfragen

e

— =
- N = oo

—
(S

sich nach Definition und fiir ein beliebiges Indexpaar i, j mit

(@),
(©)ii[(C)y;
1 1 (13.107)
= ). .
o )”\/(C)jj
— (DCD),,.

Geben Sie die Definition des Erwartungswerts einer Zufallsvariable wieder.

Geben Sie die Interpretation der Erwartungswerts einer Zufallsvariable wieder

Berechnen Sie den Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable.

Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften des Erwartungswerts wieder.

Geben Sie die Definition der Varianz und der Standardabweichung einer Zufallsvariable wieder.
Geben Sie die Interpretation der Varianz einer Zufallsvariable wieder.

Berechnen Sie die Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable.

Geben Sie das Theorem zum Varianzverschiebungssatz wieder.

Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften der Varianz wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs einer Stichprobe wieder.

. Geben Sie die Definitionen von Stichprobenmittel, -varianz und -standardabweichung wieder.
Geben Sie die Definition von Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen wieder.

Geben Sie das Theorem zum Kovarianzverschiebungssatz wieder.

. Geben Sie das Theorem zu Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen wieder.

. Geben Sie das Theorem zur Korrelation und Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen wieder.
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14. Ungleichungen

Das Thema dieses Kapitels sind Ungleichungen, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie

héufig zur Abschidtzung von Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten genutzt werden.

Wir gliedern die Ungleichungen entsprechend in Wahrscheinlichkeitsungleichungen
(Markov Ungleichung und Chebychev Ungleichung, Kapitel 14.1) und Erwartungswertungleichungen
(Cauchy-Schwarz Ungleichung, Korrelationsungleichung und Jensensche Ungleichung,
Kapitel 14.2).

14.1. Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Die Markov Ungleichung stellt einen Bezug zwischen den Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
(vgl. Theorem 11.2) und dem Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariablen, also
einer Zufallsvariable, fir die P(§ > 0) = 1 ist, her. Im Beweis dieser Ungleichung wollen
wir nur den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable betrachten.

Theorem 14.1 (Markov Ungleichung). £ sei eine Zufallsvariable mit P(§ > 0) = 1. Dann
gilt fiir alle x € R, dass

P(E > z) < [E;). (14.1)

Beweis. Wir betrachten den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable £ mit WDF p. Wir halten zunéchst
fest, dass

E(¢) = / sp(s)ds = / sp(s)ds = / sp(s)ds + / sp(s)ds, (14.2)
Jooo o 0 Jz
weil & nicht-negativ ist. Es folgt dann
E(&) > / sp(s)ds > / zp(s)ds = x/ p(s)ds =xP(€ > x). (14.3)
Dabei gilt die erste Ungleichung, weil
/ sp(s)ds >0, (14.4)
0
und die zweite Ungleichung gilt, weil z < £ fiir £ € [z, oo[. Es folgt also, dass
E(¢)
E)>zP((>x) < PE>x) < —2. (14.5)
T

O

Gilt beispielweise fiir eine nichtnegative Zufallsvariable £, dass E(£) = 1 ist, dann folgt aus
der Markov Ungleichung, dass
P(¢ > 100) < 0.01. (14.6)

Beispiel
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Als Beispiel fiir die Markov Ungleichung betrachten wir den Fall einer Gamma-
Zufallsvariable £ ~ G(a, ). Gamma-Zufallsvariablen sind bekanntlich per Definition
nicht-negativ (vgl. Definition 11.10) und wir haben gesehen, dass fiir den Erwartungswert
einer Gamma-Zufallsvariable E({) = af gilt (vgl. Theorem 13.8). Wir betrachten
konkret den Fall o := 5 und § := 2, so dass & auch einer Y2-Zufallsvariable mit
Freiheitsgradparameter n = 10 entspricht. In Abbildung 14.1 A stellen wir die KVF
P dieser Zufallsvariable dar, in Abbildung 14.1 B visualisieren wir die in der Markov
Ungleichung betrachteten Groflen E(€)/z und die Uberschreitungswahrscheinlichkeit
P(¢ > x) = 1 — P(z). Offensichtlich trifft die Markov Ungleichung zu.

A P(x) B Markov Ungleichung
1.0 — 5 —
A — 1-P()
0.8 -
E(8)/x
0.6 3 -
0.4 — 2
0.2 1 —\
0.0 | | | | | 0 | | [ [ |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Abbildung 14.1. Markov Ungleichung am Beispiel einer Gamma-Zufallsvariable.

Die Chebychev Ungleichung setzt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Zufallsvariable
Werte weit von ihrem Erwartungswert entfernt annimmt, in Bezug zur ihrer Varianz. Die
Chebychev Ungleichung liefert damit eine Begriindung dafiir, warum die in Definition 13.5
formulierte Grofle als ein Maf fiir die Streuung einer Zufallsvariable verstanden werden
kann. Im Beweis der Chebyshev Ungleichung wird an entscheidender Stelle auf die Markov
Ungleichung zuriick gegriffen.

Theorem 14.2 (Chebyshev Ungleichung). Es sei & eine Zufallsvariable mit Varianz V(§).
Dann gilt fiir alle x € R
V(E)

P —E)] > 2) < 2 (14.7)

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass fiir a,b € R gilt, dass aus a? > b2 folgt, dass |a| > b. Dazu
betrachten wir die folgenden vier moglichen Falle.

(1) a2 > b2 fiir a > 0 und b > 0. Dann gilt
a?>b>=vVa2>Vb2=a>b=|al >b. (14.8)
(2) a2 > b? fiir a < 0 und b > 0. Dann gilt

a22b2:>va22\/l$:>—a2b:>|a\2b. (14.9)
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(3) a? > b2 fiir a > 0 und b < 0. Dann gilt
a?>b2=vVa2>Vb2=a>-b>b=|a]>b. (14.10)

(4) a? > b2 fiir a <0 und b < 0. Dann gilt

a?>b>=Va2> V2= —a>-b>b=|a|>b. (14.11)
Als nichstes definieren wir v := (¢ — E(£))2. Dann gilt offenbar v > 0 und es folgt aus der Markov
Ungleichung
E(v)
P(v>a?) < 2
E —[E(§))2
< P((E-E(¢)*22?) < E(E-E©)) 2(5)) ) (14.12)

O

Beispielweise gilt fiir eine Zufallsvariable immer, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
eine absolute Abweichung vom doppelten ihrer Standardabweichung héochstens 1/4
ist, also Frequentistisch betrachtet nur fiir etwa ein Viertel ihrer Realisierungen
zutrifft, und die Wahrscheinlichkeit fiir eine absolute Abweichung vom dreifachen ihrer
Standardabweichung hochstens 1/9 ist, also Frequentistisch betrachtet nur fiir etwa ein
Zehntel ihrer Realisierungen zutrifft, jeweils unabhingig davon, von welcher genauen
Form die Verteilung der Zufallsvariable ist. Dies folgt mit der Chebyshev Ungleichung aus

V() 1
PIE—EE)]=>2VV(§)) < ——F—5 =~ 14.13
(16 — E(©)] 2 2/V(8)) ey (14.13)
und
V() 1
P(lE—E)|>3V/V(¢)) < ——— =—. 14.14
(Ie - E©)] 2 3VV(E) e (14.14)

14.2. Erwartungswertungleichungen

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung ist eine zentrale Ungleichung der modernen Mathematik,
die in verschiedenen mathematischen Bereichen wie der Analysis, der Vektorraumtheorie
und eben auch der Wahrscheinlichkeitstheorie zur Anwendung kommt (vgl. Steele (2006)).
In Bezug auf Erwartungswerte von Zufallsvariablen hat sie die folgende Form.

Theorem 14.3 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). £ und v seien zwei Zufallsvariablen und
E(¢v) sei endlich. Dann gilt
E(¢v)? < E(&2)E(v?). (14.15)

Fir einen Beweis verweisen wir auf den Beweis von Theorem 4.6.2 in DeGroot & Schervish
(2012). Analog zu Theorem 14.3 gilt zum Beispiel fiir Vektoren x,y € R™, dass

(z,y)? < (x,2)(z,y). (14.16)

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Erwartungswertungleichungen 172

Im Kontext der probabilistischen Datenanalyse ist die Anwendung der Cauchy-Schwarz
Ungleichung vor allem im Beweis der sogenannten Korrelationsungleichung von
Relevanz.

Theorem 14.4 (Korrelationsungleichung). & wund v seien Zufallsvariablen mit
V(£),V(v) > 0. Dann gelten

C(& v)?
VEV(D) <lund —1<pv) <L (14.17)

Beweis. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir zwei Zufallsvariablen o und g3 gilt, dass
E(ap)? <E(a?)E(B?). (14.18)

Wir definieren nun o := £ —E(€) und 8 := v—[E(v). Dann besagt die Cauchy-Schwarz Ungleichung gerade,
dass

E (€~ E(&)(v — E(v)))* < E((€ — E(6)%) E((v—E(v))?). (14.19)
Also gilt
C(E, v)? < V(EV(v) < ;f(gygj) <1 (14.20)
Weiterhin folgt aus der Definition der Korrelation dann sofort, dass auch
p(€,v)? < 1. (14.21)
Dann gilt aber auch
p(§v)?| <1 -1 <p(§v) <1, (14.22)
denn
p(6,0)2 <1=/p§,v)2<V1= p&v) <1=[p(v)| <1 fiir p(§,v) >0 (14.23)
und

p(€,0)2 < 1= /p(§,v)2 < V1= —p(&v)<1=|p(€v)| <1 fir p(&,v) <0 (14.24)

O

Die Korrelationsungleichung wird manchmal auch als Kovarianzungleichung bezeichnet.
Insbesondere besagt sie, dass die Korrelation von Zufallsvariablen normalisiert ist, also
immer Werte zwischen -1 und 1 inklusive annimmt (vgl. Kapitel 13.4).

Die Jensensche Ungleichung schliellich liefert Abschétzungen fiir den Erwartungswert
einer durch eine konvexe oder konkave Funktion transformierte Zufallsvariable.
Sie kommt in der Betrachtung von Parameterschitzereigenschaften (vgl. ?@sec-
parameterschitzung) und insbesondere als Grundlage der Variationalen Bayesianischen
Inferenz zum Einsatz. Wir erinnern daran, dass sich eine konvexe Funktion g dadurch
auszeichnet, dass der Funktionsgraph von g iiber einem Intervall [z, z,] immer unter der
verbindenden Geraden zwischen den Funktionswerten g(z,) und g(x,) liegt, wohingegehn
bei einer konkaven Funktion g dieser immer iiber der verbindenden Geraden zwischen den
Funktionswerten g(x;) zu g(x,) liegt. Wir visualisieren dies fiir eine konvexe Funktion in
Abbildung 14.2.
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Theorem 14.5 (Jensensche Ungleichung). £ sei eine Zufallsvariable und g : R — R eine
konvexe Funktion, d.h.

gy + (1= Nay) < Aglzy) + (1= Ng(x,) (14.25)
fir alle z1,x5 € R,\ € [0,1]. Dann gilt
E(g(£)) = g(E(E))- (14.26)

Analog sei g : R — R eine konkave Funktion, d.h.
gAzy + (1= AN)zg) > Ag(zy) + (1= A)g(zy) (14.27)
fir alle zy,x5 € R,\ € [0,1]. Dann gilt

E(g(£)) < g(E(E)). (14.28)

Beweis. Es sei g eine konvexe Funktion. Dann gilt fiir die Tangente ¢ von g in x4 € R fiir alle z € R, dass

g(@) > t(x) = glay) + g (20) (@ — ) (14.29)
Wir setzen nun z := £ und z, := E(£). Dann gilt mit obiger Ungleichung, dass
9(&) = g(E(§)) + g' (E(£))(§ — E(€)) (14.30)
Erwartungswertbildung ergibt dann
E(g(§)) = E(g(E(£))) + E(g' (E(£))(§ — E(£)))

& E(g(6)) > 9(E(€)) + ¢/ (E©)E(E — E(©))) 1)

< E(g(8)) = g(E()) + g' (E(§)(E(E) — E(£)) '

< E(g(8)) = g(E()).

Sei nun g eine konkave Funktion. Dann ist —g eine konvexe Funktion. Mit der Jensenschen Ungleichung
fir konvexe Funktionen folgt dann die Jensensche Ungleichung fiir konkave Funktionen aus

E(€)) (14.32)
).

O

Im Kontext der Variationalen Bayesianischen Inferenz ist grundlegend, dass der
Logarithmus ist eine konkave Funktion ist und damit fiir eine beliebige Zufallsvariable &
gilt, dass

E(In¢) <InE(E). (14.33)

14.3. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Markov Ungleichung wieder.

Geben Sie die Chebyshev Ungleichung wieder.
Geben Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung wieder.
Geben Sie die Korrelationsungleichung wieder.

AR

Geben Sie die Jensensche Ungleichung wider.
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4 —
— o=x
() +(1-N)alx) g(x,)
1(x): = g(x0) + g (X0) (X~ Xo)
3 —
2 —
9(x1) /
1 .
9(xo)
0 | | | | |
-2 -1 0 1 2
X
Abbildung 14.2. Darstellung der konvexen Funktion g(z) := z2 mit z, := —/1.5, x4 := v/3.5, A € [0, 1]

und z, = 1.
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15. Grenzwerte

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit fiir die probabilistische Modellbildung
und Datenanalyse grundlegenden Grenzwertaussagen zu Folgen von Zufallsvariablen.
Dabei liefern die Gesetze der Grofien Zahlen (Kapitel 15.1) zunéchst eine grundlegende
Begriindung fiir die Mittelwertbildung im Rahmen der probabilistischen Inferenz.
Die Zentralen Grenzwertsdtze liefern dann die Begriindung fiir die weite Verbreitung
von Normalverteilungsannahmen zu Storvariablen im Rahmen der probabilistischen
Modellformulierung (Kapitel 15.2). Die mathematische Tiefe dieser Grenzwertaussagen
kann in dieser einfilhrenden Betrachtung nicht ausgeschopft werden, so dass wir
uns mit zahlreichen Vereinfachungen begniigen miissen. Ein minimales Vorwissen zu
Funktionenfolgen und ihren Grenzfunktionen liefert Kapitel 6.

15.1. Gesetze der GroBen Zahlen

Es gibt ein Schwaches Gesetz der Groffen Zahlen und ein Starkes Gesetz der Grofen
Zahlen. Intuitiv besagen beide Gesetze, dass sich das Stichprobenmittel von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen fiir eine grofie Anzahl an Zufallsvariablen dem
Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilung néhert. Das Schwache und das Starke
Gesetz der Groflien Zahlen unterscheiden sich in Hinblick auf die zu ihrer Formulierung
benutzen Formen der Konvergenz von Zufallsvariablen. Das Schwache Gesetz basiert auf
der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Das Starke Gesetz basiert auf der fast sicheren
Konvergenz. Wir begniigen uns hier mit dem Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
und damit dem Schwachen Gesetz der Grofien Zahlen.

Definition 15.1 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Eine Folge von Zufallsvariablen
&,&,, ... konvergiert gegen eine Zufallsvariable & in Wahrscheinlichkeit, wenn fiir jedes
noch so kleine € > 0 gilt, dass

ILm P, —¢l<e)=1< le P&, — & =€) =0. (15.1)
Die Konvergenz von &;,&,, .... gegen ¢ in Wahrscheinlichkeit wird geschrieben als
P
£ — & (15.2)
n—oo
[ ]

&, L) ¢ heifit also, dass sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass &, in dem zufélligen
n—o0
Intervall
J€—e&+¢ (15.3)

liegt, unabhéngig davon, wie klein dieses Intervall sein mag, 1 ndhert, wenn n gegen
Unendlich geht. Intuitiv heifit das, dass sich fiir n — oo und eine konstante Zufallsvariable
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¢ := a die Verteilung von ¢, mehr und mehr um a konzentriert, wenn n gegen Unendlich
strebt. Mithilfe der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit formuliert man das Schwache Gesetz
der Groflen Zahlen wie folgt.

Theorem 15.1 (Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen). &, ...,&, seien unabhdngig und
gleichverteilte Zufallsvariablen mit E(&;) = p fir alle i = 1,...,n. Weiterhin bezeichne

e (15.4)

das Stichprobenmittel der &,,7 = 1,...,n. Dann konvergiert En in Wahrscheinlichkeit gegen
H,

£, =

SHE

_ P
N (15.5)
n—oo

Fiir einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf die weiterfilhrende Literatur, so zum
Beispiel auf Abschnitt 5.1 in Georgii (2009). Intuitiv heifit

- P
&n TP H (15.6)

also, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel nahe dem Erwartungswert
der zugrundeliegenden Verteilung liegt, sich 1 ndhert, wenn n gegen Unendlich strebt.

Simulation

Wir betrachten den Fall von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen ¢&;,...,¢§, ~
N(0,1). Abbildung 15.1 A zeigt Realisationen der von Stichprobenmitteln &,
als Funktion von n. Man erkennt, dass fiir grofleres n mehr Realisierungen von
En in der Né&he des Erwartungswerts der ¢,,¢ = 1,..,n liegen. Basierend auf
diesen Stichprobenmittelrealisationen zeigt Abbildung 15.1 B Schétzungen der
Wahrscheinlichkeit P(|§,, — p| > €) als Funktionen von n und e. Fiir ein groBes e
reicht ein geringes n aus um die Wahrscheinlichkeit fiir eine absolute Abwecihung des
Stichprobenmittels vom Erwartungswert klein werden zu lassen, fiir ein kleineres € ist
dafiir ein groBeres n notig. In jedem Fall sinken die Wahrscheinlichkeiten jedoch mit

groferem n.

15.2. Zentrale Grenzwertsatze

Die Zentralen Grenzwertsdtze besagen intuitiv, dass die Summe von unabhingigen
Zufallsvariablen mit FErwartungswert Null asymptotisch, also fiur unendlich viele
Zufallsvariablen, normalverteilt mit Erwartungswertparameter Null ist. Modelliert man
eine beliebige Messgrofle v also als Summe eines deterministischen Einflusses g und der
Summe

cny 3 (15.7)
1=1
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Stichprobenmittelrealisationen Wabhrscheinlichkeitschatzungen
159 - 1.0
&n —e=1
1.0 |
0.8 —£=05
05 0.6 — £=0.25
0.0 £=0.125
0.4
-0.5
10 0.2 k
-15 T T T \ 0.0 \ T \
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
Abbildung 15.1. Simulation des schwachen Gesetz der Grofien Zahlen.
einer Vielzahl von unabhéngigen Zufallsvariablen ¢;,7 = 1,...,n, die unbekannte
Storeinfliilsse modellieren sollen, so ist fiir grofles n die Annahme
v=p+¢emit e ~ N(0,0?) (15.8)

mathematisch gerechtfertigt. Wie wir spéter sehen werden, liegt die Annahme in Gleichung
Gleichung 15.8 einer groflien Vielzahl von probabilistischen Modellen zugrunde.

Formal werden verschiedene Formen von Zentralen Grenzwertsidtzen, je nach
Ausgestaltung der zugrundeliegenden Annahmen und ihrer Beweisfithrung unterschieden.
In der sogenannten Lindenberg und Lévy Form des Zentralen Grenzwertsatzes werden
unabhéngig und identische Zufallsvariablen vorausgesetzt. In der Liapunov Form dagegen
werden nur unabhéngige Zufallsvariablen voraussetzt. In beiden Formulierungen des
Zentralen Grenzwertsatzes ist die betrachtete Konvergenz von Zufallsvariablen die
Konvergenz in Verteilung, welche wir zunéchst einfiihren.

Definition 15.2 (Konvergenz in Verteilung). Eine Folge &;,&,,... von Zufallsvariablen
konwvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable &, wenn
nh_)Igo P (z) = Pe() (15.9)

fir alle § an denen P stetig ist. Die Konvergenz in Verteilung von &, &, ... gegen § wird

geschrieben als

e 2 e (15.10)

n—oo

D
Gilt £, —— &, dann heifit die Verteilung von & die asymptotische Verteilung der Folge
n—oo

517527

Die Konvergenz in Verteilung ist also eine Aussage zur Konvergenz von Funktionenfolgen,
speziell von KVFen. Ohne Begriindung merken wir an, dass die oben betrachtete
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Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die Konvergenz in Verteilung impliziert. Wir geben
nun zunichst den Zentralen Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy an.

Theorem 15.2 (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy). &,...,&, seien
unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

E(¢,) :== p und V(&) :== 0 > 0 fiir allei =1, ....,n. (15.11)

Weiterhin sei C,, die Zufallsvariable definiert als

¢, =+/n (5”0—#) : (15.12)

Dann gilt fiir alle z € R
lim P (z) = ®(2), (15.13)

n—oo

wobei ® die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir zeigen an spéterer Stelle, dass damit fiir n — oo auch gilt, dass
n _ o2
Zgi ~ N(u,no?) und &, ~ N (u, ) . (15.14)
i=1 n

Simulation

Wir betrachten den Fall von u.i.v. y2-Zufallsvariablen &, ...,&, ~ x%(3). Offenbar ist
die funktionale Form der x?(3)-Verteilung von der Standardnormalverteilung recht
verschieden, insbesondere nehmen Y2-Zufallsvariablen mit von Null verschiedener
Wahrscheinlichkeit nur nicht-negative Werte an (vgl. Kapitel 11.3) Nichtsdestotrotz
resultiert ihre standardisierte Summe asymptotisch in einer Normalverteilung, wie in
Abbildung 15.2 visualisiert. Dazu nutzen wir auf Ebene der Implementation die Tatsache,
fir die x2-Zufallsvariablen &;,4 = 1,...,n mit Freiheitsgradparameter 3 bekanntlich gilt
(vgl. Kapitel 13.1 und Kapitel 13.2)

E(&) =3 und V() =6 (15.15)

Die Abbildungen in Abbildung 15.2 A zeigen Histogrammschétzer der Wahrscheinlichkeitsdichte
von

(= Vn (5";”> (15.16)

basierend auf 1000 Realisationen von ¢, fiir n = 2 und n = 200, sowie die WDF von N (0, 1).
Offenbar ist die Verteilung der Realisiationen von (, der Standardnormalverteilung
noch sehr unahnlich, wohingegen sich die Verteilung der Realisationen von (5, der
Standardnormalverteilung schon anné&hert. Abbildung 15.2 B zeigt die entsprechenden
geschitzten KVFen iiber die Theorem 15.2 formal eine Aussage trifft.
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n=2 n =200
0.6 0.6
1.0
0.5 — 0.5 — o(2)
08 - A _
0.4 m 0.4 — ; Ru(2). n=2
0.6 =Py, (z), n=200
0.3 0.3 \
0.4
0.2 — 0.2 | 1
| il
01 W }T 01 H F
i 7 N, 0.0 —
0.0 T ; ‘Thm ) 0.0 "HH ; H‘L — T T T ]
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 15.2. Simulation des Zentralen Grenzwertsatzes nach Lindenberg und Lévy.
Theorem 15.3 (Zentraler Grenzwertsatz nach Liapounov). &, ...,&,, seien unabhdngige
aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsvariablen mit

E(&,) :== p; und V(&) := 0?2 >0 fiir allei =1, ....,n. (15.17)

Weiterhin sollen fir &, ...,&,, folgende Eigenschaften gelten:

i E(1& — mil)
13 . i=1 % %
E(|€; — pil?) < o0 und nhﬁrgo (Z?:l 22

Dann gilt fir die Zufallsvariable ¢, definiert als

(= i b~ iny a3 (15.19)

>, 0f

= 0. (15.18)

fiir alle z € R, dass
nh_)nolo Py (z) = ®(2), (15.20)

wobei ® KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir zeigen an spéterer Stelle, dass damit fiir n — oo auch gilt, dass
e (S 3oet) 1321
i—1 i1 i=1

15.3. Literaturhinweise

Zur mathematik-geschichtlichen Genese der Zentralen Grenzwertsétze siehe z.B. Fischer
(2011).
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15.4. Selbstkontrollfragen

Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Verteilung.

Geben Sie das Schwache Gesetz der Groflien Zahlen wieder.

Erldutern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy.
Erldutern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Liapunov.

S Uk e

Warum sind die Zentralen Grenzwertsétze fiir die probabilistische Modellbildung wichtig?
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16. Transformationstheoreme

Die Transformation von Zufallsvariablen und ihren Verteilungen ist ein zentrales Thema
der probabilistischen Modellierung und in besonderem Mafle der Frequentistischen
Inferenz. Mit einer Transformation sollen hier die Anwendung von Funktionen auf
Zufallsvariablen sowie die arithmetische Verkniipfung mehrerer Zufallsvariablen gemeint
sein. Die zentrale Fragestellung dabei ist folgende: “Wenn eine Zufallsvariable ¢ eine durch
ihre WDF fest vogegebene Verteilung hat, wie ist dann eine Zufallsvariable v, die sich
durch Transformation von £ ergibt, verteilt?” Fiir die in diesem Kapitel behandelten Félle
gilt dabei, dass man explizit WDFen fiir die Verteilung der transformierten Zufallsvariable
angeben kann. Diese gehoren zu den klassischen Resultaten der Frequentistischen Inferenz
und sind fiir das Verstidndnis von klassischer Frequentistischer Inferenzverfahren wie
Konfidenzintervallen und Hypothesentests essentiell.

Intuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation
ihrer unabhéngig und identisch verteilten Realisierungen klar machen. Betrachtet man
beispielsweise die Zufallsvariable & ~ N(0,1) und ihre Transformation v := &2 und sind
z; = 0.10, 25 = —0.20, x5 = 0.80 drei Realisierungen von drei unabhéngigen Kopien von &,
so entspricht dies den Realisierungen y; = 2% = 0.01,y, = 22 = 0.04,y; = 23 = 0.64 von
v. In diesem Beispiel fillt auf, dass v keine negativen Werte annimmt, die Verteilung von
v ordnet negativen Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu. Untenstehender
R Code simuliert diese Uberlegungen. Abbildung 16.1 zeigt das Histogramm der
gewonnenen Realisierungen der hier betrachteten Zufallsvariable £ und Abbildung 16.2
zeigt das Histogramm der quadrierten Realisierungen von &, also unabhéngig und
identisch verteilte Realisierungen von v.

# Ausgabe der ersten acht Werte der Realisierungen von \xi und von \upsilon
print(x[1:8], digits = 2)

1 # Simulationsspezifikation

2 n = le4 # Anzahl von u.i.v Realisierungen (ZVen)
3 mu =1 # Erwartungswertparameter von \xi

4 sigsqr = 2 # Varianzparameter von \xi

5

6 # Quadrieren einer Zufallsvariable

7 x = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr)) # Realisierungen x_i, i = 1,...., n von \xi
8 y =x"2 # Realisierungen y_i = x_i"2 von \ups

9

0

1

[1] 2.934 0.131 -0.025 1.641 1.213 -0.622 -0.819 1.028
1 print(y[1:8], digits = 2)
[1] 8.6057 0.0171 0.0006 2.6922 1.4719 0.3864 0.6704 1.0565

Grundlegend fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist folgendes Theorem, das wir nicht
beweisen wollen.
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Abbildung 16.1. Histogramm von 10.000 Realisierungen unabhéngig und identisch normalverteilter
Zufallsvariablen.

Histogramm von unabhé&ngigen Realisierungen von v: = &2
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! ]

2000

0
|
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Abbildung 16.2. Histogramm von 10.000 quadrierten Realisierungen unabhéngig und identisch
normalverteilter Zufallsvariablen.
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Theorem 16.1 (Transformation eines Zufallsvektors). £ : Q — X sei ein Zufallsvektor
und f: X — R™ sei eine multivariate vektorwertige Funktion. Dann ist

v:Q = Rwbuw) = (fof)w) = f(§(w)) (16.1)

ein Zufallsvektor.

Das Theorem formalisiert die oben etablierte Intuition, dass die Anwendung einer
(deterministischen) Funktion auf eine zufillige Gréfie im Allgemeinen wieder eine zuféllige
Grofle ergibt. In einem Beweis von Theorem 16.1 miisste die Messbarkeit von v als Folge
der Messbarkeit von & nachgewiesen werden. Im Folgenden ist oft X' :=Rund f: R — R.
Wir schreiben in diesem Fall in der Regel einfach v := f(§) und nennen v die transformierte
Zufallsvariable. In Kapitel 16.1 betrachten wir drei Theorem zur Transformation von
Zufallsvariablen in Abhéngigkeit von der Art der betrachteten Funktion f. In Kapitel 16.2
betrachten wir ein Theorem zur Transformation von Zufallsvektoren bei bijektiver
Transformationsfunktion. In Kapitel 16.3 schliefllich betrachten wir, wie der Verteilungen
von Verkniipfungen von Zufallsvariablen analytisch bestimmt werden konnen.

16.1. Univariate Transformationstheoreme

Dabei liefert Theorem 16.2 eine Formel zur Berechnung der WDF p,, von v := f(§), wenn
¢ eine Zufallsvariable mit WDF p, ist und f eine bijektive Funktion ist. Theorem 16.3
gibt weiterhin eine vereinfachte Formel zur Berechnung der WDF p,, von v := f(§) an,
wenn f speziell eine linear-affine Funktion ist. Theorem 16.4 schlieflich gibt eine Formel
zur Berechnung der WDF p, von v := f(§) an, wenn f zumindest in Teilen bijektiv ist.

Theorem 16.2 (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen). £ sei eine
Zufallsvariable mit WDF p, fiir die P(]a,b[) =1 gilt, wobei a und/oder b entweder endlich
oder unendlich seien. Weiterhin sei

vi= f(9), (16.2)

wobei die univariate reellwertige Funktion f :la,b[— R differenzierbar und bijektiv auf
la,b[ sei. f(la,b]) sei das Bild von la,b| unter f. Schlieflich sei f~'(y) der Wert der
Umkehrunktion von f(z) fir y € f(la,b]) und f'(x) sei die Ableitung von f an der Stelle
x. Dann ist die WDF von v gegeben durch

e (F1 W) firy € f(la,b])

(16.3)
0 firy € R\ f(]a,b[).

pr%RWWHmw%={

Beweis. Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf ]a,b[ ist, f
entweder strikt wachsend oder strikt fallend ist. Nehmen wir zunéchst an, dass f auf |a, b[ strikt wachsend
ist. Dann ist auch f~! fiir alle y € f(]a, b[) wachsend, und es gilt

P,(y)=Plv<y)=P(f() <y)=P(f1(fE) < f ) =PE<fW)=P:(f ().
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P, ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl f~! als auch P, differenzierbar sind. Mit

der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung (f~1(x))" = 1/f(f1(z)), folgt dann, dass die
WDF p,, sich ergibt wie folgt:

d d

= P = 4 P (W) = pe () d%f”(y) -

o
(W)

Weil f~1 strikt wachsend ist, ist d/dy(f '(y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn
f auf ]a, b[ strikt fallend ist, dann ist auch f~! fiir alle y € f(]a, b[) fallend und es gilt

Py(y) =P(f&) <y)=P(f ) = f W) =PE=f 1) =1-P(f ' (y),
Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

d d —1 _ —1 i —1 _ 1
=dfy(1*Pv(y))= Pe (£ (y) =—pe (F () dyf (y) = )

~ag e
Weil f~1 strikt fallend ist, ist d/dy(f1(y)) negativ, so dass —d/dy(f1(y)) gleich |d/dy(f *(y))| ist und
das Theorem trifft zu.

P.(y) pe (1 (v),

p.(y) pe (F 7 (y)).

O
Ein wichtiger Anwendungsfall von Theorem 16.2 ist Theorem 16.3.

Theorem 16.3 (Univariates WDF Transformationstheorem bei linear-affinen
Abbildungen). & sei eine Zufallsvariable mit WDF pe und es sei

v = f(§) mit f(§):=a&+b fira+0. (16.4)

Dann ist die WDF von v gegeben durch

1 y—>b
Py R—=Rop,y = p,(y) == Tal e ( - ) - (16.5)

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass

y—b

LR Rye fHy) = = (16.6)
ist, weil dann fo f~! = idy gilt, wie man anhand von
f(f‘l(w))za(m_b)+b:x—b+b:xfﬁrallew€[|? (16.7)
a
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
d
f’:[R—>[R,x»—>f’(;v):%(aw+b):a. (16.8)
Also folgt mit Theorem 16.2, dass
1
Py R=Rog,y o p,(y) = T =17y Pe (f(w)
P 169
_1 (L*") '
“laP U )
O

Ein wichtiger Anwendungsfall dieses Theorems ist die in Kapitel 17 betrachtete Z-
Transformation. Das folgende Theorem, dass wir nicht beweisen wollen, verallgemeinert
Theorem 16.2 auf den Fall nur stiickweise bijektiver Abbildungen.
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Theorem 16.4 (Univariate WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen).
§ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WDF p.. Weiterhin sei

v = f(£), (16.10)

wobei [ so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von & in eine endliche Anzahl von Mengen
Xy, ..., X mit einer entsprechenden Anzahl von Mengen Y, := f(X1),.... Y := f(X}) im
Ergebnisraum Y von v partitioniert werden kann (wobei nicht notwendigerweise ¥, NY; =
0,1 <1i,5 <k gelten muss), so dass die Abbildung f fir alle Xy, ..., X}, bijektiv ist (d.h. f
ist eine stiickweise bijektive Abbildung). Fiiri = 1,...,k bezeichne f;! die Umkehrfunktion
von f auf Y,. Schliefllich nehmen wir an, dass die Ableitungen f! fir alle i = 1,...,k
existieren und stetig sind. Dann ist eine WDF von v durch

k
Poi ¥ = Rogy o p,(y) =D 1y, (@D%pg (fi ') (16.11)

gegeben.

Ein wichtiger Anwendungsfall ist die in Kapitel 17 betrachtete x2- Transformation.

16.2. Multivariate WDF Transformationstheoreme

Theorem 16.5 liefert eine Formel zur Berechnung der WDF p, von v := f(£), wenn &
ein Zufallsvektor mit WDF p, ist und f eine bijektive multivariate vektorwertigeFunktion
ist. Es handelt sich dabei um eine direkte Generalisierung von Theorem 16.2 und wir
verzichten auf einen Beweis.

Theorem 16.5 (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen). £ sei
ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF p,. Weiterhin sei

vi= [(6), (16.12)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R™ — R™ differenzierbar und bijektiv auf
la, b] sei. Schliefllich seien
J(z) = if(gc) € R (16.13)
Ox;"

1<i<n,1<j<n

die Jacobi-Matriz von f an der Stelle x € R", |J/(x)| die Determinante von J7(z), und
es sei |J/ ()| # 0 fiir alle x € R™. Dann ist eine WDF von v durch

Po i R" = Rog,y b p,(y) = {'Jf(f11<y))p5 (f7 ) forye f(R)

(16.14)
0 fory e R"\ f(R™)

gegeben.
Wichtige Anwendungsfélle sind die in Kapitel 17 betrachteten T'- und F'- Transformationen.
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16.3. Operationstheoreme

Das folgende sogenannte Konvolutionstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF
Py, von v i= & + &, wenn §; und &, zwei Zufallsvariablen mit WDFen p, und p,, sind.

Theorem 16.6 (Summe unabhéngiger Zufallsvariablen (Konvolution)). & und &, seien
zwet kontinuierliche unabhdngige Zufallsvariablen mit WDF Pe, und De, respektive. v :=
&+ &, sei die Summe von & und &,. Dann ergibt sich eine WDF der Verteilung von v als

oo

pu(y) = / Pe, (Y — )P, (T5) dzy = / Pe, (€1)pe, (y — 1) dy (16.15)

Die Formel fir die WDF p,, heifit Konvolution oder Faltung von p, und py, .

Beweis. Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fir bijektive Abbildungen. Dazu
definieren wir zunéchst

+
FiR2 SR,z f(z) = (ml ”32) — (Zl) (16.16)
Lo 22
Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch
z;—T
f:R2 SR,z f(2) = ( ! 2) (16.17)
22

weil dann fo f~1 = idg. gilt, wie man anhand von

FH(f) =71 (mlzmz) = (ml +zz _%) = (il) (16.18)

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu
o) o) o 2
Jf(z) = (521]‘?1(:”) 5);2f1(5‘7)) _ (aml(;ﬁl + @) 67%(:;:1 +$2)) _ (1 1) (16.19)
TmlfQ(w) Tmf2(m) Bay L2 0 1

Bz, L2 B2y
und die Jacobideterminante damit zu |J7(x)| = 1. Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhéngigkeit von
&, und &, impliziert, dass

Pey ey (1, 25) = P¢, (a:l)p§2(as2) (16.20)
impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich z, ergibt dann ergibt dann fiir z € f(R?)
1 .
pg(z) = m?g (f 1(z))
1 16.21
= ngl,gQ (21 — T2, ) ( )

= D¢, (21 — 132)1752 (z5)

Integration tiber =, ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von ¢;

oo
pe() = [ pe (e~ wapg, (@) doy (16.22)
Mit ¢; = &; + &, = v ergibt sich dann die erste Form des Konvlutionstheorems zu
P,(y) = / pgl(y - 352)10.52 (%5) dzs. (16.23)
— 00
O

Wichtige in Kapitel 17 betrachtete Anwendungsféllte sind die Summentransformation und
die Mittelwerttransformation.
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17. Transformationen der Normalverteilung

In diesem Kapitel diskutieren wir sechs Transformationen normalverteilter Zufallsvariablen,
die in der Frequentistischen Inferenz zentrale Rollen spielen und bei denen es sich um
Anwendungen von den in Kapitel 16 eingefithrten Transformationtheore handelt. Unsere
Aussagen sind dabei von der allgemeinen Form “Wenn ¢;,¢ = 1,...,n unabhéngig und
identisch normalverteilte Zufallsvariablen sind und v := f(&,...,&,,) eine Transformation
dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF von v durch die Formel p, := {Formel}
gegeben und man nennt die Verteilung von v Verteilungsname”. Aussagen dieser Form
sind fiir die Frequentistische Inferenz zentral, weil

(1) die Zentralen Grenzwertsétze die Annahme additiv unabhédngig normalverteilter
Storvariablen, und damit normalverteilter Daten, begriindet,

(2) wie wir in Kapitel 18 sehen werden, es sich bei Schétzern und Statistiken um
Transformationen von Zufallsvariablen handelt, und

(3) Parameterschétzergiitekriterien, Konfidenzintervalle und Hypothesentests der
Frequentistischen Inferenz durch die Verteilungen der jeweiligen Schétzer und
Statistiken charakterisiert und begriindet sind.

17.1. Summentransformation und Mittelwertstransformation

In diesem Abschnitt betrachten wir die resultierenden Verteilung bei Summation und
Mittelwertbildung von unabhéngig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen.
Speziell besagt das Theorem 17.1 besagt, dass die Summe unabhingig normalverteilter
Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an,
wahrend Theorem 17.2 besagt, dass das Stichprobenmittel unabhéngig normalverteilter
Zufallsvariablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung
an.

Theorem 17.1 (Summationstransformation). Fiir i = 1,...,n seien & ~ N(u;,0?)
unabhdngige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann g¢ilt fiir die Summe v := Z?zl & s
dass
v~ N (Z 14, Zaf) (17.1)
i=1  i=1

Fiir unabhdingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen & ~ N(u,0?) gilt folglich

v ~ N(np,na?). (17.2)
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Beweis. Wir skizzieren mithilfe von Theorem 16.6, dass fiir & ~ N(uy,02), €5 ~ N(pq,03), und v :=
& + &, gilt, dass v ~ N(pq + pig, 02 + 02). Fiir n > 2 folgt das Theorem dann durch Iteration. Mit der
Definition der WDF der Normalverteilung erhalten wir zunéchst

oo

P, (Y) :/ p51($1)Pg2(9_$1)dx1
oo 2 2
1 1 wl—m) 1 1<y—w1—u2>
= ———exp | —= exp| —= | ——mM= dx
.. V2o, p( 2 ( o1 Varo, P 2 o) L (17.3)

oo 2 2
:/ L (i (T L (vmmmme )
| oo 20105 2 o, 2 o

Mit einigem algebraischen Aufwand erhélt man die Identitéat

2 2
_1(:171—”1) _1(3;73017“2) :_(y*/Jq*Hz)Q ((0F +03)xy — 0Ty + poo? — pyo3)?
2

2 o, 2 o 2(02 + o2) 2020%(0? + 02) ’
(17.4)
so dass weiterhin gilt, dass
_ [T (y—p—po)*  ((0f +03)xy —ofy+ poof —p03)\
P, (y) = o~ — &XP|— P 2y 2 _2( 2 2 T1
oo 2TO1 0, 2(0f +03) 20705(07 +03)

/OO;eXp —w eXp _((U?_‘_O’g)xl_U§y+ugg%_ula—§)2 dw
- 2700, 2(0% +03) 20202(02 + 03) 1
2o 0, 2(of +03) o 20303(a? + 03)

(17.5)
Fir das verbleibende Integral zeigt man mithilfe der Integration durch Substitution, dass
/Oo exp (_((‘ﬁ +o3)zy ; Z§y2+ /~L22‘7% - N1U%)2) dz, = V27mo,0, ] (17.6)
oo 20f03(0f +03) Voi+o3

Es ergibt sich also

po(y) = — L V27o, 0, exp (_(y— By — u2)2>
v 270,05 /o2 + o2 2(02 + 032)
2 -1 2 2 _ _ 2
Vo3 + o3 2(o7 +03)
_ 1 exp (_(?J*lh*,“z)Z).
V2m\/o? + o2 2(07 + 03)
Schlielich folgt, dass
1 1 2

(y) = exp | — —(pqy + = N(y; iy + tto, 02 + 03 17.8
Py (Y) oot o T ( 0T 1 03) (y = (1 + p12)) ) (Y 1 + poy 07 +03) (17.8)

Ein einfacheres Vorgehen ergibt sich vermutlich nach Fouriertransformation der WDF im Sinne der
sogenannten charakteristischen Funktion einer Zufallsvariable. In diesem Fall wiirde die Faltung der
WDFen der Multiplikation der charakteristischen Funktionen entsprechen.

O

Ein wichtiger Anwendungsfall von Theorem 17.1 ist das nachfolgende Theorem 17.2 sowie
die in Gleichung 15.14 und Gleichung 15.21 erwahnten Generalisierungen der Zentralen
Grenzwertsitze. Wir visualisieren Theorem 17.1 exemplarisch in Abbildung 17.1.

Theorem 17.2 (Mittelwertstransformation). Fir i = 1,...,n seien & ~ N(u,o?)

unabhdngig und identisch normalverteilte  Zufallsvariablen. Dann  gilt  fir das
Stichprobenmittel &, = %ZLI & , dass

— 0‘2
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& ~N(-2,05) & ~N(1,07) &+&~N(-1,1.2)
0.7 0.7 4 0.7
0.6 — 0.6 —
0.5 + 0.5
0.4 — 0.4 —
0.3 0.3
0.2 — 0.2 —
0.1 + 0.1
0.0 0.0 Sl

Abbildung 17.1. Summation normalverteilter Zufallsvariablen.

Beweis. Wir halten zundchst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhéngig normalverteilten
Zufallsvariablen gilt, dass £, = +v mit v := Z:;l &, ~ N(np,no?). Einsetzen in Theorem 16.3 ergibt
dann

_ 1 _
pe, (T,) = WN (nZ,;nu,no?)

= Lexp ( 1 (nz,, — nu)2>

V2mno? - 2no?
=" . (—L(ni -n )2>
- V27mno? P\ 2002 " a
~ )2 - 2
L (E,? 2w, ) ()
N 2no? 2no? 2no? (17.10)
1 nz?  2nx,pu  np?
B \/ﬁ\/ 2mo? P (7 202 + 202 202
1 1 z2 2%, 1 u?
= 7exp — + —
1/v/n \2n02 2(c2/n)  2(c2?/n) 2(c?/n)
1 1 2)
=——exp|—————(2, —
2m(o?/n) P ( 2(02/n)( n#)
=N(z,;pn,0%/n)
O

Wichtige Anwendungsfélle von Theorem 17.2 sind die Analyse von Erwartungswertschétzern
in ?7@sec-punktschitzung sowie die sowie die in Gleichung 15.14 erwéahnte
Generalisierung des Zentralen Grenzwertsatzes nach Lindenberg-Lévy. Wir visualisieren
Theorem 17.2 exemplarisch in Abbildung 17.2.

17.2. Z-Transformation

Das Theorem 17.3 besagt, dass Subtraktion des FErwartungswertparameters und
gleichzeitige Division mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung einer
normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnormalverteilung transformiert.
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&~N(2,4), i=1,,10 €~ N(2,4/10)
0.7 4 0.7 —
0.6 1 0.6 -
0.5 0.5
0.4 — 0.4 —
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 et T 01 —
00 4 rﬁﬂHH HH“T‘P 0.0 J

Abbildung 17.2. Mittelwertbildung bei normalverteilten Zufallsvariablen.

Theorem 17.3 (Z-Transformation). Es sei v ~ N(u,02) eine normalverteilte
Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable

z=""F (17.11)

eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0,1).

Beweis. Wir nutzen Theorem 16.3. Dazu halten wir zunichst fest, dass die Z-Transformation einer
Funktion der Form v
flo)=——=2 (17.12)
o

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von f durch
fFUZ2)=0Z+pn (17.13)

gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = y — po gilt, dass

C’I(Z)=<’1(y;“)=U(y;“)+u=y7u+u=y~ (17.14)

SchlieBllich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung f’ von f gilt, dass

ro= & (5= 4 (2-5)-L wao

Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

1
pz(2) = MN(U?JJFM;M,UZ))

1 1 1 2
T VR VareE T (‘272 (2t =u) )
Vo? 1 L, (17.16)
= Wexp (—?U z >
1 2
= \/ﬂexp (—52 )
= N(z;0,1)

also, dass Z ~ N (0, 1).
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Wichtige Anwendungsfille von Theorem 17.3 sind neben der héufig angewandten
Standardisierung von normalverteilten Zufallsvariablen im Sinne der sogenannten
Z-Werte (Z-Scores) die Z-Konfidenzintervallstatistik und die Z-Teststatistik. Wir
visualisieren Theorem 17.3 exemplarisch in Abbildung 17.3.

U-p
u~N(2,3) z=—— ~nN(0,1)
o
0.4 — 0.4 —
0.3 — 0.3 —
0.2 il 0.2 —
[
T 1
0.1 ; Y 0.1 —
F a
r ]
Al e
0.0 =" T 00 —
-4 0 2 4 6 8 10
y z

Abbildung 17.3. Z-Transformation normalverteilter Zufallsvariablen.

17.3. x2-Transformation

Mit der y2-Transformation fithren wir nun eine erste Transformation unabhingig
und identisch normalverteilter Zufallsvariablen ein, die nicht wiederrum auf eine
Normalverteilung fithrt. Speziell besagt Theorem 17.4, dass die Summe quadrierter
unabhingiger standardnormalverteilter Zufallsvariablen eine y2-verteilte Zufallsvariable
ist. Dazu erinnern wir zunichst an den Begriff der x2-Zufallsvariable als Spezialfall der in
Kapitel 11 betrachteten Gammazufallsvariablen (vgl. Definition 11.10).

Definition 17.1 (y?-Zufallsvariable). U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R,

und WDF .

p:Rog = Rog,ut plu) == WU

n 1
2 lexp <—§u> , (17.17)
wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer y2-Verteilung
mit Freiheitsgradparameter n unterliegt und nennen U eine y2-Zufallsvariable mit
Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit U ~ y2(n) ab. Die WDF einer -

Zufallsvariable bezeichnen wir mit

n 1
= ——u2 lexp <—§u> . (17.18)
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Wir erinnern daran, dass die WDF der x*-Verteilung der WDF G (u;%,2) einer
Gammaverteilung entspricht. In Abbildung 17.4 visualisieren wir exemplarisch einige
WDFen von x?2-Zufallsvariablen. Wir beobachten, dass mit ansteigendem n sich x?(u;n)
verbreiter und Wahrscheinlichkeitsmasse zur grofleren Werten von u verschoben wird.

x*(u;n)
0.5 —
0.3 — n=10

0.1 —

0.0 T T T T |
10

N
I
o
(o]

Abbildung 17.4. WDFen von 2 Zufallsvariablen.

Theorem 17.4 (y*-Transformation). Z;, ..., Z,, ~ N(0, 1) seien unabhingig und identisch
standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable

U=> 72 (17.19)
=1

eine x2-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also U ~ x2(n).
Insbesondere gilt fiir Z ~ N(0,1) und U := Z?, dass U ~ x?(1).

Beweis. Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe von Theorem 16.4. Danach ist die WDF
einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus der Transformation einer Zufallsvariable Z mit WDF p. durch
eine stiickweise bijektive Abbildung hervorgeht, gegeben durch

k
1
p(u) = Ly e (f71(u)) . 17.20
Wir definieren
U, =] —00,0[,U, :=]0,00[, und U, :=R., firi =1, 2, (17.21)
sowie
fi:2, 2 U,z fi(2)=22=ufiri=1,2. (17.22)
Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f, ergeben sich zu
fi:2, =2,z fi(z) =2z firi=1,2, (17.23)
und
fitiUy = U u fii(w) = —vVuund fo! (U, = Uy, ue fo (u) =V, (17.24)
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respektive. Einsetzen in Gleichung (17.20) ergibt dann

1
PU(U):lul(u)mpq <f1 (u ))+1u2( )ﬁpg (fz (u ))
1 1 , 1 1 1,
= (vl f>|re"p< 2V )ﬂ v ves e () )
1 1 1 1 ’
er e (-gu) + 2fr 0 (-3v)

1 1 (1)
exp|—=u|.

= Var vu 2
Andererseits gilt, dass mit I' (3) = /7, die PDF einer x?-Zufallsvariable U mit n = 1 durch
1 ( 1 ) 11 ( 1 >
uz exp|—=u | =——=exp|—=zu 17.26
O p(—5 e va P73 ( )

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N(0, 1) ist, dann ist U := Z2 ~ x2(1).
O

Wichtige Anwendungsfélle sind die U-Konfidenzintervallstatistik sowie die im folgenden
eingefiihrten ¢- und f-Zufallsvariablen. Wir visualisieren Theorem 17.4 exemplarisch in
Abbildung 17.5.

Z~N(0,1) U=22~x3(1)
04 — ~ 1.0 ‘
fifin 08
0.3 4 [ 1
0.6 — |
0.2 — ' ‘
[ | 0.4 — |
§ 1 1
017 " " 0.2 - ”
0.0 - { .l”” ’llll. { { { | 0.0 - { { ““““‘“llllfn.
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z X

Abbildung 17.5. x2-Transformation normalverteilter Zufallsvariablen.

17.4. T-Transformation

Das in diesem Abschnitt betrachtete Theorem geht auf Student (1908) zuriick und ist
das zentrale und stilprdgende Resultat der Entwicklung der Frequentistischen Inferenz
in der ersten Halfte der 20. Jahrhunderts. Hald (2007) und Zabell (2008) und geben
hierzu einen historischen Uberblick. Das zentrale Theorem 17.5 besagt dabei, dass die
Zufallsvariable, die sich durch Division einer standardnormalverteilten Zufallsvariable
durch die Quadratwurzel einer y2-verteilten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt,
eine t-verteilte Zufallsvariable ist. Dabei ist eine t-verteilte Zufallsvariable wie folgt
definiert.
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Definition 17.2 (t-Zufallsvariable). T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und
WDF

n+1> t2
R — Rog,t = p(t ( 1 17.27
D: >0 p( ) \/71—‘( ) ( + n) ) ( )
wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass 7T einer t-Verteilung
mit Freiheitsgradparameter n unterliegt und nennen T eine t¢-Zufallsvariable mit
Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit 7' ~ t(n) ab. Die WDF einer t-
Zufallsvariable bezeichnen wir mit

_n+l

T(t;n) = \ﬁ(lg)( ) o (17.28)

In Abbildung 17.6 visualisieren wir exemplarisch einige WDFen von t-Zufallsvariablen.
Wir beobachten, dass die t-Verteilung immer um 0 symmetrisch ist und ein steigendes
n Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum verschiebt. Wir merken an,
dass ab etwa n = 30 gilt, dass T'(t;n) ~ N(0,1).

0.3 —

WEowN
[eNe]

0.2

0.1

0.0 —~

Abbildung 17.6. WDFen von T-Zufallsvariablen.

Theorem 17.5 (T-Transformation). Z ~ N(0,1) sei eine standarnormalverteilte
Zufallsvariable, U ~ x%(n) sei eine x?-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, und
Z und U seien unabhdngig. Dann ist die Zufallsvariable

Z
T:= (17.29)

VU/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also T ~ t(n).

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



T-Transformation 195

Beweis. Wir halten zunichst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhéngigen)
Verteilung von Z und U durch

(z,u) L ( L 2) L 31 ( L ) (17.30)
Z,u) = ——exp|—=2° | ———=u exp|—=u]. .
pzu(z 2= P27 T2t p(—5

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung

z

FiRZ=R2 (z,u) = flz,u) = (u/n’u> =: (t,w) (17.31)

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF von
(t, w) herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn £ ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF D¢ und
v = f(§) fir eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R™ — R™ ist, die WDF des Zufallsvektors
v durch

1
Po iR 2 Rog,y = pu(y) = 5 Pe (F 1Y) (17.32)
20 i)
gegeben ist. Filir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunéchst fest, dass
FLRZ =SR2, (t,w) = f1(t,w) = ( w/nt,’w) . (17.33)

Dies ergibt sich direkt aus

L f(z,u)) = f1! z u | = u/nz u)zu fur alle (z, u R2 17.34
f(f(’))f<m’><m’ (z,u) (z,u) € R%. (17.34)

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z,w) durch

1T (2, 0)| = g(gu%> 6?‘(6!“7> - (%)71/2, (17.35)

gegeben ist, sodass folgt, dass

1 w 1/2
TT7f(F=1(> o\ . 17.36
GG~ ) (1759
Einsetzen in Gleichung (17.32) ergibt dann
wh 1/2
prw(t, w) = (5) pzyv (Vw/nt,w), (17.37)
Es folgt also
pr(t) :/ pr wl(t, w)dw
0
o N 1/2
:/ (E> pZ’V< w/nt,w) dw
0
Y B! 1 5 1 n 1 w 1/2
- [ v e (-aent?) rgrettew (-g0) (7) T dw
S S b lws -1 1 1/2
B \/271'1"(3)237&/0 eXp( 20’ )W eXp( 2w>w dw (17.38)
1 1 > 1 1
= — — 1/ exp(—fgﬁ—fw) w2 tw? dw
V2 F(%)27n7 o 2n
1 1 > 1
= 7= -5 (=" + > ld
\/27TI‘(’2L)2§n%/0 eXp( 2( w))w w
1 ]‘ = 1 t2 n+l
= e mnan 1 e = |1+ — = ldw
mr(z)z’fn%/o Xp( 2( n>>w

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer Gamma
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WDF mit Parametern o« = ”T“ und 38 = H% entspricht, wie man leicht einsieht:

1 w
I(w;a, B) = T(a)Be w* L exp (—E>
n+1 2 1 1 w
= F ; 2 ’ 1 + ﬁ = n+1 woz exp - 2
N (ntl 2 142
( 2 ) 1482 "

Es ergibt sich also

1 1 < n+l 2
P Tw 2=, 2 | duw. 17.39
pr(®) V2m T(2)2%ns /0 ( 2 714 ’f) ( )

SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer
Gamma WDF entspricht. Abschlielend ergibt sich also

ntl

1 1 n+1 2
pT(t):\/ﬂr(g)Q%n%F< 2 )<1+f> ’ (17.40)

Die Verteilung von Z/+/U/n hat also die WDF einer t-Zufallsvariable.

O

Wichtige Anwendungsfille sind die T-Konfidenzintervallstatistik sowie die T-Teststatistiken
der Theorie von Hypothesentests im Kontext des Allgemeinen Linearen Modells. Wir
visualisieren Theorem 17.5 exemplarisch in Abbildung 17.7.

Z~N(,1) U~x@3) T=2/{U/n ~1(3)
04 = A 0.4 -
0.3 0.3 !
|| 1 i | '
0.2 7 ' | 02 - ‘
J r ]
| ’ | ||’ |
0.1 A i ’ | 0.1 7
0.0 =— ullr!‘ I!l}. T 0.0 ’.mlﬂllﬂ m“ﬁ[m.l
-4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z u t

Abbildung 17.7. T-Transformation normalverteilter Zufallsvariablen.

17.5. Nichtzentrale T-Transformation

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass der Erwartungswertparameter der
Zéhlervariable der in Theorem 17.5 betrachteten Zufallsvariable 7' von Null verschieden
ist, dass es sich bei der Z&hlervariable also nicht um eine nach N(0,1), sondern eine
nach N (u,1) verteilte Zufallsvariable fiir ein beliebiges p € R handelt. Die so entstehende
Zufallsvariable T folgt dann einer sogenannten nichtzentralen-t-Verteilung. Eine frithe
ausfiihrliche Diskussion dieser Verteilung findet sich zum Beispiel in Johnson & Welch
(1940). Eine entsprechende nichtzentralen-t-verteilte Zufallsvariable ist wie folgt definiert
(vgl. Lehmann (1986)).
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17.6. Nichtzentrale t-Zufallsvariable

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1
p:R—=Reg,t—p(t) = —
P S () o)

x /OOO 775 exp (—%) exp (—; (t (;)5 —5) ) dr. (17.41)

Dann sagen wir, dass T' einer nichtzentralen ¢-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter o
und Freiheitsgradparameter n unterliegt und nennen T eine nichtzentrale t- Zufallsvariable
mit Nichtzentralititsparameter § und Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit ¢(d, n)
ab. Die WDF einer nichtzentralen t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢(7"; 6, n). Die KVF
und inverse KVF einer nichtzentralen t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit W(-;d,n) und
U~1(.;6,n), respektive.

Ohne Beweis merken wir an, dass eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit § = 0 einer
t-Zufallsvariable enstpricht, es gelten also

t(T;0,n) =t(T;n) (17.42)

sowie
U(T;0,n) = ¥(T;n) und ¥ 1(T;0,n) = U1(T;n). (17.43)

In Abbildung 17.8 visualisieren wir exemplarisch einige WDFen von nichtzentralen
t-Zufallsvariablen. Wir beobachten, dass ein positiver Nichtzentralitdtsparameter
60 die Verteilung nach rechts verschiebt und die Verteilungen mit steigendem
Freiheitsgradparameter ¢ sich entsprechend lokalisierten Normalverteilungen mit
Varianzparameter 1 anndhern. Man beachte auch die Nichtsymmetrie der WDFen fiir
kleine Freiheitsgradparameter bei von Null verschiedenem positivem Nichtzentralitdtsparameter.

t(T;3, n)
— 06=0, n=5
-~ 0=0, n=30
— 0=5, n=5
- - 0=5 n=30
d=15, n=5
d=15, n=30
~
T T T T ]
10 15 20 25 30

Abbildung 17.8. WDFen von Nichtzentralen-T-Zufallsvariablen.
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Eine nichtzentrale t-Zufallsvariable ist das Resultat einer nichtzentralen T-Transformation,
wie folgendes Theorem besagt.

Theorem 17.6 (Nichtzentrale T-Transformation). v ~ N(u, 1) sei eine normalverteilte
Zufallsvariable, U ~ x%(n) sei eine x* Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, und
v und U seien unabhdngige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable

e (17.44)

VU/n

eine nichtzentrale t- Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter p und Freiheitsgradparameter
n, also T ~ t(u,n).

Wir verzichten auf einen Beweis. Wichtige Anwendungsfille sind die Testgiitefunktionen
der T-Test Varianten im Kontext des Allgemeinen Linearen Modells. Wir visualisieren
Theorem 17.6 exemplarisch in Abbildung 17.9.

2
v~N(5,1) U-~-x(5) T=u/{U/n ~1(5,5)
0.5 0.20 0.30
04 0.25 |
A 015 4 Th X
| i \ 0.20 \
0.3 it , M,
TCHRCARER 010 i 0.15 '
02 - [ | , e
[ 1 " 0.10 il
[ | 0.05 | \ [ \
0.1 ,‘ ’V ”’ 0.05 ’
AN ML il
0.0 4NN, 0,00 . |“““'"i . 0.00 4 |[|n.... —
0 2 4 6 8 10 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X u t

Abbildung 17.9. Nichtzentrale T-Transformation normalverteilter Zufallsvariablen.

17.7. F-Transformation

Das in diesem Abschnitt zentrale Theorem 17.7 besagt, dass die Zufallsvariable, die sich
durch Division zweier x? verteilter Zufallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen
Freiheitsgradparameter, eine F-verteilte Zufallsvariable ist. Dabei ist eine F-verteilte
Zufallsvariable wie folgt definiert.

Definition 17.3 ( f-Zufallsvariable). F' sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R, ; und
WDF

i
3
:\

pp i R=Rog fpp(f): (17.45)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F' einer f-Verteilung
mit Freiheitsgradparametern n,m unterliegt und nennen F' eine f-Zufallsvariable mit
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Freiheitsgradparametern n,m. Wir kiirzen dies mit F' ~ f(n,m) ab. Die WDF einer
f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

T (17.46)

m
2

F(f;n,m):==m%n?

In Abbildung 17.10 visualisieren wir exemplarisch einige WDFen von f-Zufallsvariablen.
Wir beobachten, dass die Form der WDFen zunécht primér durch den Freiheitsgradparameter
n und dann sekundér durch den Freiheitsgradparameter m bestimmt werden.

F(f;n, m)
1.0
n=2, m=2
n=2, m=10
0.8 — n=5 m=2
-=- n=5 m=10
s N — n=10,m=5
0.6 ’ N n=10, m=10
1
1,
l/
0.4 4/,
I
[/
0.2 /]
J
I
0.0 T T T \

Abbildung 17.10. WDFen von f-verteilten Zufallsvariablen.

Theorem 17.7 (F-Transformation). V ~ x2(n) und W ~ x2(m) seien zwei unabhingige
x?-Zufallfsvariablen mit Freiheitsgradparametern n und m, respektive. Dann ist die

Zufallsvariable
V/n

W/m

eine f-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n,m, es gilt also F' ~ f(n,m).

Fi= (17.47)

o}

Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunéchst ein Transformationstheorem fiir
Quotienten von Zufallsvariablen mithilfe von Theorem 16.1 und Marginalisierung herleitet
und dieses Theorem dann auf die WDF von y2-verteilten Zufallsvariablen anwendet. Wir
visualisieren Theorem 17.7 exemplarisch in Abbildung 17.11. Wichtige Anwendungsfélle
von Theorem 17.7 sind die im Rahmen der Theorie des Allgemeinen Linearen Modells

betrachteten F-Statistiken.
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V/n
V~x(5 W ~x*(10 F= ~F(5,10
X¥(5) X¥(10) wim ~F:10)
0.20 0.20
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 | 0.00
25
\ w f

Abbildung 17.11. F-Transformation normalverteilter Zufallsvariablen.

17.8. Selbstkontrollfragen

1. Erldutern Sie die Bedeutung der in diesem Abschnitt betrachteten Transformationen
von normalverteilten Zufallsvariablen fiir die Frequentistische Inferenz.

Geben Sie das Theorem zur Summentransformation wieder.

Geben Sie das Theorem zur Mittelwerttransformation wieder.

Geben Sie das Theorem zur Z-Transformation wieder.

Geben Sie das Theorem zur y2-Transformation wieder.

Beschreiben Sie die WDF der ¢-Verteilung in Abhéngigkeit ihrer Freiheitsgradparameter.
Geben Sie das Theorem zur T-Transformation wieder.

Geben Sie das Theorem zur F-Transformation wieder.

NSO W
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18. Grundbegriffe Frequentistischer Inferenz

18.1. Frequentistische Inferenzmodelle

Mit folgender Definition wollen wir zunéchst einige grundlegende Begrifflichkeiten bei der
Betrachtung Frequentistischer Inferenzmodelle einfiithren.

Definition 18.1 (Frequentistische Inferenzmodelle). Ein Frequentistisches Inferenzmodell
ist ein Tupel
M = (Y, A, {Pol0 € O}) (18.1)

bestehend aus einem Datenraum Y, einer o-Algebra A auf ¥ und einer mindestens
zweielementigen Menge {P,|0 € ©} von WahrscheinlichkeitsmaBien auf (¥, .4), die durch
6 € © indiziert sind. Wenn © C R* ist, heiBt ein Frequentistisches Inferenzmodell
auch parametrisches Frequentistisches Inferenzmodell und © heiit Parameterraum des
Frequentistischen Inferenzmodells. Ein Frequentistisches Inferenzmodell M heifit ein
diskretes Modell, wenn Y endlich oder abzéhlbar ist und jedes P, eine WMF p, besitzt. Ein
Frequentistisches Inferenzmodell M heif3t ein stetiges Modell, wenn ¥ C R™ ist und jedes
Py eine WDEF py besitzt. Wenn der Datenraum Y eines Frequentistischen Inferenzmodells

M eindimensional ist, also zum Beispiel ¥ := R, spricht man von einem wunivariaten
Frequentistischen Inferenzmodell. Wenn der Datenraum Y eines Frequentistischen
Inferenzmodells M mehrdimensional ist, also zum Beispiel ¥ := R™ fiir m > 1, spricht

man von einem multivariaten Frequentistischen Inferenzmodell. Fiir ein Frequentistisches
Inferenzmodell M, = (Y,, Ay, {P90 € O}) wrid das Frequentistische Inferenzmodell
M = (Y, A,{Pyl0 € O}), fiir das ¥ das n-fache kartesische Produkt von Y, mit sich
selbst, A die entsprechende Produkt-o-Algebra und {P,|0 € ©} die entsprechende Menge
an Produktmafen ist, ein (zu M, gehoriges) Frequentistisches Produktmodell genannt.

Vor dem Hintergrund eines Frequentistischen Inferenzmodells wird der Vorgang der
Datenbeobachtung wird durch einen Zufallsvektor v, der Werte in ¥ annimmt und
dessen Verteilung einer der prinzipiell moéglichen Verteilungen P, entspricht, beschrieben.
Man nennt diesen Zufallsvektor Daten, Beobachtung, Messung oder Stichprobe. Im
Gegensatz zum Wahrscheinlichkeitsraummodell betrachtet man bei Frequentistische
Inferenzmodellen also explizit zwei oder mehr Wahrscheinlichkeitsmafle, die die
Verteilung von v mutmafBlich bestimmen. Eine Realisierung von v, also konkret
vorliegende Datenwerte y € Y, nennt man Datensatz, Beobachtungswert, Messwert oder
Stichprobenwert. Erwartungswerte und (Ko)Varianzen von v beziiglich P, schreibt man
meist als Ey(v), Vg(v) und Cy(v). Frequentistische Produktmodelle modellieren die
n-fache unabhéngige Wiederholung eines Zufallsvorgangs. Die entsprechende Menge
von Zufallsvektoren wvq,....,v, entspricht dann einer Menge von n unabhingigen
Zufallsvektoren.

n
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In einem konkreten Datenanalyseproblem auf Grundlage eines parameterischen
Frequentistischen Produktmodells nimmt man an, dass die beobachteten Werte
Y1y o5 Yp, VO Uy, ..., v, durch genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py mit Parameter 6 € ©
generiert wurde. In der Anwendung wird dieses 6 € © dann als wahrer, aber unbekannter,
Parameterwert bezeichnet. Der wahre, aber unbekannten, Parameterwert 6 bleibt dabei
auch nach jeglicher Form von Inferenz unbekannt. Allgemeines Ziel von parameterischen
Inferenzverfahren ist es damit, basierend auf einem vorliegenden Datensatz eine moglichst
valide Aussage hinsichtlich des wahren, aber unbekannten Parameters 6 zu treffen. In
diesem Sinne ist der wahre, aber unbekannte Parameterwert, nur indirekt beobachtbar.
Dies wird manchmal auch durch die Sprechweisen ausgedriickt, dass der wahre, aber
unbekannte Parameterwert unbeobachtbar oder latent, d.h. nicht unmittelbar sichtbar oder
zu erfassen, ist. In der mathematischen Analyse von Inferenzverfahren betrachtet man
alle moglichen wahren, aber unbekannten, Parameterwerte, verzichtet deshalb also meist
auf eine explizite notationelle Auszeichung des in einem Anwendungskontext unterstellten
wahren, aber unbekannten, Parameterwerts.

Beispiele

Mit dem univariten Normalverteilungsmodell und dem Bernoullimodell wollen wir zwei
erste Beispiel flir Frequentistische Inferenzmodelle geben.

Definition 18.2 (Normalverteilungsmodell). Das univariate parametrische Produktmodell

M = (Y, A, {P,|0 € O)) (18.2)
mit
Y:=R", A= B(R"),0 = (1,0%),0 = R x R_g, (18.3)
also
(oo c O} = {f[ N(,0?)|(s,02) € R x [R} (18.9
=1
und damit

Vpy ey Uy, ~ N (1, 0%) mit (p,02) € R x R (18.5)

heifit Normalverteilungsmodell.

Das Normalverteilungsmodell ist Grundlage vieler populdrer statistischen Verfahren
die im Rahmen des Allgemeinen Linearen Modells integrativ betrachtet werden. Man
beachte, dass die Annahme normalverteilter Daten dabei durch additive normalverteilte
Fehlerterme motiviert ist, wie wir in Kapitel 15 schon kurz angerissen haben und an
spaterer Stelle vertiefen werden.

Definition 18.3 (Bernoullimodell). Das univariate parametrische Produktmodell
M= (Y, 4, {Pyl0 € O}) (18.6)

mit

Y= {0,1}", A :== P ({0,1}") 0 := 11, © :=]0, 1], (18.7)
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also
[Pyl6 € O} = {H Bern(u)|u €0, 1[} , (18.8)
i=1
und damit
Uy, ..ry U, ~ Bern(p) mit p €]0, 1], (18.9)
heifit Bernoullimodell.
[ ]

18.2. Statistiken und Schatzer

Vor dem Hintergrund Frequentistischer Inferenzmodelle wollen wir nun formalisieren, was
unter den Begriffen einer Statistik und eines Schdtzers zu verstehen ist.

Definition 18.4 (Statistik). M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell und (X, 8) sei
ein Messraum. Dann ist eine Statistik ein Zufallsvektor der Form

S:Y ¥ (18.10)

Sowohl Daten als auch Statistiken werden in der Frequentistischen Inferenz also durch
Zufallsvektoren (im univariaten Fall entsprechend durch Zufallsvariablen) modelliert.
Allerdings unterscheiden sich diese Zufallvektoren hinsichtlich ihrer intuitiven Bedeutung
fundamental: Daten représentieren den Ausgang von Messvorgdngen unter Unsicherheit,
Statistiken dagegen modellieren von Datenwissenschaftler:innen konstruierte Funktionen
von Daten. Diese liefern im besten Fall datenbasierte Informationen, aus denen sich
Schliisse iiber die latenten datengenerierenden Zufallsvorgénge ziehen lassen. Die Tatsache,
dass Statistiken zufillig sind ergibt sich dabei daraus, dass sie als Funktionen auf zuféllige
Daten angewendet werden. (vgl. etwa Theorem 11.1).

Beispiele

M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel folgende Zufallsvariablen
Statistiken:

e Das Stichprobenmittel

_ _ 1<
7R = Ry gy) = (18.11)
i—1
e Die Stichprobenvarianz
2., pn 2 1 ¢ — 7 \\2
57 R = Rogyy o 87(y) = —— (4 —9(y))", (18.12)
i—1
e Die Stichprobenstandardabweichung
s:R™ = Rog,y = s(y) == /s2(y), (18.13)
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Oft bleibt wie hier das Wesen von Statistiken als Zufallsvariablen oder Zufallsvektoren
notationell eher implizit. Dies é&ndert allerdings nichts an der fundamental zu
beachtetenden Tatsache, dass Statistiken als Funktionen von vom Zufall abhiangigen
Werten selbst wiederrum Zufallsvariablen oder Zufallsvektoren sind.

Definition 18.5 (Schétzer). M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell, (X,8) sei ein
Messraum und 7 : © — ¥ sei eine Abbildung, die jedem 6 € © eine Kenngrofie 7(0) € X
zuordnet. Dann heiflt eine Statistik

F:Y oY% (18.14)

ein Schdtzer fur 7.

Schdtzer schitzen also Funktionen der Parameter eines parametrischen Frequentistischen
Inferenzmodells. Typische Beispiele fiir solche Funktionen sind

o T fiir die Schatzung des Parameters 6,
mit § € R, d > 1 fiir die Schitzung einer Komponente des Parameters 6,
o(y;) fur die Schétzung des Erwartungswerts,

L
:= Vy(y,) fiir die Schitzung der Varianz.

o« T
o« T
o« T

Im Falle 7(0) := 0, also der Schitzung von Parametern, schreibt man iiblicherweise 6.
Man beachte, dass Schétzer Zahlwerte in ¥ annehmen, bei der Schatzung von Parametern
etwa in O. Sie heiflen deshalb auch Punktschditzer. Dies ist ein Charaketeristikum
Frequentistischer Inferenzverfahren. Im Rahmen der Bayesianischen Inferenz kdénnen
Schéitzer auch generalisierte Formen annehmen, zum Beispiel werden dort auch
Wahrscheinlichkeitsverteilungen als Schétzer betrachtet. Schlief$lich ist festzuhalten, dass
die Definition eines Schétzers keinerlei Aussage tiber die Validitdt von Schétzern macht.
Nicht jeder Schétzer ist damit perse ein guter Schétzer. In der Frequentistischen Inferenz
definiert man deshalb zusétzlich Schdtzgiitekriterien, wie in Kapitel 19 ausfithrlich
dargestellt.

Beispiel

M sei das Normalverteilungsmodell. Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel y : R” —
R ein Schétzer fir
T:RX Ry — R, (u,0%) = 7(p,0%) := p. (18.15)

Ebenso ist y ein Schétzer fiir
T:RX Ry =R, (1, 09) = 7(p,0%) ==, 2 (y,). (18.16)
Weiterhin ist die konstante Funktion
FiRY 5 Ry 7(y) = 42 (18.17)

ein Schatzer fir

T:R X Ry — Reg, (11, 09) = 7(p1,02) := o2, (18.18)

Dass eine Funktion 7 : ¥ — X ein Schétzer ist impliziert also keinesfalls, dass sie ein guter
Schétzer ist.
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18.3. Standardannahmen und Standardproblemstellungen

Wir wollen die in diesem Kapitel bisher betrachteten Konzepte zunéchst noch einmal unter
dem Begriff der datenanalytischen Standardannahmen der Frequentistischen Inferenz
zusammenfassen (vgl. auch Abbildung 18.1). Dazu sei M ein univariates parametrisches
Frequentistisches Produktmodell und es seien vy,...,v,, ~ p, die Zufallsvariablen der
Stichprobe, die wir etwa in einem Zufallvektor v := (vy,...,v,,) zusammenfassen konnen.
Von einem konkret vorliegenden Datensatz yq,...,y, mit y; € R, i = 1,...,n, den wir etwa
in einem n-dimensionalen Vektor y := (y;,...,y,)T € R™ zusammenfassen kénnen, wird
dann angenommen, dass er eine der moglichen Realisierungen von v auf Grundlage einer
Verteilung P, mit wahrem, aber unbekannten, Parameter 6 ist. Aus Frequentistischer
Sicht kann man dabei die Beobachtung eines Datensatzes unendlich oft wiederholen
und zu jeder Datenrealisierung Schéatzer oder Statistiken auswerten, so zum Beispiel das

Stichprobenmittel:

1) (1)

Datenrealisierung y(l) = mit y = %le yz('l)

Datenrealisierung y?) := mit 52 =1 Zl 1 yz

w
=
OJ

Datenrealisierung y(4> = mit y = %Z?Zl yi4

5) (4)

T

( ")
( W)
Datenrealisierung y(?’) = <y§ ,...,y ) mit Z/ =1 Zz 1 yz
( w)
Datenrealisierung y® := ( )

n 5
mit y = %Eizl yz( )

Vor diesem Hintegrund behandelt die behandelt die Frequentistische Inferenz dann
iiblicheweise folgende Standardproblemstellungen:

(1) Punktschatzung. Ziel der Punktschitzung ist es, auf Grundlage beobachteter Daten
einen préazisen und im Frequentistischen Sinn moglichst guten Tipp fiir den wahren,
aber unbekannten, Parameterwert abzugeben.

(2) Konfidenzintervallbestimmung. Ziel der Konfidenzintervallbestimmung ist es,
basierend auf der angenommenen Datenverteilung und den beobachteten Daten
durch eine Intervallschdtzung einen moglichst sicheren, wenn auch oft unprézisen,
Tipp fiir den wahren, aber unbekannten, Parameterwert abzugeben.

(3) Hypothesentests. Ziel des Frequentistischen Hypothesentestens ist es, basierend auf
der angenommenen Verteilung der Daten in einer moglichst zuverldssigen Form zu
entscheiden, ob ein wahrer, aber unbekannter Parameterwert in einer von zwei sich
gegenseitig ausschlieenden Untermengen des Parameterraumes

Verfahren zur Losung dieser Problemstellungen bezeichnen wir als Frequentistische
Inferenzverfahren. Um die Qualitdt von Frequentistischen Inferenzverfahren zu beurteilen,
betrachtet man in der Frequentistischen Inferenz {iblicherweise die Verteilungen von
Schétzern und Statistiken unter der Annahme von v = (vy,...,v,,) ~ py. Man fragt zum
Beispiel nach der Verteilung der oben skizzierten 3V, 42, 3, 5 .. also der Verteilung
der Zufallsvariable v,,. Wenn ein Inferenzverfahren auf Grundlage dieser Annahmen fiir
“gut” befunden wir, so heifit das also insbesondere nur, dass das Verfahren bei haufiger
Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden
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Standardannahmen und Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz

Punktschatzung D~0

O
6 )

Wabhrer, aber unbekannter, / . . ~
Parameterwert Datenrealisierung Konfidenzintervalle Pg([@ + f] El 9)
® Py > y=0pem) — 1 @—0]

9 0 0+¢ 0
Hypothesentests 6 €E0Byvs.0 €0,

L 1RO,
9 0, 0
Wirklichkeit Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert

Abbildung 18.1. Standardannahmen und Standardproblemstellungen Frequentistischer Inferenz. Die
Frequentistische Inferenz unterstellt, dass es in der Wirklichkeit einen wahren, aber unbekannten,
Parameterwert des Wahrscheinlichkeitsmafles P, gibt, dass als Modell fiir die Erhebung eines Datensatzes
dient. Ein konkret vorliegender Datenzsatz y = (yq, ..., y,,) ist dann eine (und insbesondere nur eine) der
moglichen Realisierungen des anhand P, verteilten Zufallsvektors v := (vq, ..., v,,). Auf Grundage dieser
Realisierung beabsichtigen die Verfahren zur Behandlung der Frequentistischen Standardproblemstellungen
von Punktschidtzung, Konfidenzintervallbestimmung und Hypothesentestauswertung moglichst valide
Aussagen hinsichtlich des wahren, aber unbekannten Parameterwertes zu machen, in den Kapiteln
Kapitel 19, Kapitel 20 und Kapitel 21 diskutiert werden soll. Der tatsdchliche wahre, aber unbekannte,
Parameterwert aber bleibt auch nach Abschluss eines Inferenzverfahrens immer unbekannt.
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Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein. Wir werden diese Denkweise insbesondere im
Kontext der Punktschiatzung (Kapitel 19) vertiefen. Ebenso beurteilt die Frequentistische
Inferenz die Stdrke empirischer Fvidenz vor dem Hintegrund der angenommenen
Verteilung von Schéitzern und Statistiken in Szenarien, in denen angenommen wird, das
interessierende Effekt nicht existieren (sogenannte “Nullhypothesen”). Diese Denkweise
verdeutlichen wir insbesondere im Rahmen der Betrachtung von Konfidenzintervallen
(Kapitel 20) und Hypothesentests (Kapitel 21).

18.3.1. Anwendungsbeispiel

Fir ein erstes Anwendungsbeispiel Frequentistischer Inferenzverfahren betrachten wir
die evidenzbasierte Evaluation einer Psychotherapie bei Depression. Dazu sei der in
Tabelle 18.1 dargestellte Datensatz von an n = 12 Patient:innen Differenzen von
Pra- und Post-Therapie erhobenen BDI-II Scores gegeben (dBDI; Beck (1961), Beck
et al. (2009)). Die dBDI Werte sollen dabei die Reduktion des BDI-II Scores der
Patient:innen tber den Zeitraum der Therapie wiederspiegeln. Hohe positive Werte von
dBDI entsprechen also einer starken Abnahme der durch den BDI-II Score quantifizierten
Depressionssymptomatik, Werte um Null entsprechen keiner wesentlichen Anderung und
negative Werte entsprechen einer Zunahme der durch den BDI-II Score quantifizierten
Depressionssymptomatik.

Tabelle 18.1. Préa-Post-Therapie BDI-II Reduktionsscores von n = 12 Patient:innen

dBDI

w

= O = Ot Ot

Fiir jeden der n := 12 dBDI Werte legen wir nun das Modell
v; = p+¢g; mit g, ~ N(0,0%) wiv. firi=1,..,n (18.19)

zugrunde. Damit wird der dBDI der iten Patient:in also mithilfe einer {iber die Gruppe
von Patient:innen identischen BDI-II Score Reduktion x4 € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten BDI-II Score Reduktionsabweichung e; erklirt und es
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wird angenommen, dass sich diese Reduktionsabweichungen zwischen Patient:innen
nicht gegenseitig beeinflussen. Intuitiv wird also davon ausgegangen, dass die Therapie
einen Effekt hat, der bei allen Patient:innen zur gleichen BDI-II Score Reduktion p
fiihrt und sich die Unterschiede in den beobachteten dBDI Werten durch eine Vielzahl
weiterer Zufallvorgédnge, die in der Summe normalverteilt und zentriert sind erkléren lésst.
Alternativ mag man diese Abweichungen als Realisierungen der Unsicherheit verstehen
mit der das Modell in Gleichung 18.19 behaftet ist.

Aus Gleichung 18.19 folgt dann direkt
Uy, ey U, ~ N (1, 0%), (18.20)
denn fiir ¢ = 1,...,n und mit
v, = f(g;) mit f: R —=R,e; = f(e;) :=¢; + p. (18.21)

gilt fiir die WDFen der v;, dass

1 Yi — 1
Po,(Yi) = P ( 11 )

= N (y; — 150,07)

—exp (—5 (v —n—07) (18.22)

Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fithren in diesem
Anwendungsszenario dann auf folgende Fragen, die wir jeweils in den Kapiteln zur
Punktschitzung, Konfidenzintervallbestimmung, und Hypothesentestevaluation wieder
aufgreifen wollen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte p
und o2, also den wahren, aber unbekannten, Erwartungswert der BDI-II Score
Reduktion und ihre wahre, aber unbekannte, Varianz? Wie gut ist die Therapie also
in diesem quantitativen Sinn, wenn wir versuchen, die Patient:innen-abhéngigen
Abweichungen zu beriicksichtigen und wie groff ist die in der Datengeneration
inhérente Unsicherheit?

(2) Wie kann im Sinne einer Intervallschitzung eine moglichst sichere Schitzung des
wahren, aber unbekannten, Erwartungswert der BDI-IT Score Reduktion gelingen?
Wie unprézise muss eine solche Schitzung sein, um moglichst verlésslich zu sein?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir eine der Hypothesen, dass die Therapie nicht
wirksam ist (4 = 0) oder dass sie etwa im positiven (u > 0) oder auch im negativen
Sinne wirksam ist (1 < 0)? Und wenn wir uns fiir eine dieser Hypothesen entscheiden
sollten, mit welcher Fehlerwahrscheinlichkeit tdten wir dies? Wie hoch ist also die
einer solchen Entscheidung innewohnende Unsicherheit?
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18.4. Selbstkontrollfragen

e

=
N = O ©

Geben Sie die Definition des Begriffs des parametrischen Frequentistischen Inferenzmodells wieder.
Erldutern Sie den Begriff des parametrischen Frequentistischen Inferenzmodells.

Geben Sie die Definition des Begriffs des parametrischen Frequentistischen Produktmodells wieder.
Erldutern Sie den Begriff des parametrischen Frequentistischen Produktmodells.

Was ist der Unterschied zwischen univariaten und multivariaten Frequentistischen Inferenzmodellen?
Geben Sie die Definition des Begriffs des Normalverteilungsmodells wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs des Bernoullimodells wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der Statistik wieder.

Erlautern Sie den Begriff der Statistik.

Geben Sie die Definition des Begriffs des Schétzers wieder.

. Erldutern Sie den Begriff des Schétzers.
. Erldutern Sie die datenanalytischen Standardannahmen der Frequentistischen Inferenz.
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19. Punktschatzung

In diesem Kapitel gehen wir immer im Sinne der in Kapitel 18 eingefiihrten
Begrifflichkeiten immer von einem parametrischem Produktmodell

M= {Y, A, {P,|0 € 1} (19.1)

mit n-dimensionalen Stichprobenraum (z.B. ¥ := R"), d-dimensionalen Parameteraum
O C R? und gegebener WMF oder WDF p, fiir alle § € © aus. v := (vy, ..., v,,) bezeichnet
die zu M gehdrende Stichprobe unabhingig und identisch verteilter Zufallsvariablen, es
gilt also durchgéngig

Vgy ey Uy, ~ Py, (19.2)

Wesen und Ziel der hier behandelten Punktschitzung ist es, basierend auf der Stichprobe
einen moglichst guten Tipp fiir eine interessierende Kennzahl der Verteilung P, einer
Stichprobenvariable anzugeben. Dabei ist der Tipp von der gleichen mathematischen
Wesensart wie die entsprechende Kennzahl, also zum Beispiel ein skalarer Wert fiir
einen skalaren Parameter. Dies ist nicht die einzige Moglichkeit der Schitzung, mit
den Konfidenzintervallen werden wir in Kapitel 20 eine Moglichkeit der Schétzung von
skalaren Werten durch Intervalle kennenlernen und die Bayesianische Inferenz nutzt
zur Schiatzung von skalaren Werten in aller Regel Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die
zu schiatzenden Kennzahlen von P, sind oft schlicht die wahren, aber unbekannten,
Parameter selbst. Wir widmen uns diesem Fall ausfiihrlich in Kapitel ?7. Allerdings sind
viele grundlegende Resultate der Frequentistischen Punktschétzung auch dann valide,
wenn es sich bei zu schitzenden Kennzahlen nicht um die Parameter selbst, sondern,
bei parameterischen Produktmodellen, Funktionen von ihnen handelt, wie zum Beispiel
die Schitzung des Erwartungswerts, der Varianz, oder der Standardabweichung von
P,. Beginnen wollen wir allerdings mit der Parameterschitzung. Um den wahren, aber
unbekannten, Parametert eines parametrischen Produktmodells oder auch allgemein
eines Frequentistischen Inferenzmodells zu schétzen, nutzt man in der Frequentistischen
Inferenz sogenannte Parameterpunktschdtzer.

Definition 19.1. M := (Y, A,{Py|0 € ©O}) sei ein Frequentistisches Inferenzmodell,
(0©,8) sei ein Messraum und 0 : ¥ — © sei eine Abbildung. Dann nennt man 6 einen
Parameterpunktschdtzer fir 6.

Parameterpunktschétzer werden meist auch einfach als Parameterschdtzer bezeichnet.
Im Sinne von Definition 18.5 sind Parameterpunktschitzer Schatzer mit 7 := idg.
Parameterpunktschatzer sind also Funktionen von Daten und nehmen Zahlwerte im
Parameterraum an. Als als Funktionen von Zufallsvariablen sind Parameterschitzer
natiirlich auch Zufallsvariablen. Oft wird dabei notationell nicht zwischen 6 als
Zufallsvariable und é(y) als Wert dieser Zufallsvariable unterschieden.
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Definition 19.1 macht offenbar keine Angabe dariiber, wie ein Parameterpunktschétzer
zu konstruieren ist oder inwieweit er dann ein sinnvoller Schitzer sein mag. Im
Folgenden werden wir mit der Mazimum-Likelihood Schdtzung zunachst ein allgemeines
Prinzip diskutieren, das es erlaubt, fiir ein gegebenenes Frequentistisches Inferenzmodell
Parameterschitzer zu bestimmen, die, wie wir an spéterer Stelle sehen werden,
garantiert bestimmte winschenswerte Eigenschaften haben (Kapitel 19.4). Dabei
beziehen sich diese Eigenschaften allgemein auf sein qualitatives Verteilungsverhalten
bei festen Stichprobenumfang bzw. im Grenziibergang zu einem unendlich grofien
Stichprobenumfang. Wir fithren diese Eigenschaften allgemein und insbesondere auch in
der Schatzung auf andere Kennzahlen von P, in Kapitel 19.2 und Kapitel 19.3 ein.

19.1. Maximum-Likelihood Schaitzung

Die Grundidee der Maximum-Likelihood Schétzung ist es, als Tipp fiir einen wahren,
aber unbekannten, Parameterwert denjenigen Parameterwert zu wéhlen, fiir den die
Wahrscheinlichkeit der beobachteten Daten maximal ist. Dafiir ist es zunédchst noétig,
die Wahrscheinlichkeit beobachteter Daten eines Frequentistischen Inferenzmodells als
Funktion des betreffenden Parameters zu betrachten. Dies ermoglichen und formalisieren
die Likelihood-Funktion und ihr Logarithmus, die Log-Likelihood-Funktion. Wir definieren
diese Begriffe hier fiir parametrische Produktmodelle.

Definition 19.2 (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion). M sei ein
parametrisches Produktmodell mit WMF oder WDF p,. Dann ist die Likelihood-Funktion

definiert als .

L:© —[0,00[,0 > L(6) := | [ po(w:) (19.3)

i=1
und die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

0,:0 = R0 £(0) i=InL(6). (19.4)

Die Likelihood-Funktion ist also eine Funktion des Parameters und ihre Funktionswerte
sind die Werte der gemeinsamen WMF bzw. WDF beobachteter Datenwerte v, ..., y,,.
Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass eine Likelihood-Funktion iiber dem
Parameterraum zu 1 integriert, die Likelihood-Funktion ist also im Allgemeinen keine
WMF oder WDF. Die Log-Likelihood Funktion ist schlicht die logarithmierte Likelihood-
Funktion. Ein nach dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schitzung gewonnener
Parameterschitzer soll nun die Likelihood-Funktion bzw. die Log-Likelihood-Funktion
maximieren. Dies fithrt auf folgende Definition des Begriffs des Mazimum-Likelihood
Schdtzers.

Definition 19.3 (Maximum-Likelihood Schétzer). M sei ein parametrisches Produktmodell
mit Parameter 6 € ©. Ein Maximum-Likelihood Schdtzer von 0 ist definiert als

O Y — O,y - M(y) := argmax L(0) = arg max £(0) (19.5)
0€O 0€O
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Man beachte bei Definition 19.3, dass eine Maximumstelle der Log-Likelihood-Funktion
der Maximumstelle der Likelihood-Funktion entspricht, weil die Logarithmusfunktion
eine monoton steigende Funktion ist. Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion
ist allerdings oft einfacher als das direkte Arbeiten mit der Likelihood-Funktion, zum
Beispiel, wenn in der WMF oder WDF des Modells Exponentialfunktionen auftauchen.
Weiterhin beachte man bei Definition 19.3, dass Definition 19.2 impliziert, dass

n

0 (y) = argmax | [ py(y;) = argmax » _ Inpy(y,) (19.6)
6cO 1 6cO i=1

was die Abhéingigkeit eines Maximum-Likelihood Schétzers von den Daten verdeutlicht.

Mit Definition 19.3 handelt es sich bei der Maximum-Likelihood Schitzung also um das
Problem, Extremalstellen einer Funktion zu bestimmen. Fiir diese Extremalstellen stellt
die Differentialrechnung bekanntlich notwendige und hinreichende Bedingungen bereit (vgl.
Kapitel 5.2). In ihrer Anwendung auf die Gewinnung von Maximum-Likelihood Schatzern
begniigt man sich zumeist aufgrund der funktionellen Form der betrachteten Funktionen
mit dem Erfiilltsein der notwendigen Bedingung. Je nach Beschaffenheit der Log-likelihood
Funktion bieten sich dann Methoden entweder der analytischen Optimierung oder der
numerischen Optimierung an. In den folgenden klassischen Beispielen nutzen wir einen
analytischen Zugang anhand folgendem standardisierten Vorgehen:

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion.
(2) Bestimmung der ersten Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen.
(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen.

In Theorem 19.1 zeigen wir, dass der Maximum-Likelihood Schétzer fiir den Parameter des
Bernoullimodells aus Definition 18.3 durch das entsprechende Stichprobenmittel gegeben
ist und in Theorem 19.2 zeigen wir, dass die Maximum-Likelihood Schétzer fiir den
Erwartungswert- und Varianzparameter des Normalverteilungsmodells aus Definition 18.2
durch das Stichprobenmittel und eine modifizierte Stichprobenvarianz, respektive, gegeben
sind.

Beispiele

Theorem 19.1 (Maximum-Likelihood Schétzer des Bernoullimodells). M sei das
Bernoullimodell, es gelte also vy, ...,v, ~ Bern(u). Dann ist

1 n
aMe: {0,13" — 0,1 M (y) = — : 19.7
At {0,137 — [0, 1],y — @M (y) n;yl (19.7)

ein Mazimum-Likelihood Schatzer von p

Beweis. Wir formulieren zunichst die Log-Likelihood-Funktion. Fir die Likelihood-Funktion gilt
n
L 0,110, 1], > L(p) i= [ ¥ (1 = p)t-vr = pEia vi(1 — pynXiiavi, (19.8)
i=1

Logarithmieren ergibt

£:0,1[—= R, £(p) = ln,uzn:yi +1In(1—p) (n — zn:yl> . (19.9)
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Wir werten dann die Ableitung der Log-Likelihood-Funktion aus. Es gilt

if(u) = % (lnuiyi +In(1 —p) (niy)>

du

i=1
d i + d (1—p) i (19.10)
= -np Y, v ol —p) | n— Yi :
dp T dp =
1& 1 u
= - yz_i n— yz
u; 1—#«( ; )

Nullsetzen ergibt dann folgende Maximum-Likelihood-Gleichung als notwendige Bedingung fiir einen
Maximum-Likelihood Schétzer im Bernoullimodell:

1 7
Vi~ = (nzy) =0. (19.11)

=1

3

Auflésen der Maximum-Likelihood-Gleichung nach Mt ergibt dann

n
1

Lt e

ey y,— pMn Z y; — npMt 4+ pMU i y; =0 (19.12)

i=1 i=1 i=1

< npMt = z": Y;
i—1

1 n
= E;yz

aMb =1 Z?:l vy, ist also ein Kandidat fiir einen Maximum-Likelihood Schétzer von p. Dies konnte durch
Betrachten der zweiten Ableitung von £ verifiziert werden, worauf wir hier aber verzichten wollen.

= ﬁI\/IL(l ML <

O

Theorem 19.2 (Maximum-Likelihood Schétzer des Normalverteilungsmodells). M sei
das Normalverteilungsmodell, es gelt also vy, ...,v, ~ N (u, 02). Dann sind

~ ~ 1 S
LR = Ry = oM (y) = n Zyi (19.13)
i=1
und
1 n
2" R = R,y 62 () = — D (g — ) (19.14)
i=1

Magzimum-Likelihood Schiétzer fiir i und o?, respektive.

Beweis. Wir formulieren zundchst die Log-Likelihood-Funktion. Fiir die Likelihood-Funktion ergibt sich

- 1 1
L:RXR.g— Reg,(,0%) = L(p,0?) = H exp (—ﬁ(yi - /L)Q)

:(271-02)_n exp ( 557 Z >

=1

(19.15)
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Logarithmieren ergibt dann

. 2 2y _ "1 n 2 1\ 2
L:RXRyg =R, (n,0%) =L, (1,0 )——51n271'—§1na —ﬁZ(yi—p) . (19.16)

1=1

Die Auswertung der partiellen Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion ergeben dann

16} 0 1 <& 1 <0 1 &
ey 2y__9 = 2= N Ly 2= o 19.1
o (p,0%) B 207 Z_E:l(yz ) 552 ;:1 o (yi —n)* = — i§:1<yz ©) (19.17)
und
4] 2y n 0O 5 o 1 & s n 1 & 5
do? bp, o) = 2 Oo2 g Oo? 202 Z(yz "= 202 + 204 Z(yl 2 (19.18)

i=1 i=1

Das System der Maximum-Likelihood Gleichungen als Ausdruck der notwendigen Bedingungen fir
Extremstellen der Log-Likelihood-Funktion hat in diesem Fall also die Form

. n 1 i
(y; —aMY) =0 und — 552V T 5Nt > (yi—w)? =0. (19.19)
=1

-

Il
—

7

Losen des Systems der Maximum-Likelihood Gleichungen ergibt dann zunéchst

n R n ~ ~ 1 n
Z(yi_MML):O¢>2yi:nMML@MML:;Zyi. (19.20)
im1 im1 im1

Damit ist
1 n
Ml = — ; 19.21
H n ; Yi ( )

ein potentieller Maximum-Likelihood Schétzer von p. Einsetzen dieses Schétzers in die zweite Maximum-
Likelihood Gleichung ergibt dann

n 1 . ~ML\2
“gpan + ppa 2 (v~ ) =0

& -na®" + 3 (y, - aMY)? =0 (19.22)
=1
ML 1
=52 = C_ AMLA2
” ;:1(,% M)
Also ist
oML 1 & ML 2

= — S — 19.23
G - > (y; — ML) (19.23)

i-1
ein potentieller Maximum-Likelihood Schitzer von o2. Beide potentiellen Maximum-Likelihood Schitzer
kénnen durch Betrachten der zweiten Ableitung von £ verifiziert werden, worauf wir hier verzichten wollen.

O

Man beachte bei Theorem 19.2, dass g™ mit dem Stichprobenmittel ¥ identisch
ist, aber 52" nicht mit der Stichprobenvarianz S? iibereinstimmt. Im Gegensatz zur
Stichprobenvarianz findet sich im Maximum-Likelihood Schitzer von o2 der multiplikative
Faktor %, nicht, wie in der Stichprobenvarianz, der multiplikative Faktor ﬁ Wir werden

auf diesen Unterschied im Kontext der Schétzereigenschaften zuriickkommen.

Anwendungsbeispiel

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir Theorem 19.2 im Kontext des Anwendungsbeispiels
aus Kapitel 18.3.1 betrachten. Wir hatten dort den beobachteten dBDI Werten das
Normalverteilungsmodell

Uy, ooy 0y, ~ N(p,0?%) (19.24)
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zugrundegelegt. Die Maximum-Likelihood Schétzer fiir die Parameter dieses Modells
lassen sich dann anhand von Theorem 19.2 mithilfe der R Stichprobenmittel- und
Stichprobenvarianzfunktionen mean () und var() und unter Beachtung der Identitét

n—1, n-—1 1 n o 1 D a2 AgML
s = Y wi—9?==) (g, —@") =5 (19.25)

n n n—liz1 n ‘=

wie in folgendem R Code auswerten.

1 D = read.csv("./_data/302-Punktschitzung.csv") # Datensatzeinlesen

2 N = D$dBDI # Datenauswahl

3 mu_hat = mean(y) # Maximum-Likelihood Schétzung des Erwartungswertparameters
4 n = length(y) # Anzahl der Datenpunkte

5 sigsqr_hat = ((n-1)/n)*var(y) # Maximum-Likelihood Schitzung des Varianzparameters

6 cat("mu_hat :", mu_hat,"\nsigsqr_hat :", sigsqr_hat) # Ausgabe

mu_hat : 3.166667

sigsqr_hat : 12.63889

Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schitzung und den vorliegenden
n = 12 Datenpunkten sind also

oML

MY =317 und 52" = 12.6 (19.26)

Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameter des Modells.

19.2. Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Allgemein betreffen Frequentistische Schétzereigenschaften die Verteilung von Schétzern
in Abhédngigkeit der Verteilung der ihn zugrundeliegenden Daten. Weil Daten in der
Frequentistischen Inferenz zufillig sind, sind auch Schétzer zuféllig. Speziell werden
beobachtete Datenwerte als Realisierungen von Zufallsvariablen interpretiert. Schatzer
als Funktionen von Zufallsvariablen sind damit auch Zufallsvariablen, auch wenn
sie natiirlich bei Vorliegen eines konkreten Datensatzes nur einen konkreten Wert
annehmen. Wir unterscheiden zwischen Schditzereigenschaften bei endlichen Stichproben
und Asymptotischen Schdtzereigenschaften. Erstere sind Inhalt dieses Abschnittes und
betreffen die Figenschaften eines Schétzer fiir einen festen Stichprobenumfang n, letztere
sind Inhalt von Kapitel 19.3 und betreffen die Eigenschaften eines Schétzers im Grenzfall
n — oo von groflen Stichprobenumfingen.

Es sei zunachst (X,5) ein Messraum und 7 : ¥ — X ein Schétzer von 7 : © — X (vgl.
Definition 18.5). In der Folge betrachten wir neben Parameterschétzern der Form

T:0 =X, 7(0) =0 (19.27)

auch wiederholt zunéchst solche Schétzer, die bei parametrischen Produktmodellen
nur Funktionen der Parameter wie den FErwartungswert, die Varianz und die
Standardabweichung der Stichprobenvariablen schétzen. Da nach Annahme die
Verteilungen der Stichprobenvariablen vy, ...,v,, identisch sind, handelt es sich dabei um
Schétzer der Form

n

7:0 =X, 0 7(0) mit 7(0) := Eg(vy), 7(0) := Vy(vy), und 7(0) := Sy(vy). (19.28)
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Speziell wollen wir in diesem Abschnitt vier Aspekte von Schétzereigenschaften bei
endlichen Stichproben beleuchten. In Kapitel 19.2.1 beschéftigen wir uns zunéchst mit
der FErwartungstreue eines Schétzers. Dabei heifit ein Schitzer erwartungstreu, wenn
sein Erwartungswert mit dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) fiir alle § € ©
identisch ist. In Kapitel 19.2.2 fiihren wir mit den Begriffen der Varianz und des
Standardsfehlers eines Schéitzers als Bezeichungen fiir die Varianz der Zufallsvariable 7(v)
und die Standardabweichung der Zufallsvariable 7(v) zwei Mafle fiir die Frequentistische
Variabilitdt von Schétzern ein. Mit dem mittlere quadratischen Fehler eines Schétzers
7 als Erwartungswert der quadrierten Abweichung von 7(v) von 7(f) fithren wir dann
in Kapitel 19.2.3 eine Schétzereigenschaft ein, die es erlaubt die Genauigkeit und
die Variabilitdt eines Schétzers im Sinne eines sogenannten Bias-Variance-Tradeoffs
miteinander in Beziehung zu setzen. Die in Kapitel 19.2.4 disktutierte Cramér-Rao-
Ungleichung schliellich gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer
Schéatzer an. Ein erwartungstreuer Schétzer mit Varianz gleich der in der Cramér-
Rao-Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die kleinstmogliche Varianz aller
erwartungstreuen Schétzer und ist in diesem Sinne ein optimaler Schétzer.

19.2.1. Erwartungstreue

Der Begriff der Erwartungstreue eines Schétzers ergibt sich im Kontext des Fehlers und
des systematischen Fehlers eines Schétzers wie folgt.

Definition 19.4 (Fehler, Systematischer Fehler und Erwartungstreue). v sei eine
Stichprobe eines Frequentischen Inferenzmodells und 7 sei ein Schéatzer fir 7.

o Der Fehler von 7 ist definiert als
7(v) — 7(6). (19.29)
o Der systematische Fehler (engl. Bias) von T ist definiert als
B(7) := Eg(T(v)) — 7(8). (19.30)
o Der Schitzer T heifit erwartungstreu (engl. unbiased), wenn
B(7) =0< Ey(7(v)) = 7(0) fir alle # € © und alle n € N. (19.31)

Andernfalls heifit 7 verzerrt (engl. biased).

Man beachte, dass in Definition 19.4 der Fehler eines Schétzers von der spezifischen
Realisation der Stichprobe v abhéngt. Der systematische Fehler dagegen ist der erwartete
Fehler iiber Stichprobenrealisationen und damit im Sinne eines Erwartungswerts von einer
spezifischen Realisation unabhangig. Fiir den speziellen Fall eines Parameterpunktschéatzers
gilt nach Definition 19.4, dass er erwartungstreu ist, wenn gilt, dass

E,(A(v)) = 6. (19.32)

Als erste Beispiele fiir erwartungstreue Schétzer betrachten wir in folgendem Theorem das
Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz als Schétzer fiir den Erwartungswert und
die Varianz einer Stichprobenvariable.
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Theorem 19.3 (Erwartungstreue von Stichprobenmittel und Stichproenvarianz). v :=
(U1, ..., v,) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann gelten

(1) Das Stichprobenmittel

@::

zn: v, (19.33)
=1

ist ein erwartungstrever Schdtzer des Erwartungswerts Eg(vy).
(2) Die Stichprobenvarianz

S|

L Zn:(u,.—@)2 (19.34)

n—1a

ist ein erwartungstreuer Schdtzer der Varianz Vg(vy).

Beweis. (1) Die Erwartungstreue des Stichprobenmittels ergibt mit den Eigenschaften des Erwartungswerts
(vgl. Theorem 13.3) aus

3

Eo(0) = E, (i Zv) = LY )= £ D Ee ) = nby (0] = Eo(v)).  (193)

1=1

(2) Um die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz zu zeigen, halten wir zunichst fest, dass mit den
Eigenschaften der Varianz gilt, dass (vgl. Theorem 13.5)

Vo(@) =V, (1 Zv> = L e = 53 Ve = vy = 2 0)

n

3wy - 8)% = 30, — El01)* — n(o — Ey(wy), (19.37)

(19.38)
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Zusammen ergibt sich also

Eo ((n—1)S?) =, (i (v; — U)2> (19.39)
=L, (i(’uz —Eg(vy))? —n(v— Ee(Ul))2) (19.40)
:i[e ((v; = Eg(v1))?) = nkg ((0—Eg(vy))?) (19.41)
=nVy(vy) —nVy(D) (19.42)
=nV,(vy) — n% (19.43)
= 1V, (vy) = Vo(vy) (19.44)
= (n—1)Vq(vy). (19.45)

Schliefllich ergibt sich dann

B (S?) = (ﬁ(n - 1)52) = ! 1[E9 (n—1)8%)= %(”— 1)Vg(vy) = Vg(vy) (19.46)

und damit die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz als Schétzer der Varianz.

O

Natiirlich sind in Theorem 19.3 aufgrund der identischen Verteilung der Stichprobenvariablen
eines parametrischen Produktmodells das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz
auch erwartungstreue Schitzer des Erwartungswertes und der Varianz einer beliebigen
Stichprobenvariablen v; mit 1 <7 < n. Man beachte, dass im Beweis der Erwartungstreue
der Stichprobenvarianz der Nenner n — 1 in der Definition der Stichprobenvarianz eine
entscheidende Rolle spielt.

Obwohl die Stichprobenvarianz ein unverzerrter Schétzer der Varianz einer Stichprobenvariable
eines parametrischen Produktmodells ist, trifft dies auf die Stichprobenstandardabweichung
als Schétzer der Standardabweichung nicht zu. Dies ist Inhalt des folgenden Theorems.

Theorem 19.4 (Verzerrtheit der Stichprobenstandardabweichung). v = (vy,...,v,) sei
die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann ist die Stichprobenstandard-
abweichung

S =52 (19.47)

ein verzerrter Schdtzer der Standardabweichung Sg(vy).

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass /- eine strikt konkave Funktion und o > 0 ist. Dann aber gilt mit
der Jensenschen Ungleichung E(f(§)) < f(E(&)) fur strikt konkave Funktionen (vgl. Theorem 14.5), dass

Eo(S) =, (\/§> <VE(82) = VVg(vy) = Sp(vy). (19.48)

O

Allgemein fithren nichtlineare Transformationen von erwartungstreuen Schétzern oft
auf verzerrte Schitzer, was wir hier aber nicht weiter vertiefen wollen. Folgender R
Code demonstriert exemplarisch die Begriffe der Unverzerrtheit und Verzerrtheit von
Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz und Stichprobenstandardabweichung am Beispiel
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eines parametrischen Produktmodells mit Stichprobenverteilung

U17 "'7U12 ~ J\T(]..’?7 2) (19.49)

Dabei werden die Erwartungswerte der Schitzer anhand ihrer Stichprobenmittel iiber viele
Realisierungen von vy, ..., ;5 als Funktion der Anzahl an Realsierungen (Simulationen)
geschatzt.

1 # Modellformulierung

2 set.seed(0) # Zufallszahlengenerator

3 mu =1.7 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
4 sigsqr = 2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
5 n =12 # Stichprobenumfang n

6 nsim = bed # Anzahl der Simulationen

7 y_bar = rep(NaN,nsim) # Stichprobenmittelarray

8 s_sqr = rep(NalN,nsim) # Stichprobenvarianzarray

9 s = rep(Nal,nsim) # Stichprobenstandardabweichungarray
10
11 # Simulationsiterationen
12 for(sim in 1:nsim){
13
14 # Stichprobenrealisation von \ups_1,...,\ups_{12}
15 y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
16
17 # Erwartungswert-, Varianz-, StandardabweichungSchéatzer

18 y_bar[sim] = mean(y) # Stichprobenmittel

19 s_sqr[sim] = var(y) # Stichprobenvarianz
20 s[sim] = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
21 ¥
22
23 # Erwartungswertschaetzung

24 E_hat_y_bar = cumsum(y_bar)/(1:nsim) # \mathbb{E}(\bar{\ups}) Schaetzungen
25 E_hat_s_sqr = cumsum(s_sqr)/(1:nsim) # \mathbb{E}(S"2) Schaetzungen
26 E_hat_s = cumsum(s) /(1:nsim) # \mathbb{E}(S) Schaetzungen

Abbildung 19.1 visualisiert die Ergebnisse obiger Simulation. Gezeigt sind Schatzungen der

Erwartungswerte von Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz und Stichprobenstandardabweichung

als Funktion der Anzahl an Realisierungen der Stichprobenvariablen vy,...,v;5 sowie
die wahren, aber unbekannten, Werte des Erwartungswerts, der Varianz und der
Standardabweichung der v, mit 1 < ¢ < 12. Es fillt auf, dass diese Schitzungen bei
geringer Realisierungsanzahl variabler ausfallen. Ab einer Schatzung basierend auf
etwa 10000 Realisierungen von wvq,...,v;5 entsprechen die Stichprobenmittel von ©
und S? gemiB ihrer Erwartungstreue ihren wahren, aber unbekannten, Werten. Die
Stichprobenstandardabweichung dagegen zeigt geméfl ihrer Verzerrtheit auch bei weiter
ansteigenden Anzahlen von der Realsierungen von vy, ...,v;4

konstant eine zu niedrige Schiatzung der wahren, aber unbekannten, Standardabweichung.

19.2.2. Varianz und Standardfehler

Im vorherigen Abschnitt haben wir den Erwartungswert eines Schétzers betrachtet. In
diesem Abschnitt betrachten wir seine Varianz und seine Standardabweichung und fithren
die mit diesen assoziierten Begriffe ein. Wir nutzen folgende Definition.

Definition 19.5 (Varianz und Standardfehler). v = (vq,...,v,,) sei die Stichprobe eines
Frequentistischen Inferenzmodells und 7 sei ein Schétzer von 7.

e Die Varianz von T ist definiert als
Vo(7) = B ((F(v) — Ey(7(v)))?) . (19.50)
e Der Standardfehler von T ist definiert als

SE(7) := /V,(7). (19.51)
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2.2
— E(@@ E(v) — E(?) - V() E(S) s(u)
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Abbildung 19.1. Simulation der Erwartungstreue von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz
als Schétzer des Erwartungswerts und der Varianz bei normalverteilten Stichprobenvariablen und
Simulation der Verzerrtheit der Stichprobenstandardabweichung als Schétzer der Standardabweichung bei
normalverteilten Stichprobenvariablen
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Die Varianz eines Schétzers 7 ist also als die Varianz der Zufallsvariable 7(v) definiert.
Der Standardfehler eines Schétzers 7 ist als die Standardabweichung von 7(v) definiert.
Als erstes Beispiel fiir einen Standardfehler betrachten wir den Standardfehler des
Stichprobenmittels.

Theorem 19.5 (Standardfehler des Stichprobenmittels). v = (vy,...,v,) sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann ist der Standardfehler des

Stichprobenmittels gegeben durch

sE(o) = 2ol (19.52)

Beweis. Mit der Varianz des Stichprobenmittels ergibt sich

SE(D) = \/Vy(0) = y/ Yelva) _ Se(va) (19.53)
0

Der Standardfehler des Mittelwerts beschreibt die Variabilitdt des Stichprobenmittels.
Da die Standardabweichung S,(v;) unbekannt ist, ist auch der Standardfehler SE(v)
unbekannt, kann also nur geschatzt werden. Mit der Stichprobenstandardabweichung als
verzerrter Schétzer der Standardabweichung Sy(v,) ergibt sich ein ebenfalls verzerrter
Schétzer fiir den Standardfehler des Stichprobenmittels zu

SE(7) = —. (19.54)

Als zweites Beispiel wollen wir den Standardfehler des Maximum-Likelihood Schétzers fiir
den Parameter eines Bernoulli-Modells betrachten.

Theorem 19.6 (Standardfehler des Maximum-Likelihood Schétzers des Bernoullimodellparameters).
Es sei v = (vq,...,v,) die Stichproben eines Bernoullimodells und p** sei der Maximum-
Likelihood Schdtzer fiir den Bernoullimodellparameter . Dann ist der Standardfehler von

M gegeben durch

SE (M) = ““n_”) (19.55)

Beweis. Es gilt

SE (M) = /\/“ (ML) = 4|V, (7112”:”1> _ '%i\/u(“i) _ \/n.u‘(i; ®) _ \/N(ln— N), (19.56)

wobei die dritte Gleichung mit der Unabhéngigkeit der v, und die vierte Gleichung mit der Varianz
V,(v1) =V, (v;) = u(1 — p) der Stichprobenvariablen folgt.

O
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Wie im Falle des Standardfehlers des Stichprobenmittels ist auch der Standardfehler
des Maximum-Likelihood Schétzers des Bernoullimodellparameters ein wahrer, aber
unbekannter, Wert. Ein Schétzer fir SE (2™") ergibt sich mit dem Maximum-Likelihood
Schétzer fiir den Bernoullimodellparameter durch

[ZML < 1 —_ lal\lL)

SE () = -

(19.57)

Folgender R Code simuliert die Verteilung des Maximum-Likelihood Schétzers fiir
den Parameter eines Bernoullimodells mit wahrem, aber unbekanntem, Parameterwert
i = 0.4 fiir die Stichprobenumfinge n = 20,n = 100 und n = 200. Abbildung 19.2
visualisiert die resultierenden Verteilungen mithilfe von Histogrammen. Die Variabilitét
der Schétzwerte, also die Breite der Histogrammverteilungen, hingt dabei offenbar vom
Stichprobenumfang ab und hoéhere Stichprobenumfénge resultieren in einer geringeren
Variabilitdt des Schétzers. Diesen Gedanken werden wir im Abschnitt Kapitel 19.3
vertiefen.

1 # Modellformulierung
2 mu = 0.4 # wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
3 n_all = ¢(20,100,200) # Stichprobenumfénge n
4 ns = led # Anzahl der Simulationen
5 mu_hat = matrix(rep(NaN, length(n_all)*ns), nrow = length(n_all)) # Maximum-Likelihood Schétzearray
6
7 # Stichprobenumféngeiterationen
8 for(i in seq_along(n_all)){
9
10 # Simulationsiterationen
11 for(s in 1:ns){
12 y = rbinom(n_all([i],1,mu) # Stichprobenrealisation von y_1,...,y_n
13 mu_hat[i,s] = mean(y) # Stichprobenmittel
14 ¥
15 ¥
n=20 n =100 n =200
2500 4 2500 — 2500 4
2000 — 2000 — 2000 —
1500 — 1500 — 1500 —
1000 — 1000 — 1000 —
500 500 500
0 T T T T ] 0 T T T T ] 0 T T T T ]
00 02 04,m06 08 10 00 02 04,m06 08 10 00 02 04,m06 08 10

n n n

Abbildung 19.2. Simulation der Verteilung des Maximum-Likelihood Schétzers eines Bernoullimodells.
Die Variabilitdt des Schétzers héngt dabei offenbar vom Stichprobenumfang n ab.

19.2.3. Mittlerer quadratischer Fehler

Mit der Erwartungstreue und der Varianz eines Schéitzers haben wir in den beiden
vorherigen Abschnitten zwei unabhéngige Kriterien fiir die Giite von Schétzern
kennengelernt. Der in diesem Abschnitt eingefithrte Mittlere quadratische Fehler eines
Schétzers ermoglicht eine integrierte Betrachtung der Genauigkeit (Erwatungstreue) und
Variabilitdt (Varianz) eines Schétzer im Sinne seiner sogenannten Bias- Varianz-Zerlegung.
Wir definieren den mittleren quadratischen Fehler eines Schétzers zundcht wie folgt.
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Definition 19.6 (Mittlerer quadratischer Fehler). v = (vq,...,v,) sei die Stichprobe

eines parametrischen Produktmodells und 7 ein Schétzer fir 7. Dann ist der mittlere
quadratischer Fehler (engl. mean squared error) von T definiert als

MQF(7) := Ey ((7(v) — 7(0))?) . (19.58)

Der mittlere quadratische Fehler von 7 ist also die erwartete quadrierte Abweichung von
7(v) von 7(#). Man beachte, dass in Abgrenzung dazu die Varianz von 7 die erwartete
quadrierte Abweichung von 7 von E4(7(v)) ist. Dabei kann, wie in

Kapitel 19.2.1 gesehen E,(7(v)) mit 7(6) iibereinstimmen, ein Schétzer also erwartungstreu
sein, er muss es aber nicht. Nutzt man den mittleren quadratischen Fehler als
Giitekriterium fiir einen Schétzer, zum Beispiel indem man versucht, einen Schétzer
mit moglichst geringem mittleren quadratischen Fehler zu konstruieren, so kann man
dabei eventuelle leichte Abweichungen von der Erwartungstreue zugunsten einer geringen
Schétzervarianz in Kauf nehmen. Fiir den mittleren quadratischen Fehler gilt ndmlich
folgendes Theorem.

Theorem 19.7 (Zerlegung des mittleren quadratischen Fehlers). v = (vy,...,v,,) sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells, T sei ein Schétzer fir T, und MQF(T) sei
der mittlere quadratische Fehler von 7. Dann gilt

MQF(?) = B(7)2 + V, (7). (19.59)

(
=L, (F—7,)2+2(7 —7,) (T, — 1)+ (7, — 7)?)
= (T —7,)%) + 26 (T — 7,) (T, — 7)) + Eo ((7,, — 7)?)
= [EG ((% - 7in)2) + 2[E9 (%771 —TT— 7ini-n + 7inT) + [E6 (%n - T)2)
By ((F— 7)) + 04 Ey (7, —7)?) (19:60
=Ey (T, —7)?) +Eo (T —7,)°)
=Ey ((Eg(7) = 7)%) + B4 (T — E4(7))?)
= (Eg(T) — 1) + Vy(7)
=B(7)% + Vy(7).
O

19.2.4. Cramér-Rao-Ungleichung

Hat man mehrere erwartungstreue Schétzer vorliegen, so gilt, dass derjenige Schétzer
mit der kleinsten Varianz am verldsslichsten seinen Zweck erfiillt. Weil aber die
Stichprobenrealisierungen Frequentistischer Inferenzmodelle in aller Regel variabel sind,
kann auch die Variabilitit erwartungstreuer Schétzer nicht beliebig klein sein. Die
Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fir die Varianz erwartungstreuer
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Schétzer an. Ein erwartungstreuer Schitzer mit Varianz gleich dieser unteren Schranke
hat damit die kleinstmogliche Varianz aller erwartungstreuer Schétzer und ist - in diesem
Sinne - ein optimaler Schétzer.

Die Cramér-Rao-Ungleichung basiert auf dem Begriff der sogenannten Fisher-Information,
welche wiederrum auf dem Begriff der Scorefunktion eines Frequentischen Inferenzmodells
beruht. Wir fithren im Folgenden also zundchst diese beiden Begrifflichkeiten ein, bevor
die Cramér-Rao-Ungleichung formuliert und bewiesen werden soll.

Dabei gelten die vorgestellten Resultate allgemein nur unter einer Reihe mathematischer
Annahmen, den sogenannten Fisher-Regularititsbedingungen. Diese bestehen fiir
ein Frequentistisches Inferenzmodell mit WMF oder WDF p, und Parameterraum
© darin, dass angenommen wird, dass (1) © eine offene Menge ist, der wahre,
aber unbekannte, Parameterwert damit nicht an einer Parameterraumgrenze liegen
kann, (2) die Teilmenge von ©, auf der p, von Null verschiedene Werte annimmt,
nicht von 6 abhéingt, (3) das Modell selbst identifizierbar ist, dass also WMFen
oder WDFen mit unterschiedliche Parameterwerten unterschiedliche Funktionen sind
und damit unterschiedliche Stichprobenverteilungen implizieren, (4) die Likelihood-
Funktion des Modells zweimal stetig differenzierbar und (5) dass fiir die Likelihood-
Funktion Integration und Differentiation vertauscht werden diirfen. Wir setzen die
Fisher-Regularitdtsbedingungen also als erfiillt voraus und wollen nur Modelle mit
eindimensionalen Parameterrdumen © C R betrachten. Wir definieren zunédchst die
Begriffe der Scorefunktion und der Fisher-Information wie folgt.

Definition 19.7 (Scorefunktion und Fisher-Information). v = (vy,...,v,) sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells mit eindimensionalem Parameter

f € ©® C R und ¢ sei die zugehorige Log-Likelihood-Funktion. Dann gelten:

e Die erste Ableitung von ¢ wird Scorefunktion der Stichprobe genannt und wird mit

d
S(0) == —£(0 19.61
(6) 1= 250(0) (19.61)
bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir S(6) := S;(0) und nennen S(0) Scorefunktion
etner Zufallsvariable.
e Die negative zweite Ableitung von ¢ wird Fisher-Information der Stichprobe genannt
und mit

1(0) := ——£(6) (19.62)

bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir I1(0) := I;(f) und nennen I(f) die Fisher-
Information einer Zufallsvariable.

Da Likelihood- und Log-Likelihood-Funktionen von der Realisierung einer Stichprobe
abhédngen, sind sie vor dem Hintegrund eines Frequentistischen Inferenzmodells zufallige
Funktionen. Da die Fisher-Information als Funktion der Log-Likelihood-Funktion damit
auch eine Zufallsvariable ist, muss man zwischen den beobachteten und den erwarteten
Werten der Fisher-Information unterscheiden.
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Definition 19.8 (Beobachtete und erwartete Fisher-Information). v = (v, ...,v,,) sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells mit eindimensionalem Parameter 6 €
O C R, ¢ sei die zugehorige Log-Likelihood-Funktion und OML sei ein Maximum-Likelihood-
Schétzer von #. Dann gelten:

e Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist definiert als
. Az~
ML) . _ & ML
(M) = oL (M), (19.63)
die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist also die Fisher-Information an

der Stelle des Maximum-Likelihood-Schétzers 6M".
e Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist definiert als

J(0) = E,(1(6)). (19.64)

Fiir n = 1 schreiben wir J(0) := J;(0) und nennen J(0) die erwartete Fisher-
Information einer Zufallsvariable.

Bevor wir diese Begrifflichkeiten anhand des Bernoullimodells (Theorem 19.10) und
des Normalverteilungsmodells (Theorem 19.12 und Theorem 19.11) verdeutlichen
wollen, fithren wir mit der Additivitdt der Fisher-Information bei parametrischen
Produktmodellen (Theorem 19.8) und dem Erwartungswert und der Varianz der
Scorefunktion (Theorem 19.9) noch wichtige Eigenschaften der genannten Begriffe ein,
die die folgende Diskussion vereinfachen.

Theorem 19.8 (Additivitat der Fisher-Information). v = (vy,...,v,,) sei die Stichprobe
eines parametrischen Produktmodells mit Parameter 6 € © C R, £ sei die zugehirige Log-
Likelihood-Funktion und I1(0) und J(0) seien die Fisher-Information und die erwartete
Fisher-Information der Stichprobe, respektive. Dann gilt

1(0) = nl, (0) und J(0) = nJ, (0). (19.65)

Beweis. Wir zeigen das Resultat fiir die erwartete Fisher-Information, das Resultat fiir die beobachtete
Fisher-Information gilt dann implizit. Mit der Linearitdt von Ableitungen und Erwartungswerten gilt

J(6) = E, (-j—;e(e))

2o (19.66)
=L, 402 ;lnpe(lh)

d2
=k, W&(Q)n)

2
— iy (3 0))
=nJ(0)
O
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Nach Theorem 19.8 geniigt es zur Berechnung der beobachteten oder erwarteten
Fisher-Information einer Stichprobe bei parametrischen Produktmodellen also, die
beobachtete oder erwartete Fisher-Information einer der Zufallsvariablen der Stichprobe
zu berechnen. Weitere Vereinfachungen in der Bestimmung von Fisher-Informationen
und der Begriindung der Cramér-Rao-Ungleichung ergeben sich durch die im folgenden
Theorem formulierten Identitéten.

Theorem 19.9 (Erwartungswert und Varianz der Scorefunktion). Der Erwartungswert
der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist

Ey(S(0)) =0 (19.67)
und die Varianz der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist

V,(S(0)) = J(B). (19.68)

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass p, eine WDF ist und zeigen zunéchst, dass E,(S(0)) = 0 ist.

d
O 1(0)pa(a) da
= [ L L(O)py(x)d
T po(x) dx
1 d
—/m—eL(O)pg(w) dx
1 d (19.69)
= —L(6 xz)dx
| 5z g HOR)
" d
- / Lo L0 da
d [
=430 / po(x) dz
d
= @1
=0.
Mit der Definition der Varianz folgt dann sofort dass V,(S(0)) = E4(S(6)?) ist. Als néichstes zeigen wir,
dass J(0) = E4(S(0)?) und deshalb Vg( J(0) ist.
J(O) =, ( gz L (0 )
d 45 L
EG( do L
e, (- &L — 2 L(0) L L(0)
L( )L(6)
d2 d 2
g, (a=EO)) g (Gl (19.70)
L(0 (L(6))
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O

Der Erwartungswert der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ist also immer Null und
die erwartete Fisher-Information ist immer gleich der Varianz der Scorefunktion. Wir
wollen die Scorefunktion und die verschiedenen Formen der Fisher-Information nun fiir
die uns vertrauten Frequentistischen Inferenzmodelle konkret berechnen. Nachfolgendes
Theorem fasst zundchst die Ergebnisse fiir das Bernoullimodell zusammen.

Theorem 19.10 (Scorefunktion und Fisher-Informationen des Bernoullimodells). Es sei
v = (vq,...,v,) die Stichprobe eines Bernoullimodells mit Parameter p €]0,1[. Dann
gelten:

e Die Scorefunktion der Stichprobe ist

S:0,1[—= R, S(p) :== ;iyz — 1:u (n— iyz) . (19.71)

i=1

e Die Fisher-Information der Stichprobe ist

2
n n(l —
ny  nd—y)”

I:0,1[— Ryp> I(p) :=1(u) = 2 T (19.72)
e Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
[0,1[0 R, e s T (e o Y 4 ML ZY) (19.73)
e
e Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
J0,1[= R, J () = ﬁ (19.74)

Beweis. Die Scorefunktion wurde bereits im Kontext der Maximum-Likelihood-Schiatzung von p
hergeleitet. Wir betrachten die Fisher-Information einer einzelnen Bernoulli-Zufallsvariable v.

I(p) = ddTﬂl(u)
= ddTanu(y)
*—ddfw(ylnw(l—y)ln(l—u))
(5 g+ (1= )1 = ) (10.75)
_ 9 (y, (Q-y
- O (u+ 1*#)
_ (v a-y?
p2 l—p
oy, -y’
ETER -
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Damit ergibt sich die erwartete Fisher-Information der Zufallsvariable v als

= T, (19.76)
_ b (1—p)*

p2 o l-p
1

p(l—p)

Mit der Additivitdtseigenschaft der Fisher-Information und der Definition der beobachteten Fisher-
Information ergibt sich dann sofort

2
n n(l— n
ny  n(dl-y)

und J(u) = W= (19.77)

I(p) =
(1) R —

O

Die Scorefunktion und die Fisher-Informationen des Normalverteilungsmodells betrachten
wir lediglich unter der zusétzlichen Annahme eines bekannten Varianzparameters
(Theorem 19.11) bzw. eines bekannten Erwartungswertparameters (Theorem 19.12)

Theorem 19.11 (Scorefunktion und Fisher-Informationen des Normalverteilungsmodells
bei bekanntem Varianzparameter). v = (vy, ..., v,,) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells

und der Varianzparameter o sei als bekannt vorausgesetzt. Dann gelten:

e Die Scorefunktion der Stichprobe ist
1 n
SiR= R S(p)i=—> (4 — ) (19.78)
i=1

e Die Fisher-Information der Stichprobe ist

I'R—=Rpue I(n) = % (19.79)

e Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist

n

I(pM) = —. 19.80
(i) = 2 (19.80)
e Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
TR =Rt J(p) = —. (19.81)
o

Beweis. Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion eines Normalverteilungsmodells bei
bekanntem Varianzparameter o2 durch

1
ARaRuaam:—gm%—gmﬁ—iﬁEX%—m2 (19.82)
=1
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gegeben ist. Damit ergibt sich die Scorefunktion als

S(u) = 2 t(p) = % > Wi~ (19.83)

Die Fisher-Information der Stichprobe ergibt sich als

I(p) =fdd—é(u) :faaﬂS( )= 02 Em (iy nu) — (19.84)

02

Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood
Schitzes ML, Die erwartete Fisher-Information schlie8lich ergibt sich als

J(w) =E,(I(1) = E, (55 ) = 2. (19.85)

o2

O

Theorem 19.12 (Scorefunktion und Fisher-Informationen des Normalverteilungsmodells
bei bekanntem Erwartungswertparameter). v = (vy,...,v,) sei die Stichprobe eines
Normalverteilungsmodells und der Varianzparameter o2 sei als bekannt vorausgesetzt.
Dann gelten:

e Die Scorefunktion der Stichprobe ist gegeben durch

n 1 &
§:R.g = R,0% b S(0%) i= —5 5+ o > (v —m)? (19.86)
=1

e Die Fisher-Information der Stichprobe ist gegeben durch

I:R.y— R, o2 I(0?): - 19.87
>0 6 204
o

e Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist gegeben durch

n

I(G2M) = — 19.88
@) = (19.85)
o Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist gegeben durch
n
J:Rog = R,0% > J(0?) = 391" (19.89)

Beweis. Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe eines Normalverteilungsmodells
bei bekanntem Erwartungswert-Parameter p durch

n n 1 &
£:R.y =R, 0% £(0?) = -3 In27 — 3 Ino? — 592 ; (19.90)

gegeben ist. Die Scorefunktion ergibt sich also als

o 2\ _
Fozl0) =~ 202 2042 (19.91)

1=1

S(o?) =
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Die Fisher-Information der Stichprobe ergibt sich als

1(6%) = 05 8(0?)
0 n &
=352 (20_4 - 016 Z(yz - .LL)Q) (19.92)

18 n
= — . — 2 _ _—
— ;(yz w? =5

Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood

. ~ oML
Schiitzes 62,

n 2
I(&Q ML) _ Zizl(yi - "l’) _ n
' (630)°  2(a3ML)”
E?:l(yi - “)2 o n
- n 3 ~ 2
A (T (g —w?)” 2(63M0)
— 1 n
- n 2 ~ 2
(0 (i —w?)” 2063 (19.93)
— n _ n
(&QML)Q 2 (5.2ML)2
- "
9 (52 ML)Z
n
- g

Die erwartete Fisher-Information ergibt sich schliefSlich als

=1
:ii[b((y — W) -
062:1 i ¢ 204
1 <& n
. Z; o 1 (19.94)
_ no? n
T g6 204
n n
T ot 204
n
T 204

O

Mit den oben diskutierten Eigenschaften der Scorefunktion kénnen wir nun die Cramér-
Rao-Ungleichung formulieren und beweisen.

Theorem 19.13 (Cramér-Rao-Ungleichung). Gegeben sei ein  Frequentistisches
Inferenzmodell mit eindimensionalen Parameter 8§ € © C R, WMF oder WDF p,
und T sei ein erwartungstrever Schdtzer von 7(0). Dann gilt

(&r(6)’

Vo(T) > 7(0)

(19.95)
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Speziell gilt fir einen Parameterschdtzer mit 7(0) := 6 und somit

. d 2
A: _— :1 1 .
=0 und (d97(9)> , (19.96)

dass

Vy(6) > T (19.97)

Die rechte Seite obiger Ungleichungen wird dabei Cramér-Rao-Schranke genannt.

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass fiir die Zufallsvariablen S(6) und 7 mit der Korrelationsungleichung
(Theorem 14.4) und der Identitit von V4(S(6)) und J(6) (Theorem 19.9) gilt, dass

Co(S(0),7)° Co(S(6),7)°
Vo(S(0))Vo(T) JO)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz (Theorem 13.10), der Tatsache, dass der Erwartungswert der

Scorefunktion immer Null ist (Theorem 19.9) und der vorausgesetzten Erwartungstreue von 7 ergibt sich
dann zunéchst

<1eV,(7)> (19.98)

Co(S(0),7) = Eo(S(0)T) —Eo(S(0))Ee(T)
—E,(S(0)7
:/S(G)%pe(x)dac

(19.99)

Damit folgt dann aber direkt

(19.100)

O

Fir Parameterschatzer gilt also insbesondere, dass die Varianz eines erwartungstreuen
Parameterschitzers 6 immer grofler oder gleich der reziproken erwarteten Fisher-
Information J(#) ist. Im Fall, dass sogar

Vo(0) = —= (19.101)
ist, ist die Varianz des Parameterschitzers minimal und der Schétzer somit als optimaler

Schétzer im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung nachgewiesen. Wir kommen auf diesen
Gedanken in Kapitel 19.4 zuriick.
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19.3. Asymptotische Schatzereigenschaften

In diesem Abschnitt geben wir eine Kurzeinfiihrung in die Asymptotische Statistik (Vaart
(1998)). Die Asymptotische Statistik ist der Bereich der Frequentistischen Inferenz, der
sich mit dem Verhalten von Statistiken und Schétzern bei grofien Stichprobenumféingen
n beschéftigt. Dabei werden Methoden der Asymptotischen Statistik zum einen benutzt
um, wie hier, qualitative Schétzereigenschaften zu studieren und andererseits um
Schétzereigenschaften bei grofien Stichprobenumfénge approximieren zu koénnen. Da
Stichprobenumfiange heutzutage durchaus grofl sein konnen (“Big Data”), sind die
Methoden der Asymptotischen Statistik also fiir die Anwendung gut motiviert und dort
vielseitig einsetzbar.

In Fortfithrung von Kapitel 19.2 wollen wir in diesem Abschnitt vier asymptotische
Schétzereigenschaften beleuchten. Um zu betonen, dass in diesem Abschnitt die
Eigenschaften eines Schétzers 7 vom Stichprobenumfang n abhéngen, schreiben wir in
diesem Abschnitt fiir einen Schétzer 7,,. In Kapitel 19.3.1 betrachten wir die Asymptotische
Erwartungstreue eines Schétzers. Dabei heifit ein Schéitzer 7, fir 7 asymptotisch
erwartungstreu, wenn der Erwartungswert von 7,, fiir groffle Stichprobenumfinge n — oo
mit dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(#) identisch ist. In Kapitel 19.3.2 fithren
wir den Begrift der Konsistenz eines Schétzers ein. Intuitiv heifit ein Schétzer 7, fir 7
konsistent, wenn fiir grofle Stichprobenumféange n — oo die Wahrscheinlichkeit dafir, dass
7,,(v) vom wahren, aber unbekannten, Wert 7(6) abweicht, beliebig klein wird. Fiir grofie
Stichprobenumfinge resultieren die Verteilungen von Schétzern oft in Normalverteilungen.
In Kapitel 19.3.3 fiihren wir mit dem Begriff der Asymptotischen Normalverteilung
eine entsprechende Formalisierung ein. Ein Schétzer 7, fir 7 heifit dann asymptotisch
normalverteilt, wenn fir grofie Stichprobenumfinge n — oo, die Verteilung von 7,, durch
eine Normalverteilung gegeben ist. In Kapitel 19.3.4 schliellich betrachten wir mit der
Asymptotischen Effizienz ein Optimalitdtskriterium fiir Schitzer bei gegen unendlich
strebenden Stichprobenumféngen mit folgender Bedeutung: ein Schétzer 7, fiir 7 heifit
asymptotisch effizient, wenn fiir grofie Stichprobenumfinge n — oo die Verteilung von 7,
durch eine Normalverteilung mit Erwartungswertparameter 7(f) und Varianzparameter
gleich der Cramér-Rao-Schranke gegeben ist.

19.3.1. Asymptotische Erwartungstreue

Die Asymptotische FErwartungstreue eines Schétzers verfeinert den Begriff des
erwartungstreuen Schétzers wie folgt.

Definition 19.9 (Asymptotische Erwartungstreue). v = (vq,...,v,,) sei die Stichprobe
eines parametrischen Produktmodells und 7,, sei ein Schétzer fiir 7. 7,, heifit asymptotisch
erwartungstreu, wenn gilt, dass

lim E,y(7,,(v)) = 7(0) fiir alle § € O. (19.102)

n—oo

Asymptotisch erwartungstreue Schéitzer sind also nur erwartungstreu, wenn der
Stichprobenumfang gegen Unendlich geht. Erwartungstreue Schétzer sind immer
auch asymptotisch erwartungstreu, da ihre Erwartungstreue vom Stichprobenumfang
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unabhéngig sind. Als Beispiel fiir einen nur asymptotisch erwartungstreuen Schétzer
betrachten wir den Maximum-Likelihood Schéitzer des Varianzparameters des
Normalverteilungsmodells.

Theorem 19.14 (Asymptotische Erwartungstreue des Varianzparameterschéitzers). v =

(vy,...,v,) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit Varianzparameter o?.
Dann ist der Maximum-Likelihood Schdtzer von o?
R R 2
G2 == (v, — U, (19.103)
n 4
1=1

nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwartungstreu.

Beweis. Mit der Erwartungstreue der Stichprobenvarianz ergibt sich zunéchst (vgl. Theorem 19.3)

~oMLY\ 1 _o2) 1 & _ 2\ n—-1 ,
£, o2 (Un ) =Lk, ,2 Py ; (v, —v,) = g[EHvUQ ;(vl —0,) = o (19.104)
Also gilt
E, g2 (&iML) 4 o2 (19.105)
und &iML kein erwartungstreuer Schitzer von o2. Allerdings gilt auch
n—1 .
- — 1 fiir n — oo, (19.106)
so dass 1 1
lim E, 2 (&iML) = lim 2 —6% =% lim ——— = o2 (19.107)
n—oo ) n—oo n n—oo n

gilt und der Maximum-Likelihood Schétzer von o2 damit asymptotisch erwartungstreu ist.

O

Folgender R Code simuliert das Verhalten des Maximum-Likelihood Schétzers fiir
den Varianzparameter eines Normalverteilungsmodells mit wahren, aber unbekannten,
Parametern p = 1 und o2 = 2 in Abhéingigkeit des Stichprobenumfangs.

1 # Modellformulierung
2 mu =1 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
3 sigsqr =2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
4 n = seq(1,100, by = 2) # Stichprobenumfinge
5 ns = 1le3 # Anzahl Simulation pro Stichprobenumfang
6 sigsqr_ml = matrix(rep(NalN, length(n)*ns),ncol = length(n)) # \hat{\sigma2} {ML} Array
7
8 # Simulation
9 for(i in seq_along(n)){ # Stichprobenumfangsiterationen
10 for(s in 1:ns){ # Stichprobenrealisierungsiterationen
11 y = rnorm(n[i], mu, sqrt(sigsqr)) # Stichprobenrealisation
12 sigsqr_ml[s,i] = ((n[i]-1)/n[il)*var(y) # \hat{\sigma=2}"{ML}
13 ¥
14 ¥
15 E_sigsqr_ml = colMeans(sigsqr_ml) # Schétzererwartungswertschaetzung

Wir visualisieren den basierend auf obigen Simulationen geschitzten Erwartungswert
des Schétzers in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs in Abbildung 19.3. Fir
kleine Stichprobenumfinge unterschétzt der Schétzer den wahren, aber unbekannten,
Varianzparameter deutlich, fur groflere Stichprobenumfiange dagegen nicht.
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Abbildung 19.3. Simulation des Erwartungswerts des Maximum-Likelihood Schétzers fiir den
Varianzparameter eines Normalverteilungsmodells. Bei kleinen Stichprobenumfingen unterschétzt der
Maximum-Likelihood Schéitzer den wahren, aber unbekannten, Varianzparameter systematisch, bei
grofleren Stichprobenumfangen ist der Schétzer in etwa erwartungstreu.

19.3.2. Konsistenz

Der Begriff der Konsistenz eines Schitzers verallgemeinert das Schwache Gesetz der Grofien
Zahlen von Stichprobenmitteln und Erwartungswerten (vgl. Theorem 15.1) auf beliebige
Schétzer und wahre, aber unbekannte, Parameterwerte.

Definition 19.10 (Konsistenz). v := (vy,...,v,,) sei die Stichprobe eines parametrischen
Produktmodells und 7, sei ein Schéitzer von 7. Dann heifit eine Folge von Schétzern
T1,To, ... €ine konsistente Folge von Schdtzern, wenn fiir jedes noch so kleine € > 0 und
jedes 0 € O gilt, dass

lim Py, (|7,,(v) —7(0)] > €) = 0. (19.108)

n—oo

Wenn 7,7, ... eine konsistente Folge von Schétzern ist, dann heiit 7,, ein konsistenter
Schitzer.

Die Intuition zu Definition 19.10 entspricht der dem Gesetz der Grofien Zahlen. Fir
Stichprobenumfénge mit n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7,,(v) beliebig nah bei
7(0) liegt bzw. die Wahrscheinlichkeit, dass 7,,(v) weit von 7(6) abweicht, klein. Allerdings
miissen diese Eigenschaften fiir alle moglichen wahren, aber unbekannten, Parameterwerte
gelten. Wie unten gezeigt werden soll ist das Stichprobenmittel ein konsistenter Schéitzer
fiir den Erwartungswertparameter eines Normalverteilungsmodells. Analog zu Kapitel 15.1
demonstrieren wir die Bedeutung der Konsistenz zunédchst mithilfe der Simulation fiir
p=1und 0? = 2 anhand folgenden R Codes.

1 # Modellformulierung
2 mu =1 # wahrer, aber unbekannter, Wert von \mu
3 sigsqr = 2 # wahrer, aber unbekannter, Wert von \sigma™2
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4 n = seq(1,1e3,by = 10) # Stichprobenumfang n

5 eps = c(0.15, 0.10, 0.05) # \epsilon Werte

6 ne = length(eps) # Anzahl \epsilon Werte

7 nn = length(n) # Anzahl Stichprobenumfinge
8 ns = 1000 # Anzahl Simulationen

9 E = array(rep(NalN,nn*ne*ns),dim = c(nn,ne,ns)) # Ereignisindikatorarray
10

11 # Simulation

12 for(e in seq_along(eps)){ # \epsilon Iterationen

13 for(i in seq_along(n)){ # n Iterationen

14 for(s in 1:ns){ # Simulationsiterationen
15

16 # Stichprobenrealisationen

17 y = rnorm(n[i], mu, sqrt(sigsqr))

18 if (abs(mean(y) - mu) >= epsle]){ # |ly_bar - \mu)| \ge \epsilon
19 Eli,e,s] =1

20 } else { # |y_bar - \mu)| < \epsilon
21 Eli,e,s] =0

22 }

23 }

24 }

25 ¥

26

27 # Schaetzung von \mathbb{P}(|\hat{\tau}_n(\ups)-\tau(\theta)| \ge \epsilon)

28 P_hat = apply(E, c(1,2), mean)

Wir visualisieren die Schéitzung der Wahrscheinlichkeit P(|7,(v) — 7(0)] > ¢€) fir
dieses Beispiel in Abbildung 19.4 in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs und des
Kriteriumwerts €. Bei grofleren Werten von e gentigen geringe Stichprobenumfénge fiir eine
geringe Wahrscheinlichkeit der Abweichung des Schéitzers vom wahren, aber unbekannten,
Parameterwert, bei kleineren Werten von e sind dazu grofiere Stichprobenumfénge
notig.

0 200 400 600 800 1000

Abbildung 19.4. Simulation der Konsistenz des Stichprobenmittels als Schéatzer fiir den
Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells.

Die in Theorem 19.15 und Theorem 19.16 angegebenen Kriterien fiir die Konsistenz von
Schétzern vereinfachen den Nachweis der Konsistenz eines Schétzers mithilfe des Mittleren
Quadratischen Fehlers (Definition 19.6).

Theorem 19.15 (Mittlerer Quadratischer Fehler Kriterium fiir Konsistenz).
v = (vy,..,v,) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 7, sei
ein Schatzer von 7. Wenn gilt, dass

lim MQF(7,) =0, (19.109)

n—oo

dann ist T, ein konsistenter Schdtzer.
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Beweis. Mit der Chebychev-Ungleichung gilt, dass
Ey (7, (v) = 7(0))?)

Py (17, (v) — T(0)| > €) < = (19.110)
Grenzwertbildung ergibt dann
Tim Py (17,(0) = 7(6)] > ©) < 5 lim E, ((7,(0) — 7(6)). (19.111)
Wenn also lim,,_,. E, ((7,,(v) — 7(6))?) = 0 gilt, dann gilt mit P, (|7,,(v) — 7(0)| > €) > 0, dass
T}Lngo Py (|7, (v) — T(0)] > €) = 0. (19.112)
Also ist 7T,, ein konsistenter Schétzer.
O
Theorem 19.16 (Bias-Varianz-Kriterium fiir Konsistenz). v := (vy,...,v,) sei die

Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 7,, sei ein Schdtzer von 7. Wenn

lim B(7,,) =0 und lim Vy(7,,) =0 (19.113)
n—oo

n—,oo

gelten, dann ist 7, ein konsistenter Schditzer

Beweis. Wenn n — oo, dann gilt B(7,,) — 0, also auch B(7,,)?2 — 0. Wenn fiir n — oo sowohl B(7,,)%2 — 0

als auch V,(7,) — 0, dann gilt auch lim,, ,__ MQF(A,,) = 0. Also gilt mit Theorem 19.15, dass 7,, konsistent
ist.

O

Als Anwendung von Theorem 19.16 wollen wir mit folgendem Theorem die Konsistenz
des Stichprobenmittels als Schétzer fiir den KErwartungswert bei Normalverteilung
nachweisen.

Theorem 19.17 (Konsistenz des Erwartungswertschétzers bei Normalverteilung). FEs sei
v die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells. Dann ist v, ein konsistenter Schdtzer
von E(vy).

Beweis. Mit der Erwartungstreue des Stichprobenmittels als Schétzer fiir den Erwartungswert gilt zunéchst
lim B(,,) = 0. (19.114)
Weiterhin gilt mit der Varianz des Stichprobenmittels
lim V,(5,) = lim ~V(v,) = 0. (19.115)
Mit dem Bias-Varianz-Kriterium folgt dann die Konsistenz von v,, als Schétzer von E(v,)

O

Man beachte, dass Theorem 19.17 natiirlich auch schon im Schwachen Gesetz der Grofien
Zahlen impliziert ist (vgl. Theorem 15.1).
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19.3.3. Asymptotische Normalitat

In manchen Fallen ndhert sich die Frequentistische Verteilung eines Schéatzers bei grofien
Stichprobenumfingen einer Normalverteilung. Man nennt einen solchen Schétzer dann
asymptotisch normalverteilt

ey Upy

Definition 19.11 (Asymptotisch normalverteilter Schétzer). v = (vq,...,v,) sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 6,, sei ein Parameterschétzer fiir 6.
Weiterhin sei B
0 ~ N(u,o?) (19.116)
eine normalverteilte Zufallsvariableﬂmit Erwartungswertparameter p und Varianzparameter
o2. Wenn 6, in Verteilung gegen 6 konvergiert, wenn also fiir die KVFen P, und P von
0,, und 0, respektive, gilt, dass
lim P,(6,) = P(f), (19.117)

n—oo

dann heifit én asymptotisch normalverteilt und wir schreiben

6, < N(u,o2). (19.118)
[ )

Als Beispiel fiir einen asymptotisch normalverteilten Schétzer betrachten wir in
Kapitel 19.3.4 den Maximum-Likelihood-Schétzer des Bernoullimodellparameters.
Es ist bemerkenswert, dass dieser Schétzer asymptotisch normalverteilt ist, da die
Stichprobenvariablen des Bernoullimodells lediglich die Werte Null und Eins annehmen.

19.3.4. Asymptotische Effizienz

In manchen Fillen lassen sich neben der asymptotischen Normalitét eines Schétzers auch in
der Form des Frequentistischen Modells begriindete Aussagen zum Erwartungswertparameter
und Varianzparameter dieser asymptotischen Normalverteilung machen. Der Begriff des
effizienten Schdtzers formuliert einen solchen Spezialfall.

Definition 19.12. v = (v, ..., v,,) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells
und 0,, sei ein Parameterschétzer fiir §. Weiterhin sei J(0) die erwartete Fisher-Information
der Stichprobe v. Wenn gilt, dass

0, < N(0,J0)), (19.119)
dann heif3t én asymptotisch effizient.

Ein asymptotisch effizienter Schétzer ist offenbar auch immer asymptotisch normalverteilt
und erwartungstreu. Die Varianz der asymptotischen Verteilung eines Schétzers nennt
man auch die asymptotische Varianz. Fiir einen asymptotisch effizienten Schétzers ist die
asymptotische Varianz mit der Cramér-Rao-Schranke identisch und damit in der Menge der
erwartungstreuen asymptotisch normalverteilten Schatzer minimal. Als Beispiel fiir einen
asymptotisch effizienten Schéitzer betrachten wir den Maximum-Likelihood-Schétzer des
Bernoullimodellparameters. Folgender R simuliert die Frequentistische Verteilung dieses
Schétzers und bestimmt die WDF seiner asymptotischen Verteilung
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1 # Modellformulierung

2 mu = 0.4 # wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
3 n_all = c(lel,5el,1e2) # Stichprobenumfang

4 ns = led # Anzahl Stichprobenrealisierungen

5 mu_hat = matrix(rep(NaN, length(n_all)*ns), nrow = length(n_all)) # Maximum-Likelihood-Schétzerarray

6 mu_hat_r = le3 # Maximum-Likelihood Schétzerraumaufloesung
7 mu_hat_y = seq(0,1,len = mu_hat_r) # Maximum-LikelihoodSchétzerraum

8 mu_hat_p = matrix(rep(NaN, length(n_all)#*mu_hat_r), nrow = length(n_all)) # Maximum-Likelihood WDF Array

9

10 # Stichprobenumféngeiterationen

11 for(i in seq_along(n_all)){

12

13 # Simulationsiterationen

14 for(s in 1:ns){

15 = rbinom(n_all[i],1,mu) # Stichprobenrealisation

16 mu_hat[i,s] = mean(y) # Maximum-Likelihood-Schétzerrealisation
17 ¥

18 mu_hat_p[i,] = dnorm(mu_hat_y, mu, sqrt(mu*(i-mu)/n_all[il)) # WDF der asymptotischen Verteilung

19 ¥
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Abbildung 19.5. Simulation der asymptotischen Effizienz des Maximum-Likelihood-Parameterschétzers
fiir den Parameter eines Bernoullimodells. Mit steigendem Stichprobenumfang gleicht sich die durch ein
Histogramm dargestellte Verteilung der simulierten Schétzerwerte der in Definition 19.12 formulierten
Normalverteilung

19.4. Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Das Maximum-Likelihood-Prinzip zur Gewinnung von Schétzern fiir Parameter
Frequentistischer Inferenzmodelle ist durch folgendes Theorem zu den Eigenschaften von

Maximum-Likelihood-Schétzern begriindet.

Theorem 19.18 (Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schétzern). v sei die
Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und éfl“ sei ein Maximum-Likelihood
Schatzer fiir 0. Dann gilt, dass é,]‘l“
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

1st.

nicht notwendigerweise erwartungstreu, aber
asymptotisch erwartungstreu,

konsistent,

asymptotisch normalverteilt und
asymptotisch effizient

Fir einen nicht unaufwindigen Beweis von Theorem 19.18 verweisen wir auf Held &
Sabanés Bové (2014), Abschnitt 3.4. Nutzt man also das Maximum-Likelihood Prinzip
zur Gewinnung eines Schitzers, so erfiillt der gewonnene Schétzer also garantiert die in
Theorem 19.18 Schétzergiitekriterien.
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19.5. Literaturhinweise

Die in diesem Kapitel vorgestellten Resultate gehen in ganz wesentlicher Weise auf Fisher
(1922) zuriick. Aldrich (1997) gibt dazu eine historische Einordnung.

19.6. Selbstkontrollfragen

OOt W=

Geben Sie die Definition des Begriffs eines Parameterpunktschétzers wieder.

Erldutern Sie den Begriff des Parameterpunktschétzers.

Geben Sie Definition der Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood-Funktion wieder.
Geben Sie Definition des Begriffs des Maximum-Likelihood Schétzes wieder.

Erldutern Sie das Vorgehen zur Gewinnung von Maximum-Likelihood-Schétzern.

Geben Sie das Theorem zum Maximum-Likelihood-Schétzer des Bernoullimodellparameters wieder.
Geben Sie das Theorem zu den Maximum-Likelihood-Schétzern der Normalverteilungsmodellparameter
wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs der Erwartungstreue eines Schétzers wieder.

. Erldutern Sie den Begriff der Erwartungstreue eines Schétzers.
10.
11.
12.
13.

14.

Geben Sie Definition der Begriffe der Varianz und des Standardfehlers eines Schétzers wieder.
Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Erwartungstreue eines Schétzers.

Erldutern Sie den Begriff der Konsistenz eines Schétzers.

Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Normalitédt eines Schétzers.

Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schéitzern wieder.
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20. Konfidenzintervalle

Konfidenzintervalle stellen eine Intervallschdtzung wahrer, aber unbekannter, Parameter
dar, die so konstruiert ist, dass sie in den meisten Féllen zutrifft. Dabei wird die
gegeniiber der Punktschidtzung gewonnene Sicherheit hinsichtlich der Akkuratheit
der Schitzung durch einen Verlust der Genauigkeit der Schitzung erkauft. Wo
im Bereich der Punktschidtzung zum Beispiel die Schétzung eines wahren, aber
unbekannten, Parameterwertes von 6 = 2 durch einen Punktschitzer der Form
0 zwar sehr genau erfolgt, z.B. durch 6§ = 2.14 ist diese Schitzung zum Beispiel
vor dem Hintergrund der verschwindenen Wahrscheinlichkeit einer normalverteilten
Zufallsvariable wie dem Stichprobenmittel im Normalverteilungsmodell genau einen
reellen Wert anzunehmen mit sehr hoher Sicherheit falsch. Durch eine Intervallschéitzung
des wahren, aber unbekannten Parameters durch z.B. [1.94,2.34] ist eine grobere
Schitzung gegeben, die jedoch wie im folgenden thematisiert so konstruiert werden
kann, dass sie mit einer hohen gewiinschten Wahrscheinlichkeit, also, vor der Form eines
geeigneten Frequentistischen Inferenzmodell nur mit einem geringes Mafl an Unsicherheit
assoziiert ist. Um diese Intuition formal darzustellen, fokussieren wir in diesem Kapitel
zunachst auf eindimensionale Parameterrdume, also © C R und damit in der Tat nur
Konfidenzintervalle, d.h. Teilmengen von R. Eine Generalisierung der hier vorgestellten
Konzepte auf hoher dimensionale Parameterrdume im Sinne von Konfidenzmengen ist
jedoch relativ unproblematisch méglich.

20.1. Definition

Definition 20.1 (J-Konfidenzintervall). Es sei v die Stichprobe eines Frequentistischen
Inferenzmodells mit wahrem, aber unbekannten Parameter, 6 € ©, es sei 0 €0, 1[ und es
seien G,,(v) und G,(v). Dann heifit ein Intervall der Form

R(v) =[G, (v), Go(v)], (20.1)

so dass
Py (k(v) 20) =Py (G,(v) <0 <G, (v)) =4 fir alle § € © gilt (20.2)

ein §-Konfidenzintervall fiir 0. § ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit von x(v) fiir  und
wird meist Konfidenzlevel genannt. Die Statistiken G,,(v) und G,(v) heiflen die unteren
und oberen Grenzen des Konfidenzintervalls, respektive.

Man beachte in Definition 20.1 dass, wie in allen Frequentistischen Inferenzmodellen,
der Parameter 6 ein wahrer, aber unbekannter, Wert und damit insbesondere fest,
nicht zufillig, ist. Weil die oberen und unteren Grenzen eines Konfidenzintervalls als
Funktionen der zufilligen Stichprobe Zufallsvariablen sind, ist das durch sie definierte
Konfidenzintervall ein zufélliges Intervall. Die etwas ungewohnliche Schreibweise k(v) 2 6
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bedeutet schlicht § € k(v). Da k(v) in dem Ausdruck P, (x(v) 2 60) wie beschrieben
die zufillige Entitéat ist, steht x(v) konventionellerweise links, man denke zum Beispiel
an einen Ausdruck wie P({ = z). Ein §-Konfidenzintervall iberdeckt den wahren, aber
unbekannten, Parameter # nach Definition mit Wahrscheinlichkeit §. Dabei wird oft eine
hohe Uberdeckungswahrscheinlichkeit von § := 0.95 gewihlt, in diesem Fall spricht man
von einem 95%-Konfidenzintervall.

Intuitiv mag man J§-Konfidenzintervalle auf zwei Arten interpretieren. Im ersten Fall
geht man von der Wiederholung der unabhéngigen Realisierung von Stichproben bei
immer identischen wahren, aber unbekannten, Parameter 6 aus. Wiederholt man die
Realisierung von Daten also “unter immer den gleichen Umsténden” und bei identischen
wahren, aber, unbekannten, Parameter 6, so iberdeckt ein d-Konfidenzintervall diesen
wahren, aber unbekannten, Parameter im langfristigen Mittel in § - 100% der realisierten
Fille. Alternativ gilt diese Frequentistische Wahrscheinlichkeit fiir die Uberdeckung
des wahren, aber unbekannten, Parameters nach Definition 20.1 jedoch auch fiir jeden
beliebigen wahren, aber unbekannten, Parameterwert 6,,% = 1,2,.... Auch wenn man
also unterschiedliche, wahre, aber unbekannte, Parameterwerte 6;,0,,... betrachtet
und in jedem Fall eine, von den anderen Realisierungen unabhéngige, Realisierung der
Stichprobe erfasst, so iiberdecken die entsprechenden d-Konfidenzintervalle diese wahren,
aber unbekannten, Parameter im langfristigen Mittel in ¢ - 100% der Fille. Intuitiv
braucht man also “eine Studie”, also die Untersuchung eines wahren, aber unbekannten,
Parameterwerts, nicht unter den gleichen Umstdnden “unendlich oft wiederholen”, um
von der Uberdeckungswahrscheinlichkeit eines Konfidenzintervalls zu profitieren, sondern
es geniigt in “unterschiedlichen Studien”, also den Untersuchungen unterschiedlicher
wahrer, aber unbekannten, Parameter, Konfidenzintervalle geméfl Definition 20.1 zu
bestimmen, auch im diesen Fall ist ihre Uberdeckungswahrscheinlichkeit fiir die wahren,
aber unbekannten Parameter, gesichert. Wir demonstrieren diese beiden Interpretationen
in der Folge mithilfe einer Simulation.

Um nun fiir gegeben Frequentistische Inferenzmodelle J§-Konfidenzintervalle durch
eine konkrete Angabe der Statistiken G, (v) und G, (v) zu konstruieren, geht man
vor wie folgt. Zun&chst definiert man das Frequentistische Inferenzmodell und legt
damit die Verteilung der Stichprobe v fest. In einem zweiten Schritt definiert man eine
Statistik, also eine Funktion der Stichprobe, die als Grundlage fir G, (v) und G, (v)
dienen mag und analysiert ihre, auf der Stichprobenverteilung basierende, Verteilung.
Hat man die entsprechende Verteilung gefunden, so kann man diese dazu nutzen, die
Uberdeckungswahrscheinlichkeit des wahren, aber unbekannten, Parameters durch ein
entsprechend definiertes Konfidenzintervall zu sichern. Wir zeichnen dieses Verfahren in
der Entwicklung und den konstruktiven Beweisen der folgenden Beispiele nach.

20.2. Beispiele fiir Konfidenzintervalle

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells
Wir betrachten die Konstruktion eines -Konfidenzintervalls fiir den Erwartungswertparameter

des Normalverteilungsmodells. Zu diesem Zweck definieren wir zundchst folgende
Konfidenzintervallstatistik.
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Definition 20.2 (T-Konfidenzintervallstatistk). Gegeben sei das Normalverteilungsmodell
Uy, ey Uy, ~ N (1, 0?) (20.3)

Dann heifit die mit dem Stichprobenmittel und der Stichprobenstandardabweichung

’D::

S|

ivi und S := ! i(uZ —0)?, (20.4)
=1

i—1 n—1

definierte Statistik

T:= \/ﬁ@_T“ (20.5)

T-Konfidenzintervallstatistik.

Fiir die Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik gilt folgendes Theorem.

Theorem 20.1 (Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik). Die T'-Konfidenzintervallstatistik

ist eine t-verteilte Zufallsvariable mit Parameter n — 1, es gilt also

T ~t(n—1) (20.6)

Beweis. O

Man beachte, dass die T-Konfidenzintervallstatistik nach Definition 20.2 eine Funktion
der Stichprobe ist, wiahrend ihre Verteilung nach Theorem 20.1 unabhéngig von den
wahren, aber unbekannten, Parametern der Stichprobenverteilung ist. Man nennt dies
auch die Pivoteigenschaft der T-Konfidenzeigenschaft. Fiir die folgenden Entwicklungen
erinnern wir daran, dass wir die WDF einer t-verteilten Zufallvariable mit ¢, die
KVF einer t-verteilten Zufallvariable mit ¥ und die inverse KVF einer t-verteilten
Zufallvariable mit ¥~! bezeichnen. Folgender R Code simuliert zunichst die Verteilung
der T-Konfidenzintervallstatistitk.

1 # Modellformulierung

2 mu = 10 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
3 sigsqr =4 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
4 n =12 # Stichprobenumfang

5 ns = led # Anzahl Stichprobenrealisierungen

6 res = 1le3 # Ausgangsraumaufloesung

7

8 # analytische Definitionen und Resultate

9 yx = seq(3,17,len = res) # \upsilon_i Raum
10 ssqrx = seq(0,20,len = res) # S”2 Raum
11 tx = seq(-4,4,len = res) # T Raum
12 p_y_i = dnorm(yx,mu,sqrt(sigsqr)) # \upsilon_i WDF
13 p_y_bar = dnorm(yx,mu,sqrt(sigsqr/n)) # \upsilon_bar WDF
14 p_sqr = dchisq(ssqrx,n-1) # 872 WDF

15 p_t = dt(tx,n-1) # T WDF

16

17 # Simulation

18 y_i = rep(Nall,ns) # y_i Array

19 y_bar = rep(NaN,ns) # \bar{y} Array
20 S = rep(NaN,ns) # S Array
21 TKS = rep(NaN,ns) # T-Konfidenzintervallstatistik Array
22 for(s in 1:ns){ # Simulationsiterationen
23 y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr)) # Stichprobenrealisierung
24 y_ils] = yl1] # Stichprobenrealisierung \upsilon_i mit i =1
25 y_bar[s] = mean(y) # Stichprobenmittelrealisierung
26 S[s] = sd(y) # Stichprobenstandardabweichungrealisierung
27 TKS [s] = sqrt(n)*((y_bar[s]-mu)/S[s]) # T-Konfidenzintervallstatistikrealisierung
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Abbildung 20.1. Simulation der Verteilung der 7T-Konfidenzintervallstatistik und der ihr
zugrundeliegenden  Verteilungen der  Stichprobenvariable, des Stichprobenmittels und der
Stichprobenvarianz.

In Abbildung 20.1 visualisieren wir die Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik
als Resultat der ihr zugrundeliegenden Verteilungen der Stichprobenvariablen, des
Stichprobenmittels und der Stichprobenvarianz (vgl. Kapitel 17.4). Mithilfe der
Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik konnen wir jetzt folgendes Theorem zum
Konfidenzintervall fiir den FErwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells
beweisen.

Theorem 20.2 (Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells).

Gegeben sei das Normalverteilungsmodell

V1, ey Uy, ~ N (1, 0%) (20.7)
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mit wahren, aber unbekannten, Parametern yu und o2, es sei § €]0,1[ und es sei

(20.8)

1+96 )
5 .

ls = yl <7;n— 1
mit der inversen KVF U~ einer t-verteilten Zufallsvariable. Dann gilt fiir das Intervall

ﬁ@y:[v—j%%u+j%%w (20.9)

mit dem Stichprobenmittel und der Stichprobenstandardabweichung

@!:

n 1 n B
;Ui und S = — ;(UZ —0)2, (20.10)

S

respektive, dass

P,(k(v) 3 p) = 9. (20.11)
o
Beweis. Fir 6 €]0, 1] seien zunéchst
1-— 1
ty =01 (?6, n— 1> und t, = ¢! (%5,71 - 1) (20.12)
definiert. Dann gilt
1+6 1-9
5= (20.13)

und weiterhin gilt mit der Symmetrie der WDF der t-Verteilung, dass
t, = —t,. (20.14)
Per Definition gilt dann aber mit Definition 20.2 und Theorem 20.1, dass
P, (—ts <T <tg)=06. (20.15)

Damit folgt dann aber direkt

n, _
=P, <_t5 < g(v—ﬂ) < té)
—p, [~ Dty <oop< 2t
— \/ﬁé—v N_\/Eé
—[P(G Sy < uw< 6+St)
—tp|\ YT T == =T =6
vn vn (20.16)
I _ S
:IPH(U_‘—ﬁtéZ'uzv_ﬁté)
— ' v ﬁé—u—v \/ﬁé
—p, ([o- 2ty 04+ 24,5
— ' \/ﬁ(‘i’v \/ﬁé 1
=P, (k(v)3p)
O
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Der entscheidene Schritt zur Sicherung der Uberdeckungswahrscheinlichkeit 6 des wahren,
aber unbekannten, Erwartungswertparameters durch das in Theorem 20.2 definierte
Konfidenzintervall ist die Definition von

ts = Pyl (1;—5,77, — 1) .
Wie im Beweis von Theorem 20.2 nachgezeichnet ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
des Konfidenzintervalls fir den wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter
dquivalent zu der Tatsache, dass bei Wahl eben dieses t5 die T-Konfidenzintervallstatistik
eine Wahrscheinlichkeit von ¢ dafiir hat, einen Wert im Intervall [—ts, 5] anzunehmen.
Wir visualisieren die Wahl von t; fiir Fall § := 0.95 und n := 5 in Abbildung 20.2. In
diesem Fall ergibt sich

(20.17)

—ts = U1(0.025;4) = —2.57 und t5; = ¥1(0.975;4) = 2.57. (20.18)

Abbildung 20.2 A zeigt diese Wahl aus Perspektive der WDF der T-Konfidenintervallstatistik.
Die von —t5 und t5 eingeschlossene Wahrscheinlichkeitsmasse betragt nach Konstruktion
0, T nimmt mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢ also einen Wert zwischen —t;
und t; an. Abbildung 20.2 B zeigt die entsprechende Perspektive der KVF der T-
Konfidenintervallstatistik. Basierend auf der Vorgabe von 17_5 und 1—;5 werden anhand der
inversen KVF ¥~ die entsprechenden Werte fiir —t; und ¢; bestimmt. Man beachte, dass
die hier gegebene Zentralitdt der Wahrscheinlichkeitsmasse in Definition 20.1 nicht implizit
ist, sondern sich aus den Gegebenheiten der Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik,

insbesondere ihrer Symmetrie um 0, ergibt.

A t B v
0.4 — 10 & —
(1+9)/2
0.8
0.3
0.6
0.2
5 0.4
01 7 L . 0.2
) ° (1-8)/2] -t ts
0.0 \a— T —* \ 0.0 F—=— T — |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 20.2. Sicherung der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls fiir den
Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells fiir § := 0.95 und n := 5 aus Perspektive der
WDF (A) und der KVF (B) der Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik.

AbschlieBend wollen wir die Uberdeckungswahrscheinlichkeit des durch Theorem 20.2
gegebenen Konfidenzintervalls mithilfe einer Simulation demonstrieren. Wir betrachten
dabei lediglich die erste Interpretation eines Konfidenzintervalls bei konstantem, wahrem,
aber unbekanntem, Parameter. Folgender R Code bestimmt in diesem Sinne zu jeder
Stichprobenrealisierung das entsprechende Konfidenzintervall.
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1 # Modellformulierung

2 set.seed(1) # Random number generator seed

3 mu =2 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
4 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
5 sigma = sqrt(sigsqr) # wahrer, aber unbekannter, Standardabweichungsparameter
6 n =12 # Stichprobenunfang

7 delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

8 t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi™-1((\delta + 1)/2, n-1)

9

10 # Stichprobenrealisierungen

11 ns = le2 # Anzahl Stichprobenrealisierungen

12 y_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray

13 S = rep(Nal,ns) # Standardabweichungsarray

14 kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray

15 for(i in 1:ns){

16 y = rnorm(n,mu,sigma) # Stichprobenrealisierung

17 y_bar[i]l = mean(y) # Stichprobenmittel

18 s[i] = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung

19 kappali,1] = y_bar[i] - (S[il/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze

20 kappali,2] = y_bar[i] + (S[il/sqrt(n))+*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze

21 ¥

Wir visualisieren die Ergebnisse dieser Simulation in Abbildung 20.3.

H=2 o°=2, n=12, §=0.95

0 T T T T T

0 20 40 60 80 100
Stichprobenrealisierungen

Abbildung 20.3. Simulation der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls fiir
den Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells bei konstanten, wahren, aber
unbekannten, Erwartungswertparameter p := 2 fir 02 := 2,n := 12 und einer gewiinschten
Uberdeckungswahrscheinlichkeit von § := 0.95. Die Abbildung zeigt fiir jede Stichprobenrealisierung
das Konfidenzintervall und den entsprechenden Erwartungswertparameterschiatzer. In der vorliegenden
Simulation tiberdecken die Konfidenzintervalle den durch eine graue Linie eingezeichneten immer
gleichen wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter p := 2 in 96 von 100 Féllen. Die

Stichprobenrealisierungen, fiir die dies nicht der Fall sind, sind mit einen orangen Kreis markiert

1 # Anzahl Simulationen mit \theta_1, \theta_2,...

2 set.seed(1) # random number generator seed

3 ns = le2 # Anzahl Simulationen

4 mu = 2*seq(0,1,len = ns) # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
5 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

6 sigma = sqrt(sigsqr) # wahrer, aber unbekannter, Standardabweichungsparameter
7 n =12 # Stichprobenumfang

8 delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

9 t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi™-1((\delta + 1)/2, n-1)

10

11 # Simulation

12 y_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray

13 S = rep(Nall,ns) # Standardabweichungsarray

14 kappa = matrix(rep(NalN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray

15 for(i in 1:ms){
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16 y = rnorm(n,muli],sigma) # Stichprobenrealisierung

17 y_bar[i] = mean(y) # Stichprobenmittel

18 s[i] = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
19 kappali,1] = y_bar[i] - (S[il/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
20 kappal[i,2] = y_bar[i] + (S[il/sqrt(n))*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze
21 }

Wir visualisieren die Ergebnisse dieser Simulation in Abbildung 20.4.

0’°=2, n=12, 5=0.95

_— r {

-2 T T T T T

0 20 40 60 80 100
Stichprobenrealisierungen

Abbildung 20.4. Simulation der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls fiir den
Erwartungswertparameter des Normalverteilungsmodells bei variablem, wahren, aber unbekannten,
Erwartungswertparameter p fiir o2 := 2,n := 12 und einer gewiinschten Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von § := 0.95. Die Abbildung zeigt fiir jede Stichprobenrealisierung das Konfidenzintervall und
den entsprechenden Erwartungswertparameterschétzer. In der vorliegenden Simulation iiberdecken die
Konfidenzintervalle den durch eine graue Linie eingezeichneten variablen wahren, aber unbekannten,
Erwartungswertparameter p in 95 von 100 Féllen. Die Stichprobenrealisierungen, fiir die dies nicht der
Fall sind, sind mit einen orangen Kreis markiert

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter des Normalverteilungsmodells

Wir betrachten die Konstruktion eines §-Konfidenzintervalls fiir den Varianzparameter
des Normalverteilungsmodells. Zu diesem Zweck definieren zunéchst folgende
Konfidenzintervallstatistik.

Definition 20.3 (U-Konfindenzintervallstatistik). Gegeben sei das Normalverteilungsmodell
Vs ey Uy ~ N(p,02) (20.19)
Dann heifit die mit der Stichprobenvarianz

1

n—14%
(A

Y (v; — 0)° (20.20)
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definierte Statistik

U:= S? (20.21)

U -Konfidenzintervallstatistik.

Fiir die Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik gilt folgendes Theorem.

Theorem 20.3 (Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik). Die U-Konfidenzintervallstatistik

ist eine x?-verteilte Zufallsvariable mit Parameter n — 1, es gilt also

U~x3n—1) (20.22)

Fiir einen Beweis von Theorem 20.3 verrweisen wir auf Casella & Berger (2012). Wie
die T-Konfidenzintervallstatistik besitzt auch die U-Konfidenzintervallstatistik die
Pivoteigenschaft, da sie eine Funktion der Stichprobe ist, aber ihre Verteilung nach
Theorem 20.3 von den wahren, aber unbekannten, Verteilungsparametern der Stichprobe
nicht abhingt. Fiir die folgenden Entwicklungen erinnern wir daran, dass wir die WDF
einer y2-verteilten Zufallvariable mit x2, die KVF einer y2-verteilten Zufallvariable mit
= und die inverse KVF einer x2-verteilten Zufallvariable mit =1 bezeichnen. Folgender
R Code simuliert zunéchst die Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik.

1 # Modellformulierung

2 mu = 10 # wahrer Erwartungswertparameter

3 sigsqr = 4 # wahrer bekannter Varianzparameter

4 n =12 # Stichprobenumfang

5 ns = le4 # Anzahl Stichprobenrealisierungen

6 res = 1e3 # Ausgangsraumaufloesung

7

8 # analytische Definitionen und Resultate

9 yx = seq(3,17,len = res) # \upsilon_i Raum

10 ux = seq(0,30,len = res) # U Raum

11 p_y_i = dnorm(yx,mu,sqrt(sigsqr)) # \upsilon_i WDF

12 p_y_bar = dnorm(yx,mu,sqrt(sigsqr/n)) # \upsilon_bar WDF

13 p_u = dchisq(ux,n-1) # U WDF

14

15 # Simulation

16 y_i = rep(NaN,ns) # y_i Array

17 y_bar = rep(NaN,ns) # \bar{y} Array

18 S_sqr = rep(Nal,ns) # S72 Array

19 UKS = rep(NaN,ns) # U-Konfidenzintervallstatistik Array
20 for(s in 1:ns){ # Simulationsiterationen

21 y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr)) # Stichprobenrealisierung

22 y_ils] = yl[1] # Stichprobenrealisierung \upsilon_i mit i = 1
23 y_bar[s] = mean(y) # Stichprobenmittelrealisierung

24 S_sqrls] = var(y) # Stichprobenvarianzrealisierung

25 UKS[s] = ((n-1)/sigsqr)*S_sqr[s] # U-Konfidenzintervallstatistikrealisierung
26 ¥

Mithilfe der Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik konnen wir jetzt folgendes
Theorem zum Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter des Normalverteilungsmodells
beweisen.

Theorem 20.4 (Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter des Normalverteilungsmodells).

Gegeben sei das Normalverteilungsmodell
V1, ey Uy, ~ N (1, 0%) (20.23)
mit wahren, aber unbekannten, Parametern u und o2, es sei § €]0,1] und es seien

1—9¢ 1+0
ug =21 (7;n — 1) und uf :=E7" (%,n — 1) (20.24)
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Abbildung 20.5. Simulation der Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik und der ihr
zugrundeliegenden  Verteilungen der  Stichprobenvariable, des Stichprobenmittels und der

Stichprobenvarianz.
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mit der inversen KVF 271 einer x2-verteilten Zufallsvariable. Dann gilt fiir das Intervall

n—1)8% (n—1)52
k(v) = [< ,) , ( ) . (20.25)
'LL6 Ug
mit der Stichprobenvarianz
1 & _
S? = — (v; —0)?, (20.26)
i=1
dass
P,2(k(v) 3 0?) = 6. (20.27)
o
Beweis. Per Definition gilt mit Definition 20.3 und Theorem 20.3, dass
P2 (us < U < uj) = 6. (20.28)
Damit folgt dann aber direkt
6:[Pcr2 (’LL(; SUSU/:S)
=P, (u5 < n(;lsQ < uf;)
2
_ 1 o ;-1
Fos (“5 Zn-ngz =% )
_ 2 _ 2
—p., ((n 1)S So?> (n /1)S ) (20.29)
Ug uy
_ 2 _ 2
e ((n S _ o (no1S ))
Uy Ug
o 2 o 2
=P, ([(n ,1)5 ,(n 5 )] 90—2>
Us Us
O

Wie im Falle von Theorem 20.2 ist der entscheidene Schritt zur Sicherung der
Uberdeckungswahrscheinlichkeit 6 des wahren, aber unbekannten, Varianzparameters
durch das in Theorem 20.4 definierte Konfidenzintervall die Definition von

1—946 1+06
ug =21 <7;n — 1) und uj =21 ( - 3n— 1) (20.30)

2 2

Wie im Beweis von Theorem 20.4 nachgezeichnet ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
des Konfidenzintervalls fiir den wahren, aber unbekannten, Varianzparameter
dquivalent zu der Tatsache, dass bei Wahl eben dieser Werte von us; und wuj die
U-Konfidenzintervallstatistik eine Wahrscheinlichkeit von § dafiir hat, einen Wert im
Intervall [us,us] anzunehmen. Wir visualisieren die Wahl von wu; und wj fiir Fall § := 0.95
und n := 10 in Abbildung 20.6. In diesem Fall ergibt sich

ug == 271 (0.025;9) = 2.70 und u} := =1 (0.975;9) = 19.0. (20.31)

Abbildung 20.6 A zeigt diese Wahl aus Perspektive der WDF der U-Konfidenintervallstatistik.
Die von us und uj§ eingeschlossene Wahrscheinlichkeitsmasse betragt nach Konstruktion
0, U nimmt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 also einen Wert zwischen us; und
us an. Abbildung 20.6 B zeigt die entsprechende Perspektive der KVF der U-

Konfidenintervallstatistik. Basierend auf der Vorgabe von 52 und 1%5 werden

2
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anhand der inversen KVF W¥~! die entsprechenden Werte fiir u; und uj bestimmt.
Man beachte, dass in diesem Fall die Wahrscheinlichkeitsmasse recht arbitrér
hinsichtlich des Modalwerts der Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik lokalisiert ist.
Dementsprechend gibt es weitergehende Verfahren, die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
einer Konfidenzintervallstatistik so zu lokalisieren, dass sie beispielsweise ein maximales
Intervall in ihrem Ergebnisraum einnimmt oder eine Symmetriecigenschaft um den
Erwartungswert erfiillt, die wir hier aber nicht vertiefen wollen.

A 2 B -
X =
10 S
0.10
0.8 —
0.08
0.6 —
0.06
0.04 — 04
0.02 | 0.2
Us ! us ug'
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Abbildung 20.6. Sicherung der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls fiir den
Varianzparameter des Normalverteilungsmodells fir § := 0.95 und n := 10 aus Perspektive der WDF
(A) und der KVF (B) der Verteilung der U-Konfidenzintervallstatistik.

AbschlieBend wollen wir die Uberdeckungswahrscheinlichkeit des durch Theorem 20.4
gegebenen Konfidenzintervalls mithilfe einer Simulation demonstrieren. Dazu betrachten
wir zundchst die in Kapitel 20.1 gegebene erste Interpretation eines Konfidenzintervalls
bei immer gleichem wahrem, aber unbekanntem, Parameter. Folgender R Code bestimmt
in diesem Sinne zu jeder Stichprobenrealisierung das entsprechende Konfidenzintervall.

1 # Modellformulierung

2 set.seed (1) # random number generator seed

3 mu =2 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
4 sigsqr =2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
5 n =12 # Stichprobenumfang

6 delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

7 u_delta_u = qchisq((i-delta)/2, n - 1) # \Xi"2((1-\delta)/2; n - 1)

8 u_delta_o = qchisq((i+delta)/2, n - 1) # \Xi"2((1+\delta)/2; n - 1)

9

10 # Stichprobenrealisierungen

11 ns = le2 # Anzahl Simulationen

12 y_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray

13 52 = rep(NaN,ns) # Stichprobenvarianzarray

14 kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray

15 for(i in 1:ns){ # Simulationsiterationen

16 y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr)) # Stichprobenrealisierung

17 s2[i] = var(y) # Stichprobenvarianz

18 kappal[i,1] = (n-1)*S2[i]/u_delta_o # untere Konfidenzintervallgrenze

19 kappal[i,2] = (n-1)*S2[i]/u_delta_u # obere Konfidenzintervallgrenze
20 }
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Abbildung 20.7. Simulation der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls fiir
den Varianzparameter des Normalverteilungsmodells bei konstanten, wahren, aber unbekannten,
Varianzparameter o2 := 2 fiir g := 2,7n := 12 und einer gewiinschten Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von & := 0.95. Die Abbildung =zeigt fiir jede Stichprobenrealisierung das Konfidenzintervall
und den entsprechenden Varianzparameterschéitzer. In der vorliegenden Simulation tiberdecken die
Konfidenzintervalle den durch eine graue Linie eingezeichneten immer gleichen wahren, aber unbekannten,
Varianzparameter o2 := 2 in 95 von 100 Fillen. Die Stichprobenrealisierungen, fiir die dies nicht der Fall
sind, sind mit einen orangen Kreis markiert. Man beachte, dass die Konfidenzintervalle nicht symmetrisch
um den den Varianzparameterschétzer angeordnet sind
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20.3. Anwendungsbeispiel

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir die Evaluation von Konfidenzintervallen
fir den Erwartungswert und den Varianzparameter bei Normalverteilung nun im
Kontext des Anwendungsbeispiels von Kapitel 18.3.1. Dazu werten wir zundchst einmal
die unverzerrten Punktschitzer von p und o2, also das Stichprobenmittel und die
Stichprobenvarianz des Datensatzes mithilfe folgenden R Codes aus.

1 D = read.csv("./_data/303-Konfidenzintervalle.csv") # Datensatzeinlesen

2 y = D$dBDI # Datenauswahl

3 mu_hat = mean(y) # Stichprobenmittel

4 sigsqr_hat = var(y) # Stichprobenvarianz
5 cat("mu_hat :", mu_hat,"\nsigsqr_hat :", sigsqr_hat) # Ausgabe

mu_hat : 3.166667

sigsqr_hat : 13.78788

Basierend auf diesen Schétzern und den vorliegenden n = 12 Datenpunkten sind also
g =317 und % = 13.8 (20.32)

sinnvolle Tipps fiir ¢ und o2. Um neben diesen Punktschitzern, die zwar sehr genau
sind, mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 aber den wahren, aber unbekannten Parametern,
exakt entsprechen, werten wir zuséitzlich die 95%-Konfidenzintervallschiatzungen fiir
p und o? aus. Folgender R Code bestimmt das 95%-Konfidenzintervall fiir den
Erwartungswertparameter.

1 # Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter

2 delta = 0.95 # Konfidenzlevel

3 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

4 t_delta = qt((i+delta)/2,n-1) # \psi~-1((\delta+1)/2,n-1)

5 y_bar = mean(y) # Stichprobenmittel

6 s = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
7 mu_hat = y_bar # Erwartungswertparameterschitzer
8 kappa_u = y_bar - (s/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
9 kappa_o = y_bar + (s/sqrt(n))#*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze
10 cat ("kappa_u:", kappa_u, "\nkappa_o:", kappa_o) # Ausgabe

kappa_u: 0.8074098
kappa_o: 5.525923

Das 0.95-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter ist also
k(y) = [0.80, 5.52]. (20.33)

Im langfristigen Mittel iiberdeckt ein auf diese Weise berechnetes Konfidenzintervall den
wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter in 95 von 100 Féllen. In diesem
Sinne liegt der wahre, aber unbekannte, Therapieeffekt also sehr sicher in einem Intervall
zwischen 0.80 und 5.52 BDI-II Score Pre-Post-Differenzen.

Folgender R Code bestimmt das 95%-Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter.

1 # Konfidenzintervall fiir den Varianzwertparameter

2 delta = 0.95 # Konfidenzlevel

3 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

4 u_delta_u = qchisq((i-delta)/2, n - 1) # \Xi"2((1-\delta)/2; n - 1)

5 u_delta_o = qgchisq((i+delta)/2, n - 1) # \Xi"2((1+\delta)/2; n - 1)

6 s2 = var(y) # Stichprobenstandardabweichung
7 sigsqr_hat = s2 # Varianzparameterschitzer

8 kappa_u = (n-1)*s2/u_delta_o # untere Konfidenzintervallgrenze
9 kappa_o = (n-1)*s2/u_delta_u # obere Konfidenzintervallgrenze
10 cat("kappa_u:", kappa_u, "\nkappa_o:", kappa_o) # Ausgabe
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kappa_u: 6.919084
kappa_o: 39.74756

Das 0.95-Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter ist also
k(y) = [6.91,39.74]. (20.34)

Im langfristigen Mittel iiberdeckt ein auf diese Weise berechnetes Konfidenzintervall den
wahren, aber unbekannten, Varianzparameter in 95 von 100 Féllen. In diesem Sinne liegt
die wahre, aber unbekannte, Therapieeffektstreuung also sehr sicher in einem Intervall
zwischen 6.91 und 39.74 quadriertern BDI-IT Score Pre-Post-Differenzen.

20.4. Literaturhinweise

Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse gehen in ganz wesentlicher Weise auf
Neyman (1937) zuriick.

20.5. Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition des Begriffs eines §-Konfidenzintervalls wieder.

Erlautern Sie die zwei Interpretationen eines é-Konfidenzintervalls.

Erldutern Sie die typischen Schritte zur Konstruktion eines §-Konfidenzintervalls.

Geben Sie das Theorem zum é-Konfidenzintervall fur den Erwartungswert der Normalverteilung
wieder.

5. Geben Sie das Theorem zum d-Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung
wieder.

Ll o e
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21. Hypothesentests

Die grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests kann am Beispiel eines
Normalverteilungsmodells fiir einen beobachteten univariaten Datensatz y,,...,y, grob
wie folgt umrissen werden. Man unterstellt zunédchst, dass der beobachtete Datensatz eine
Realisierung der Stichprobe vy, ..., v,, ~ N(u, 0?) ist und berechnet dann basierend auf dem
Datensatz eine Teststatistik, zum Beispiel das anhand der Stichprobenstandardabweichung
und der Stichprobengrofie normalisierte Stichprobenmittel \/ﬁ%

Man fragt sich dann, wie wahrscheinlich es wohl wére, den beobachteten oder einen
extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren.
Dabei versteht man unter einem Nullmodell intuitiv ein Wahrscheinlichkeitsverteilungsmodell
bei dem kein “interessanter Effekt” vorliegt, also im Sinne des Normalverteilungsmodells
zum Beispiel ¢ = 0 gilt. Dabei ist der Begriff der Wahrscheinlichkeit natiirlich
Frequentistisch zu verstehen, also als idealisierte relative H&aufigkeit, wenn man viele
Stichprobenrealisationen des Nullmodels generieren wiirde. Je nach Beschaffenheit des
zugrundliegenden Frequentistischen Inferenzmodells und der betrachteten Teststatistik
kann es dabei durchaus moglich sein, diese Wahrscheinlichkeit exakt zu bestimmen.

Ist nun die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren
Wert der Teststatistik unter Annahme des Nullmodells zu observieren grof}, so schliefit
man intuitiv, dass “es wohl ganz plausibel ist, dass das Nullmodel die Daten generiert hat”.
Im Wissenschaftsjargon spricht dann manchmal von einem “statistisch nicht-signifikanten
Ergebnis”. Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen
extremeren Wert der Teststatistik unter Annahme des Nullmodells zu observieren dagegen
klein, so schlieffit man intuitiv, dass “es wohl nicht so plausibel, dass das Nullmodel die
Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man in diesem Fall manchmal von
einem “statistisch signifikanten Ergebnis”.

Wie immer in der Frequentistischen Statistik weifl man nach Durchfithrung einer solchen
Prozedur natiirliich nicht, ob im vorliegenden Fall nun wirklich das Nullmodel oder ein
anderes Modell die Daten generiert hat, sondern man weifl nur, wie oft man bei dieser
Prozedur im Mittel richtig oder falsch liegen wiirde, wenn alle Annahmen zutrifen und
man diese Prozedur sehr oft wiederholen wiirde.

In den folgenden Abschnitten wollen wir diese intuitiven Gedanken formalisieren. Dabei
ist es wichtig, immer zwischen “Hypothesen” im Sinne der Frequentistischen Inferenz und
dem generellen Begriff der wissenschaftlichen Hypothese zu unterscheiden. Das Aufstellen
einer wissenschaftlichen Hypothese bedingt keinesfalls, dass ein Frequentistischer
Hypothesentest anzuwenden ist, sondern lediglich, so man denn quantitativ arbeiten
mochte, dass es Sinn macht seine Unsicherheit im Lichte beobachteter Daten, die potentiell
tiber die (wissenschaftliche) Hypothese aussagekriftig sind, zu quantifizieren und zu
kommunizieren. Frequentistische Hypothesentests sind nur eine der vielen Mdoglichkeiten,
dies zu tun, wenn auch eine sehr populdre. Es sei trotzdem schon an dieser Stelle
erwahnt, dass das “Nullhypothesen-Signifikanz-Testen”, wie im folgenden dargelegt, im
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wissenschaftlichen Kontext durchaus nicht unumstritten ist (vgl. zum Beispiel Amrhein
& Greenland (2018) und McShane et al. (2019)).

21.1. Testhypothesen und Tests

Im Kontext von Frequentistischen Hypothesentests wird der Begriff des Frequentistischen
Inferenzmodells (vgl. Definition 18.1) zundcht durch die sogenannten Testhypothesen zu
einem Testszenario erweitert. Wir nutzen folgende Definition.

Definition 21.1 (Testhypothesen und Testszenario). Gegeben sei ein Frequentistisches
Inferenzmodell mit Stichprobe v, Ergebnisraum ¥ und Parameterraum ©. Weiterhin sei
{0y, 0, } eine Partition des Parameterraums, so dass

Dann ist eine Testhypothese eine Aussage iiber den wahren, aber unbekannten,
Parameterwert 6 in Hinblick auf die Untermengen ©, und ©; des Parameterraums.
Speziell werden die Aussagen

e 0 €0, als Nullhypothese und
o 0 € O, als Alternativhypothese

bezeichnet. Der Einfachheit halber bezeichnet man auch O, und ©; direkt als
Nullhypothese und Alternativhypothese, respektive. Die Einheit aus Frequentistischem
Inferenzmodell und Testhypothesen wird als Testszenario bezeichnet.

Je nach Beschaffenheit von ©, und ©; unterscheidet man einerseits einfache und
zusammengesetzte und andererseits einseitige und zweiseitige Testhypothesen.

Definition 21.2 (Einfache und zusammengesetzte Testhypothesen). Fiir die Testhypothesen
O, mit ¢ =0, 1 gilt:

o Enthilt ©, nur ein einziges Element, so heifit ©, einfach.
o Enthélt ©; mehr als ein Element, so heifit ©; zusammengesetzt.

Man beachte, dass da nach Annahme der wahre, aber unbekannte, Parameter 6 die
Verteilung P, der Stichprobe festlegt, eine einfache Testhypothese der Festlegung der
Verteilung der Stichprobe auf genau eine Verteilung entspricht. Eine zusammengesetzte
entspricht dagegen einer Menge moglicher Verteilungen der Stichprobe. Ein Beispiel fiir
eine einfache Testhypothese in einem Testszenario mit Parameterraum © := R ist

0, = {0}, (21.2)
die entsprechend zusammengesetzte Alternativhypothese ist dann gegeben durch

©, =R\ {0}. (21.3)
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Die Nullhypothese, also die Aussage “6 € ©,” entspricht dann der Aussage “6 = 07, da
O, nur eben dieses eine Element enthélt.

Ist wie in diesem Beispiel der Parameterraum eindimensional, so unterscheidet man
weiterhin einseitige und zweiseitige Null- und Alternativhypothesen.

Definition 21.3 (Einseitige und zweiseitige Testhypothesen). Gegeben sei ein
Testszenario mit eindimensionalem Parameteraum © := R und es sei §, € ©. Dann
werden zusammengesetzte Nullhypothesen der Form ©,, :=] — o0, 6] oder 0, := [§,, 0]
einseitige Nullhypothesen genannt und auch in der Form H, : § < 0, bzw. H, : 0 > 0,
geschrieben. Die entsprechenden Alternativhypothesen haben dabei die Form ©; :=]6,, oo[
bzw. ©; :=] — 00, 6,[, auch geschrieben als H, : 6 > 6, bzw. H; : 0 < 6,. Bei einer
einfachen Nullhypothese der Form O, := {6,}, auch geschrieben als H, : § = 6, wird
die Alternativhypothese 0, := © \ {,}, auch geschrieben als H, : 6 # 0, zweiseitige
Alternativhypothese genannt.

Vor dem Hintergrund eines Testszenarios definieren wir nun den Begriff des Hypothesentests,
den wir kurz einfach als Test bezeichnen wollen.

Definition 21.4 (Test). Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Test eine Abbildung
¢ aus dem Ergebnisraum der Stichprobe ¥ in die Menge {0, 1}, also

¢:y_>{0’1}7y'_>¢(y)’ (21'4)
wobei

e ¢(y) =0 den Vorgang des Nichtablehnens der Nullhypothese und
e ¢(y) =1 den Vorgang des Ablehnens der Nullhypothese

reprasentieren.

Die Formalisierung des Testbegriffs ist nicht trivial, da Tests, wie Schétzer und
Konfidenzintervalle, Funktionen von Zufallsvariablen, ndmlich gerade den Stichprobenvariablen
sind. Figentlich sind Tests damit auf Zufallsvektorrdumen definiert. Der Einfachheit
halber betrachten wir in Definition 21.4 eine konkrete Realisierung y € ¥ der Stichprobe

v, die durch ¢ in die Menge {0, 1} abgebildet wird. Der Funktionswert ¢(y) von ¢ ist vor
diesem Hintergrund also eine Realisierung der Zufallsvariable ¢(v).

In der Anwendung ist man oft an Tests interessiert, die eine bestimmte Struktur haben,
wir formalisieren diese unter dem Begriff der Standardtests.

Definition 21.5 (Standardtest). Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Standardtest
¢ definiert als die Verkettung einer Teststatistik

v:Y =T (21.5)

und einer Entscheidungsregel
0:T—{0,1} (21.6)
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kann also geschrieben werden als

¢::607:y—>{0,1}. (21.7)

Wie oben angemerkt gibt es auch bei Definition 21.5 zu beachten, dass die Teststatistik
eigentlich eine Funktion der Stichprobenvariablen, also von Zufallsvariablen ist, die wir
hier als Funktion der Werte dieser Zufallsvariablen in ¥ definiert haben. Ebenso gibt es zu
beachten, dass die Entscheidungsregel eine Funktion der somit zufélligen Teststatistik ist,
die wir hier gleichfalls als Funktion der Werte dieser Zufallsvariable mit Ergebnisraum I’
geschrieben haben. Sowohl Teststatistik und Entscheidungsregel sind in einem Testszenario
also Zufallsvariablen. Entsprechend ist, wenn y eine Realisierung der Stichprobe v ist,
v(y) € T' eine Realisierung von y(v) und (0 o v)(y) eine Realisierung von ( o y)(v).

Die verteilungstheoretischen Eigenschaften eines Tests ergeben sich aus den ihnen
zugrundeliegenden verteilungstheoretischen Figenschaften des entsprechenden Frequentistischen
Inferenzmodells und damit natiirlich insbesondere der Verteilung der Stichprobenvariablen.
Eine wichtige Bricke zwischen diesen beiden Ebenen der Verteilung der Stichprobenvariablen
auf der einen Seite und der Verteilung der Testergebnisse auf der anderen Seite bilden die
Begriffe des kritischen Bereichs und des Ablehnungsbereichs eines Tests.

Definition 21.6 (Kritischer Bereich eines Tests). Gegeben sei ein Testszenario und ein
Test ¢. Dann heifit die Untermenge K des Ergebnisraums ¥ der Stichprobe v, fiir die der
Test den Wert 1 annimmt, kritischer Bereich des Tests, formal

K:={yeYlop(y) =1} C¥. (21.8)

Man beachte, dass vor dem Hintergrund von Definition 21.6 die zufilligen Ereignisse
{v € K} und {¢(v) = 1}, also dass die Stichprobe einen Wert im kritischen Bereichs
des Tests annimmt bzw. dass der Test den Wert 1 annimmt, &quivalent sind und
damit insbesondere auch die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Fragt man also nach
der Wahrscheinlichkeit, dass ein Test den Wert 1 annimmt, also die Nullhypothese
abgelehnt wird, so entspricht diese Wahrscheinlichkeit genau der Wahrscheinlichkeit, dass
die Stichprobe einen Wert im kritischen Bereichs des Tests annimmt. Da die Verteilung
der Stichprobe aber als bekannt vorausgesetzt ist, kann die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ablehnen der Nullhypothese darauf basierend bestimmt werden. Hat man insbesondere
einen Standardtest vorliegen, so iibertrdgt sich das Gesagte unmittelbar auch auf die
zwischen Stichprobe und Test geschaltete Teststatistik. Dies fiithrt auf die folgende
Definition.

Definition 21.7 (Ablehnungsbereich eines Standardtests). Gegeben sei ein Testszenario

und ein Standardtest ¢ mit Teststatistik . Die Untermenge A des Ergebnisraums I' der
Teststatistik, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, Ablehnungsbereich des Tests, formal

A:={y(y) €eT|o(y) =1} C I (21.9)
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Wie zum Begriff des kritischen Bereichs angemerkt gilt auch hier, dass die Ereignisse
{#(v) = 1} und {y(v) € A} aquivalent sind und damit insbesondere auch die gleiche
Wahrscheinlichkeit besitzen. Insgesamt gelten mit Definition 21.6 und Definition 21.7 fiir
einen Standardtest also

{ve K} & {y(v) € A} & {¢p(v) =1} (21.10)
und
Po({v e K}) =Py ({7(v) € A}) =Py ({d(v) = 1}), (21.11)
wobei das Subskript 6 bei der Verteilung der Teststatistik und des Tests andeuten soll,
dass diese Verteilungen durch den Parameter der Stichprobenverteilung festgelegt sind.

In der Anwendung basiert die in Definition 21.5 allgemein angebene Form der
Entscheidungsregel eines Standardtest meist darauf, dass eine beobachtete Teststatistik
mit Ergebnisraum I' := R einen bestimmten sogenannten Fkritischen Wert k € R
iiberschreitet oder unterschreitet. Dies fithrt auf die Konzepte der einseitigen und
zweiseitigen kritischen Wert-basierte Tests.

Definition 21.8 (Kritischer Wert-basierte Tests). Ein kritischer Wert-basierter Test ist
ein Standardtest, bei dem die Entscheidungsregel § von einem kritischen Wert k der
Teststatistik mit Ergebnisraum R abhéngt. Speziell ist

e ein einseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

1 y(y) =2k
Y — 0,1}, y— =1 = , 21.12
0 {0, 1}y = é(y) (v(y)=k} {0 ) < k ( )
e ein zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

L @yl =k
¢: Y —{0,1},y = d(y) =1 B = . (21.13)

{Iv(y)|=k} 0 h/(y)’ <k
[ ]

Mit der Definition kritischer Wert-basierter Tests ist die praktische Durchfiihrung eines
Hypothesentests nun vorgezeichnet. Wie immer in der Frequentistischen Inferenz legt man
vorliegenden Daten zunéchst ein Frequentistisches Inferenzmodell zugrunde, nimmt also
an, dass die vorliegenden Daten eine Realisierung einer Stichprobe sind. Basierend auf
dieser Realisierung berechnet man eine Teststatistik und vergleicht diese abschlieend mit
einem kritischen Wert, um dann entweder die Nullhypothese nicht abzulehnen oder die
Nullhypothese abzulehnen. Im folgenden Abschnitt wollen wir nun der Frage nachgehen,
wie vor dem Hintergrund von Null- und Alternativhypothese dabei der kritische Wert
eines kritischen Wert-basierten Tests so bestimmt werden kann, dass man im Sinne der
Frequentistischen Wahrscheinlichkeit moglichst gute Testentscheidungen trifft.

21.2. Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Die Tatsache, dass in einem Testszenario der wahre, aber unbekannte, Parameter im
Bereich der Nullhypothese oder der Alternativhypothese liegen kann und man gleichzeitig
basierend auf dem Wert des Tests die Nullhypothese entweder ablehnen oder nicht
ablehnen kann, impliziert, dass eine Testentscheidung richtig oder falsch sein kann.
Untenstehende Definition soll dahingehend zunéchst begriffliche Klarheit schaffen.
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Definition 21.9 (Richtige Testentscheidungen und Testfehler). Gegeben seien ein
Testszenario und ein Test. Dann gibt es mit dem Nichtablehnen der Nullhypothese
#(y) = 0, wenn die Nullhypothese 6 € © zutrifft und dem Ablehnen der Nullhypothese
¢(y) = 1, wenn die Alternativhypothese 6 € ©; zutrifft zwei Formen der richtigen
Testentscheidung. Ebenso gibt es zwei Arten von Testfehlern: Das Ablehnen der
Nullhypothese ¢(y) = 1, wenn die Nullhypothese § € ©, zutrifft, heiit Typ I Fehler und
das Nichtablehen der Nullhypothese, wenn die Alternativhypothese 6 € ©; zutrifft, heifit
Typ II Fehler.

Testentscheidung

5

= $p() =0 p) =1
L2

£ % 0o Richtige Typ | Fehler
S £ €Y | Entscheidung yp

o O

® L

5 Richtige
< 6 €0, Typ Il Fehler Entscheidung
=

Abbildung 21.1. Richtige Testentscheidungen und Typ I und Typ II Fehler

Abbildung 21.1 gibt eine Ubersicht zu den mdglichen richtigen Testentscheidungen
und Testfehlern bei Durchfiihrung eines Tests. Natiuirlich mochte man generell meist
eine richtige Testentscheidung treffen. Das entscheidene Werkzeug, um vor dem
Frequentistischen Hintergrund des Testszenarios gute Tests zu konstruieren, ist die
sogenannte Testgiitefunktion.

Definition 21.10 (Testgiitefunktion). Gegeben sei ein Testszenario und ein Test ¢. Dann
ist die Testgiitefunktion von ¢ definiert als

Gy © = [0,1],0 1= q,(0) := Py(g(v) = 1). (21.14)

Fir 6 € ©, heiit g, auch Trennschdrfefunktion oder Powerfunktion.

Man beachte, dass P, in Definition 21.10 die Verteilung der Zufallsvariable ¢(v) unter der
Annahme, dass die Verteilung von v durch 6 festgelegt ist, bezeichnen soll. Fiir jedes 6 € ©
liefert g, also die die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Nullhypothese durch den Test ¢
abgelehnt wird. Fiir diese Wahrscheinlichkeiten gelten insbesondere mit den Begriffen des
kritischen Bereichs (vgl. Definition 21.6) und des Ablehnungsbereichs (vgl. Definition 21.7)

wie bereits gesehen
Py(d(v) =1) =Py(y € A) = Py(v € K). (21.15)

Die Testgiitefunktion ist spezifisch fiir einen gegebenen Test. Andert sich der Test, zum
Beispiel, weil bei einem kritischen Wert-basierten Test ein anderer kritischer Wert gewahlt
wird, &ndern sich obige Wahrscheinlichkeiten und damit die Testgiitefunktion.
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Mithilfe der Testgiitefunktion folgt die Testkonstruktion dann folgenden Uberlegungen. Im
Idealfall hétte man einen Test ¢ mit

qs(0) = Py(p(v) = 1) = 0 fiir 6 € O und ¢,(0) = Py(d(v) =1) =1 fiir € ©,. (21.16)

Die Testentscheidung eines solchen Tests wire mit Wahrscheinlichkeit 1 richtig, da ein
solcher Test die Nullhypothese mit Wahrscheinlichkeit 0 ablehnt, wenn sie zutrifft, und
die Nullhypothese mit Wahrscheinlichkeit 1 ablehnt, wenn sie nicht zutrifft. Allgemeiner
sind natiirlich kleine Werte von g, fiir 6 € ©,, also kleine Wahrscheinlichkeiten dafiir, die
Nullhypothese abzulehnen, wenn sie zutrifft, und grofle Werte von ¢, fir 6 € O, also
grofle Wahrscheinlichkeiten dafiir, die Nullhypothese abzulehnen, wenn sie nicht zutrifft,
zur Testfehlerminimierung giinstig. Allerdings bestehen im Allgemeinen Abhéngigkeiten
zwischen den Werten der Testgiitefunktion fiir # € ©, und 6 € ©,, wie folgende Beispiele
illustrieren sollen.

Beispiel (A) Es sei ¢, ein Test definiert durch

¢4 = 10,11,y ¢,(y) =0, (21.17)

¢, sei also ein Test, der die Nullhypothese unabhédngig von den beobachteten Daten nie
ablehnt. Fiir ¢, gilt dann

4y (0) = Py(p(v) = 1) =0 fiir 0 € . (21.18)
Allerdings gilt fiir ¢, dann auch automatisch
qy (0) = Py(p(v) =1) =0 fiir 6 € ©. (21.19)

¢, hat also eine minimale Sensitivitat dafiir, die Tatsache, dass die Alternativhypothese
zutrifft, zu detektieren.

Beispiel (B) Andersherum sei ¢, ein Test definiert durch

¢y 4 —1{0,1},y = ¢y (y) = 1. (21.20)

¢, sei also ein Test, der die Nullhypothese, unabhéngig von den beobachteten Daten immer
ablehnt. Fiir ¢, gilt dann

g4, (0) = Py(p(v) = 1) =1 fir 0 € ©,. (21.21)

¢, ist also maximal sensitiv fiir das Zutreffen der Alternativhypothese. Allerdings gilt fiir
¢, dann auch automatisch

4y, (0) = Py(d(v) = 1) = 0 fiir € O, (21.22)

und ¢, resultiert auch immer in der Ablehnung der Nullhypothese, wenn diese zutrifft und
generiert in diesem Sinne viele falsch positive Resultate.

Vor dem Hintergrund dieser beiden Extremszenarien muss es also das Ziel der
Testkonstruktion sein, eine angemessene Balance zwischen kleinen Werten der
Testgiitefunktion bei Zutreffen der Nullhypothese und grolien Werten der Testgiitefunktion
bei Zutreffen der Alternativhypothese zu finden. Die populdrste Methode, dies zu erreichen
ist es, in einem ersten Schritt einen kleinen Wert «y, € [0, 1] zu wéhlen und sicherzustellen,
dass

q4(0) < ay fiir alle 6 € O, (21.23)
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dass also die Wahrscheinlichkeit fiir das Ablehnen der Nullhypothese, wenn diese zutrifft,
also die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I Fehler, hochstens o, betrigt. Konventionelle
Werte fiir ein solches oy, sind zum Beispiel ¢ := 0.001 und o := 0.05. Unter allen Tests
(und, bei Optimierung von Stichprobengréfien, Frequentistischen Inferenzmodellen), die
die Ungleichung (21.23) erfiillen, sucht man dann in einem zweiten Schritt einen Test,
fiir den g,(0) fiir 6 € ©; so grofl wie moglich ist. Dieses zweischrittige Vorgehen ist nicht
alternativlos, man kénnte ja beispielsweise auch eine lineare Kombinationen von Typ I und
Typ II Fehlern simultan minimieren. Allerdings ist das skizzierte zweischrittige Vorgehen
das in der Anwendung populérste, so dass wir uns in der Folge darauf beschrédnken wollen.
Ungleichung (21.23) motiviert dann zunéachst die Definition der Begriffe des Level-ayy- Tests,
des Signifikanzlevels oy und des Testumfangs cv.

Definition 21.11 (Level-a,-Test, Signifikanzlevel oy und Testumfang o). Gegeben seien
ein Testszenario, ein Test ¢, seine Testgiitefunktion g4 und ein o € [0,1]. ¢ heifit ein
Level-oy - Test, wenn gilt, dass

q4(0) < g fiir alle 0 € 6. (21.24)

Wenn ¢ ein Level-a-Test ist, nennt man den Wert o auch das Signifikanzlevel des Tests.
Weiterhin heifit die Zahl

= 0 0,1 21.25

o ?é%f%()e[’] ( )

der Testumfang von ¢.

Nach Definition 21.11 ist der Testumfang « die maximale Wahrscheinlichkeit fiir einen
Typ I Fehler und ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-a,-Test, wenn diese
maximale Wahrscheinlichkeit kleiner oder gleich dem Signifikanzlevel « ist. Es ist
dabei fiir die Anwendung wichtig, sich die feinen begrifflichen Unterschiede zwischen
der Wahrscheinlichkeit eines Typ I Fehlers, dem Testumfang und dem Signifikanzlevels
eines Tests zu verdeutlichen. Vor dem Hintergrund des Unterschiedes von einfachen
und zusammengesetzten Nullhypothesen (vgl. Definition 21.2) muss man zunéchst die
Begriffe der Typ I Fehler Wahrscheinlichkeit und des Testumfangs differenzieren. Bei
einer einfachen Nullhypothese © ist der Testumfang immer gleich der Wahrscheinlichkeit
eines Typ I Fehlers, da gilt dass

= 0) = 0)=q,(0,) =P =1). 21.26
a (Bré%f%() erél{%ﬁ}%() q5(00) = Pg, (0 = 1) (21.26)
Bei einer zusammengesetzten Nullhypothese ©, gibt es je nach Wert von 6 €
O, verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir einen Typ 1 Fehler. Die grofite dieser
Wahrscheinlichkeiten ist der Testumfang

o= gré%);q(b(ﬁ) = gre%)j Po(p =1). (21.27)
Ebenso klar sollte man die Begriffe des Signifikanzlevels o, und des Testumfangs
« voneinander abgrenzen. Ein Signifikanzlevel ist eine frei gewéhlte obere Grenze
fir die maximale Wahrscheinlichkeit eines Typ I Fehlers. Die tatsdchliche maximale
Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I Fehler, kann mit dieser identisch sein, wie in den
meisten Fallen der Kapitel 21.3 diskutierten Beispiele, muss es aber nicht, wie zum Beispiel
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in multiplen Testszenarien mit nicht unabhéngigen Stichprobenvariablen. Man nennt
dementsprechend einen Test exakt, wenn sein Testumfang mit seinem Signifikanzlevel
identisch ist, wenn also

a = q. (21.28)

Ein Test, fiir den der Testumfang kleiner als sein Signifikanzlevel ist, fiir den also gilt
a < oy (21.29)

wird konservativ genannt. Ein Test schliefllich, dessen Testumfang grofler als sein
Signifikanzlevel ist,
a > oy (21.30)

und der damit natiirlich kein Level-c,-Test sein kann, wird liberal genannt.

p-Wert

Ein definierendes Charakterstikum eines Tests ist es wie gesehen, dass die Wertemenge
eines Tests binar ist, Resultat eines Tests ist entweder ¢ = 0, die Nullhypothese wird
nicht abgelehnt, oder ¢ = 1, die Nullhypothese wird abgelehnt. Als finales Resultat
einer Datenanalyse wird dabei die einem Datensatz inhdrente Information sehr stark
komprimiert. Insbesondere supprimiert das alleinige Berichten des Testergbnisses
interessante Information iiber das Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis des betrachteten
Datensatzes. So ist es ja beispielsweise moglich, dass die Nullhypothese im Kontext
eines kritischen Wert-basierten abgelehnt wird, weil die Teststatistik den kritischen Wert
nur um wenige Nachkommastellen tibertroffen hat oder aber, dass die Testsstatistik ein
Vielfaches des kritischen Werts angenommen hat. In beiden Féllen wéire das Testergebnis
mit ¢ = 1 identisch. Neben der reinen Testumfangkontrolle eines Tests und des
Berichtens des bindren Testergebnisses hat es sich deshalb fiir kritische Wert-basierte
Tests eingebiirgert, basierend auf dem beobachteten Wert der Teststatistik auch alle
Werte des Signifikanzlevels «y, fiir die ein Level-a-Test das Ergebnis ¢ = 1 hétte, fiir
die die Nullhypothese also abgelehnt werden wiirden, zu betrachten. Diese Uberlegung
fiihrt auf folgende allgemeine Definition des sogenannten p-Werts, wobei p fiir probability
steht.

Definition 21.12 (p-Wert). ¢ sei ein Test. Dann ist der p-Wert das kleinste
Signifikanzlevel «, bei dem die Nullhypothese basierend auf einem vorliegendem
Wert der Teststatistik abgelehnt werden wiirde.

Insbesondere in einfachen Anwendungsbeispielen, wie dem in Kapitel 21.3.1 betrachteten
Einstichproben-T-Test-Szenario spiegeln p-Werte dann die Antwort auf die intuitive Frage,
wie wahrscheinlich es im Frequentistischen Sinne wére, den beobachteten oder einen
extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren.
Dabei ist in vielen Bereichen der Grundlagenwissenschaft das Berichten von p-Werten sehr
populér, aber auch umstritten (vgl. Wasserstein et al. (2019)). Dabei gilt es insbesondere,
p-Werte nicht zu iiberinterpretieren. Basierend auf dem Gesagten gibt es keinen Grund
dies anzunehmen, trotzdem weisen wir vorsorglich daraufthin, dass p-Werte nicht die
Wahrscheinlichkeit dafiir quantifizieren, dass die Nullhypothese wahr ist, man aufgrund
eines p-Wertes kleiner als 0.05 nicht darauf schlieen kann, dass die Alternativhypothese
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zutrifft, und man aufgrund eines p-Wertes von grofler als 0.05 nicht darauf schlieflen
kann, dass die Nullhypothese zutrifft. Ebenso wie der Wert einer Teststatistik und eines
Tests quantifizieren p-Werte lediglich das in einem vorliegenden Datensatz beobachtete
Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis - nicht weniger, aber auch nicht mehr.

Anmerkungen zur Wahl von Null- und Alternativhypothese

Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Anmerkungen zur Durchfithrung von
Hypothesentests in der Wissenschaft beschlieBen. Vor dem Hintergrund der skizzierten
Theorie der Hypothesentests stellt sich zundchst die Frage, wie man in einem
gegebenen Anwendungskontext die Zuordnung von Null- und Alternativhypothese
zu den Gegenstinden des wissenschaftlichen Interesses, also zweier wissenschafltichen
Hypothesen vornimmt. Mdchte man zum Beispiel einen Test durchfithren, um im Sinne
der Frequentistischen Inferenz zu entscheiden, ob ein bestimmtes Psychotherapieverfahren
in einer klinischen Studie wirksam war oder nicht, so stellt sich die Frage, ob man dabei
die Abwesenheit eines Therapieeffekts dabei als die Null- oder als die Alternativhypothese
verstehen sollte. Dazu sei angemerkt, dass das oben beschriebene zweischrittige Vorgehen
zur Testkonstruktion, in dem zundchst durch die Wahl eines Signifikanzlevels der
Testumfang begrenzt wird und erst in einem zweiten Schritt dafiir gesorgt wird, dass
die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen, wenn die Alternativhypothese
zutrifft, moglichst grof3 ist, eine deutliche Asymmetrie in der Behandlung von Null-
und Alternativhypothese impliziert: Man wichtet mit diesem Vorgehen Typ I Fehler als
schwerwiegender als Typ II Fehler. Dies wiederum impliziert eine mogliche Strategie zur
Festlegung von Null- und Alternativhypothese: Die Nullhypothese ist die wissenschaftliche
Hypothese, hinsichtlich deren assoziierter Testentscheidung man eher keinen Fehler
machen mochte bzw. deren Fehlerwahrscheinlichkeit man primér kontrollieren mochte.
In der Wissenschaft ist es ein gebréuchlicher Standard, die falsche Konfirmation der
von einem selbst favorisierten Theorie (also zum Beispiel die falsche Konfirmation, dass
ein selbstentwickeltes Psychotherapieverfahren besser wirkt als ein anderes) als einen
schwerwiegenderen Fehler als die falsche Ablehnung der eigenen Theorie zu werten. Damit
sollte die falsche Konfirmation der eigenen Theorie ein Typ I Fehler, das falsche Ablehnen
der eigenen Theorie ein Typ II Fehler sein. Damit nun die falsche Konfirmation der
eigenen Theorie einen Typ I Fehler, also das Ablehnen der Nullhypothese bei Zutreffen
der Nullhypothese, darstellt, muss die eigene Theorie als Alternativhypothese aufgestellt
werden, die Alternativhypothese falschlichweise abzulehnen wird damit ein Typ II Fehler.
Intuitiv ergibt sich also folgende Zuordnung;:

Nicht-favorisierte wissenschaftliche Hypothese —  Nullhypothese

Favorisierte wissenschaftliche Hypothese —  Alternativhypothese

Anmerkungen zu Hypothesentests in Entscheidungskontexten und Grundlagenwissenschaft

Zum zweiten stellt sich die Frage, ob man zur Evaluation wissenschaftlicher Hypothesen
iiberhaupt einen Hypothesentest durchfithren sollte. Oberflachliche betrachtet liefern
Hypothesentests zunédchst einmal einfache bindre Aussagen der Form “Die Hypothese
ist gegeben die FEvidenz abzulehnen oder zu akzeptieren”. Solche Aussagen sind in
einem konkreten Entscheidungskontext hilfreich, wenn tatsdchlich eine Entscheidung
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getroffen werden muss. Allerdings sei dazu angemerkt, dass wie gesehen, Frequentistische
Hypothesentests ohne explizite Entscheidungsnutzenfunktion formuliert sind wund
potentielle Entscheidungskosten damit nicht explizit in die Entscheidungswahl einbezogen
werden. Speziell fiir diesen Zweck gibt es eine Reihe sehr zugénglicher Theorien, die es
erlauben, im langfristigen Mittel gute Entscheidungen unter Unsicherheit zu treffen, vgl.
zum Beispiel Pratt et al. (1995), Puterman (2005), oder Kochenderfer et al. (2022).

Orientiert man sich von praktisch relevanten Entscheidungskontexten in den Bereich der
Grundlagenwissenschaften, deren Wesen es ja gerade ist, keine finalen Wahrheiten zu
kennen, sondern sondern nur das Mafl an Unsicherheit iiber den gerade vorherrschenden
Theoriestand zu quantifizieren und zu kommunizieren, erscheint die Binaritdt der
Hypothesentestentscheidung im besten Fall {iberflisssig, im schlimmsten Fall grob
irrefithrend. Prinzipiell sollten Fragestellungen der Grundlagenwissenschaften deshalb
gerade nicht als Entscheidungsprobleme formuliert werden. Trotz der weit verbreiteten
Meinung, dass Bayesianische Herangehensweisen wie Positive Predictive Values
oder Bayes Factors hier Vorteile bieten wiirden, ist dem nicht so, so lange die mit
einer gewissen Modellpriferenz assoziierte Unsicherheit nicht klar mitkommuniziert
wird. Nichtsdestotrotz bleibt das das Frequentistische Hypothesentesten auch in der
grundlagenorientierten Wissenschaftsgemeinschaft weiterhin sehr populdr, manchmal
allerdings nur unter dem Deckmantel der Rufe nach Grundlagenstudien mit “héherer
Power”. Um einen Zugang zur psychologisch-naturwissenschaftlichen Literatur zu haben,
ist es daher bisher unumgénglich, sich auch mit dem grundlagenwissenschaftlich betrachtet
eigentlich wenig sinnvollen Hypothesentesten zu beschéftigen.

21.3. Testbeispiele

21.3.1. Einstichproben-T-Test

Das Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Test ist dadurch gekennzeichnet, dass
n univariate Datenpunkte einer Stichprobe (Gruppe) randomisierter experimenteller
Einheiten betrachtet werden, von denen angenommen wird, dass sie Realisierungen
von n unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen sind. Hinsichtlich
der identischen univariaten Normalverteilungen N (u,0?) dieser Zufallsvariablen wird
angenommen, dass sowohl der Erwartungswertparameter p als auch der Varianzparameter
o2 unbekannt sind. Schlielich wird vorausgesetzt, dass ein Interesse an einem inferentiellen
Vergleich des unbekannten Erwartungswertparameters p mit einen vorgebenenen Wert
o im Sinne eines Hypothesentests besteht.

Dabei gibt es allerdings mindestens vier Szenarien, die potentiell von Interesse sein konnen.
Ein erster Fall wire das Szenario einer einfachen Nullhypothese und einer einfachen
Alternativhypothese,

Hy:p=pound Hy : p = py (21.31)

Dieser Fall ist in der Theorie sehr gut verstanden und Grundlage des sogenannten
Neymann-Pearson-Lemmas (Neyman & Pearson (1933)). Seine praktische Relevanz
ist aber eher gering, da die Alternativhypothese von einer genauen Spezifikation des
Erwartungswertparameters ausgeht. Ein zweiter Fall ist das Szenario einer einfachen
Nullhypothese und einer zusammengesetzten Alternativhypothese

Hy: po=pound Hy = pp # pg (21.32)
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In diesem Fall spricht man auch von einer ungerichteten Hypothese und nutzt in der Regel
einen zweiseitigen Test. Intuitiv entspricht dies der ungerichteten Frage nach inferentieller
Evidenz fiir einen Unterschied. Es ist dieser Fall, den wir im Folgenden detailliert
betrachten werden. Schliellich gibt es noch mindestens Szenarien mit zusammengesetzten
Null- und Alternativhypothesen, etwa der Form

Hy:p<pgund Hy : > pgoder Hy: > pg und Hy = p < g (21.33)

Man spricht in diesem Fall auch von gerichteten Hypothesen und nutzt in der Regel
einseitige Tests. Diese Fall betrachten wir im Folgenden jedoch nicht.

Frequentistisches Inferenzmodell

Definition 21.13 (Frequentistisches Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests). Das
Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests ist gegeben durch das
Normalverteilungsmodell (vgl. Definition 18.2)

V1, ey Uy, ~ N (i, 02) mit (p,0%) € R x Ry (21.34)

Wir erinnern daran, dass aus generativer Sicht das Normalverteilungsmodell dem Modell
v; = p+¢; mit g, ~ N(0,0?) fiiri = 1,...,n (21.35)

entspricht (vgl. Kapitel 18.3.1). Die Annahme unabhéngig und identisch normalverteilter
Zufallsvariablen als Grundlage der Modellierung der Beobachtung von n Datenpunkten ist
wie in Kapitel 18.3.1 gesehen dquivalent zu der Annahme, dass sich jede einen Datenpunkt
modellierende Zufallsvariable v; als Summe aus einem festen, wahren, aber unbekannten,
iiber Zufallsvariablen konstanten Wert 1 und aus einem Zufallsvariablen- bzw. Datenpunkt-
spezifischen Abweichungsterm ¢, ergibt. Dabei modelliert, wie gesehen, p den tatsichlichen
im wissenschaftlichen Anwendungskontext angenommen Effekt von Interesse und ¢; den
Aspekt der Datenvariabilitidt, der nicht durch diesen Effekt erklirt werden kann und im
Sinne des Zentralen Grenzwertsatzes aus der Summation unendlich vieler Storeinfliisse
hervorgeht und damit als Unsicherheit iiber die Erklarung der Datenvariabilitdt durch
den festen Wert p verbleibt.

Testhypothesen

Wie oben diskutiert betrachten wir hier den Fall des Einstichproben-T-Tests mit einfacher
Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese.

Definition 21.14 (Einfache Nullhypothese und zusammengesetzte Alternativhypothese
des Einstichproben-T-Tests). Gegeben sei das Frequentistiche Inferenzmodell des
Einstichproben-T-Tests

Upy ey Uy ~ N (i, 0%) mit (p,02) € R x Ry (21.36)
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und es sei © := R der Parameterunteraum des Parameters von Interesse p. Dann
sind fiir den Nullhypothesenparameterwert p, € R die einfache Nullhypothese und die
zusammengesetzte Alternativhypothese des Einstichproben-T-Tests gegeben durch

Og :={uo} < Hy: pp = po und Oy := R\ {po} < Hy : pp # puy. (21.37)

Man beachte, dass die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alternativhypothese
durch den Wert p, € R parameterisiert sind. Je nach Wahl von p, ergeben sich also
verschiedene Hypothesenszenarien. Wird beispielsweise 1, := 0 gewahlt, so entspricht die
Nullhypothese ©, := {0} der Aussage, dass der wahre, aber unbekannte, Parameter u
gleich 0 ist und die Alternativhypothese O, := R\ {0} der Aussage, dass der wahre, aber
unbekannte, Parameter p ungleich 0 ist. Wird dagegen beispielsweise p, := 2 gewéhlt, so
entspricht die Nullhypothese ©, := {2} der Aussage, dass der wahre, aber unbekannte,
Parameter p gleich 2 ist und die Alternativhypothese ©; := R\ {2} der Aussage, dass
der wahre, aber unbekannte, Parameter p ungleich 2 ist. Im Anwendungskontext ist
dementsprechend ein frei gewahlter und damit natiirlich auch bekannter Parameter des
Einstichproben-T-Tests ist, wohingegen p bekanntlich wahr, aber unbekannt ist und
bleibt.

Definition der Teststatistik

Mit der Finstichproben-T-Test-Statistik definieren wir nun eine Teststatistik, die als
Grundlage eines kritischen Wert-basierten Tests dienen kann und deren Betrag eine
Abweichung von der Nullhypothese indiziert.

Definition 21.15 (Einstichproben-T-Test-Statistik). Gegeben sei das Testszenario eines
Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ..., v,,, Stichprobenmittel v, Stichprobenstandard-
abweichung S und Nullhypothesenparameter p,. Dann ist die Einstichproben-T-Test-
Statistik definiert als

T = /no _S“O. (21.38)

Offenbar hat die Einstichproben-T-Test-Statistik eine hohe Ahnlichkeit mit der T-
Konfidenzintervallstatistik (vgl. Definition 20.2). Man beachte allerdings, dass im Fall
der Einstichproben-T-Test-Statistik der Nullhypothesenparameter p, nicht identisch
mit dem in der T-Konfidenzintervallstatistik auftauchendem wahren, aber unbekannten,
Parameterwert p sein muss.

Da die Einstichproben-T-Test-Statistik im Kontext des Einstichproben-T-Tests zentral ist,
macht es Sinn, sich ihrer intuitiven Mechanik bewusst zu sein. Im Zéhler des Bruches der
Einstichproben-T-Test-Statistik tritt zunéchst die Differenz des Stichprobenmittels v zum
angenommenen Nullhypothesenparameter p, auf. Wie gesehen ist das Stichprobenmittel
ein unverzerrter Schéitzer des Erwartungswertparameters p der Stichprobe. Die
Differenz v — p, entspricht also einer Schéitzung der Abweichung des wahren, aber
unbekannten, Erwartungswertsparameters vom Nullhypothesenparameter und damit
dem Betrage nach der Evidenz fiir eine Abweichung des wahren, aber unbekannten,

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Testbeispiele 269

Erwartungswertparameters von der Nullhypothese. Grob betrachtet hat man mit dem
Zéhler v — p also ein Mafl fiir das der Stichprobe innewohnende “Signal” im Sinne
der Abweichung von der Nullhypothese oder “systematischer Variabilitdt”. Der Nenner
S erlaubt es dann, dieses Signal in Einheiten der Stichprobenstandardabweichung
auszudriicken. Gilt zum Beispiel v — iy = 2 und ist S = 1, so betrégt die Abweichung des
Stichprobenmittels vom Nullhypothesenparameter gerade zwei Standardabweichungen, ist
dagegen S = 2 so betrigt die entsprechende Abweichung gerade eine Standardabweichung.
Weiterhin entspricht der Nenner S ja einem Maf fiir die beobachtete Datenvariabilitit
und einem Schétzer fiir die Standardabweichung o der Fehlerterme in der generativen
Form des Einstichproben-T-Test Modells. Grob betrachtet hat man also im Nenner der
Einstichproben-T-Test-Statistik ein Mafl fiir das den Daten innewohnende “Rauschen”
oder ihrer “unsystematischen Variabilitdt”. Insgesamt kann man den Bruch =2 also
als eine Schéitzung des “Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis” der Daten verstehen. Schliefilich
wird in der Einstichproben-T-Test-Statistik dieses Verhéltnis mit der Wurzel der
Stichprobengroie \/n gewichtet. Intuitiv entspricht diese Wichtung der Tatsache, dass
man einem gegebenen Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis mehr Validitdt zumessen kann,
wenn es auf einer héheren Anzahl von Datenpunkten basiert, als wenn es auf einer
geringen Anzahl von Datenpunkten basiert. Insgesamt hat man mit der Einstichproben-
T-Test-Statistik eine skalare Zusammenfassung der den Daten innewohnenden Evidenz
gegen die Nullhypothese, bei der sowohl die Datenvariabilitdt als auch der Datenumfang
betrachtet werden.

Verteilung der Teststatistik

Fir die Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik gilt nun folgendes Theorem.

Theorem 21.1 (Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik). Gegeben sei das
Testszenario eines Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ...,v,,, Stichprobenmittel v,
Stichprobenstandard- abweichung S , Nullhypothesenparameter i, und Einstichproben-T-
Test-Statistik definiert als

T = /n2 _5“0. (21.39)

Dann ist T eine nichtzentrale t- Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter
d=nt—to (21.40)
o

und Freiheitsgradparameter n — 1, es gilt also T ~ t(d,n — 1)

Beweis. O

Man beachte, dass im Falle des Zutreffens der Nullhypothese der Nullhypothesenparameter
to mit dem wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter p identisch ist und
der Nichtzentralitdtsparameter der Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik den
Wert d = 0 annimmt. Im Falle des Zutreffens der Nullhypothese des Einstichproben-T-
Testszenarios ist die Einstichproben-T-Test-Statistik also eine t-verteilte Zufallsvariable
mit Freiheitsgradparameter n — 1. Wir visualisieren die Verteilung der Einstichproben-
T-Test-Statistik exemplarisch fiir ein Einstichproben-T-Testszenario mit n = 12, wahren,
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aber unbekannten, Parametern p = 3 und ¢ = 2 und Nullhypothesenparameter y, = 0
in Abbildung 21.2 (B), Die Parameter dieser Verteilung ergeben sich dabei zu

H— Ho 3—-0
d=+/n =V12——~ 734 und n—1=11 21.41
Vit = (21.41)
ergeben.
A 01 ~N(u, ) B T = /fie ‘SHO ~t(d,n-1)
0.30 0.25
0.25 7 0.20
0.20
0.15
0.15
0.10
0.10
0.05 0.05
0.00 — 0.00

Abbildung 21.2. Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik fiir n = 12, u = 3,02 und py = 0. (A)
Verteilung der Stichprobenvariablen. (B) Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statstik

Testdefinition

Wir koénnen nun den zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese
und zusammengesetzter Alternativhypothese definieren und seine Testgiitefunktion
analysieren.

Definition 21.16 (Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese

und zusammengesetzter Alternativhypothese). Gegeben seien das Frequentistische
Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese und T bezeichne die Einstichproben-T-Test-Statistik mit Werten

t € R. Dann ist der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zu-
sammengesetzter Alternativhypothese definiert als der zweiseitige kritische Wert-basierte

Test

1 |t >k

: (21.42)
0 |t|<k

¢:Y = {0,1},y = oy) == Lijpspy = {

Der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese nimmt also den Wert 0 an, wenn der Betrag der Einstichproben-T-
Test-Statistik kleiner als der kritische Wert ist und er nimmt den Wert 1 an, wenn der
Betrag der Einstichproben-T-Test-Statistik gleich oder grofler als der kritische Wert ist.
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Testgiitefunktion

Fiir die Kontrolle des Testumfangs durch Wahl eines kritischen Werts und zur Bestimmung
der Powerfunktion dieses Tests ist nun folgendes Theorem maflgeblich.

Theorem 21.2 (Testgiitefunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit
einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese). ¢ sei der
zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch

qp R = [0,1], = qu(p) == 1=V (k;d,,n —1) + ¥(—k;d,,n—1), (21.43)

wobei V(+;d,,,n—1) die KVF der nichtzentralen t- Verteilung mit Nichtzentralititsparameter
H—p

d, = \/ETO (21.44)

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Beweis. Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als

qd):lR%[O,lL/Lqu)(u) = [PH((Z):l). (21.45)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehorige Teststatistik im Ablehnungsbereich
des Tests liegt gleich sind, bendtigen wir also zunéchst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben
bereits gesehen, dass die Einstichproben-T-Test-Statistik

T = ynl _S“O (21.46)

unter der Annahme vq,...,v
Nichtzentralitdtsparameter

n ~ N(u,0?) anhand einer nichtzentralen t-Verteilung t(d,,n — 1) mit

M= Ho
d = - 21.47
= (21.47)
verteilt ist. Der Ablehnungsbereich des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests ist
A =]—o0,—k|U]k, col. (21.48)

Mit diesem Ablehungsbereich ergibt sich dann

+P,(T > k) (21.49)
+(1-P,(T<k))

AT <k)+P, (T <—k)

—1-W(kid,,n—1)+ W(—k;d,,n— 1),

"

wobei ¥(; d,,n— 1) die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d,, und
Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

O
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In Abbildung 21.3 visualisieren wir die Testgiitefunktion des zweiseitigen Einstichproben-
T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese aus
Theorem 21.2 fiir 02 = 9 und p, = 4 in Abhéngigkeit vom kritischen Wert k. Man
beachte dabei zunéchst, dass die Testgiitefunktion als Funktion von p sowohl das
Szenario des Zutreffens der Nullhypothese 1 = p als auch das Szenario des Zutreffens
der Alternativhypothese 1 # p, abdeckt. Man beachte weiterhin, dass der Wert der
Testgiitefunktion, also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Test den Wert 1 annimmt,
sowohl bei positiven als auch bei negativen Abweichungen des wahren, aber unbekannten,
Erwartungswertparameters p vom Nullhypothesenparameter g, ansteigt. Dies ist
natiirlich der Tatsache geschuldet ist, dass die Testentscheidung auf dem Betrag der
Teststatistik beruht. Schliellich ist die genaue Form und Lage der Testgiitefunktion
von der Wahl des kritischen Werts k abhingig. Wird dieser gréfler gewéahlt, ist also ein
groflerer absoluter Wert der Teststatistik fiir dafiir notwendig, dass der Test den Wert
1 annimmt, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei ansonsten konstanten Parametern,
kleiner als bei kleineren Werten des kritischen Werts.

Abbildung 21.3. Testgiitefunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese
und zusammengesetzter Alternativhypothese fiir 02 = 9, ug =4,n =12 und k=1, 2, 3.

Testumfangkontrolle

Die Werte der Testgiitefunktion bei ;1 = p, in Abbildung 21.3 geben einen visuellen
Eindruck davon, wie der kritische Wert den Testumfang kontrolliert. Die exakte
Bestimmung des kritischen Werts bei einem gewiinschten Testumfang ist Inhalt folgenden
Theorems.

Theorem 21.3 (Testumfangkontrolle fiir den zweiseitigen Einstichproben-T-Test

mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese). ¢ sei der
zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Testbeispiele 273

Alternativhypothese. Dann ist ¢ ein Level-oy-Test mit Testumfang o, wenn der kritische
Wert definiert ist durch

ko, = 0! (1 - %;n - 1) , (21.50)

wobei Wt(-;n — 1) die inverse KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1
bezeichnet.

Beweis. Damit der betrachtete Test ein Level-a,-Test ist, muss bekanntlich g, (p) < «q fiir alle p €
{mo}, also hier q4(pg) < g, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch a =
max, (1 4s(#), also hier durch o = g, (1) gegeben. Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von k|
garantiert, dass ¢ ein Level-ay-Test mit Testumfang « ist. Dazu merken wir zunéchst an, dass fiir p =
gilt, dass

qd)(y’O) =1- \I’(k7 du()?n - 1) + \I](_kv duo7n - 1)
=1—-¥(k;0,n—1)+ U(—k;0,n—1) (21.51)
=1-V(ksn—1)+¥(—k;n—1),
wobei ¥(-;d,n—1) und ¥(-;n—1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

d und Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive,
bezeichnen. Sei nun also k := k. Dann gilt

qy(po) =1 =V(k, sn—1)+ ¥ (-k, ;n—1)

=1 Tk, in—1)+ (1 - T(ky;n—1)

—2(1 = W(k, ;n—1))

:2(1—@1(@*1 (1—%,n—1>7n—1>) (21.52)
:2(1—1+%)

= Q,

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der ¢-Verteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der
Wahl von k =k, , 4(to) < cg ist und der betrachtete Test somit ein Level-ay-Test ist. Weiterhin folgt
direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = k,, | gleich « ist.

O

Man beachte, dass nach Theorem 21.3 der hier betrachtete Tests inbesondere exakt ist, der
Testumfang also mit dem Signifikanzlevel identisch ist. In Abbildung 21.4 visualisieren wir
die Wahl des kritischen Werts kao in einem zweiseitigen Einstichproben-T-Test-Szenario
mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese fiir o, := 0.05
und n = 12.

Folgender R Code demonstriert die Bestimmung des kritischen Werts des zweiseitigen
Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese
mithilfe der inversen KVF der t-Verteilung, die in R als die Funktion qt () implementiert

ist. Dariiberhinaus simuliert der Code 10° Stichprobenrealisationen fiir das hier
betrachteten Testszenario bei Zutreffen der Nullhypothese und wertet den betrachteten

Test aus. Es zeigt sich, dass die geschitzte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Test

bei Zutreffen der Nullhypothese den Wert 1 annimmt mit dem gewiinschten Wert von

o = 0.05 sehr gut tibereinstimmt.

1 # Modellparameter

2 n =12 # Anzahl der Datenpunkte

3 mu =0 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
4 sigsqr =2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

5
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A B

W t
10 17 %/2 S 0.4
0.8 03 —
0.6 —
0.2
0.4 —
02 — 0.1
P(T
0.0 T T T® ] 0.0
-4 -2 0 2 4 -4
t ko(0

Abbildung 21.4. Bestimmung des kritischen Werts k., fiir den zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit
einfacher Nullhypothese fir n = 12 und « := 0.05 zu Kontrolle des Testumfangs (A) Fiir ein gewéhltes
o ist der kritische Wert des betrachteten Tests nach Theorem 21.3 durch den Wert der inversen KVF
der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter 7 — 1 an der Stelle 1 — 52 gegeben. Die Abbildung zeigt die
Bestimmung dieses Werts zu kj o5 = 2.2 anhand der KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n—
1. (B) Die Abbildung zeigt den aus der Wahl von k,, resultierenden Ablehunungsbereich des betrachteten
Tests als grau hinterlegte Fléchen unter der WDF der ¢-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1. Die
symmetrische Verteilung der Teilmengen des Ablehnungsbereichs in den Ausldufern der WDF ergibt sich
dabei aus der Definition des Tests als Funktion des Betrages der Einstichproben-T-Test-Statistik, also
insbesondere des zweiseitigen Charakters des hier betrachteten Tests.

6 # Testparameter
7 mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter, hier \mu = \mu_O
8 alpha 0 = 0.05 # Signifikanzlevel
9 k_alpha_0 = gt(1-alpha_0/2,n-1) # Kritischer Wert
10
11 # Simulation der Testumfangkontrolle
12 set.seed(1) # Random number generator seed
13 nsim = 1le6 # Anzahl Simulationen
14 phi = rep(NalN,nsim) # Testentscheidungsarray
15 for(j in 1:nsim){ # Simulationsiterationen
16 y = rnorm(n,mu,sigsqr) # \ups_i \sim N(\mu,\Sigma), i = 1,...,n
17 y_bar = mean(y) # Stichprobenmittel
18 s = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
19 Tee = sqrt(n)*((y_bar - mu_0)/s) # Einstichproben-T-Test-Statistik
20 if (abs(Tee) > k_alpha_0){ # Test 1_{\vert t \vert >= k_alpha_O}
21 philjl =1 # Ablehnen der Nullhypothese
22 } else {
23 phi[j]l =0 # Nichtablehnen der Nullhypothese
24 ¥
25 ¥
26
27 # Ausgabe
28 cat("Kritischer Wert =", k_alpha 0,
29 "\nGeschétzter Testumfang alpha =", mean(phi))

2.200985
0.049755

Kritischer Wert
Geschétzter Testumfang alpha

p-Wert
Der mit einem vorliegenden Wert der Teststatistik des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests

mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese assoziierte p-
Wert ergibt aus folgendem Theorem wie folgt.
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Theorem 21.4 (p-Wert des zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit einfacher
Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese). Gegeben sei  der
zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese und t sei ein Wert der Finstichproben-T-Test-Statistik T. Dann gilt

p-Wert =2(1 —¥(|tl;n—1)) (21.53)

wobei W(-;n — 1) die KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Beweis. Nach Definition 21.12 ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel o, bei fiir den betrachteten Test
die Nullhypothese basierend auf dem Wert von ¢ abgelehnt werden wiirde. Im vorliegenden Fall wiirde die
Nullhypothese fiir jedes o, mit

It > o (1—?;71—1) (21.54)
abgelehnt werden, vgl. Theorem 21.3. Fiir diese ¢ gilt, dass
ay >2(1—T(t);n—1)), (21.55)
denn
[t| > T (17%;1171)
S U(thn—1)> \1/(\1/*1 (17%;7171) ;n71>
S U(thn—1)> 17%

@[P(Tgm)zp%

(21.56)
@% >1—P(T < |¢])
& 222 P(T 2 |t))
< ag > 2P(T > |t])
S ag>2(1—¥(t);n—1)).
Das kleinste «, € [0, 1] mit
g > 2P(T > |t]) (21.57)
ist dann entsprechend
ag=2(1—¥(jt);n—1)). (21.58)
O

In Abbildung 21.5 visualisieren wir die Bestimmung von p-Werten fiir ¢ = 2.26 und fiir
t = 3.81, welche sich zu p = 0.045 und p = 0.003, respektive, ergeben. Man beachte, dass
zum Beispiel der p-Wert zu t = —2.26 auch p = 0.045 betragt.

Powerfunktion

Die Powerfunktion eines Tests entspricht der Testgiitefunktion eines Tests fiir den
Bereich des Parameterraums, der der Alternativhypothese entspricht. Anderungen
im Wert der Powerfunktion eines Tests, oft einfach als Power des Tests bezeichnet,
ergeben sich also zuniichst einmal durch Anderungen des Wertes des wahren, aber
unbekannten, Parameters im Bereich der Alternativhypothese. Allerdings hat es sich
eingebiirgert, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Test den Wert 1 annimmt, also
die Nullhypothese abgelehnt wird, nicht ausschliefilich als Funktion des wahren, aber
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A t=2.26, p=0.045 B t=3.81, p=0.003
0.4 — 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 — 0.1
2(1-w([thn-1))
0.0 - 0.0 f T T T !
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abbildung 21.5. p-Werte fiir zwei mogliche Werte der Einstichproben-T-Test-Statistik bei n = 12. Die
Bereiche im Ergebnisraum der Einstichproben-T-Test-Statistik iiber denen roten Fldchen eingezeichnet
sind, markieren die Bereiche mit T' > |¢| gilt. Die summierten ihnen zugeordneten Wahrscheinlichkeiten,
also die entsprechenden roten Flichen unter der WDF der t-Verteilungen entsprechen dem p-Wert

unbekannten, Parameters, sondern auch weiterer und in der praktischen Anwendung
relevanter Parameter eines Testszenarios zu betrachten. An erster Stelle ist hier
der Stichprobenumfangs n von Interesse. Im Kontext der praktischen Durchfithrung
von Poweranalysen fragt man dann meist danach, welcher Stichprobenumfang bei
Annahme eines Wertes fiir den wahren, aber unbekannten, Parameter im Bereich der
Alternativhypothese mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit dafiir, die Nullhypothese
abzulehnen, assoziiert ist. Basierend auf der asymmetrischen Behandlung von Typ I und
Typ II Fehlerwahrscheinlichkeiten (vgl. Kapitel 21.2) setzt man dahingehend zunéchst
ein Signifikanzlevel a; zur Kontrolle des Testumfangs fest. Fiir den hier diskutierten
zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese betrachten wir also die Testgiitefunktion

G R—=[0,1], = qg(p) :=1—W(ky5d,,n—1) + ¥(—k, :d,,n—1) (21.59)
bei kontrolliertem Testumfang, also fiir
N | @,
bo, = 0 (1 — in— 1) (21.60)

mit festem o, als Funktion des Nichtzentralitdtsparameters d und des Stichprobenumfangs
n. Insbesondere héngt dabei der Nichtzentralitdtsparameter d vom Verhéltnis der wahren,
aber unbekannten, Parameter 1 und o2, also dem wahren, aber unbekannten, Signal-zu-
Rauschen-Verhéltnis des Testszenarios und k‘% von n ab. Diese Uberlegungen fiihren auf
folgende Definition.

Definition 21.17 (Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit
einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese). Gegeben sei der
zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese. Dann ist die Powerfunktion des Tests gegeben durch

m:RXxN—=[0,1],(d,n) = 7(d,n) :==1—V(k, ;d,n—1) + ¥(—k, ;d,n—1) (21.61)
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Folgender R Code demonstriert exemplarisch die Auswertung der Powerfunktion des
zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese in einem Szenario mit o, := 0.05 mithilfe der R Implementationen der
KVF und der inversen KVF der nichtzentralen ¢-Verteilung pt () und qt (), respektive.

# Signifikanzlevel

1 alpha_0 = 0.05

2 d_min = -5 # minimaler Nichtzentralitédtsparameter
3 d_max = b5 # maximaler Nichtzentralitédtsparameter
4 d_res = 50 # Auflosung Nichtzentralitédtsparameter
5 d = seq(d_min, d_max, len = d_res) # Nichtzentralitdtsparameterraum

6 n_min =1 # minimaler Stichprobenumfang

7 n_max = 30 # maximaler Stichprobenumfang

8 n_res = 50 # Auflosung Stichprobenumfang

9 n = seq(n_min,n_max, len = n_res) # maximaler Stichprobenumfang

10 pi = matrix(rep(NaN, d_res*n_res), nrow = d_res) # Powerfunktionsarray

11 for(i in 1:d_res){ # Nichtzentralitdtsparameteriterationen
12 for(j in 1:n_res){ # Stichprobenumfangiterationen

13 k_alpha_0 = qt(1 - alpha_0/2, n[j]-1) # kritischer Wert

14 pili,jl = 1-pt(k_alpha_0, n[jl-1, d[i])+pt(-k_alpha_0, n[jl-1, d[i]) # Auswertung der Powerfunktion

15 }

16 }

Wir visualisieren die Abhéngigkeit der Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-
T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese vom
Nichtzentralitdtsparameter und Stichprobenumfang in Abbildung 21.6 und Abbildung 21.7.
Generell steigt die Powerfunktion des betrachteten Tests mit positiver oder negativer
Abweichung des Nichtzentralitdtsparameters vom Nullhypothesenszenario d = 0 und
steigendem Stichprobenumfang n monoton. Je nach Wahl des Signifikanzlevels erfolgt

dieser Anstieg steiler oder weniger steil.

0o =0.001

a9 =0.05
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Abbildung 21.6. Powerfunktionen des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese
und zusammengesetzter Alternativhypothese. (A) Abhéngigkeit der Powerfunktion = vom
Nichtzentralitdtsparameter d und Stichprobenumfang n bei Wahl von «a := 0.05. (B) Abhéangigkeit der
Powerfunktion 7 vom Nichtzentralitdtsparameter d und Stichprobenumfang n bei Wahl von « := 0.001

Praktische Durchfiihrung

Vor dem Hintergrund der in den bisherigen Abschnitten diskutierten Theorie des
zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
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Abbildung 21.7. Schnitte der Powerfunktionen des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher
Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese. (A) Abhéngigkeit der Powerfunktion 7w vom
Nichtzentralitdtsparameter d bei konstantem Stichprobenumfang n = 12 und Wahl von ¢, := 0.05.
(B) Abhéngigkeit der Powerfunktion vom Stichprobenumfang n 7 bei Nichtzentralitdtsparameter d = 3
und Wahl von « := 0.05. (C) Abhéngigkeit der Powerfunktion 7 vom Nichtzentralitdtsparameter d bei
konstantem Stichprobenumfang n = 12 und Wahl von ¢, := 0.001. (D) Abhéngigkeit der Powerfunktion
vom Stichprobenumfang n 7 bei Nichtzentralitdtsparameter d = 3 und Wahl von ¢« := 0.001.
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Alternativhypothese ergibt sich dann zunéchst folgendes routiniertes Durchfiihren des
Tests im Rahmen einer Datenanalyse.

Man nimmt an, dass ein vorliegender univariater Datensatz yq,...,y, eine Realisierung
des Frequentistischen Inferenzmodells vy, ...,v,, ~ N(u,0?) des Einstichproben-T-Tests
mit wahren, aber unbekannten, Parameter p und o2 > 0 ist. Man nimmt ferner
an, dass man entscheiden muss ob fiir einen gewahlten Nullhypothesenparameter g,
eher die Nullhypothese H, : p = po oder die Alternativhypothese H, : p # p,
zutrifft. Um den Testumfang iiber viele Wiederholungen dieser Testprozedur zu
kontrollieren, wéhlt ein Signifikanzlevel o, und bestimmt den zugehorigen kritischen
Wert k, , so dass zum Beispiel bei einem Stichprobenumfang von n = 12 und der
Wahl von «p := 0.05 ein kritischer Wert von k;,; = 2.20 gewéhlt wird. Anhand
des Stichprobenumfangs n, des Nullhypothesenparameters p,, des Stichprobenmittels
v und der Stichprobenstandardabweichung s berechnet man sodann den Wert der
Einstichproben-T-Test-Statistik durch

ti=/n (M)) . (21.62)

S

Wenn dieses fiir den vorliegenden Datensatz so bestimmte ¢ gréfler als ko, ist oder wenn
t kleiner als —kao ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls lehnt man sie nicht
ab. Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im langfristigen Mittel in
hochstens o - 100 von 100 Féllen die Nullhypothese félschlicherweise ablehnt. Weiterhin
bestimmt man basierend auf dem vorliegenden Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik

den zugehorigen p-Wert durch
p-Wert = 2(1 — ¥(|tl;n—1)) (21.63)

Folgender R Code demonstriert dieses Vorgehen bei Annahme eines vorliegenden
Datenvektors y der Lange n.

1 n = length(y) # Stichprobenumfang

2 mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter

3 alpha_0 = 0. # Signifikanzlevel

4 k_alpha_0 = qt(1-alpha_0/2,n-1) # kritischer Wert

5 Tee = sqrt(n)*((mean(y) - mu_0)/sd(y)) # Einstichproben-T-Test-Statistik
6 if(abs(Tee) > k_alpha 0){phi = 1} else {phi = 0} # Testauswertung

7 p = 2#(1 - pt(Tee,n-1)) # p-Wert Evaluation

Will man im Rahmen einer Studienplanung eine Poweranalyse zur Optimierung des
Stichprobenumfangs im vorliegenden Testszenario durchfithren, so gilt natiirlich zunéchst
grundsétzlich, dass mit steigendem Stichprobenumfang die Powerfunktion des Tests
ansteigt. Vor dem Gesichtspunkt der Power des Tests ist ein grofierer Stichprobenumfang
also immer besser als ein kleinerer Stichprobenumfang. Allerdings bleiben dabei mégliche
Kosten fiir die Erhohung des Stichprobenumfangs, wie zum Beispiel moégliche Risiken
fir die Studienteilnehmer:innen, unberiicksichtigt. Weiterhin ist der Wert, den die
Powerfunktion bei einem gewéhlten Stichprobenumfang immer von den wahren, aber
unbekannten, Parameterwerten p und o, die in den Wert des Nichtzentralitdtsparameters
d einflieffen, abhéngig. Wiirde man diese Werte in einem gegebenen Anwendungskontext
schon sehr genau kennen, so wiirde man vermutlich keine Studie durchfiihren wollen.
Generell wird im Rahmen der Studienplanung deshalb folgendes Vorgehen favorisiert.
Zunichst entscheided man sich fiir ein Signifikanzlevel o zur Kontrolle des Testumfangs
und evaluiert die Powerfunktion. Man iiberlegt sich dann einen Nichtzentralitatswert
d*, den man mit einer Power von mindestens § detektieren mochte, wobei ein typischer
konventioneller 5 = 0.8 ist. Man wertet dann die fiir einen Powerfunktionswert

m(d=d"n)=p (21.64)

Wahrscheinlic