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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Erste Begrifflichkeiten
Wahrscheinlichkeitstheorie

® Ein mathematisches Modell zur Beschreibung von Zufallsvorgdngen

® Ein mathematische Modell zum quantitativen Schlussfolgern tiber Zufallsvorgange
Zufallsvorgang

® Ein Phanomen der Wirklichkeit, das nicht mit absoluter Sicherheit vorhersagbar ist

® Ein Phanomen der Wirklichkeit, das fiir Menschen mit Unsicherheit behaftet sind
Grundannahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie
® Zufallsvorgange kénnen durch Wahrscheinlichkeitsrdume modelliert werden

® Mathematik kann zur Vorhersage zufalliger Ereignisse genutzt werden
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Reprasentation zentraler Eigenschaften

®
K g

Modell Wirklichkeit

Wabhrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange
probaiiitischetifodel Phanomene, die von Menschen
Q,A,P),EQ->R nicht mit absoluter Sicherheit

Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Pg(S) = P(E7(5)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Jede Augenzahl kommt im Mittel gleich haufig vor
Ich denke, jede Augenzahl hat die gleiche Wahrscheinlichkeit

% Modellierung

Modell Wirklichkeit

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang
0:={1,2,3,4,5,6}

A = P(Q) Werfen eines fairen Wiirfels

]P’({a)}) = 1/6

W

Wenn ich nicht weiR, ob eine Augenzahl groRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl gerade ist 1/2.

Wenn ich weiR, dass eine Augenzahl gréRer als Drei gefallen ist, dann
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augenzahl gerade ist 2/3.
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Zur Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind Wahrscheinlichkeiten anhand ihrer mathematischen Eigenschaften definiert.

Die Interpretation des mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist dabei nicht eindeutig.
Es gibt mindestens zwei unterschiedliche Interpretationen:

Nach der Frequentistischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses die idealisierte relative Hau-
figkeit, mit der ein Ereignis unter den gleichen &uBeren Bedingungen einzutreten pflegt. Zum Beispiel ist die Fre-
quentistische Interpretation der Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im nichsten Wurf
eine Zwei" die folgende: “Wenn man einen Wiirfel unendlich oft werfen wiirde und dabei die relative Haufigkeit des

Ereignisses, dass der Wiirfel eine Zwei zeigt, bestimmen wiirde, dann wire diese relative Haufigkeit gleich 1/6".

Nach der Bayesianischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der Grad der Sicherheit, den
eine Beobachter:in aufgrund ihrer subjektiven Einschatzung der Lage dem Eintreten eines Ereignisses zumisst. Zum
Beispiel ist die Bayesianische Interpretation der Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im
nachsten Wurf eine Zwei" die folgende: “Basierend auf meiner eigenen und der tradierten Erfahrung mit dem Werfen
eines Wiirfels bin ich mir zu 16.6% sicher, dass der Wiirfel beim nichsten Wurf eine Zwei zeigt.”

In Modellen von tatsichlich zumindest unter dhnlichen Umstinden wiederholbaren Zufallsvorgéngen wie dem Werfen
eines Wiirfels ist der Unterschied zwischen Frequentistischer und Bayesianischer Interpretation oft eher subtil. Es
gibt aber viele Zufallsvorgéange, die mit Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden kénnen, bei denen aufgrund ihrer
Einmaligkeit eine Frequentistische Interpretation nicht angemessen ist. Zum Beispiel machen Aussagen der Form “Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass die weltweiten Hitzerekorde im Jahr 2023 nicht auf den Klimawandel zuriickzufiihren
sind, ist kleiner als 0.01" nur unter der Bayesianischen Interpretation Sinn, da es sich bei den Temperaturaufzeich-
nungen des Jahres 2023 nicht um ein wiederholbares Phanomen handelt.
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(1) Wahrscheinlichkeitsraume



Definition

Erste Eigenschaften

Woahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen
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Definition

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triple (2, A, P), wobei
® () eine beliebige nichtleere Menge von Ergebnissen w ist und Ergebnismenge heift,

® A eine o-Algebra auf Q) ist und Ereignissystem heiBt,

® P eine Abbildung der Form P : 4 — [0, 1] mit den Eigenschaften
o Nicht-Negativitit P(A) > 0 fir alle A € A,
o Normiertheit P(Q) =1 und

=)

o o-Additivitit P(U°, A;) = > P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A
i=1
ist und WahrscheinlichkeitsmaB heiBt.

Das Tuple (€2, A) aus Ergebnismenge und Ereignissystem wird als Messraum bezeichnet.

Bemerkung

® Die Definition benutzt den Begriff der o-Algebra.
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Definition

Definition (o-Algebra)
Q) sei eine Menge und A sei eine Menge von Teilmengen von Q. A heiBt o-Algebra auf (2, wenn
® Qe Aist,

® A abgeschlossen unter der Bildung von Komplementidrmengen ist, also wenn fiir alle A € A
gilt, dass auch A° := Q\A € A ist,

® A abgeschlossen unter der abzihlbaren Vereinigung von Ereignissen ist, also wenn aus
Ay, Ay, ... € A folgt, dass auch U°, A; € A ist.
Bemerkungen

® Eine o-Algebra ist eine Menge von Mengen.
® Eine als bekannt vorausgesetzte andere Menge von Mengen ist die Potenzmenge.

® Mengen von Mengen heiBen auch Mengensysteme.
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Definition
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lichkeitsrechnung. Der leitende
g

“Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung der Wahrsch
Gedanke des Verfassers war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche noch unlangst
ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik
[Mengen, Abbildungen] einzuordnen.”

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufalligen Ereignisse - als Mengen definiert.”

Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ergebnismenge (2

Wir betrachten zunichst endliche Wahrscheinlichkeitsrdume mit || < co.

Q habe also nur endlich viele (“diskrete”) Elemente.

® Zum Modellieren des Werfen eines Wiirfels definiert man z.B. Q :={1,2,3,4,5,6}.

Di

[}

stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells

Wir stellen uns sequentielle Durchgidnge eines Zufallsvorgangs vor.

In jedem Durchgang wird genau ein w aus © mit Wahrscheinlichkeit P({w}) realisiert.

® P({w}) bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit w in einem Durchgang aus 2 realisiert wird.

Beim Modell des Werfens eines fairen Wiirfels gilt etwa P({w}) = 1/6 fiir alle w € Q.

® |m 1. Durchgang wird z.B. “4" realisiert, im 2. Durchgang “1”, im 3. Durchgang “5", usw.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 12



Definition

Ereignisse A € A
® FEreignisse stellt man sich am besten als Zusammenfassung (ein oder) mehrerer Ergebnisse vor.
® Beim Werfen eines Wiirfels sind mégliche Ereignisse zum Beispiel

Es fallt eine gerade Augenzahl, das heiBt w € {2,4,6}
Es fallt eine Augenzahl gréBer als Zwei, das heiBt w € {3,4,5,6}

Es fillt eine Eins oder eine Fiinf, das heiBt w € {1,5}
® Natirlich sind auch die Ergebnisse w € 2 mégliche Ereignisse zum Beispiel

Es fillt eine Eins, das heiBt w € {1}
Es fallt eine Sechs, das heiBt w € {6}

® Betrachtet man w € (2 als Ereignis, so nennt man es Elementarereignis und schreibt {w}.

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufilligen Ereignisse - als Mengen definiert.”

Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ereignissystem A

® Sinn des Ereignissystems ist es, alle Ereignisse, die sich basierend auf einer gegebenen Ergeb-
nismenge bei Auswahl eines w € () ergeben kénnen, mathematisch zu reprasentieren.

® Das Ereignissystem A ist die vollstindige Menge aller méglichen Ereignisse bei gegebenem ).

® Die Forderung, dass A die o-Algebra Kriterien erfiillt, begriindet sich wie folgt

o Es soll sichergestellt sein, dass w € §2 fiir beliebiges w, dass also irgendein Ergebnis realisiert wird, eines
der méglichen Ereignisse ist. Dies entspricht © € A. Zu jedem Ereignis soll es auch méglich sein, dass
dieses Ereignis gerade nicht eintritt. Dies entspricht, dass aus A € A folgen soll, dass A = Q\ A auch
in A ist. Dies impliziert auch, dass ) = Q\ © € A. Ein Ereignis ist also, dass kein Elementarereignis
eintritt, allerdings passiert dies nur mit Wahrscheinlichkeit Null, [P((Z)) = 0. Es tritt also sicher immer
ein Elementarereignis ein. Die Kombination von Ereignissen soll auch immer ein Ereignis sein, z.B. “Es
fallt eine gerade Zahl” und/oder “Es fallt eine Zahl gréBer 2". Dies entspricht, dass aus Ay, Ay, ... € A
folgen soll, dass auch Uz‘ogl A; e A

® Fiir endliches €2 und fiir Q := R sind passende Ereignissysteme schon lange bekannt.

Q ist endlich = Man wahlt fiir A die Potenzmenge von §)
Qist R = Man wahlt fir A die Borelsche o-Algebra B(R)
Qist R" = Man wiahlt fiir A die Borelsche o-Algebra B(R™)
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Definition

Theorem (Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge)

Q= {w;,wy, ...,w, } mit n € N sei eine endliche Menge. Dann ist die Potenzmenge P(Q2) von
eine o-Algebra auf © und damit ein geeignetes Ereignisssytem im Wahrscheinlichkeitsraummodell.

Beweis

Die Potenzmenge von €2 ist die Menge aller Teilmengen von 2. Wir iiberpriifen die o-Algebra Eigenschaften. Zunichst
gilt, dass €2 selbst eine der Teilmengen von (2 ist, also ist die erste o-Algebra Eigenschaft erfiillt. Sei nun A eine
Teilmenge von . Dann ist auch A¢ = Q \ A eine Teilmenge von € und somit ist auch die zweite o-Algebra
Eigenschaft erfiillt. SchlieBlich betrachten wir die Vereinigung von n Teilmengen Ay, Ay, ..., A,, C Q. Dann ist
Ui A; die Menge der w € Q fiir die gilt, dass w € A; und/oder w € Ay .. und/oder w € A,,. Da firr alle diese
w gilt, dass w € § ist also auch UJL | A; eine Teilmenge von €2 und damit auch die dritte o-Algebra Eigenschaft

erfiillt.
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Definition

WahrscheinlichkeitsmaB P

® (Q, A) ist die strukturelle Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummodells.

® P reprasentiert die probabilistischen Charakteristika eines Wahrscheinlichkeitsraummodells.
® [P entspricht also der funktionellen Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummmodells.

® Esgilt P: A — [0,1], P ordnet also (nur) Mengen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Mit {w} € AVw € Q ordnet P auch den Elementareignissen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Wabhrscheinlichkeiten sind Zahlen in [0, 1], nicht Prozente (20%) oder Verhiltnisse (50:50).
® P(Q) =1 entspricht der Tatsache, dass in jedem Durchgang sicher w €  gilt.

® In jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs tritt also zumindest ein Elementarereignis ein.
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Definition

o-Additivitat des WahrscheinlichkeitsmaBes P

® Die o-Additivitdit von P erlaubt es, aus bereits bekannten Ereigniswahrscheinlichkeiten die
Wahrscheinlichkeiten anderer Ereignisse zu berechnen.

® Die o-Additivitét ist also die Grundlage fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten, das heiBt

fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

® Man kann basierend auf einer Definition von €, .4 und P also Wahrscheinlichkeiten fir alle
moglichen Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraummodells berechnen. Ob diese Wahrschein-
lichkeiten aber tatsichlich etwas mit den realen Ereignissen in einem Zufallsvorgang zu tun
haben, kommt darauf an, ob die Modellierung einigermaBen gelungen ist oder nicht.

Die hergeleiteten Wahrscheinlichkeiten werden zumindest nach den Regeln der Vernunft, also
der Logik und der Mathematik, d.h. rational bestimmt.

Insgesamt erlaubt das Wahrscheinlichkeitsmodell also das modellbasierte schlussfolgernde

Denken tiber mit Unsicherheit behaftete Phidnomene

Probability Theory < Reasoning with Uncertainty
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Erste Eigenschaften

Theorem (Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
P(@) =o. ®

Beweis

Fir i =1,2,... sei A; := (. Dann ist Ay, Ay, ... eine Folge disjunkter Ereignisse, weil gilt, dass ) N () = () und es
ist U2, A; = (. Mit der o-Additivitat von P folgt dann, dass

P(0) =P (U2, A;) =D P(A;) =) P(D) )
=1 i=1

Das unendliche Aufaddieren der Zahl P()) € [0, 1] soll also wieder P(()) ergeben. Dies ist aber nur méglich, wenn
P(0) = 0.

O
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Erste Eigenschaften

Theorem (o-Additivitat bei endlichen Folgen disjunkter Ereignisse)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4, ..., 4,, sei eine endliche Folge paarweise disjunkter

P(Ur, A Z P(A 3)

Ereignisse. Dann gilt

Beweis

Wir betrachten eine unendliche Folge von paarweise disjunkten Ereignissen A, Ay, ... wobei fiir ein n € N gelten
soll, dass A; := 0 fiir i > n. Dann gilt mit der o-Additivitdt von P zunichst, dass

(= n o0
P(UR A;) =P (U2 A;) =Y P(A) =D P(A)+ Y P(Ay). 4)
i=1 i=1 i=n+1
Mit P (A;) =P(0) =0 fir i =n + 1,n + 2, ... folgt dann direkt
n n
=D P(A)+0=) P(4). (5)
i=1 i=1
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

Q sei eine endliche Menge. Dann heiBt eine Funktion 7 :  — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsfunktion,
wenn gilt, dass

Z m(w) = 1. (6)

weN

Sei weiterhin P ein WahrscheinlichkeitsmaB. Dann heiBt die durch

m: Q= [0,1],w 7(w) := P({w}) (7)
definierte Funktion Wahrscheinlichkeitsfunktion von P auf €.
Bemerkungen

® Wahrscheinlichkeitsfunktion erlauben im Falle endlicher Ergebnismengen das Festlegen von Wahrscheinlichkeits-
maBen durch die Definition der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse.

® Uber alle Eingabewerte w € Q summieren die Funktionswerte 7(w) zu 1.

® Weil P per Definition o-additiv ist, gilt insbesondere auch

P() = PUpeafw)) = 3 P{w)) = 3 mw) = 1. ®)

weN weN
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Theorem (Definition eines W-MaBes durch eine W-Funktion)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge und 7 : © — [0, 1] sei eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion. Dann existiert ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf € mit 7 als Wahrscheinlichkeitsfunktion von P.
Dieses WahrscheinlichkeitsmaB ist definiert als

P:A—[0,1], A P(A) = Y m(w). (9)
weA

Bemerkung

® Bei endlichem 2 kénnen die Wahrscheinlichkeiten aller mdglichen Ereignisse aus den Wahrscheinlichkeiten der

Elementarereignisse 7(w) berechnet werden.

Beweis

Wir iiberpriifen zunachst die WahrscheinlichkeitsmaBeigenschaften von P. Weil w(w) € [0, 1] fiir alle w € €, gilt auch
immer ZueA 7t(w) > 0 und damit die Nicht-Negativitat von P. Ferner folgt wie oben gesehen mit der Normiertheit
von 7 direkt die Normiertheit von P. Seien nun Ay, Ay, ... € A. Dann gilt

o 0
PUZA) = Y ww =) wlw) =Y P4 (10)
weUX . A i=lweA,; i=1
i=1""1 T
und damit die o-Addivitit von P. O
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Beispiele

Aus dem bis hierin Gesagtem l|assst sich nun zusammenfassend folgendes Vorgehen zur Modellierung
eines Zufallsvorganges mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, A, P) festhalten:

(1) In einem ersten Schritt iiberlegt man sich eine sinnvolle Definition der Ergebnismenge 2, also
der Ergebnisse bzw. Elementarereignisse die in jedem Durchgang des Zufallsvorgangs realisiert

werden sollen.

(2) In einem zweiten Schritt wihlt man dann ein geignetes Ereignissystem; im Falle einer endlichen
Ergebnismenge bietet sich die Potenzmenge P(f2) an, im Falle der iiberabzéhlbaren Ergebnis-
menge Q := R bietet sich die Borelsche o-Algebra B(R) an.

SchlieBlich definiert man ein WahrscheinlichkeitsmaB P, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten aller moglichen Ereignisse reprasentiert. Im Falle einer endlichen Ergebnismenge
gelingt dies inbesondere wie oben beschrieben durch Definition der Wahrscheinlichkeiten der

—
w
-

Elementarereignisse. In der Folge verdeutlichen wir dieses Vorgehen anhand von Beispielen. Im
Falle der iiberabzihlbaren Ergebnismenge () := R bietet sich die Definition von P mithilfe von
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen an, wie wir spater sehen werden.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel

Wir modellieren das Wiirfeln mit einem Wiirfel. Es ist sicherlich sinnvoll, die Ergebnismenge als © := {1,2,3,4,5,6}
zu definieren. Allerdings wére auch die Definition von 2 :=

ey reey e, e oo} in Aquivalenter Weise moglich.

Da es sich um eine endliche Ergebnismenge handelt, wihlen wir als o-Algebra A die Potenzmenge P(€2). A enthalt
dann automatisch alle méglichen Ereignisse. Die Kardinalitat von 4 := P(Q) ist [P(Q)] = 2/ = 26 — 64. In
untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser 64 Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von
Q.

Table 1: Ausgewahlte Ereignisse beim Modell des Werfen eines Wiirfels

Beschreibung Mengenform

Es fallt eine beliebige Augenzahl weEA=Q

Keine Augenzahl fillt weA=0

Es fallt eine Augenzahl gréBer als 4 weA={5,6}
Es fallt eine gerade Augenzahl we A=1{2,4,6}
Es fallt eine Sechs we A={6}
Eine Eins, eine Drei oder eine Sechs fillt we A={1,3,6}

Damit ist die Definition des Messraum (€2, .A) in der Modellierung des Werfens eines Wiirfels abgeschlossen.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel (fortgesetzt)

Wie oben beschrieben kann das WahrscheinlichkeitsmaB P durch Festlegung von P({w}) fiir alle w € € festgelegt
werden. Fiir das Modell eines unverfilschten Wiirfels wiirde man
1
P({w}) == ] = 1/6 fir alle w € Q (11)
wihlen. Fiir ein Modell eines verfilschten Wiirfels, der das Werfen einer Sechs bevorzugt, kénnte man zum Beispiel
definieren, dass 1 3
P({w}) = 3 fir we {1,2,3,4,5} und P({6}) = FE (12)

Im Fall des unverfalschten Wiirfel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl”
mit der o-Additivat von P zu
11 1 3
P({2,4,6}) = P({2} U{4} U{6}) =P({2}) + P({4}) +P({6}) = g + g + & = &- (13)

Im Fall des obigen Modells eines verfilschten Wiirfels ergibt sich fiir das gleiche Ereignis die Wahrscheinlichkeit
1 1 3 5

P({2,4,6}) = P({2} U {4} U{6}) = P2} + P4} + P{6) = g + 5 + 5 = 5- (14)
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel

Wir wollen nun das gleichzeitige Werfen eines blauen und eines roten Wiirfels modellieren. Dazu ist es sinnvoll, die

Ergebnismenge als

Q= {(r,b)|r€{1,2,3,4,5,6},b e {1,2,3,4,5,6}} (15)

mit Kardinalitit [Q2| = 36 zu definieren, wobei r die Augenzahl des blauen Wiirfels und b die Augenzahl des roten

Wiirfels reprasentieren soll.

Wiederum bietet sich die Wahl der Potenzmenge von 2 als o-Algebra an, wir definieren also wieder A := P(2).
Die Anzahl der in diesem Modell méglichen Ereignisse ergibt sich zu |A| = 219l = 236 — 68.719.476.736. In

untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von Q.

Table 2: Ausgewéhlte Ereignisse beim Modell des Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels

Beschreibung Mengenform

Auf dem roten Wiirfel fallt eine Drei we A={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)}
Auf dem blauen Wiirfel fallt eine Drei weA=/{(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3)}
Auf beiden Wiirfeln fillt eine Drei weA={(3,3)}

Es fillt eine Pasch weA=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier weA=1{(1,3),(3,1),(2,2)}
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel (fortgesetzt)
Die Definition des Messraum (€2, .A4) ist damit abgeschlossen. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch
Definition von P({w}) fiir alle w € € festgelegt werden. Fiir das Modell zweier unverfilschter Wiirfel wiirde man

1 1
P({w}) == ] =36 fiir alle w € Q (16)

wihlen. Unter diesem WahrscheinlichkeitsmaBe ergibt sich dann zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

“Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier” mit der o- Additivat von P zu
P({(1,3),(3,1),(2,2)}) =P ({(1,3)} U{(3, 1)} U{(2,2)})
=P{1,3)H +P{B, DY +P({(2,2)})
=1/36+1/36+1/36
=1/12.
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Beispiele

Werfen einer Miinze

Wir modellieren das Werfen einer Miinze, deren eine Seite Kopf (heads) und deren andere Seite Zahl (tails) zeigt.
Es ist sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {H, T} zu definieren, wobei H “Heads” und T" “Tails" reprasentiert.
Allerdings ware auch jede andere bindre Definition von € méglich, z.B. © := {0,1},Q := {—1, 1} oder Q := {1, 2}.

Die Potenzmenge A := P({2) enthilt alle méglichen Ereignisse. In diesem Fall kdnnen wir das gesamte Mengensystem

A sehr leicht komplett auflisten.

Table 3: Ereignissystem A beim Modell des Werfens einer Miinze

Beschreibung Mengenform

Weder Kopf noch Zahl fillt we A=10

Kopf fallt weA={H}
Zahl fallt we A={T}
Kopf oder Zahl fallt weA={H,T}

Die Definition des Messraums (£2, .4) ist damit abgeschlossen.
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Beispiele

Werfen einer Miinze (fortgesetzt)

Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch Definition von P({w}) fiir alle w € 2 festgelegt werden. Die
Normiertheit von €2 bedingt hier insbesondere, dass

P(Q) =1« P{H}N+P{T} =1« P{T}) =1-P{H}). (17)

Bei Festlegung der Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses { H } wird also die Wahrscheinlichkeit des Elementar-
ereignis {T'} sofort mit festgelegt (andersherum natiirlich ebenso). Fiir das Modell einer fairen Miinze wiirde man
P({H}) = P({T}) = 1/2 wahlen. Die Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Ereignisse ergeben in diesem Fall zu

P(0) =0,P({H}) =1/2,P({T}) = 1/2 und P({H,T}) = 1. (18)
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Erste Eigenschaften

Woahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

Erlautern Sie den Begriff des Zufallsvorgangs.

. Geben Sie die Definition des Begriffs der o-Algebra wieder.

. Geben Sie die Definition des Begriffs des WahrscheinlichkeitsmaBes wieder.

. Geben Sie die Definition des Begriffs des Wahrscheinlichkeitsraums wieder.
Erlautern Sie den Begriff der Ergebnismenge 2.

Erl3utern Sie die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.
Erldutern Sie den Begriff eines Ereignisses A € A.

Erlautern Sie den Begriff des Ereignissystems A.

© ® N e o s N R

. Welche o-Algebra wahlt man sinnvoller Weise fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge?

-
=4

Erldutern Sie den Begriff des WahrscheinlichkeitsmaBes P.

-
jan

. Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsfunktion wieder.

-
)

. Warum ist der Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion bei der Modellierung eines Zufallsvorgans durch einen
Wahrscheinlichkeitsraums mit endlicher Ergebnismenge hilfreich?

13. Erlautern Sie die Modellierung des Werfens eines Wiirfels mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.

14. Erlautern Sie die Modellierung des gleichzeitigen Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels mithilfe eines

Wahrscheinlichkeitsraums.
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Selbstkontrollfragen - Losungen

1. Ein Zufallsvorgang ist ein Phanomen der Wirklichkeit, das nicht mit absoluter Sicherheit vorhersagbar ist bzw.
fiir Menschen mit Unsicherheit behaftet ist. Siehe Folie 2 Erste Begrifflichkeiten.

. Siehe Definition (o-Algebra).

. Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsraum) beziiglich P.

. Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsraum).

o~ woN

Die Ergebnismenge enthélt die in einem Durchgang des modellierten Zufallsvorgangs méoglichen Elementar-
ereignisse, siehe Folie 12 Ergebnismenge €2 und Die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraum-
modells.

. Siehe Folie 12 Die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.

. Siehe Folie 13 Ereignisse A € A.

. Siehe Folie 14 Ereignissystem A.

© o ~N o

Die Potenzmenge der Ergebnismenge, sie enthélt alle prinzipiell méglichen Ereignisse, sieche auch Theorem

(Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge).

10. Siehe Folie 16 WahrscheinlichkeitsmaB [P.

11. Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion).

12. Durch Definition der Funktionswerte einer Wahrscheinlichkeitsfunktion kann ein WahrscheinlichkeitsmaB fest-
gelegt werden, siehe auch die Beispiele auf Folien 25 - 32.

13. Siehe Folien 26 und 27 Wiirfeln mit einem Wiirfel.

14. Siehe Folien 28 und 29 Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unabhangige Ereignisse

Selbstkontrollfragen
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unabhangige Ereignisse

Selbstkontrollfragen
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Definition (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit)
(9, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A. Dann heiBt
P(ANB) (1)

die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von A und B.

Bemerkungen

® Zur Abgrenzung nennt man P(A) auch manchmal auch totale Wahrscheinlichkeit von A.
® Intuitiv entspricht P(A N B) der Wahrscheinlichkeit, dass A und B gleichzeitig eintreten.
® |n der Mechanik des W-Raummodells ist [P(ADB) die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Durch-

gang des Zufallsvorgang ein w mit sowohl w € A und w € B realisiert wird.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Beispiel
® Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsraummodells des Werfens eines fairen Wiirfels.
® Wir betrachten die Ereignisse
A:=1{2,4,6} Es fallt eine gerade Augenzahl
B:={4,5,6} Es fallt eine Augenzahl gréBer als Drei
® Dann gilt AN B = {4,6}.
® Die Interpretation von AN B = {4, 6} ist

“Es fallt eine gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei.”

* Mit P({4}) = P({6}) = % und der o-Additivitat von P ergibt sich

P(AN B) = P({2,4,6} N {4,5,6})

{4y u{e})
P({4}) + P({6}) 2

(
(
(
(
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Interpretation von P(A U B)

® P(AN B) und P(A U B) sollten nicht verwechselt werden.
® U entspricht dem inklusiven oder, also und/oder.
® A entspricht dem exklusiven oder, also entweder..., oder ..., aber nicht beides.
® AU B entspricht also dem Ereignis, dass A und/oder B eintritt.
® we AU B ist also schon erfiillt, wenn “nur” w € A oder “nur” w € B gilt.
® Fiir obiges Beispiel gilt
AUB=1{2,4,6}U{4,5,6} = {2,4,5,6} 3)
mit der Interpretation

“Es fallt eine gerade Augenzahl oder es fallt eine Augenzahl gréBer als Drei oder es fillt eine

gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei”.

und der Wahrscheinlichkeit
P({2,4,5,6}) =4/6 =2/3. (4)
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A Ereignisse. Dann gelten

1. P(A%) = 1 — P(A).
2. AC B=P(A) < P(B).

3. P(AN B°) = P(A) — P(AN B)

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B).

Bemerkungen

® Die Eigenschaften sind in der Analyse probabilistischer Modelle oft niitzlich.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Beweis

Die zweite, dritte, und vierte Aussage dieses Theorems basieren auf elementaren mengentheoretischen Aussagen und
der o-Addivitdt von P. Wir wollen diese elementaren mengentheoretischen Aussagen hier nicht beweisen, sondern

verweisen jeweils auf die Intuition, die durch die Venn-Diagramme in untenstehender Abbildung vermittelt wird.

A B C

AcB=>B=AU(BnA) (ANB)N(ANB) =0 BNn(ANBS)=¢
AN(BNAS) =9 A=(AnB)U(AnB°) AUB=BU(ANB°)

Zu 1.: Wir halten zunichst fest, dass aus A¢ := Q A folgt, dass A° U A = Q und dass A° N A = (. Mit der
Nomiertheit und der o-Additivitdt von P folgt dann

P(Q) =1 P(AUA) =14 P(A°) + P(A) = 1 & P(AS) = 1 — P(A). (5)
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Beweis (fortgefiihrt)
Zu 2.: Zunachst gilt (vgl. Abbildung A)
ACB= B=AU(BNA®) mit An(BnNA°) =0. (6)
Mit der o-Additivat von P folgt dann aber
P(B) =P(A)+ P(BnN A°). (7)
Mit P(B N A¢) > 0 folgt dann P(A) < P(B).
Zu 3.: Zunichst gilt (vgl. Abbildung B)
(ANB)N(ANB)=0und A=(ANB)U(ANB°). (8)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann
P(A)=P(ANB)+P(ANB®) < P(ANB)=P(A) —P(AN B°) 9)

Zu 4.: Zunichst gilt (vgl. Abbildung C)
BN(ANB¢)=0und AUB=BU(ANB°). (10)

Mit der o-Addivitat von P folgt dann

P(AU B) =P(B) + P(AN B°). (11)

Mit 3. folgt dann
P(AUB) =P(B)+P(A) —P(ANB) (12)
Zu 5.: Die Aussage folgt direkt aus 4. mit P(A N B) =0 und P(0) = 0. O

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 10



Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unabhangige Ereignisse

Selbstkontrollfragen
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

(€, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien Ereignisse mit P(B) > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gegeben das Ereignis B ist definiert als

P(AN B)
P(A|B) := ———= 1
(jp) = Zo s (13)
Weiterhin heiBt das fiir ein festes B € A mit P(B) > 0 definierte WahrscheinlichkeitsmaB
P(ANB
P(|B): A~ [0,1], A+ P(A|B) = ﬁ (14)

die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Ereignis B.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen

® P(A|B) ist die mit 1/P(B) skalierte gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B).
® Die Festlegung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit P(A N B) legt P(A|B) schon fest.
® Im Gegensatz zu P(- N B) definiert P(-|B) ein WahrscheinlichkeitsmaB fiir alle A € A.
® Es gelten also
o P(A|B) >0 fiir alle A € A,
o P(B) =1 und
o P (U2, A;|B) = 377, P(A,|B) fiir paarweise disjunkte A, Ay, ... € A.
® = Die Rechenregeln der Wahrscheinlichkeitstheorie gelten fiir die Ereignisse links des Strichs.
® Ublicherweise gilt P(A|B) # P(B|A), z.B.

P(Tod|Erhingen) # P(Erhingen|Tod).

® Eine Verallgemeinerung fiir P(B) = 0 ist méglich, aber technisch aufwindig.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Wir betrachten erneut das Modell (€2, A, P) des fairen Wiirfels. Wir wollen die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis "“Es fallt eine gerade Augenzahl” gegeben das Ereignis “Es fallt eine Zahl gréBer als Drei” berechnen. Wir
haben oben bereits gesehen, dass das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl” der Teilmenge A := {2,4,6} von Q
entspricht, und dass das Ereignis “Es féllt eine Zahl gréBer als Drei” der Teilmenge B := {4, 5,6} von £ entspricht.
Weiterhin haben wir gesehen, dass unter der Annahme, dass der modellierte Wiirfel fair ist, gilt, dass

1 1 1 1
P((2,4,6}) = P({2) + PUAN +PUOH = g + 2 + 5 = 5 (15)
. . 1 1 1 1
P({4,5,6}) = P({4}) + PUSH +PUO = 5 + = + 5 = 5. (16)
SchlieBlich hatten wir auch gesehen, dass das Ereignis A N B, also das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl, die

groBer als Drei ist”, die Wahrscheinlichkeit

P(ANB) = P({2,4,6} 1 4,5,6)) = P({4,6)) = P(4}) + P8} = g + 5 = 5 a7
hat. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann direkt
_P(AnB) _ P({4,6})  P({ajufep) & 1 2 2
PAIB) = 5B ~ P45,6h) _ PUAjUBIOG) 1 3 13 (18)

Wenn man also weiB, dass eine Augenzahl groBer als Drei gefallen ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei
um eine gerade Augenzahl handelt 2/3. Wenn man ersteres nicht weiB, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen einer
geraden Augenzahl (nur) 1/2. Dies Beispiel verdeutlicht insbesondere, dass das Bedingen auf einem Ereignis der
Inkorporation von neuem Wissen in wahrscheinlichkeitstheoretische Modellen entspricht.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten)
Es seien (2, A, P) ein W-Raum und A, B € A mit P(A) >0 und P(B) > 0. Dann gilt

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (19)

Beweis

Mit der Definition der jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeit folgen direkt

P(A|B) = [P([?(i;)m & P(AN B) = P(A|B)P(B) (20)
und

P(BJA) = ”3(5(72;‘) & P(AN B) = P(BlA)P(A). (21)
Bemerkung

® Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® Definition von P(A) und P(B|A) definiert P(A N B) implizit mit.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit)

(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4, ..., A;, sei eine Partition von Q. Dann gilt fiir jedes
B e A, dass

k
P(B) =) P(B|A;)P(4)). (22)
i—1

i

Beweis

Firi=1,...,k sei C; :== BN A;, so dass uf,lci =Bund C;NC; =0 fir 1 <i,j < k,i#j, visuell

@ a| a4
ol B
C A
A

A A

Also gilt
k k k
P(B) =Y P(Cy) = S P(BNA;) = 3 P(BIA)P(A,). (23)
i=1 i=1 i=1

Bemerkung

® Totale Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® P(B) entspricht der gewichteten Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A;) mit Gewichten P(A;).
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Theorem von Bayes)

(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, ..., A, sei eine Partition von @ mit P(A4;) > 0 fiir
alle i = 1,...,k. Wenn P(B) > 0 gilt, dann gilt fiir jedes i = 1, ..., k, dass

P(Bl4,)P(4;)

P(AIB) = . (24)
21 P(BIA)P(4;)
Beweis
Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
p(ap) = FUAO D) _ PBIAJPUA) _  PBIADPUAY (25)
(B) (B) S P(BlA)P(A;)
[m]
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen

® Das Theorem von Bayes ist eine zu P(A4; N B)/P(B) alternative Formel, um die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(A;|B) zu berechnen.

® Das Theorem von Bayes gilt unabhingig von der Frequentistischen oder Bayesianischen Inter-

pretation von Wahrscheinlichkeiten.

® |m Rahmen der Frequentistischen Inferenz wird das Theorem von Bayes recht selten benutzt;
hier steht vor allem die Tatsache P(A) = P(A|B) bei Unabhangikeit von A und B im Vorder-
grund.

® Im Rahmen der Bayesianischen Inferenz ist das Theorem von Bayes zentral; hier wird P(A4;)
oft Prior Wahrscheinlichkeit und P(A;|B) oft Posterior Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A;
genannt. Wie oben erlautert entspricht P(A;|B) dann der aktualisierten Wahrscheinlichkeit von

A;, wenn man um das Eintreten von B weiB.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unabhéangige Ereignisse

Selbstkontrollfragen
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Unabhangige Ereignisse

Definition (Unabhangige Ereignisse)
Zwei Ereignisse A € A and B € A heiBen unabhédngig, wenn
P(ANB) =P(A)P(B). (26)

Eine Menge von Ereignissen {A;|i € I} C A mit beliebiger Indexmenge I heiBt unabhingig, wenn
fiir jede endliche Untermenge J C I gilt, dass

Njesd;) =[] P(A (27)

jeJ

Bemerkungen

® Die Unabhiangigkeit bestimmter Ereignissen kann in der Definition eines probabilistischen Modells vorausgesetzt
werden, so zum Beispiel die Unabhéngigkeit von Fehlervariablen in statistischen Modellen.

Die Unabhangigkeit von Ereignissen kann aus der Definition eines probabilistischen Modells folgen.

Disjunkte Ereignisse mit von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit sind nie unabhangig:

P(A)P(B) > 0, aber P(AN B) = P()) = 0, also P(AN B) # P(A)P(B).

Die Bedingung der beliebigen Untermengen von I sichert die paarweise unabhéangig der A;,i € I.

Der Sinn der Produkteigenschaft bei Unabhangkeit erschlieBt sich im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit)

(€, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien unabhingige Ereignisse mit P(B) > 0.
Dann gilt
P(A|B) = P(A). (28)

Beweis

Unter den Voraussetzungen des Theorems gilt

P(A|B) = % = % =P(A). (29)

Bemerkungen

® Bei Unabhingigkeit von A und B ist es irrelevant, ob auch B eintritt, P(A) bleibt gleich.
® Unabhangigkeit wird also als P(A)P(B) modelliert, damit P(A|B) = P(A) gilt.

® Die Unabhangigkeit zweier Ereignisse bedeutet also, dass das Wissen um das Eintreten eines der beiden Er-
eignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen Ereignisses nicht dndert. Andersherum bedeutet
Abhéangigkeit, dass das Wissen um das Eintreten eines der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das

Eintreten des anderen Ereignisses verandert, also erhéht oder verringert.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unabhangige Ereignisse

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse wieder.

2. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse.
3. Geben Sie das Theorem zu weiteren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten wieder.

4. Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wieder.

5. Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit wieder.

6. Geben Sie das Theorem zu gemeinsamen und bedingten Wahrscheinlichkeiten wieder.

7. Geben Sie das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit wieder.

8. Geben Sie das Theorem von Bayes wieder.

9. Geben Sie den Beweis des Theorems von Bayes wieder.
10. Geben Sie die Definition der Unabhangigkeit zweier Ereignisse wieder.
11. Geben Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit wieder.
12. Geben Sie den Beweis des Theorems zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit wieder.

13. Erlautern Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

1. Siehe Definition (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit).

2. Siehe Bemerkungen zu Definition (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit).

3. Siehe Theorem (Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten).

4. Siehe Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gegebem ein
anderers Ereignis ist ein Wert in [0, 1].

5. Siehe Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben ein Ereignis ist ein
WabhrscheinlichkeitsmaB.

6. Siehe Theorem (Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeit).

7. Siehe Theorem (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit).

8. Siehe Theorem (Theorem von Bayes).

9. Siehe Beweis zum Theorem (Theorem von Bayes).

10. Siehe Definition (Unabhangige Ereignisse).

11. Siehe Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit).

12. Siehe Beweis zum Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhingigkeit).

13. Siehe Bemerkungen zum Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhiangigkeit).
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(3) Zufallsvariablen



Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Konstruktion von Zufallsvariablen und Verteilungen

® Es seien (92,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und £ : Q — X eine Abbildung.
® ¢ ist das kleine griechische Xi.

® Es sei S eine o-Algebra auf 1.

® Fiir jedes S € S sei das Urbild von S definiert als

§7H(8) = {w e Ql¢w) € S} ®

® Wenn £71(9) € A fiir alle S € § gilt, dann heiBt ¢ messbar.
® £:Q — X sei messbar. Allen S € § kann die Wahrscheinlichkeit
Pe:8 = [0,1),5 = Pe(S) =P (£71(5)) = P ({w € Ql¢(w) € 5}) (2

zugeordnet werden.
® & heiBt nun Zufallsvariable und P, heiBt BildmaB oder Verteilung von £.
® (X, 8,P;) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

® Mit X' :=R und § := B(R) riickt der Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(R), P¢) ins Zentrum.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

(Q, A, P) Q- X

(X,8,P¢)

P(§7'(9)) = P({w € Q¢ (w) € S} =:P¢(S)
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Zufallsvariable)

Es sei (£2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X', §) ein Messraum. Dann ist eine Zufallsvariable
(ZV) definiert als eine Abbildung £ : Q@ — X mit der Messbarkeitseigenschaft

{weQl¢(w) € S} € Afiiralle S € 8. 3)

Bemerkungen

® ZVen sind weder “zuféllig” noch “Variablen".

® Intuitiv wird w € Q “zuféllig” anhand von P gezogen und &(w) realisiert.
® Wir nennen X' den Ergebnisraum der ZV §.

® Die Verteilungen (BildmaBe) von ZVen sind in der Statistik zentral.

® Der Begriff der Verteilung wird oft auch fir W-MaBe und Dichten verwendet.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Beispiel (Summe eines roten und eines blauen Wiirfels)

® Fiir das Werfen eines roten und eines blauen Wiirfels ist ein sinnvolles W-Raummodell
® Q:={(r,b)|r € Ng,b € Ng}
® A:=P(Q).
® P:A—[0,1] mit P({(r,b)}) = 5 fiir alle (r,b) € Q.

® Die Augenzahl-Summenbildung wird dann sinnvoller Weise durch die Zufallsvariable

£:Q = X, (r,b) s E((r,b) =1 +b. (4)

beschrieben, wobei X := {2,3,...,12}.
® §:=P(X) ist eine sinnvolle o-Algebra auf 1.

® Mithilfe der o-Addivitat von P kénnen wir die Verteilung [PS von ¢ fiir alle Elementarereignisse

{z} € 8 berechnen, wie auf der nichsten Folie gezeigt.

® Wir haben damit ein weiteres Wahrscheinlichkeitsraum-Modell (X', 8, P¢) konstruiert.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Beispiel (Summe eines roten und eines blauen Wiirfels)

Bestimmung der Verteilung IPE von & durch Bestimmung der Elementarereigniswahrscheinlichkeiten

Pe({2))  =P(¢7({2))  =P{L DY =3
Pe({3)  =P(&1({3D))  =P({(1,2),(2,1}) =%
Pe({4)  =P(&H{4D))  =PH(1,3),(3,1),(2,2)}) =35
Pe({5)  =P(¢7'{5D))  =P{(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)}) =36
Pe({6) =P (&1({6})  =P({(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)}) =5
Pe{7)  =P(¢1(T)  =P({(1,6),(6,1),(2,5),(52),(3,4),(4,3)}) =55
Pe({8}) =P (¢71({8)  =P({(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(4,4)}) =5
Pe({9})  =P(¢71({9))  =P{(3,6),(6,3),(4,5),(5,4)}) =%
Pe({10)  =P(¢71({10})) =P ({(4,6),(6,4),(5,5)}) =35
Pe({11})  =P(¢({11})) =P({(5,6),(6,5} =%
Pe({12})  =P(¢71({12})) =P({(6.6)}) =
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Notation fiir Zufallsvariablen)

Es seien (2, 4,P) und (X,8,P;) W-Raume und { : Q — X sei eine ZV. Dann gelten folgende

Konventionen:

{{esS={welw es}Sc,
{f=a}={wew =a}lzel,
{{ <z}t i={weQlw) <z}lzelX,
{{ <z} ={weQl(w)<z},zel.

Aus diesen Konventionen folgen exemplarisch die folgenden Konventionen fiir Verteilungen:
Pe(€€S)=P({c€SH) =P{weQew) €S}, Sca
Pe(¢<z)=P({(<a})=P{weQiw) <z}),zeX.

Oft wird zudem auf das ZV Subskript bei Verteilungssymbolen verzichtet, z.B.

P(EesS) =P (£€S),SCX,
P(E<z)=P(E<S),z€X.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Realisierung einer Zufallsvariable)

(2, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (X, §) sei ein Messraum und & : Q@ — X sei eine Zu-
fallsvariable. Dann heiBt {(w) € X auch Realisierung der Zufallvariable.

® In der Datenanalyse werden Daten typischerweise als Realisierungen von Zufallsvariablen modelliert.
® Da die Auswahl eines w € 2 in einem Zufallsvorgang zufillig ist, erscheint £(w) zufallig.

Simulation von Zufallsvariablenrealisierungen (Summe zweier Wiirfel)

# Wahrscheinlichkeitsraummodell

Omega = 1list(Q) # Ergebnisrauminitialisierung
idx =1 # Ergebnisindexinitialisierung
for(r in 1:6){ # Ergebnisse roter Wirfel
for(b in 1:6){ # Ergebnisse blauer Wirfel
Omega[[idx]] = c(z,b) # \omega \in \Omega
idx = idx + 1 }} # Ergebnisindexupdate
# Kardinalitét von \Omega
#

K = length(Omega)
pi = rep(1/K,1,K) Wahrscheinlichkeitsfunktion \pi

# Zufallsvorgang

omega = Omegal[which(rmultinom(1,1,pi) == 1)]] # Auswahl von \omega anhand \mathbb{P}({\omega}

# Auswertung der Zufallsvariable
xi_omega = sum(omega)

*

\xi(\omega)

omega ;13
xi(omega) : 4
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Zufallsvariablen als Modelle von Messvorgangen

Ergebnisraum Ergebnis Zufallsvariable Realisierung
1. Durchgang w€EQN - §(w)
g P
© © © ({w}) @ £ 115
©~ © Messung des Intelligenzquotienten
2. Durchgang w€EQ = ¢(w)
5 P
) 9g ({w}) © £ 130
© A~ © Messung des Intelligenzquotienten
3. Durchgang w€EQN - é(w)
P
© © © ({w}) @ £ 142
©~ © Messung des Intelligenzquotienten
4. Durchgang wEN - é(w)
) PP
1) 9g ({w}) @ £ 115
crs © Messung des Intelligenzquotienten
cee
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Theorem (Arithmetik reeller Zufallsvariablen)

(2, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (R, B(R)) sei der reelle Messraum, £ : © — R, v : © — R seien
reellwertige Zufallsvariablen und ¢ € R sei eine Konstante. Weiterhin seien
E4+c: QR wk (E+c)(w) =&(w)+cfirceR
€ QR wis (cE)w) = cf(w) fir c € R “
5
E+v: QR wk (§+v)(w) :=&(w) + v(w)
f0 QR wh )W) = Eww)
die Addition einer Konstante zu einer reellwertigen Zufallsvariable, die Multiplikation einer reellwertigen Zufallsvariable
mit einer Konstante, die Addition zweier reellwertiger Zufallsvariablen und die Multiplikation zweier reellwertigen

Zufallsvariablen, respektive. Dann sind auch £ + ¢, c&, £+ v und &v reellwertige Zufallsvariablen.

Bemerkungen
® Intuitiv ergibt die Addition einer zufélligen GréBe zu einer konstanten GroBe eine zuféllige GroBe.
® Intuitiv ergibt die Multiplikation einer zufalligen GréBe mit einer Konstante eine zufillige GréBe.
® |Intuitiv ergibt die Addition zweier zufilliger GréBen wiederum eine zufallige GroBe.
L]

Intuitiv ergibt die Multiplikation zweier zufalliger GroBen wiederum eine zufallige GréBe.
® Fiir einen Beweis, siche zum Beispiel Hesse (2009), Seite 33-34.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskrete ZV, Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Eine Zufallsvariable ¢ heiBt diskret, wenn ihr Ergebnisraum X endlich oder abzihlbar ist und eine
Funktion der Form

p: X —[0,1],z - p(x) (6)
existiert, fur die gilt
(1) Zmefp(x) =1 und
(2) Pe(§=z)=p(z) furallez € X.

Eine entsprechende Funktion p heiBt Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Bemerkungen

® Eine Menge heiBt abzahlbar, wenn sie bijektiv auf N abgebildet werden kann.
® WMFen heiBen im Deutschen auch W-Funktionen oder Zihldichten.

® WMFen heiBen auf Englisch probability mass functions (PMFs).

Die Eigenschaft Zzgxp(z') = 1 nennt man auch Normiertheit von p.

® Zur Parallelitat mit PMFs und WDFs bevorzugen wird den Begriff WMF.
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Bernoulli-Zufallsvariable)
Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := {0,1} und WMF
p: X —[0,1],2 = p(z) := p®(1 — p)'=® mit u € [0, 1]. (7)

Dann sagen wir, dass £ einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter ;1 € [0, 1] unterliegt und nennen
¢ eine Bernoulli-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ Bern(u) ab. Die WMF einer Bernoulli-

Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bern(a; 1) = (1 — 1) . ®)

Bemerkungen

® Eine Bernoulli-Zufallsvariable kann als Modell eines Miinzwurfs dienen.

® 1 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass £ den Wert 1 annimmt,

PE=1)=p'1—p) " =p 9
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Bernoulli-Zufallsvariable

Bern(x;0.1) Bern(x;0.5) Bern(x;0.7)
10 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
06 0.6 06
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 02
0.0 0.0 0.0
00 05 10 00 05 10 00 05 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Binomial-Zufallsvariable)
Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := N9 und WMF
p: X = 0,1,z p(z) := (n) (L — )™ fiir p € [0, 1]. (10)
xr
Dann sagen wir, dass & einer Binomialverteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N unterliegt

und nennen ¢ eine Binomial-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~ Bin(u,n) ab. Die WMF einer
Binomial-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bin(z; u,n) == (2) w1 — )", (11)

Bemerkung

® Es gilt Bin(x; i, 1) = Bern(z; p).
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Binomial-Zufallsvariable

Bin(x;0.1,5) Bin(x;0.5,10) Bin(x;0.7,15)
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable)

Es sei £ eine diskrete Zufallsvariable mit endlichem Ergebnisraum X' und WMF

1

[Fik (12)

p: X = Ryg,z = plz) =

Dann sagen wir, dass & einer diskreten Gleichverteilung unterliegt und nennen & eine diskret-
gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit { ~ U(|X|) ab. Die WMF einer diskret-
gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1

UG = - (13)

Bemerkungen

® Bern(z;0.5) = U(z; |X]) fir X = {0,1}.
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable

Ul X =1{0,1}) U(x; X ={-3,-2,-1,0,1)) U X = {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4))

0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
04 04 0.4
03 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
0.0 0.0 0.0 |||||||||

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

X X X
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Kontinuierliche ZV, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion)
Eine Zufallsvariable £ heiBt kontinuierlich, wenn R der Ergebnisraum von £ ist und eine Funktion
p:R—= Ryp, 2 p(x) (14)

existiert, fur die gilt

o ¢)
(1) [ p(z)dz =1 und
b . .
(2) Pe(€ € [a,b) = [ p(a)da fir alle a,b € R mit a <b.
Eine entsprechende Funktion p heiBt Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.
Bemerkungen

® WDFen kdénnen Werte gréBer als 1 annehmen.
® Esgilt P¢(¢ f p(z)dz = 0.
® Wahrscheinlichkeiten werden aus WDFen durch Integration berechnet.

® (Wahrscheinlichkeits)Masse = (Wahrscheinlichkeits)Dichte x (Mengen)Volumen.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Normalverteilte und standardnormalverteilte Zufallsvariablen)

Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

p:R—= R,z p(z) = (15)

1 ( 1 ( )2>
———exp|—z—(x— .
Varo? TP T2 T H
Dann sagen wir, dass £ einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Parametern p € R

und 0% > 0 unterliegt und nennen ¢ eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~

N (u,o’z) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit
N (@i10,0%) =~ exp (=37 (0 = 107) (16)
" 2ro? 202

Eine normalverteilte Zufallsvariable mit 1 = 0 und o = 1 heiBt standardnormalverteilte Zufallsvari-
able und wird oft als Z-Zufallsvariable bezeichnet.

Bemerkungen

® Der Parameter p entspricht dem Wert hochster Wahrscheinlichkeitsdichte.

® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

N(x; 0,1) N(x; =2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 06
05 05 05
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 03
0.2 0.2 02
0.1 0.1 /k 0.1
0.0 0.0 0.0
-0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gamma-Zufallsvariable)

Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := R_, und WDF
( ) 1 a—1 ( L’) (17)
:Ryg = Ryg,z = p(z) 1= ————1 exp | ——= |,
& >0 ek I (Ot)ﬁa I}

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer Gammaverteilung mit Formpara-
meter & > 0 und Skalenparameter 3 > 0 unterliegt und nennen ¢ eine gammaverteilte Zufallsvariable.
Wir kiirzen dies mit & ~ G(a, 8) ab. Die WDF einer gammaverteilen Zufallsvariable bezeichnen wir
mit
Gz, B) = ;wa’l exp <—£> . (18)
I(a)B> B

Bemerkung

® G(%,2) heiBt auch Chi-Quadrat (x?) Verteilung mit n Freiheitsgraden.
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Gamma-Zufallsvariablen

G(x; 1,1) G(x; 2,2) G(x; 5,1)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0 —/\
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Beta-Zufallsvariable)
Es sei & eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := [0, 1] und WDF

Dla+B) o L
p: X —1[0,1],z = p(z) == Ww"‘ 11— 2)%! mit o, B € Ry, (19)
wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer Beta-Verteilung mit Parametern
a > 0 und B > 0 unterliegt, und nennen ¢ eine beta-verteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit

& ~ Beta(a, ) ab. Die WDF einer beta-verteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

D(a+p)

Beta(z; a, B) := T@T(d)

o7 (1 — z)B-L. (20)

Bemerkung

® Fir a < 1,8 <1 ist der Ergebnisraum X :=|0, 1].
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beta-Zufallsvariable

Beta(x; 1,1) Beta(x; 3,2) Beta(x; 10,5)
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gleichverteilte Zufallsvariable)
Es sei { eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF
1

piR = Ry, a0 pla) =1 *7° .
- 0 w¢fab

z € [a,b] (21)

Dann sagen wir, dass £ einer Gleichverteilung mit Parametern a und b unterliegt und nennen £ eine
gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~ U(a,b) ab. Die WDF einer gleichverteilten

Zufallsvariable bezeichnen wir mit "

U(z;a,b) := 5 (22)
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Gleichverteilte Zufallsvariablen

U(x; 0,1) uU(x; -3,1) U(x; -4,4)
1.0 1.0 1.0
058 0.8 08
0.6 0.6 06
0.4 0.4 04
0.2 0.2 J—I— 0.2
0.0 0.0 0.0 | L
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X X
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Kumulative Verteilungsfunktion)
Die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) einer Zufallsvariable ¢ ist definiert als

P:R—[0,1],z — P(z) :=P(§ < z). (23)

Bemerkungen

® KVFen sind sowohl fiir diskrete als auch kontinuierliche ZVen definiert.
® P(z) ist fiir jedes x € R definiert, auch wenn = ¢ X.

® Mithilfe von KVFen kénnen Intervallwahrscheinlichkeiten angegeben werden
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Uberschreitungswahrscheinlichkeit)

Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann

gilt fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P(¢ > x), dass

P >z)=1—P(z) furallez € X.

Beweis

Die Ereignisse {£ > «} und {£ < x} sind disjunkt und

Q= {we Qe(w) > o} Ufw e Q¢w) < 2} = {€ > 2} U{E < ).

Mit der o-Additivitat von P folgt dann
P(Q) =1
sP{e>ayu{e<a) =1
SPHE> ) +P(E<a)) =1
< P>} =1-P({{ <z}
< P{¢>x})=1—P(x).
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Intervallwahrscheinlichkeiten)

Es sei £ eine Zufallsvariable mit Ereignisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann

gilt fiir die Intervallwahrscheinlichkeit P(& € |z, z,]), dass

P(§ €]xq, x5]) = P(xy) — P(xy) fiir alle 21,25 € X mit 21 < 24.

Beweis

Wir betrachten die Ereignisse {£ < x1},{z7 < £ <25} und {£ < x5}, wobei

{€<atn{e <€<m}=0und {{<a1}U{z <E<ap}={§ <z}

gelten. Mit der o-Additivitat von P gilt dann

PHE <z} Uz <€ <ao}) = P{€ < xa})
P& <z1}) +P({zy <€ <2a}) =PH{E < wa})
<Pz <€<ap}) = {5<T2}) PHE < =1})
< P({zy <€ < ap}) = Plag) — P(zy)
< P(§ €lry, wa]) = P(xg) — Plxq).
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Eigenschaften von kumulative Verteilungsfunktionen)

Es sei £ eine Zufallsvariable und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann hat P die folgenden

Eigenschaften
(1) P ist monoton steigend, i.e., wenn z; < ,, dann gilt P(z;) < P(x,).
(2) lim,, . P(z) =0 und lim,_,  P(z) =1.

(3) P ist rechtsseitig stetig, d.h., P(z) = P(z") = lim,_,, .., P(y) fir alle z € R

Bemerkungen

® Die genannten Eigenschaften kénnen auch zur Definition einer KVF genutzt werden.

® (3) < Eine KVF hat keine Spriinge, wenn man sich Grenzpunkten von rechts nahert.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beweis

(1) Wir halten zunachst fest, dass fiir Ereignisse A C B gilt, dass P(A) < P(B). Wie halten dann fest, dass fiir
T < x9,
(<@} = {we Qew) Sa1} € {w e Qe(w) < @5} = {€ < ap) (30)
Also gilt
PRE < z}) SP{€ < ma} = P(zq) < Plag). (31)

(2) Wir verzichten auf einen Beweis

(3) Wir definieren

P(zt) = 1 P(y). (32)

lim
YT, Y>T

Seien nun y; >y > - so, dass lim,,_,, v, = x. Dann gilt

{€<at=nmZ{€<yn} (33)
Es gilt also
P(z) =P(E < o)) = PO {E < v }) = lim PUE <y, }) = Pat), (34)

wobei wir die dritte Gleichung unbegriindet stehen lassen.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen von diskreten Zufallsvariablen

® Wenn a < b und P(a < £ <b) =0, dann ist P konstant horizontal auf ]a, b].

® An jedem Punkt z mit P(§ = 2) > 0 springt die KVF um den Betrag P(§ = x).
® & An jedem Punkt z mit p(x) > 0 springt die KVF um den Betrag p(z) > 0.
® Generell ist die KVF einer diskreten Zufallsvariable mit Ergebnisraum Ny durch

|z
PiR—[0,1),z P(z) =Y P(E=k) (35)
k=0

gegeben, wobei |x] die Abrundungsfunktion bezeichnet.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Bernoulli-Zufallsvariablen

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

1.0
08
0.6
04
0.2
0.0

'WMF von Bern(x;0.1)

00 05 10

KVF von Bern(x;0.1)

4 —

-2 0 1 2 3
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0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

WMF von Bern(x;0.5)

KVF von Bern(x;0.5)

-2 0 1 2 3

1.0
08
0.6
0.4
0.2
0.0

1.0
08
0.6
0.4
0.2
0.0

WMF von Bern(x;0.7)

00 05 10

KVF von Bern(x;0.7)




Kumulative Verteilungsfunktionen

Binomial-Zufallsvariablen

WMF von Bin(x;0.1,5)

KVF von Bin(x;5,0.1)

1.0
08
0.6
04
0.2
0.0

-5 0 5 10 20

WMF von Bin(x;0.5,10)

ol
2

KVF von Bin(x;10,0.5)

WMF von Bin(x;0.7,15)

KVF von Bin(x;15,0.7)
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen ZVen)

¢ sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit WDF p und KVF P. Dann gilt

P(z) = Z p(s)ds und p(z) = P’ (x). (36)

Beweis

Wir halten zunachst fest, dass weil P(§ = x) = O fiir alle € R gilt, die KVF von & keine Spriinge hat, d.h. P ist
stetig. Mit der Definitionen von WDF und KVF, folgt, dass P die Form einer Stammfunktion von p hat. Dass p die

Ableitung von P ist, folgt dann unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Analysis.

O
Bemerkungen

® Die KVF ist eine Stammfunktion der WDF, die WDF ist die Ableitung der KVF.
® Das Theorem von Radon-Nikodym ist eine generalisierte Variante dieser Einsicht.

® KVFen von kontinuierlichen ZV heiBen auch kumulative Dichtefunktionen (KDFen).
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Normalverteilung)

Es sei £ ~ N(p,02).
® Die WDF von ¢ ist
1 1 )
p:R— R,z p(z) = ool exp (—ﬁ(az—u) ) .

® Die KVF von ¢ ist

P:R—]0,1[,z — P(z) = \/211_71 exp (—%(.S—H)2> ds.

® Die KVF von & ~ N(p,0%) kann nur numerisch, nicht analytisch, berechnet werden.
® Fiir u=1,02 =1, gilt zum Beispiel p(2) = 0.24 und P(2) = 0.84.

® Die WDF und KVF von Z ~ N(0,1) werden oft mit ¢ und ®, respektive, bezeichnet.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

WDF von N(0,1) WDF von N(-2.5,10) 'WDF von N(3,0.5)
0.6 0.6 0.6
05 05 0.5
0.4 0.4 0.4
03 03 0.3
0.2 0.2 0.2
01 01 & 0.1
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X x x
KDF von N(0,1) KDF von N(-2.5,10) KDF von N(3,0.5)
1.0 1.0 1.0
0.8 08 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X X
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Inverse Kumulative Verteilungsfunktion)
¢ sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit KVF P. Dann heiBt die Funktion
P140,1[= Rig = P~1(q) = {x € RIP(z) = q} (37)

die inverse kumulative Verteilungsfunktion von &.

Bemerkungen
® P! st die Inverse von P, d.h. P~1(P(2)) = .
® Offenbar gilt P(z) =q< P <z)=q.
® Fiir ¢ €]0, 1] ist also P1(q) der Wert z von &, so dass P(¢ < z) = ¢ gilt.

® Wenn Z ~ N(0,1) mit KVF & ist, dann gilt zum Beispiel ®~1(0.975) = 1.960.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Normalverteilung)

Es sei £ ~ N(p,02).

® Die KVF von ¢ ist

P:R—]0,1[,z—P(E<z) = \/er7/ exp (7$(S,H)2) ds (38)

® Die inverse KVF von ¢ ist
P 140,1[- Rg~ P (q) = {z € RIP(x) = q). (39)

® Fir u=1,0% =1gilt z.B., dass P(2) = 0.84 und P~1(0.84) = 2.

® Die inverse KVF von & ~ N(0,1) wird oft mit ® ! bezeichnet.

Typische Beispielwerte fiir die KVF und inverse KVF von N(0,1) sind
® $(1.645) = 0.950, ®~1(0.950) = @1 (1 — 0.050) = 1.645.
* ®(1.960) = 0.975, &71(0.975) = &1 (1 — 2950),
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

KDF von N(0,1) KDF von N(-2.5,10) KDF von N(3,0.5)
1.0 1.0 1.0
0.8 08 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 04
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X x x
Inverse KDF von N(0,1) Inverse KDF von N(-2.5,10) Inverse KDF von N(3,0.5)
10 10 10
5 5 5 /_/t
x 0 / x 0 x 0
-5 -5 -5
-10 -10 -10
T T T T T T T T T T T T
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
q q q

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 46



Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Woahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs der Zufallsvariable wieder.

2. Erlautern Sie die Gleichung P¢(§ = x) = P({§ = z}).

3. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung von P(§ = x).

4. Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsmassefunktion wieder.

5. Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion wieder.

6. Geben Sie die Definition der WDF einer normalverteilten Zufallsvariable wieder.

7. Geben Sie die Definition des Begriffs der kumulativen Verteilungsfunktion wieder.

8. Schreiben sie die Intervallwahrscheinlichkeit einer Zufallsvariable mithilfe ihrer KVF.

9. Schreiben Sie den Wert P(z) der KVF einer kontinuierlichen Zufallsvariable mithilfe ihrer WDF p.
10. Schreiben Sie den Wert p(x) der WDF einer kontinuierlichen Zufallsvariable mithilfe ihrer KVF P.
11. Geben Sie die Definition der KVF einer normalverteilten Zufallsvariable wieder.

12. Geben Sie die Definition des Begriffs der inversen Verteilungsfunktion wieder.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

1. Siehe Definition (Zufallsvariable).

2. Die Gleichung besagt, dass der von der Verteilung Pg der Zufallsvariable £ zugeordnete Wahrscheinlichkeitswert
fir das Ereignis £ = « in XU definitionsgemaB gleich dem Wert des von dem WahrscheinlichkeitsmaB P dem
Urbild des Ereignisses £ = x, also der Menge {§{ = z} = {w € Q[{(w) = x} in A, ist. Siehe Definition
(Notation von Zufallsvariablen).

Intuitiv ist P(£ = x) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable £ den Wert z annimmt.

. Siehe Definition (Diskrete Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsmassefunktion).

. Siehe Definition (Kontinuierliche Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion).

. Siehe Definition (Normalverteilte und standardnormalverteilte Zufallsvariable).

. Siehe Definition (Kumulative Verteilungsfunktion).

. Siehe Theorem (Intervallwahrscheinlichkeiten).

. Siehe Theorem (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen Zufallsvariablen). Es gilt

© o N O AW

x
P(x) =/ p(s)ds. (40)
—00
10. Siehe Theorem (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen Zufallsvariablen). Es gilt
@) = & P@) = P'(@) (a1)
P = N ’

11. Siehe Kumulative Verteilungsfunktionen, Beispiel (Normalverteilung). Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable
& mit Erwartungswertparameter p und Varianzparameter 2 > 0 hat die KVF die Form

PiR—J0, 1],z P(z) = %/ exp (*2}7(#@)2) ds. (42)
70?2 J—oo

12. Siehe Definition (Inverse Kumulative Verteilungsfunktion).
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Definition

Definition (Zufallsvektor)

(Q, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X', S) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-
dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

&1 (w)
£:0oTwrew =] : (1)
En(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{weQl(w) € S} € Afiiralle S € 8. 2)

Bemerkungen

® ¢ ist hier eine univariate, vektorwertige Abbildung.

® Das Standardbeispiel fiir (X', 8) ist (R", B(R™)).

® Wir verzichten auf eine explizite Einfiihrung n-dimensionaler o-Algebren wie B(R"™).

® Ohne Beweis halten wir fest, dass £ messbar ist, wenn die Funktionen &1, ..., &,, messbar sind.
® Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

® Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.

® Fiir n :=1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.

® Fiir einen Zufallsvektor schreiben wir auch haufig & := (€7, ...,&,).

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 5



Definition

£1(@)

QA P) EQ-> X o ()= :
$n(w)

(X,8,Pg)

P(£71(S)) = P({w € Q[¢(w) € S}) =:P¢(S)
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', §) sei ein n-dimensionaler Messraum und
E:Q =X, we Ew) (3)
sei ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB P, definiert durch
Pe: 8 —[0,1],8 1= Pe(S) == P(EH(9)) =P ({w € QI¢(w) € S}) (4)

die multivariate Verteilung des Zufallsvektor &.

Bemerkungen
® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors .
® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fiir Zufallsvektoren analog, z.B.
Pe(€€S5):=P({£eSH =P({weQlf(w) €S}
Pe(¢ = 2) == P({€ = 2}) = P ({w € QY¢(w) = 2})
Pe(§ <z):=P({{<a}) =P({we Q¢(w) < z})
Pe(zy <E<mp) =P ({z; <E<a}) =P ({we Qlzy <E(w) <x2})

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden.

® Zum Beispiel heift < y fir x,y € R", dass z; <y, firallet=1,...,n
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Multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, Multivariate WMF)

¢ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X'. & heiBt diskreter Zufallsvektor wenn der Ergebnisraum

X endlich oder abzahlbar ist und eine Funktion
pe X = (0,17 1 pe(a) ©)
existiert, fur die gilt
(1) ¥, q pe(@) = 1 und
(2) Pe(§ =2) = pe(z) fir alle x € X.

Ein entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (&;,&,) der Werte in X' := X} x Xy
annimmt, wobei X'} := {1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien. Dann entspricht der Ergebnisraum von

¢ der in untenstehender Tabelle spezifizierten Menge an Tupeln (z,z5).

x; = (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
T, = (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
T, = (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (£;,&,) der Werte in X := X} x Xy
annimmt, wobei X'; :={1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien.

Eine exemplarische bivariate WMF der Form
pe {1,2,3} x {1,2,3,4} = [0,1], (2}, 25) = pe(a1, @5) )]
ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert:

Pe(Ty,5) ‘ To=1 29=2 2y=3 12y=4

=1 0.1 0.0 0.2 0.1
T, =2 0.1 0.2 0.0 0.0
x, =3 0.0 0.1 0.1 0.1
Man beachte, dass
3 4
Z Z Pg(l'h@‘z) =1L (8)
z1=1zg=1
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Multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF)
Ein Zufallsvektor £ heiBt kontinuierlich, wenn R™ der Ergebnisraum von ¢ ist und eine Funktion
Pe : R™ = Ryg, 7 = pe(w), 9)
existiert, fir die gilt
(1) fon pe(z)dz =1 und
(2) Pe(zy <E<my) = f:ﬁl J:lin De(8150058,) dsy - ds,,.
Eine entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.

® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors

® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.
® Wie fir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren

T Ty
Pe(€=2)=Pele<e<a)= [ = [  pelsisosy)dsy-ds, =0 (10)
[l

® Das Standardbeispiel ist die multivariate Normalverteilung (SoSe 2024).
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Marginalverteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(9, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, §) sei ein n-dimensionaler Messraum, £ : Q — X sei
ein Zufallsvektor, P, sei die Verteilung von &, X; C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente
& von &, und §; sei eine o-Algebra auf §;. Dann heiBt die durch

P, 8i = [0,1], S Pe (X X o x Xy x S x Xypq x - x X)) fir S€S; (11)

definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von &.

Bemerkungen

® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.
® Univariate Marginalverteilungen sind Verteilungen von Zufallsvariablen.

® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von § legt auch die Verteilungen der §; fest.
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Marginalverteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und -dichtefunktionen)

(1) € = (&1, -, &y) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion p, und
Komponentenergebnisrdumen X'q, ..., X',,. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion der iten Kompo-
nente &; von £ als

x; — [0,1],z; — pi Z Z Z ZPE 911 0009 il o B0 Bnilg oo Bplo (1)

Pe¢,
Ti—1%i+1 *n

i

(2) €= (&1, ---,&p) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion pg

und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente &;

von ¢ als

pe; R =R,

x; b pg, (2;) = S o [ pemy, oy @1, %4, @541, 0y @) dEy oo dwy_ g dy iy .. dy. (13)
1 ZTi-1%i+1 Zn

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die WMFen univariater Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich durch Summation.
® Die WDFen univariater Marginalverteilungen kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich durch Integration.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (§;,&,) der Werte in X := 2| x X,
annimmt, wobei X'; :={1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginale WMFen De, und Dy

Ps(-’L'lal'Q) Tp=1 @y=2 wy=3 ay=4 P51<-T1)
Ty = 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
T =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
Dey (@y) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass notwendigerweise gilt, dass

3 4 3 4 3 4
1= Z Z Pg(l'lsl‘z) = Z Pey (z1) und 1= Z Z Pg(fl-,lé) = Z ng(li) (14)
r1=lz9=1

x1=1 zo=lz1=1 z9=1

dass aus der Normiertheit von p, die Normiertheit von Pe, und Pe, also direkt folgt.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Ein Realisierungsbeispiel mithilfe relativer Haufigkeiten mag den Begriff der marginalen WMF intuitiv
verdeutlichen. Nehmen wir an, wir hitten n = 100 (unabhéngige) Realisierungen von ¢ vorliegen.

Um die Wahrscheinlichkeiten pé(xl,xz) zu schatzen, wiirden wir die Anzahl der Realisierungen von
(21,25) z3hlen und durch n teilen. Hitten wir beispielsweise 12 Realisierungen von (3,2) vorliegen,
so wiirden wir p¢(3,2) ~ 12/100 = 0.12 schitzen.

Die Frage nach der marginalen Wahrscheinlichkeit von z, = 2 entsprache dann der Frage, wie oft
unter den Realisierungen zu finden sind, bei denen x, = 2 ist, irrespektive des Wertes von z;. Dies
wire gerade die Anzahl der Realisierungen der Form (1,2),(2,2) und (3,2). Gabe es von diesen
beispielsweise 0,22 und 12 respektive, so wiirde man die Wahrscheinlichkeit De, (2) natiirlicherweise
dureh 0+22+12 0 22 12

T=ﬁ+m+l—oo =0.00+0.22+0.12 = 0.34 (15)
schatzen. Anstelle der Wahrscheinlichkeiten p¢(1,2), pe(2,2), pe(3,2) addiert man hier also die

entsprechenden relativen Haufigkeiten.
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Bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen
Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) und zwei Ereignisse A, B € A mit P(B) > 0
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

PIAIB) = = 5

(16)

Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen &7, £5 mit Ereignisrdumen X1, X5 und (messbaren) Mengen S; € X'y, S5 €
X5 die bedingte Verteilung von £ gegeben &5 mithilfe der Ereignisse

A:={§ €51} und B:={{; € Sy} 17)
definiert.

So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass £; € S gegeben dass £ € Sy unter der Annahme,
dass P({£5 € S3}) >0, zu

P({£1 € 511N {& € Sa))
Pl€ €5 (18)

P({&1 € S1}{€2 € S2}) =

Wir betrachten zunichst durch WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufallsvektoren definierte bedingte Verteilungen.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 19



Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

& := (&1, &) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X' x X5, WMF Pe = DPgy £ und marginalen
WMFen Pey und 1228 Die bedingte WMF von &; gegeben £5 = x4 ist dann fiir Pey (z9) > 0 definiert als

Pey &y (T1,T2)

Py |eg=g : X1 = [0, 1], @1 5 Py |y —ay (T1]T2) 1= Pe, (@) (19)
Analog ist fiir Pey (z1) > 0 die bedingte WMF von &5 gegeben &, = x definiert als
. . Py gy (@1,3) .
Peyley=zq P X2 = [0,1], @2 = peyje —ay (T2]21) 1= ——=—~— (20)

pe, (1)

Die bedingten Verteilungen mit WMFen Pg;|eg=a und Deqleg=n heiBen dann die diskreten bedingten Verteilungen
von &, gegeben {5 = x5 und &5 gegeben £ = xq, respektive.

Bemerkungen

® In Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

Pey 6 (F1,%2) _ P({6 = 21} N {& = 23}) )

Pey ey (21 l72) = ey @) P({€y = z5}) @D

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)
Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (£;,&,) der Werte in X := 'y x Xy
annimmt, wobei X', := {1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen WM-
Fen ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir Deyley =a,

Deyle, (T2lT1) Ty =1 Ty =2 Ty =3 Ty =4
Peyley—1(@alzy =1) | §5 =025 4 =000 §F=050 §5=025
Peyle—2(@aler =2) | §5 =033 §3=066 §§ =000 §§=000
Peyley—s(@alty =3) | §§ =000 §5=033 {5=033 §5=033

Bemerkungen
® Man beachte, dass Eig:l Peoleq=a1 (zg|zy) =1 fir alle z1 € X'y

® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen Pey Ly (z1,29) und Peyle; (zol|@y).

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

= (&4, sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R2, WDF D¢ = Pg, ¢, und marginalen WDFen
1,82 €= P&
Pey und Pey- Die bedingte WDF von §; gegeben £y = x5 ist dann fiir Pey (z9) > 0 definiert als

. _ Pg & (z1,32)
Peylgg=ug R = R0, T1 = Pgy gy =0y (T122) = e, @) (22)

Analog ist fiir Pey (z1) > 0 die bedingte WMF von &5 gegeben & = x definiert als
D¢y &g (z1,29)

pey (1) )

Peyleg=zq R = R0, T2 = Pey ) =y (T2|21) =

Die Verteilungen mit WDFen Pe, |eg=ny und Peyley =y heiBen dann die kontinuierlichen bedingten Verteilungen
von &, gegeben {9 = xo und £y gegeben &1 = x1, respektive.

Bemerkung

¢ Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(§ = z) = 0, aber nicht notwendig auch p¢(z) = 0.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhingige Zufallsvariablen)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und & := (§;,&,) ein zweidimensionaler Zufallsvektor. Die
Zufallsvariablen &;, &, mit Ergebnisraumen X';, X, heiBen unabhingig, wenn fiir alle S; C X'y und
S, C Xy gilt, dass

Pe(& € 51,8 € 85) = Pe, (3RS SI)Isz (65 € Ss). (24)

Bemerkungen

® Die Definition besagt, dass die Ereignisse {£1 € S1} und {£5 € S5} unabhingig sind.

® Es gilt also auch, dass P({&1 € S1})[{&2 € So}) =P({& € S1}).

® Wissen um das Ereignis {5 € S5} verindert die Wahrscheinlichkeit von {£; € S7} nicht.
® Einen formaleren Zugang bietet das Konzept der Produktwahrscheinlichkeitsrdume.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Theorem (Unabhangigkeit und Faktorisierung der WMF/WDF)

= ,&5) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X o pe und marginalen
1 & disk Zufallsvek Ergeb Xy x Xy, WMF p, und |
WMFen Dy Pey- Dann gilt

&, und &, sind unabhangige Zufallsvariablen <
Pe(T1,25) =Dpg (1'1)1752 (o) fir alle (zy,25) € Xy x Xy, (25)

8= 9 sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R=, pe und marginalen

2 1,62 ki licher Zufallsvek Ergeb IR?WDF5d |

WDFen Dy Pey - Dann gilt

&, und &, sind unabhangige Zufallsvariablen <

Pe(@1,3) = pe, (T1)pg, (22) fiir alle (zy,25) € R%.  (26)

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.

¢ Die Produkteigenschaft pe(xq, ) = Pgy (zl)p52 (z9) heiBt auch Faktorisierung.
® Unabhingigkeit zweier ZVen entspricht der Faktorisierung ihrer gemeinsamen WMF/WDF.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhingige diskrete Zufallsvariablen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor & := (&1,¢,), der Werte in {1,2,3} x
{1,2,3,4} annimmt, und dessen gemeinsame und marginale WMFen die untenstehende Form haben

P5(1'1»1'2> Ty =1 Ty=2 wy=3 ay=4 P51<1‘1)
T, = 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
T =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
T, =3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
De, (xq) 0.20 0.30 0.30 0.20
Da hier gilt, dass
ps(l, 1) =0.10 # 0.08 = 0.40- 0.20 = De, (1)p§2 (1) (27)

sind die Zufallsvariablen &; und &, nicht unabhangig.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhangige diskrete Zufallsvariablen)

Die gemeinsame Verteilung von §; und &5 unter der Annahme der Unabhangigkeit von &; und &5 bei gleichen

Marginalverteilungen ergibt sich zu

pe(z1,22) T =1 Ty =2 To =3 Ty =4 P{l(T’l)
x) =1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
] =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
) =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
Pe, (T2) 0.20 0.30 0.30 0.20

Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhangigkeit von £; und &5 zum Beispiel die bedingten Wahrscheinlichkeits-

massefunktion Peyle; 2U

p51‘52(x1,x2) zo =1 Ty =2 z9 =3 Ty =
Peyle =1 (@2lz = 1) 008 02 Oi2-03 OI2-03 008 _g2
Peyle,—2(@2lzy =2) 006 —02 008 —-03 008 -03 006_-02
Peyle; =3 (@2lzy = 3) 006 —02 008 —-03 308 -03 006_-02

Im Falle der Unabhéangigkeit von £; und &, andert sich die Verteilung von &5 gegeben (oder im Wissen um) den
Wert von &7 also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung von &5. Dies entspricht natiirlich der Intuition

der Unabhéangigkeit von Ereignissen im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (n unabhéngige Zufallsvariablen)

&= (&,...,&,) sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X' = x? ,X;. Die n Zu-

fallsvariablen &, ...,§,, heiBen unabhdngig, wenn fiir alle S; € X';,i = 1,...,n gilt, dass

Pe(€1 € Sps-s € S,) = [ Pe, (& € S (28)

i=1

Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF p, mit marginalen WMFen oder WD-
Fen pgi,i = 1,...,n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von &;,...,§, gleichbedeutend mit der
Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

l’g(fl’w:fn) = pri (z;)- (29)
i=1

Bemerkung

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen Falls.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen)

n Zufallsvariablen &, ..., &, heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn
(1) &,...,&, unabhingige Zufallsvariablen sind, und

(2) die Marginalverteilungen der &; iibereinstimmen, also gilt, dass
[PS,' = [st fur alle 1 <14,j <n. (30)

Wenn die Zufallsvariablen ¢&;,...,§,, unabhangig und identisch verteilt sind und die ite
Marginalverteilung P, := [PEg ist, so schreibt man auch

€1,y ~ P (31)

Bemerkungen

® Man sagt kurz, dass {1, ..., &, u.i.v. sind.

® Im Englischen spricht man von independent and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen.
® In der Statistik werden Fehlerterme meist durch u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

® n u.iv. normalverteilte ZVen werden als &1, ...,&, ~ N(pu, 02) geschrieben.
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs des Zufallsvektors wieder.

2. Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors wieder.

3. Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten WMF wieder.

4. Geben Sie die Definition des Begriffs der multivariaten WDF wieder.

5. Geben Sie die Definition des Begriffs der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors wieder
6. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?

7. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?

8. Geben Sie die Definition des Begriffs der Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen wieder.

9. Wie erkennt man an der gemeinsamen WMF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors, ob die Kom-

ponenten des Zufallsvektors unabhéngig sind oder nicht?

10. Geben Sie die Definition des Begriffs der Unabhéngigkeit von n Zufallsvariablen wieder.

11. Geben Sie die Definition des Begriffs der unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen wieder.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

[ T B S T N

10.
11.

. Siehe Definition

. Siehe Definition

. Siehe Definition (Zufallsvektor).

Multivariate Verteilung).
Diskreter Zufallsvektor, Multivariate WMF).

. Siehe Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF).

(
(
(
(

. Siehe Definition (Univariate Marginalverteilung).

. Siehe Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und -dichtefunktionen). Man erhilt die WMF der iten

Komponente eines diskreten Zufallsvektors durch Summation der Werte der WMF des Zufallsvektors iiber alle

Komponenten des Zufallsvektors auBer der iten Komponente.

. Siehe Theorem (Marginal Wahrscheinlichkeitsmasse- und dichtefunktionen). Man erhilt die WDF der iten

Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors durch Integration der Werte der WDF des Zufallsvektors

tiber alle Komponenten des Zufallsvektors auBer der iten Komponente.

. Siehe Definition (Unabhéngige Zufallsvariablen).

Man priift, ob sich alle Werte der gemeinsamen WMF oder WDF p¢(z1,23) des Zufallsvektors £(£1,&2)
durch Multiplikation der entsprechenden marginalen WMF oder WDF Werte 23 (1) und Pe, (z9) ergeben.
Ist dies fiir alle Werte (z1,2z9) € X1 x X5 der Fall, so sind &1 und &5 unabhingig, ist dies nicht fiir alle
Werte (z1,x9) € X1 x Xg, so sind & und &5 nicht unabhangig.

Siehe Definition (n unabhingige Zufallsvariablen).

Siehe Definition (Unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen).
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(5) Erwartungswerte



Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und £ sei eine Zufallsvariable. Dann ist der Erwartungswert
von £ definiert als
® E(&):=> _xp(x), wenn & : Q — X diskret mit WMF p. und Ergebnisraum X ist,
zeX HE 3
= f Tp5 x)dz, wenn £ : Q — R kontinuierlich mit WDF Pe ist.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable heiBt existent, wenn er endlich ist.

Bemerkungen

® Der Erwartungswert ist eine skalare Zusammenfassung einer Verteilung.
® Intuitiv ist £(¢) ~ L Z:):l &; fir eine groBe Zahl n von Kopien ¢; von &.

n
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei £ ~ Bern(u). Dann gilt E(£) = u.

Beweis

¢ ist diskret mit X' = {0, 1}. Also gilt

E() = Y zBem(z;p)

2€{0,1}
=0-p0(1 =)0+ 1t (1= )t 1)
=1-pt(1—p)°
—
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)
Es sei & ~ N(y,02). Dann gilt E(¢) = p.

Beweis

Wir halten zunichst ohne Beweis fest, dass

oo
/ exp(—z2)dx = /7. 2)
00
Mit der Definition des Erwartungswerts fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt
0= [ oy oxp (~yeg o w?) a ®
= T exp|(——5(xz—p .
/o0 2mo? 202
Mit der Substitutionsregel
g(b) b
[ t@de= [ ftoang (@ dz @
g(a) a
und der Definition von
g:R—= R,z g(z) = V202z + p with ¢’ (z) = V202, (5)

gilt dann
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Erwartungswert

E() = m mexp 5oz (@—?) da
1
202

/ \/71+u)exp( ((\/71-%—;@) )2) V202 dz

- \/27m'2.
m/ (V20 z+u)exp( )dm (6)

oo
== 202/ T exp —a? dr+u/ exp — dw)
7o (Vo [ ro ) don [ oo
L ooz [T 2
== 20 zcxp<7z ) dz + py/T
VT oo
Eine Stammfunktion von x exp (7w2) ist 7% exp(—z2). Mit
. 2y . 2y
Iginooexp( z) =0 und l_hﬁnoloexp( z%) =0 (7)
verschwindet der Integralterm und wir erhalten

E() = % (n/m) = . ®)
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Erwartungswert

Theorem (Einige Erwartungswerte und Varianzen)

Zufallsvariable | [E(&)

£~ B(p) Iz
& ~ Bin(p,n) ni
£~ N(p,0%) 1

&~ G, B) af

¢ ~ Beta(a, ) | =2

€~ U(a,b) b

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert einer Funktion einer Zufallsvariable)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, & sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X' und f: X — 2 sei eine
Funktion mit Zielmenge Z. Dann ist der Erwartungswert der Funktion f der Zufallsvariable & definiert als

® E(f(9) = X e f(@) pe(w), wenn & : Q@ — X diskret mit WMF pg ist,

®* E(f(&)):= [2 f(2) pe(x) dz, wenn & :  — R kontinuierlich mit WDF pg ist.

Bemerkung

® Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ist der Spezialfall mit

X =2,z flz):=x. 9)
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert eines Zufallsvektors)

£ sei ein n-dimensionaler Zufallvektor. Dann ist der Erwartungwert von £ definiert als der n-dimensionale reelle
Vektor
E(¢1)
E(§) = i . (10)
E(&)

Bemerkung

® Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist der Vektor der Erwartungswerte seiner Komponenten.
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert einer Funktion eines Zufallsvektors)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, £ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X und f: X — Z sei eine
Funktion mit Zielmenge Z. Dann ist der Erwartungswert der Funktion f des Zufallsvektors & definiert als

® E(f(§) =2 e f(x) pe(z), wenn £+ Q — X diskret mit WMF pe ist,
® E(f(&)):= [2 f(z) pg(x) dz, wenn & : Q — R kontinuierlich mit WDF py ist.

Bemerkung

® Die Definition ist anlog zur Definition des Erwartungswerts einer Funktion einer Zufallsvariable.
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Erwartungswert

Theorem (Eigenschaften des Erwartungswerts)

(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable £ und a,b € R gilt
E(a& +b) = aE(§) +b. (11)

(2) (Linearkombination) Fir Zufallsvariablen &, ...,§, und ay,...,a, € R gilt

E <i ‘%@) = iai[(fi)- (12)
i=1 i=1

(3) (Faktorisierung bei Unabhingigkeit) Fiir unabhéngige Zufallsvariablen &, ..., &, gilt

E (Hz) “T[Ee) (13)
=1 i=1

Bemerkung

® Die genannten Eigenschaften sind oft niitzlich zur Berechnung von Erwartungswerten.
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Erwartungswert

Beweis

Eigenschaft (1) folgt aus den Linearititseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten nur den Fall einer
kontinuierlichen Zufallsvariable & mit WDF D¢ genauer und definieren zunichst v := a& + b. Dann gilt

E(v) = E(aé +b)

= /Oo(az +b)pg(z) da

[Oo azpe(z) + bpe(z) dz (14)

:a/ zpe(z) dﬂc+b/ pe(z) dz

-00 J-00

=akE(§) +b.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)

Eigenschaft (2) folgt gleichfalls aus den Linearititseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten nur
den Fall von zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen £ und &5 mit bivariater WDF D¢y &, genauer. In diesem Fall gilt

2
E (Z ai,fi) =E(a1&; +azéa)

P
= // (@11 + as@a)pe, ¢, (21, T2) dy day
k2
= //IRZ a1@1pgy g, (T1,T2) + a2Tape ¢, (21, T2) day day

=ay 4//[’?2 T1Pg) &y (21, T2) day dzg + ag //922 ToPg, £y (71, T2) day duy

{o] OO o0 {oo]
‘11/ 2 (/ Pey 6o (ﬁwz)dzz) dzy +a2/ 2 (/ Pey & (Z17I2)dx1> dzg
J-co J-00 - J-

00 00

00

0o
= al/ @1 pgy (w1) doy +a2/ Topg, (@2) doy
o o

=a1E(§) + azE(§2)

2
> aiE ().
i=1

(15)

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
Zu Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall von n kontinuierlichen Zufallsvariablen mit gemeinsamer WDF DEY e

Weil als £, ..., §,, unabhangig vorausgesetzt sind, gilt

Peq by (T1h o ) = _Hpgi(xil (16)

Weiterhin gilt also

:/ / Hzipfi(zi>dzlu-dzn (17)
-00 -0 =1
= i () dz;
7:1_[1/00 z;pg,; (z;) dz
= [T
i=1
O
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Selbstkontrollfragen
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Varianz und Standardabweichung

Definition (Varianz und Standardabweichung)

Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(§). Die Varianz von £ ist definiert als

V(©) =E((-E©)), (18)

unter der Annahme, dass dieser Erwartungswert existiert. Die Standardabweichung von § ist definiert

S(§) ==V V(). (19)

Bemerkungen

® Die Varianz misst die Streuung (Breite) einer Verteilung.

® Quadration ist nétig wegen E(§ — E(E)) = E(§) — E(§) = 0.

® Ein alternatives MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist E(|{ — E(€)]).

® Ein weiteres MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist die Entropie 7[(lnp5)A
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei & ~ Bern(y). Dann ist die Varianz von ¢ gegeben durch

V(&) = p(l = p). (20)
Beweis
£ ist eine diskrete Zufallsvariable und es gilt E(€) = p1. Also gilt

V(E) =E((€—p?)
= > (@—p)?Bem(w;p)

ze{0,1}

=(0—p?p1 -0+ (1= p)2pt 1 — it

=p?1-p+1-piu @1
=L+ Q—pp)1-p)
=(p2+p—p2)(1-p
=pu(l—p).
m]
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Varianzverschiebungssatz)

Es sei { eine Zufallsvariable. Dann gilt

V(€) = E(¢?) — E(6)%. (22)

Beweis
Mit der Definition der Varianz und der Linearitidt des Erwartungswerts gilt
V(&) = E((¢—E()?)
=E (€2 —26E(8) + E(9)?)
= E(§%) — 2E(§E(E) + E (E(§)?) (23)
= E(€%) — 2E(6)* + E(¢)?
= (%) —E(9)2.

Bemerkung

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E <§2) und E() leicht zu berechnen sind.
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei £ ~ N(p,02). Dann gilt V(¢) = o2.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Varianzverschiebungssatz gilt, dass

oo
VO =€) B2 = 5y [ oexp (- w?) do- (24)
) 2m0° J oo 20
Mit der Substitutionsregel
b g(b)
[ #ta@ng @dz= [ fl@)da (25)
a g(a)
und der Definition von
g R->Rz V202 + 1, g(—00) = —00, g(00) = 0o, with ¢g’(z) = V202, (26)

kann das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (24) dann als
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

/°° z2 exp (7—1 (z 7,11,)2) dx
L 0o 202

/m(m.r+u)2exp (7%((\/?14»# )\/7(11

-00

(27)
-2 / (V202x + ) exp( 202%2)(11

=V 20‘2/ (V2022 + p)? exp <7z2) dx.
00
geschrieben werden. Also gilt

\/7
Vara?2

V() =

(\/ o a:+u)zexp( )dw— 2
\/7/ 202 'cl +2V 20 zu+u exp( )da:—u2

1

00 oo o0
= (27 [P e (ca?) dn v 2Vt [ wenp (-a?) dot i [ exp(-a?) do) -2
\/7 00 -00 -00
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)
Wir halten weiterhin ohne Beweis fest, dass
S oo
/ 2 exp(—z2)dz = 0 und / exp(—z2)da = /7. (28)
00 oo
Es ergibt sich dann

V() = % (202 /: a2 exp (—2?) da +/12\/E) - u?

202 [
= 7 / z2 exp (7%2) dx + p? — p? (29)
J-00
202 [ 2 2
= — < exp (7z ) dzx
VT J-oco
Mit der partiellen Integrationsregel
b b
[ r@sta = @@t~ [ sa)g @) do (30)
Ya a
und der Definition von
f:R =R,z f(z)=exp(—22) with f'(z) = —2exp(—x2) (31)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

und 1
g:R—=R,z+ g(x) :=—%zwith g’(z)=7§, (32)
so dass 1
F@)gle) = ~2exp(-a?) (=) = 2% exp(-a?), (33)
gilt, ergibt sich dann
2 oo
V(&) = %/ z2 exp (*1‘2) dx
2 o0
= % (*%mcxp(fzz)\wx 7/ exp (712) (7%) dz) (34)

202 (1 . 1 [ :
= N (—Ezexp(fzz)\i%o t3 [w exp (712) dz) s
Aus limg,_, 4 o exp(—z2) = 0 schlieBen wir, dass der erste Term in den Klammern auf der rechten Seite der obigen
Gleichung gleich 0 ist. SchlieBlich ergibt sich
202 (1

“ym\2/) (35)
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Einige Erwartungswerte und Varianzen)

Zufallsvariable E(€) V(&)
§~B(p) 1% w(l—p)
&£ ~ Bin(u,n) np npu(l — p)
&~ N(p,0?) it a?
&~ G, B) af af?

a B
§~Beta(o,f) | 335 | GrpP(arsrD

2

€~ Ua,b) e 5

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Eigenschaften der Varianz)
(1) (Nichtnegativitat) & sei eine Zufallsvariable. Dann gilt

V(€) > 0. (36)

(2) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable £ und a,b € R gelten
V(aé +b) = a?V(€) und S(a& + b) = |a|S(€). (37)

(3) (Linearkombination bei Unabhingigkeit) &, ...,§, seien unabhingige Zufallsvariable und es
seien ay,...,a, € R. Dann gilt

v (2 %) =3 aviey). (38)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis
Hinsichtlich (1) betrachten wir den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable. Dann gilt zunichst
(@ —E(€))2 > 0 fiir alle © € R. (39)

Weiterhin gilt fiir die WDF p von &, dass

p(x) > 0 fir alle z € R. (40)
Also folgt
p(z)(z —E(€))2 > 0 fir alle z € R. (41)
Damit gilt dann aber
ve = [ pea @) s >0, (@2)

denn das Riemann Integral jeder nicht-negativen Funktion ist nicht-negativ. Analog zeigt man die Nichtnegativitat

der Varianz bei diskreten Zufallsvariablen.
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Um Eigenschaft (2) zu zeigen, definieren wir zunichst v := a& + b und halten fest, dass E(v) = aE(&) + b. Fiir die

Varianz von v ergibt sich dann

(43)

Wurzelziehen ergibt dann das Resultat fiir die Standardabweichung.
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall zweier unabhiangiger Zufallsvariablen &1 und &5 genauer. Wir halten

zunichst fest, dass in diesem Fall gilt, dass

E(a1€; + agda) = a1 E(£1) + asE(&2). (44)
Es ergibt sich also
2
v (Z%éi) =V(a1&; +az8s)
i=1
a8 +axés —E(a1; +(1252))2)

a1€1 + axéy — arE(§;) — agk(ér))?

=E((
E(( »?)
[((0151*01 (&1) + asés — asE(£2))?)
(« )
E((

E(((a1(& — E(&1)) + (an (€ — E(£2)))2

a1 (&1 — E(€1))? +2(ay (61 — E(§1))(aa(€2 — E(€2)) + (ag(&2 — E(€2)))?)
=E ((a}(&1 — E(€1))? + 2ara2(&1 — E(€1)) (&2 — E(€2)) + a3 (€2 — E(£2))?)
= afE (&1 — E(61))?) + 2a1 a5 (&1 — E(61))(€2 — E(&2))) + a3E (62 — E(€2))?)

=a}V(&1) + 2a1 a2 (&1 — E(&))(€a — E(€2))) + a3V(&n)
2

=Y aV(&) +2a1a9F (& — E(61))(€2 — E(€2))) -

i=1

(45)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Weil &1 und &5 unabhéngig sind, ergibt sich mit den Eigenschaften des Erwartungswerts fiir unabhangige Zufallsvari-

ablen, dass
E((§1 — E(§1))(62 — E(82))) = E((&1 — E(&1))) E((§2 — E(&2)))
= (E(&1) — E(&1))(E(&2) — E(&2)) (46)
=0
ist. Damit folgt also

2 2
Y (; 'lifi) = ; a?V(g;). (47)

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung)

&1, ..., &, seien Zufallsvariablen. Dann nennt man §y, ..., §,, auch eine Stichprobe.
® Das Stichprobenmittel von &1, ..., &, ist definiert als der arithmetische Mittelwert
_ il 2
E=—3&. (48)
i=1
® Die Stichprobenvarianz von &1, ..., &, ist definiert als
1o B
5%:= D (&9 (49)
n—1 4
i=1
® Die Stichprobenstandardabweichung ist definiert als
(50)

S =82

Bemerkungen

® E(£),V(§), und S(§) sind Kennzahlen einer Zufallsvariable .

. ¢, 52, und S sind Kennzahlen einer Stichprobe &1, ..., &,
® g, S2, und S sind Zufallsvariablen, ihre Realisationen werden im Folgenden mit z, s2 und s bezeichnet.
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Beispiel (Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung)

® Esseien &1, ...,&19 ~ N(1,2).

Wir nehmen die folgenden Realisationen an

1 ) z3 z4 T5 6 z7 78 Z9 T10
054 101 -328 035 275 -051 232 149 096 1.25

® Die Stichprobenmittelrealisation ist

_ 1 6.88 )
T=952.%= 99 = 0.68. (51)
i=1
® Die Stichprobenvarianzrealisation ist
10 10
1 1 25.37
2_ - )2 - = _ 2 _ —
st =3 2(11 2 =g Z(@ 0.68)% = == =2.82. (52)
i=1 i=1
® Die Stichprobenstandardabweichungrealisation ist
s=1Vs?=12.82=1.68. (53)
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Zur Pravention von Verwechselungen

® Der Erwartungswert E(£) und die Varianz V(£) sind Kennzahlen von Zufallsvariablen und werden
basierend auf der Verteilung (WMF/WDF) einer Zufallsvariable bestimmt.

® Das Stichprobenmittel £ und die Stichprobenvarianz S sind Kennzahlen von Stichproben und

werden basierend auf Stichproben, insbesondere ihrer Realisierungen, berechnet.

2

® Der Erwartungswertparameter ;. und der Varianzparameter o° sind Parameter der Nor-

malverteilung und werden im Rahmen der probabilistischen Inferenz definiert oder geschéatzt.
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Selbstkontrollfragen
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Kovarianz und Korrelation

Definition (Kovarianz und Korrelation)
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen & und v ist definiert als
C(&v) = E((€ — E©)) (v — E(v))). (54)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen £ und v ist definiert als

C(&,v) _ C(¢&,v)
V(e V()  SE)S)

p(§v) = (55)

Bemerkungen

® Die Kovarianz von £ mit sich selbst ist die Varianz von &,

€& &) =E((6—E©)*) = V). (56)

® p(&,v) wird auch Korrelationskoeffizient von & und v genannt.

® Wenn p(&,v) = 0 ist, werden & und v unkorreliert genannt.

® Wir zeigen spater mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass —1 < p(§,v) < 1.

® Die Begriffe der Stichprobenkovarianz und der Stichprobenkorrelation fiihren wir erst an spaterer Stelle ein.
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Kovarianz und Korrelation

Beispiel (Kovarianz und Korrelation zweier diskreter Zufallsvariablen)

Es sei ¢ := (&, v) ein Zufallsvektor mit WMF Dg o definiert durch

Peo(T,Y) =1 y=2 y= pe()
=1 0.10 0.05 0.15 0.30
r=2 0.60 0.05 0.05 0.70
Pu(y) 0.70 0.10 0.20

&, v sind also zwei Zufallsvariablen mit einer definierten bivariaten Verteilung. Um C(&, v) und p(§, v) zu berechnen,
halten wir zunachst fest, dass

2
E(€) =) ape(z) =1-0.3+2-0.7=17 (57)
z=1
und
3
E(w)=> ypy(y) =1:-0.7+2-0.1+3-0.2=15. (58)
y=1

Mit der Definition der Kovarianz von & und v, gilt dann
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Kovarianz und Korrelation

C(&, v) = E((§ — E()) (v —E(v)))
2 3
=D (#—E@)(y—E)pe (@, y)
2=1y=1
2 3
=Y > (@17 (y—15)pg (2, y)
z=1y=1
2
= (z—1.7)(1 - 1.5)p¢ (=, 1)
x=1

+ (@ — L.7)(2 — 1.5)pg o (2,2) (59)
+ (2 — L7)(3 — L.5)pg (@, 3)
= (1-L7)(1—1.5)pgy(1,1) + (1 - 1.7)(2 — L5)pg (1,2) + (1 — 1.7)(3 — 1.5)pg ,, (1, 3)
+ (2= 1.7)(1 = 1.5)pg (2,1) + (2= 1.7)(2 = 1.5)pg (2, 2) + (2 — 1.7)(3 — 1.5)pg (2, 3)
= (=0.7)-(=0.5)-0.10 + (—0.7) - 0.5 - 0.05 + (—0.7) - 1.5- 0.15
+0.3-(=0.5)-0.60+0.3-0.5-0.05+0.3-1.5-0.05

= 0.035—0.0175—0.1575 — 0.09 + 0.0075 + 0.0225
=-0.2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Symmetrie von Kovarianz und Korrelation)

& und v seien zwei Zufallsvariablen. Dann gelten

C(&v) = C(v,€) und p(&,v) = p(v,§) (60)

Beweis

Mit der Kommutativitat der Multiplikation gelten

C(&,v) = E((6 — E©)(v — E(v))) = E (v — E))(§ ~ E(€))) C(v, ) (61)
und C&v)  C(v, 8

p(é,v) = SEw T SwE p(v,§) (62)
Bemerkungen

® Man sagt auch, dass Kovarianz und Korrelation “nicht gerichtet” sind.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Kovarianzverschiebungssatz)

& und v seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(&,v) = E(fv) — E()E(v). (63)

Beweis
Mit der Definition der Kovarianz gilt
C(&,v) = E((€—E(§) (v —E(v)))
= E (v —EE(v) —E(§)v + E(§E(v))
= E(gv) —E(§E(v) — E(OE(v) + E(§)E(v)
=E(&v) —E(§E(v).

(64)

Bemerkungen

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E(£v), E(£), und E(v) leicht zu berechnen sind.
® Fiir v = ¢ erhalten wir V(€) = E(£2) — E(£)2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen)

¢ und v seien zwei Zufallsvariablen und es seien a,b, ¢ € R. Dann gilt

V(a& + bv + c) = a?V(€) + b2V (v) + 2abC (&, v). (65)
Speziell gelten
V(€ +v) = V() + V(v) +2C(,v) (66)
und
V(€ —v) = V(€) + V(v) — 2C(&,v) (67)
Bemerkungen

® Varianzen von Zufallsvariablen addieren sich nicht einfach.

® Die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen hingt von ihrer Kovarianz ab.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass
E(a€ + bv + ¢) = alE(€) + bE(v) + c. (68)
Es ergibt sich also
V(a¢ +bv+c)
=E ((ag +bv + ¢ — aE(§) — bE(v) — ¢)?)
= E((a(6 — E(©) + b(v — E(v)))?)

) ) (69)
= (a2(¢ — E(£)2 + 2ab(€ — E(&)(v — E(v))) + b% (v — E(v))?)
= a?E (£ — E(£)?) + b?E (v — E(v))?) + 2abE ((§ — E(€))(v — E(v))))
= a2V(€) + b2V(v) + 2abC(€, v)
Die Spezialfalle folgen dann direkt mit a :== b :=1 und a := 1,b := —1, respektive.
O
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Korrelation und Unabhéngigkeit)

& und v seien zwei Zufallsvariablen. Dann gelten:
(1) Wenn £ und v unabhingig sind, dann ist C(£,v) = 0 und & und v sind unkorreliert.

(2) Wenn C(&,v) = 0 ist, also & und v unkorreliert sind, dann sind £ und v nicht notwendigerweise unabhingig.

Beweis

(1) Wir zeigen zunichst, dass aus der Unabhingigkeit von & und v C(&,v) = O folgt. Hierzu halten wir zunichst
fest, dass fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt, dass

E(gv) = E(OE(v). (70)

Mit dem Kovarianzverschiebungssatz folgt dann
C(&,v) = E(§v) — E(§E(v) = E(E(v) — E(§)E(v) = 0. (71)

Mit der Definition des Korrelationskoeffizienten folgt dann, dass p(&,v) = 0 ist und £ und v unkorreliert sind.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Wir zeigen nun durch Angabe eines Beispiels, dass die Kovarianz von abhingigen Zufallsvariablen ¢ und v null
sein kann. Zu diesem Zweck betrachten wir den Fall zweier diskreter Zufallsvariablen & und v mit Ergebnisrdumen
X ={-1,0,1} und v = {0, 1}, marginaler WMF von £ gegeben durch p¢ () := % fiir alle z € 2 und der Definition
von
— g2
vi=E°. (72)
Die Definition von v impliziert dann die folgende bedingte WMF

pyele) | a=-1 x=0 a=1
y=0 0 1 0
y=1 1

Die marginale WMF p, und die bedingte WMF Doje implizieren dann die gemeinsame WMF

Peo(y) | z=-1 x=0 =1 | p,(y)
y=0 0 1/3 0 1/3
y=1 1/3 0 1/3 2/3
pe(T) 1/3 1/3 1/3
Es gilt also zum Beispiel
1 1 1
Pew(—1,0) =0+ 933 = pe(—1)p,,(0). (73)

Die gemeinsame WMF von £ und v faktorisiert also nicht und £ und v sind nicht unabhangig.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Allerdings folgt mit

1 1 1
:%”””5(1):713*0'5“5:0 (74)
und L L
E(¢v) = E(6€2) = E(&%) T%;[ngar) 7+03-§+13-§:0, (75)
sowie dem Kovarianzverschiebungssatz, dass
C(&,v) = E(év) — E(§)E(v) = E(6*) —E(§)E(v) = 0—0-E(v) = 0. (76)

Die Kovarianz von & und v ist also null und & und v damit unkorreliert, obwohl £ und v nicht unabhingig sind.
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Kovarianz und Korrelation

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

N

© ® N o o & w

10.
11.
12.
13.
14.
15.

. Geben Sie die Definition des Erwartungswerts einer Zufallsvariable wieder.

. Geben Sie die Interpretation der Erwartungswerts einer Zufallsvariable wieder

Berechnen Sie den Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable.

. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften des Erwartungswerts wieder.
. Geben Sie die Definition der Varianz und der Standardabweichung einer Zufallsvariable wieder.

. Geben Sie die Interpretation der Varianz einer Zufallsvariable wieder.

Berechnen Sie die Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable.

. Geben Sie das Theorem zum Varianzverschiebungssatz wieder.

. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften der Varianz wieder.

Geben Sie die Definition des Begriffs einer Stichprobe wieder.

Geben Sie die Definitionen von Stichprobenmittel, -varianz und -standardabweichung wieder.
Geben Sie die Definition von Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen wieder.

Geben Sie das Theorem zum Kovarianzverschiebungssatz wieder.

Geben Sie das Theorem zu Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen wieder.

Geben Sie das Theorem zur Korrelation und Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen wieder.
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Selbstkontrollfragen

A W oN

© 0 N o O

11.
12.
13.
14.
15.

. Siehe Definition (Erwartungswert).

. Siehe Bemerkungen zu Definition (Erwartungswert).

. Siehe Beweis zu Beispiel (Erwarungswert einer Bernoulli Zufallsvariable).
. Siehe Theorem (Eigenschaften des Erwartungswerts).

. Siehe Definition (Varianz und Standardabweichung).

. Siehe Bemerkungen zu Definition (Varianz und Standardabweichung).

. Siehe Beweis zu Beispiel (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable).

. Siehe Theorem (Varianzverschiebungssatz).

. Siehe Theorem (Eigenschaften der Varianz).

10.

Siehe Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung).

Siehe Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung).

Siehe Definition (Kovarianz und Korrelation).

Siehe Theorem (Kovarianzverschiebungssatz).

Siehe Theorem (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen).

Siehe Theorem (Korrelation und Unabhangigkeit).
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(6) Ungleichungen und Grenzwerte



Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 3
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Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Markov Ungleichung)
¢ sei eine Zufallsvariable mit P(§ > 0) = 1. Dann gilt fiir alle € R, dass

PE>o) < B (1)

- T

Bemerkungen
® Weil P(§ > 0) =1 gilt, sagt man auch, dass £ eine nicht-negative Zufallvariable ist.

® Die Ungleichung setzt Uberschreitungswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte in Bezug.
® Gilt z.B. fiir eine nichtnegative Zufallsvariable £, dass E(£) = 1, dann ist P(£ > 100) < 0.01.
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis

Wir betrachten den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable £ mit WDF p. Wir halten zunéchst fest, dass

o0 o0 T o0
E() = / sp(s)ds = / sp(s)ds = / sp(s)ds +/ sp(s)ds, 2)
—00 0 0 T
weil £ nicht-negativ ist. Es folgt dann
o0 o0 00
E(¢) > / sp(s)ds > / acp(s)ds:x/ p(s)ds =z P(§ > x). 3)
Dabei gilt die erste Ungleichung weil
T
/ sp(s)ds >0 (4)
0
und die zweite Ungleichung gilt, weil x < & fiir £ € [z, co[. Es folgt also, dass
[(5‘)2w<52w)©wgzz>g%A (5)

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 6



Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beispiel (¢ ~ G(a, B))

® Wir halten ohne Beweis fest, dass fiir £ ~ G(a, 3) gilt, dass E(§) = af3.

® Wir betrachten den Fall a := 5,3 := 2, so dass G(;5,2) = x?(10)

P(x) Markov Ungleichung
1.0 5
— 1-P(x)
0.8 4 —
E(8)/x
0.6 3
0.4 — 2
0.2 1
0.0 \ \ \ \ \ 0 \ \ [ [ \
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Chebyshev Ungleichung)
Es sei £ eine Zufallsvariable mit Varianz V(&). Dann gilt fir alle z € R

P(lt — E@©)| 2 2) < V&), ©)

x2

Bemerkungen

® Die Chebyshev Ungleichung setzt Abweichungen vom Erwartungswert in Bezug zur Varianz.
® Zum Beispiel gilt

P (e~ E©)] 2 3V@) £ — oL o L %)
(3VV(©)
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis
Wir halten zunachst fest, dass fiir a,b € R gilt, dass aus a? > b2 folgt, dass |a| > b. Dazu betrachten wir die
folgenden vier maoglichen Fille.
(1) a2 =2 fira >0 und b > 0. Dann gilt
2202 5Va2 > Vb2 5 a>b=|al > b (8)
(2) a2 > b2 fira <0 und b > 0. Dann gilt
a2>62 2 Va2 > Vb2 5 —a>b=|a > b. (9)
(3) a2 > b2 fiira >0 und b < 0. Dann gilt
a2>02 Va2 > V2 2 a>—b>b=la|>b. (10)
(4) a2 > 2 fir a <0 und b < 0. Dann gilt
a2>02 Va2 > V2 5 —a>—b>b=la| > b (11)
Als nichstes definieren wir v := (€ — [E(€))2. Dann folgt aus der Markov Ungleichung
E(v)

E((¢—E(¢))2
P(v>a?) < = &P ((E-EE)?>a?) < w SP(E—EE)|>2) < % (12)
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
& und v seien zwei Zufallsvariablen und E(&v) sei endlich. Dann gilt

E(év)? < E(€2)E(v?). (13)

Bemerkungen
® Analog gilt fiir Vektoren x,y € R™, dass (z, y)2 < |z| - |y].

® Die Korrelationsungleichung ist eine direkte Konsequenz der Cauchy-Schwarz Ungleichung.

® Fiir einen Beweis verweisen wir auf DeGroot and Schervish (2012), Theorem 4.6.2.
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Korrelationsungleichung)

£ und v seien Zufallsvariablen mit V(§),V(v) > 0. Dann gelten

C(¢,v)?
— = <lund —1<p(&v) <1 (14)
V(EV(v)
Bemerkung
® Korrelationen nehmen also immer Werte im Intervall [—1,1] an.
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Erwartungswertungleichungen

Beweis

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir zwei Zufallsvariablen v und 3 gilt, dass

E(aB)® <E(a?)E(5?). (15)
Wir definieren nun o = € — E(€) und 3 := v — E(v). Dann besagt die Cauchy-Schwarz Ungleichung gerade, dass
E (¢~ E(€))(v— E(v))® < £ ((6— E€)%) E (v — E)?). (16)
Also gilt
C(&,v)? SV(EV(v) & @f)—wf) <1 (17)
Weiterhin folgt aus der Definition der Korrelation dann sofort, dass auch
pl& v < 1. (18)
Dann gilt aber auch
p(&,0)| <1 —1 < p(€,0) 1, (19)

denn
(1) fiir p(&,v) > 0 gilt p(§,0)? < 1= Vp(€ )2 <VI= p(&v) <1=[p(¢v)| <1 und
(2) fiir p(&,v) < 0 gilt p(§,v)? < 1= V/p(€,v)2 < VI = —p(§,v) <1=|p(&,v)| <1
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Jensensche Ungleichung)
£ sei eine Zufallsvariable und g : R — R eine konvexe Funktion, d.h.
g(Azq + (1= Nag) < Ag(zq) + (1 = A)g(xz) (20)

fiir alle 1,z € R, A € [0,1]. Dann gilt
E(g(£)) = g(E(8))- (21)

Analog sei g : R — R eine konkave Funktion, d.h.
a0z + (1 = Nza) = Agler) + (1 — Ng(z) (22)
fiir alle 1,25 € R, X € [0,1]. Dann gilt
E(g(8)) < g(E(€))- (23)
Bemerkungen
® Bei konvexem g liegt der Funktionsgraph unter der Geraden von g(z1) zu g(zs).

® Bei konkavem g liegt der Funktionsgraph iiber der Geraden von g(z1) zu g(z5).
® Der Logarithmus ist eine konkave Funktion, also gilt E(In&) < In E(§).
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Erwartungswertungleichungen

Visualisierung einer konvexen Funktion

— glz) =2a?
4 —_
9(x2)
3 —
2 —
1 a(x1) .’/
/ g(Xo)

0 \ T T T T

-2 -1 0 1 2

X
Ag(x1) + (1 — N)g(zo) fir 1 := —V1.5,z9 := V3.5, A € [0, 1]

— t(z) == g(zg) + g’ (zg)(x — xq) fir g :=1
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Erwartungswertungleichungen

Beweis
Es sei g eine konvexe Funktion. Dann gilt fiir die Tangente ¢ von g in x( € R fiir alle x € R, dass

g(x) > t(x) = g(xq) + g’ (x)(x — ) (24)
Wir setzen nun x := £ und xq := E(§). Dann gilt mit obiger Ungleichung, dass

9(8) > g(E(€)) + o' (E()(§ — E(8)) (25)

Erwartungswertbildung ergibt dann
E(g(E(6))) + E(g"(E(£))(§ — E(€)))
< E(g(€) 2 g(E(§)) + ¢' (E(€))E((€ — E(€))) (26)
< E(g(€)) > g(E(€)) + ¢' (E(§)(E(E) — E(9))
< E(g(8)) > g(E(€))-

Sei nun g eine konkave Funktion. Dann ist —g eine konvexe Funktion. Mit der Jensenschen Ungleichung fiir konvexe

E(g(§)) =

Funktionen folgt dann die Jensensche Ungleichung fiir konkave Funktionen aus
E(—g(8)) > —g(E(8))
< —E(9(§)) = —g(E()) (27)
< E(g(§)) < g(E(E))-
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Gesetze der GroBen Zahl

Uberblick

® Es gibt ein Schwaches Gesetz der GroBen Zahl und ein Starkes Gesetz der GroBen Zahl.

Intuitiv besagen beide Gesetze, dass sich das Stichprobenmittel von unabhangigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen fiir eine groBe Anzahl an Zufallsvariablen dem Erwartungswert der

zugrundeliegenden Verteilung néhert.

Das Schwache und das Starke Gesetz der GroBen Zahl unterscheiden sich in Hinblick auf die

zu ihrer Formulierung benutzen Formen der Konvergenz von Zufallsvariablen.
® Das Schwache Gesetz basiert auf der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

® Das Starke Gesetz basiert auf der fast sicheren Konvergenz.

Wir begniigen uns mit dem Schwachen Gesetz.
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Gesetze der GroBen Zahl

Theorem (Schwaches Gesetz der GroBen Zahl)

&1, ..., &, seien u.i.v. Zufallsvariablen mit Erwartungswert E(&;) =: p fiir alle ¢ =1, ..., n und
_ i X
S o7 (28)
i=1

sei das Stichprobenmittel der §;,7 =1, ...,n. Dann gilt fiir ein beliebig kleines € > 0, dass

Tim P&, — | > €)= 0. (29)

Bemerkungen

® Die Wabhrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel nahe am Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilun-
gen der &; liegt, nihert sich 1, wenn n — oo; die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel weit entfernt

vom Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilungen der &; liegt, ndhert sich 0, wenn n — oo.
® Die hier betrachtete Folgenkonvergenzart ist die sogenannte Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
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Gesetze der GroBen Zahl

Beweis

Mit der Linearkombinationseigenschaft des Erwartungswerts gilt zunachst, dass

p=E(E) = onE(g) = %Z (%2@-) —E(&)- (30)
i=1 i=1

Der Erwartungswert der iten Stichprobenvariable &; stimmt also mit dem Erwartunsgwert des Stichprobenmittels En
tiberein. Weiterhin halten wir fest, dass mit der Linearkombinationseigenschaft bei Unabhangigkeit der Varianz gilt,

dass
1 ¢ WE )
V(&) = ( Z@) :?Zwi):—nws) — (1)
i=1
fir i = 1,...,n. Die Varianz des Stichprobenmittels ergibt sich also durch Teilen der Varianz der iten Stichprobe

durch n. Mit der Chebyshev Ungleichung gilt dann aber

(&, ~E(8,) 1> < ) - V(&) (32)

n€2

Dann aber gilt fiir beliebige V (£;) > 0 und € > 0 und mit der Nichtnegativitdtder Wahrscheinlichkeit

(fz) < lim P&, — 1l >€) <0 Jim P(l€, —pl>€) =0 (33)

Jim P(len —E (&) 2 0) < lim —

und es ist alles gezeigt. O
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Gesetze der GroBen Zahl

Beispiel (£17 "'7§n ~ N(O7 1))

® Die linke Abbildung zeigt Realisationen von én als Funktion von n.

® Die rechte Abbildung zeigt Schitzungen von P(|€,, — 1| > €) als Funktionen von n und e.

Stichprobenmittelrealisationen Wabhrscheinlichkeitschatzungen
15 B 10
&n —t=1

1.0 -

08 —e=05
0.5 06 £=0.25
0.0 £=0.125

0.4 —
~05
“10 0.2 —k
-15 T T T ] 0.0 T T T i

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Zentrale Grenzwertsatze

Uberblick

® Die Zentralen Grenzwertsatze besagen, dass die Summe von unabhangigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert
0 asymptotisch, d.h. fiir unendlich viele Zufallsvariablen, normalverteilt mit Erwartungswertparameter 0 ist.

® Modelliert man einen Datenpunkt v also als Summe eines deterministischen Einflusses ;4 und der Summe
n
e=) & (34)
i=1

einer Vielzahl von unabhingigen Zufallsvariablen &;,7 =

, n, welche unbekannte Stéreinfliisse beschreiben,
so ist fiir groBes n die Annahme
v =p+emite~ N(0,02) (35)

also mathematisch gerechtfertigt.

® Wie wir spater sehen werden, liegt die Annahme in Gleichung (35) vielen probabilistischen Modellen zugrunde.

In der “Lindenberg und Lévy” Form des Zentralen Grenzwertsatzes werden unabhéngig und identische Zu-
fallsvariablen vorausgesetzt. In der “Liapunov” Form werden nur unabhangige Zufallsvariablen voraussetzt. Der
Beweis der “Lindenberg und Lévy" Form ist einfacher als der Beweis der “Liapunov” Form. Wir verzichten hier

aber auf die Angabe von Beweisen.

® Zur mathematik-geschichtlichen Genese der Zentralen Grenzwertsatze siehe z.B. Fischer (2011).
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy)
&1, ..., &, seien unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E(&) = pund V(&) =02 >0firallei=1,....,n. (36)

Weiterhin sei PC" die KVF der Zufallsvariable

N (37)
Dann gilt fur alle z € R
lim P, (2) = (2), (38)

wobei ® die KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Bemerkung

® Die hier betrachtete Folgenkonvergenzart ist die sogenannte Konvergenz in Verteilung.

® Wir zeigen spater, dass damit fiir n — oo asymptotisch auch gilt, dass

n 2
> & ~ N(np,no?) und &, ~ N <u, %) . (39)
i=1 Y
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Zentrale Grenzwertsatze

Beispiel (&1, ...,&, ~ x*(k))

® Wir halten ohne Beweis fest, dass E(&;) = k und V(&;) = 2k.
® Wir betrachten das Szenario &; ~ x2(3) fir i = 1,...,n.
® Die linken Abbildungen zeigen Histogrammschatzer der Wahrscheinlichkeitsdichte von

o= VSt (40)
o

basierend auf 1000 Realisationen von (,, fiir n =2 und n = 200, sowie die WDF von N(0, 1).
® Die rechte Abbildung zeigt die entsprechenden (empirischen) kumulativen Verteilungsfunktionen.

n=2 n =200

0.6 0.6

10
05 @(z)
04 i 087 B n=2
) 06 | ~Pu(2). n=200
03
04
0.2 1
02
01 il
00
00 iy

-4 -2 0 2 4
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Liapounov)

&1, ..., &, seien unabhangige aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E(&) == p; und V(§;) i=0? > O firallei=1,....,n (41)
und ( )
Y E(l& — gl
— 3 3 =1 A Tl
E(l& — pil®) < oound lim. (Zn 22 0. (42)
Weiterhin sei PCn die KVF der Zufallsvariable
Cn (43)
Dann gilt fiir alle z € R, dass
Jim P, (2) = ®(2), (a4)

wobei ® die KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Bemerkungen

® Die hier betrachtete Folgenkonvergenzart ist die sogenannte Konvergenz in Verteilung.
® Wir zeigen spiter, dass dann auch gilt, dass 211:1 & ~N (Z?:l ;1,1,2?:1 o’?).
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Markov Ungleichung wieder.

2. Geben Sie die Chebyshev Ungleichung wieder.

3. Geben Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung wieder.

4. Geben Sie die Korrelationsungleichung wieder.

5. Geben Sie das Schwache Gesetz der GroBen Zahl wieder.

6. Erlautern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy.

7. Erlautern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Liapunov.

8. Warum sind die Zentralen Grenzwertsatze fiir die probabilistische Modellbildung wichtig?
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Selbstkontrollfragen - Antworten

—

. Siehe Theorem (Markov Ungleichung).

2. Siehe Theorem (Chebyshev Ungleichung).

3. Siehe Theorem (Cauchy-Schwarz Ungleichung).

4. Siehe Theorem (Korrelationsungleichung).

5. Siehe Theorem (Schwaches Gesetz der GroBen Zahl).

6. Der Zentrale Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy besagt, dass das die standardisierte Summe unabhangig
und identisch verteilter Zufallsvariablen asymptotisch normalverteilt ist.

7. Der Zentrale Grenzwertsatz nach Liapunov besagt, dass das standardisierte Summe unabhingig und nicht
notwendig identisch verteilter Zufallsvariablen asymptotisch normalverteilt ist.

8. Die Zentralen Grenzwertsatze begriinden die haufige Annahme normalverteilter “Stér-", “Fehler-",

“Abweichungs-" oder “Unsicherheitsvariablen” in probabilistischen Modellen.
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(7) Transformationen der Normalverteilung



Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 4



Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable bei jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs annimmt, heiBt eine Real-
isierung der Zufallsvariable. Mithilfe eines Computers lassen sich Zufallsexperimente simulieren und Realisierungen
von Zufallsvariablen erhalten.

Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen erhalt man in R mit rnorm(), wobei die Syntax fiir Realisierungen

von n unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen &; ~ N (p, 02),1' =1,...,n durch rnorm(n,mu,sigma)
gegeben ist.
rnorm(1,0,1) # \xi_i \sim N(0,1)

[1] -0.915625

rnorm(1,10,1) # \xi_i \sim N(10,1)

[1] 9.099382

rnorm(3,5,sqrt(2)) # \xi_i \sim N(5,2), i = 1,2,3 (u.i.v.)

[1] 2.580926 4.424935 3.292730

rnorm(lel,5,sqrt(2)) # \xi_i \sim N(5,2), i = 1,...,10 (u.i.v.)

[1] 3.607981 5.815495 6.229038 2.896216 5.565196 6.618827 2.494256 3.603984
[9] 4.800696 5.106866

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 5



Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Die empirische Verteilung unabhéngig und identisch simulierter Zufallsvariablenrealisationen entspricht der
Verteilung der Zufallsvariable. Die empirische Verteilung stellt man mit Histogrammen (Haufigkeitsverteilungen)
oder histogramm-basierten Dichteschatzern dar.

N(x; 0,1) Reallisierungen von &_1,..., §_20
05
04
03
0.2
0.1
0.0 T T T T 1 f T T T 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
x X1
&~N(0,1),i=1, -, 10 &~N(0,1),i=1,--,10*
1000 Absolute Haufigkeit 05 Dichteschéitzung
04 N(x;0,1) -
w1l Fr
03 / il
9
0.2 1
7 1
01 r}' } .
o0 J—eat NI e,
-4 -2 0 2 4
X1
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

Inhalt dieser Vorlesungseinheit sind einige GesetzméaBigkeiten zur Transformation von normalverteilten Zufallsvari-
ablen. Mit Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf Zufallsvariablen sowie die arithmetische Verkniip-
fung mehrerer Zufallsvariablen gemeint. Die zentrale Fragestellung dabei ist folgende: “Wenn die Zufallsvariable &

normalverteilt ist, wie ist dann eine Zufallsvariable v, die sich durch Transformation von ¢ ergibt, verteilt?”

Fiir die in dieser Vorlesungseinheit behandelten Falle gilt, dass man explizit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir
die Verteilung der transformierten Zufallsvariable angeben kann. Diese gehdren zu den klassischen Resultaten der
frequentistischen Inferenz und sind fiir das Verstandnis von Konfidenzintervallen, Hypothesentests, und Varianzanal-

ysen essentiell.

Intuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation ihrer u.i.v. Realisierungen

klar machen. Betrachtet man z.B. £ ~ N(0, 1) und ihre Transformation v := EZ und sind
x1 = 0.10, x5 = —0.20, x3 = 0.80 (1)
drei u.i.v. Realisierungen von &, so entspricht dies den u.i.v. Realisierungen
Y1 =27 =0.01, yp = 23 = 0.04, y3 = 23 = 0.64 (2)

von v. In diesem Beispiel fallt auf, dass v keine negativen Werte annimmt, die Verteilung von v ordnet negativen
Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu.
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

# Simulationsspezifikation

n = led # Anzahl von u.i.v Realisierungen (ZVen)
mu =11 # Erwartungswertparameter von \xi
sigsqr = 2 # Varianzparameter von \xi

# Quadrieren einer Zufallsvariable
X = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr)) # Realisierungen x_i, i = 1,....,n von \xi

y =x"2 # Realisierungen y_i = x_i"2 von \ups

# Ausgabe der ersten acht Werte

print(x[1:8], digits = 2)

[1] -0.173 0.109 1.108 2.652 1.947 0.382 2.903 0.049
print(y[1:8], digits = 2)

[1] 0.0301 0.0120 1.2285 7.0314 3.7896 0.1460 8.4266 0.0024
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

Histogramm von unabhéngigen Realisierungen von §
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Histogramm von unabh&ngigen Realisierungen von v
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5000
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Vorbemerkungen

Theorem (Transformation eines Zufallsvektors)
£:Q — X sei ein Zufallsvektor und f : ' — R™ sei eine multivariate vektorwertige Funktion. Dann ist
v: Q2R we v(w) = (fe§)(w) := f(§(w)) 3)

ein Zufallsvektor.

Bemerkungen

Das Theorem formalisiert die oben etablierte Intuition, dass die Anwendung einer (deterministischen) Funktion

auf eine zufallige GroBe im Allgemeinen wieder eine zufillige GréBe ergibt. Wir verzichten auf einen Beweis.

® In einem Beweis miisste die Messbarkeit von v als Folge der Messbarkeit von £ nachgewiesen werden.
® Im Folgenden ist oft X' :=Rund f: R — R.
® Wir schreiben in diesem Fall in der Regel einfach v := f(&) und nennen v die transformierte Zufallsvariable.
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Vorbemerkungen

Uberblick

Im Abschnitt Transformationstheoreme stellen wir zunachst einige generelle Werkzeuge zum Berechnen der WDFen
von transformierten Zufallsvariablen bereit. Diese Werkzeuge sind von der allgemeinen Form “Wenn £ eine Zufallsvari-
able mit WDF p¢ und v := f(&) die durch f transformierte Zufallsvariable ist, dann gilt fiir die WDF von v die
folgende Formel: p,, := {Formel}".

Im Abschnitt Standardtransformationen diskutieren wir sechs Standardtransformationen normalverteilter Zufallsvari-
ablen, die in der frequentistischen Inferenz und damit im weiteren Verlauf des Kurses zentrale Rollen spielen. Diese

Aussagen sind von der allgemeinen Form “Wenn §;,% = 1, ..., n unabhéangig und identisch normalverteilte Zufallsvari-

ablen sind und v := f(&q, ..., &, ) eine Transformation dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF von v durch die

Formel p,, := {Formel} gegeben und man nennt die Verteilung von v Verteilungsname”.
Die Aussagen im Abschnitt Standardtransformationen sind fiir die Frequentistische Inferenz zentral, weil
(1) die Zentralen Grenzwertsitze die Annahme additiv unabhéngig normalverteilter Stérvariablen rechtfertigt,

(2) wir sehen werden, dass Schitzer und Statistiken Transformationen von Zufallsvariablen sind, und

(3) Parameterschatzergiitekritieren, Konfidenzintervalle und Hypothesentests durch die Verteilungen der ihnen
jeweils zugrundeliegenden Schitzer und Statistiken charakterisiert und begriindet werden.
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Vorbemerkungen

Ausblick

Das probabilistische Standardmodell von n Datenpunkten hat die Form

v = py gt =1,..,n. (4)

Die Zufallsvariable v; dient dabei als das Modell des iten Datenpunktes y; € R, d.h. y; wird als Realisierung von v;
modelliert. Die Normalverteilung v; ~ N(pu;, €) der Zufallsvariable v; ergibt sich dabei wie wir spater sehen werden
aus der linear-affinen Transformation der Zufallsvariable &; unter der Abbildung f(e;) := p; +&;

i € R reprasentiert den deterministischen Aspekt des Datenpunktmodells und liefert die theoretische Erklarung fiir
den Wert von v;. £; ~ N(0, 0%) dagegen reprisentiert den stochastischen Aspekt des Datenpunktmodells und liefert
im Sinne der Zentralen Grenzwertsitzte die theoretischer Erklarung fiir die Differenz von p; und v; als Resultat der

Addition vieler weiterer Einfliisse in der Generation von v; iiber ji; hinaus.

Statistiken und Schétzer, also Funktionen von v;,4 = 1, ..., n, entsprechen damit im probabilistischen Standardmod-

ell Transformationen von normalverteilten Zufallsvariablen.
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Transformationstheoreme

Uberblick

Das univariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung der WDF

Py, von v = f(&), wenn & eine Zufallsvariable mit WDF pe st und f eine bijektive Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei linear affiner Abbildung gibt eine Formel zur Berechnung der WDF

Py von v = f(€) an, wenn £ eine Zufallsvariable mit WDF pg ist und f eine linear-affine Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei stiickweisen bijektiven Abbildungen gibt eine Formel zur Berechnung
der WDF p,, von v := f(€) an, wenn £ eine Zufallsvariable mit WDF pg ist und f zumindest in Teilen bijektiv ist.

Das multivariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung der
WDF p,, von v := f(§), wenn ¢ ein Zufallsvektor mit WDF Ppg ist und f eine bijektive multivariate vektorwertige-
Funktion ist.

Das Faltungstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF p,, von v := &1 + £, wenn & und &5 zwei
Zufallsvariablen mit WDFen 73 und Py sind.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)

& sei eine Zufallsvariable mit WDF pg fiir die P(Ja, b[) = 1 gilt, wobei a und/oder b entweder endlich oder unendlich
seien. Weiterhin sei
vi= f(§) )
wobei die univariate reellwertige Funktion f :]a, b[— R differenzierbar und bijektiv auf ]a, b| sei. f(]a, b[) sei das Bild
von ]a, b[ unter f. SchlieBlich sei f~!(y) der Wert der Umkehrunktion von f(x) firr y € f(la,b[) und f’(x) sei die
Ableitung von f an der Stelle . Dann ist die WDF von v gegeben durch
1 —1 .
— 1 pe (f(y) firy € f(la,b])
Py R Rog,y 0 pyly) = 4 1 (71 @) (e ®)
0 fiir y € R\ f(Ja, b[).

Bemerkungen

® Linear-affine Abbildungen sind ein wichtiger Anwendungsfalls.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf |a, b[ ist, f entweder strikt wachsend oder strikt fallend
ist. Nehmen wir zunachst an, dass f auf |, b[ strikt wachsend ist. Dann ist auch f~1 fiir alle y € f(Ja, b[) wachsend, und es gilt

Pyly) =P <y) =P(fE <y) =P (FTHAE) <1 w) =P(e<ftw) =P (F 1)

P, ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl /71 als auch Pf differenzierbar sind. Mit der Kettenregel und dem Satz

von der Umkehrabbildung (ffl(u;))' = l/f/(f71 (z)), folgt dann, dass die WDF p,, sich ergibt wie folgt:

. d d -1, - d .1, . 1 1, .
pou(y) = dfyﬂ;(?/) = ?yPg (Ftw) =pe(f L) dfyf Ly = m()g (Ftw).

Weil f71 strikt wachsend ist, ist d/dy(ffl(y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn f auf ]a, b[ strikt fallend ist,
dann ist auch £~ 1 fiir alle y € f(Ja, b]) fallend und es gilt

Pyly) =P(F© <y =P (@) 2 1 Mw) =P(ex /) =1- P (F1w),
Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

d d d
Pol) = o= Pol) == 2 Pe (171 w) = —pg (171 0) o /7 w) == Ftw).

., (
7 Tw) e

Weil 1 strikt fallend ist, ist d/dy(f71 (y)) negativ, so dass —d/dy(f71 (y)) gleich \d/dy(ffl(y))\ ist und das Theorem trifft zu.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei linear-affine Abbildung)

& sei eine Zufallsvariable mit WDF p¢ und es sei

v = f(&) mit f(§):=a&+bfira+0. (7)
Dann ist die WDF von v gegeben durch
1 y—b
Dyt R = Rag,y = pyy(y) i= mpg (T) (8)

Bemerkung

® Das Theorem folgt direkt WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen.
® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

SRS Ry ) = 0 ©

ist, weil dann fo f~1 = idg gilt, wie man anhand von

f(ffl(z)):a(wib>+b:m7b+b:.7:fi]rallea:€[R (10)
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
f’:[R%[R.,:L'I—)f’(:E):di(aw+b)=a. (11)
x

Also folgt mit dem Theorem zur WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen, dass

Pu R = Rag,y - py(y) = pe (F71 ()

I
If (F L)

“ (%)
~ ().

(12)
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Transformationstheoreme

Theorem (WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen)
£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X' und WDF Pg- Weiterhin sei

v = £(¢), (13)

wobei f so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von & in eine endliche Anzahl von Mengen X'y,..., X mit
einer entsprechenden Anzahl von Mengen Y := f(X'),...,Y := f(X}) im Ergebnisraum ¥ von v partitioniert
werden kann (wobei nicht notwendigerweise ¥, N yj = 0,1 <1,j < k gelten muss), so dass die Abbildung f fiir
alle X'y, ..., X bijektiv ist (d.h. f ist eine stiickweise bijektive Abbildung). Fir ¢+ = 1,..., k bezeichne f;l die
Umbkehrfunktion von f auf Y,;. SchlieBlich nehmen wir an, dass die Ableitungen fl/ fur alle 7 = 1, ..., k existieren
und stetig sind. Dann ist eine WDF von v durch

k

1
Py Y > R0,y pu(y) =D 1

() ————pe (f7 ) - 14
e \fl<f;1<y>>\p§( v) a8

gegeben.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die Xz—Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Theorem (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
£ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF pg. Weiterhin sei

v = f(&), (15)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R™ — R"™ differenzierbar und bijektiv auf ]a, b| sei. SchlieBlich

seien
(@) = (ifim) € Rnxn (16)
3967‘ . .
b 1<i<n,1<j<n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle & € R, |Jf (z)| die Determinante von J/ (), und es sei |J/ ()| # O fiir alle
x € R™. Dann ist eine WDF von v durch
1 =il n
— A —pe (f () forye FRM)
Do R™ = Rag,y s py(y) = { 177 (571 @)] a7
0 for y € R™ \ f(R™)

gegeben.

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des univariaten Falls.

® Die T-und F-Transformationen sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Theorem (Summe unabhangiger Zufallsvariable, Faltung)

&1 und &5 seien zwei kontinuierliche unabhangige Zufallsvariablen mit WDF Pey und Pey» respektive. v := &1 + &9
sei die Summe von &1 und &;. Dann ergibt sich eine WDF der Verteilung von v als

00 XS]

Po) = [ pey = waipey (@) dua = [ pey (o1)pey (u 1) doy (18)

Die Formel fiir die WDF p,, heiBt Faltung oder Konvolution von 23 und Py

Bemerkung

® Die Summen- und Mittelwerttransformation sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen. Dazu definieren wir zunachst

FiR2 SR 2 fla) = (“”1 *”2) = (21) (19)
T2 22

Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch

FiRZSR2 2 f(z) = (21;”2) (20)
2
weil dann fo f’1 = id[RQ gilt, wie man anhand von
1 1 (mp e\ (xytTo 30\ _ (T

N e ) B G Y () 1)

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu
a el 9 a ¢
; Efl(x> 372f1(ﬂv) Poy (P11 T %2)  ggp (21 + ) 1 1
JHe) =1 "', ] = o o = (22)
aay 12(8) gag fa(2) Pag 22 Dy U2

und die Jacobideterminante damit zu |J/ (z)| = 1.
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Transformationstheoreme

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhangigkeit von &1 und &5 impliziert, dass
Pep &5 (T1,@2) = pey (T1)pg, (22) (23)

impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich x4 ergibt dann ergibt dann fiir z € f([RZ)

\ 1
pe(2) = o —pe (f71(2)
< JF(F1(2)| 5( )
1 24
= 1Pe & (71 — T2, T2) (24)
=pg, (21 — T2)Pg, (T2)
Integration iiber x5 ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von ¢y
00
Py = [ ey (1 = 22y 2) dny (25)
J—o0
Mit {1 = §; + & = v ergibt sich dann die erste Form des Faltungstheorems zu
o0
po) = [ pey (0 w2)pey (23) daz. (26)
—00
(]
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Standardtransformationen

Uberblick

Das Summentransformationstheorem besagt, dass die Summe unabhéngig normalverteilter Zufallsvariablen wiederum

normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Mittelwertstransformationstheorem besagt, dass das Stichprobenmittel unabhangig normalverteilter Zufallsvari-
ablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Z-Transformationstheorem besagt, dass Subtraktion des Erwartungswertparameters und gleichzeitige Division
mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnor-
malverteilung transformiert.

Das X2—Transformationstheorem besagt, dass die Summe quadrierter unabhangiger standardnormalverteilter Zu-
fallsvariablen eine XQ-verteiIte Zufallsvariable ist.

Das T'-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division einer standardnormalverteilten
Zufallsvariable durch die Quadratwurzel einer X2—vertei|ten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt, eine t-verteilte

Zufallsvariable ist.

Das F'-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division zweier X2 verteilter Zu-

fallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen Freiheitsgradparameter, ergibt eine F-verteilte Zufallsvariable ist.
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Standardtransformationen

Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen)

Fir ¢ = 1,...,n seien & ~ N(ui,ag) unabhangige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fiir die Summe
V= 2?:1 &; , dass

v~ N (i M,io’?) (27)
i=1

i=1

Fiir unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen &; ~ N (u, o2) gilt folglich

v~ N(np,no?). (28)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis
® Die Mittelwerttransformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

& ~N(-2,0.5) & ~N(1,0.7) & +&~N(-1,12)

0.6

0.4 -

0.3

0.1

0.0 ——
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Standardtransformationen

Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen)

Firi=1,...,n seien & ~ N(u,o‘z) unabhangig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fiir das
Stichprobenmittel £, := % Z:‘:l &; | dass
2
= o
o ()
Bemerkung

® Die Analyse von Erwartungswertschitzern ist ein wichtiger Anwendungsfall.
® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

&~N(2,4),i=1,--,10 Z,~N(2,4/10)
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 T 0.2
0.1 s 5 0.1
0.0 {{{ﬂHHT H\HHT-’" T 1 0.0 T T T T T 1
-4 2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X Xn
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Standardtransformationen

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhingig normalverteilten Zufallsvariablen gilt, dass &, = & v mit

Z;LI &~ N(np, 7102). Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

vi=

= 1 _ 5
P, () = Tl N (nzn:nu,ndz)

n 1 _ 2

= Zome o [z (n —?)
n 1 - \2
mexr’(*m< =)

(nap)? | 2nap)np)  (np)?
=nn - 5 2 ong?
\/27\-0 2no 2no 2no

2nTpp nuz )

(30)

2 202 252

exp
\/ 27\':72 (

20
1 @3 2T, 1 w2
Vi \farg? (02/n)  2(02/n)  2(a2/n)

[2m(02 /n) 202 /n) "

= N(znzu,o'2/n>
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Standardtransformationen

Definition (z-Zufallsvariable)

Z sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1 ( 1 2) @1)
——exp|—527).
V2 2 2
Dann sagen wir, dass Z einer z-Verteilung (oder Standardnormalverteilung) unterliegt und nennen Z eine z-
Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit Z ~ N(0, 1) ab. Die WDF einer z-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

p:R—=Rsg, 2 p(z) =

N(z;0,1):=

\/;7 exp (7%22) o (32)

Bemerkung

® Eine z-Zufallsvariable ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit p := 0 und o2 :=1.
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer z-Zufallsvariable

N(z;0,1)
0.5
0.4

0.3

0.1

0.0 T T T ]
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Standardtransformationen

Theorem (Z-Transformation)

Es sei v ~ N(p, 02) eine normalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable

v—p
o

Z = (33)

eine Z-verteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0, 1).
Bemerkungen
® Z wird hier als (v — p)/o definiert. Dass ein solches Z aber eine z-Zufallsvariable ist, muss bewiesen werden

und ergibt sich nicht einfach durch die Wahl des Bezeichners fiir (u—p) /0o, welcher hier zufillig auch Z lautet.
In analoger Form gilt diese Bemerkung auch fiir alle weiteren betrachteten Transformationen.

® Die Z-Konfidenzintervallstatistik und die Z-Teststatistik sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

v-N(2 3) % ~N(o,1)

0.3

0.2 —

0.1 —

0.0 —~
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Standardtransformationen

Beweis
Wir nutzen das univariate WDF Transformationstheorem fiir linear-affine Funktionen. Dazu halten wir zunichst fest,
dass die Z-Transformation einer Funktion der Form
y—
CRoRyb((y) = E =z (34)

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von ¢ durch

CLR=SR 2z ¢ Hz)=0z+p (35)
gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = y;“ gilt, dass
C’l(Z>:C’1(u):MﬂL:yﬂHu:y (36)
[eg g

SchlieBlich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung ¢’ von ¢ gilt, dass

= Loy vy L @

T dy o _diyO' o o
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

1 .
pe(z) = WN(UZ+H§#a”Z)

1 1 1
exp (7ﬁ (oz+p— ;L)2)

T 1Vo? Vana?
Vo? p( 1 22)

7720.2 oz

(38)

= Lex <7lz2>
V2r P2
= N(z;0,1)

also, dass Z ~ N(0,1). Z ist also eine z-Zufallsvariable.
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Standardtransformationen

Definition (x2-Zufallsvariable)

U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF

1 n_ 1
piRsg = Rog,utplu) = ——u? ICXP(**U)«, (39)
r(3)22 2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer X2-Vertei|ung mit Freiheitsgradparameter n
unterliegt und nennen U eine X2—Zufallsvariab|e mit Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit U ~ X2(n) ab.

Die WDF einer XZ—ZufaIIsvariabIe bezeichnen wir mit

1 n_ 1
X2 (u;n) == 7u% L exp (751,;) . (40)

Bemerkung

® Die WDF der XZ—Verteilung entspricht der WDF G (u; % ,2) einer Gammaverteilung.
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von ¢2-Zufallsvariablen

2 .
x"(uin)
0.6 n=1
_ n=2
0.5 —n=3
—n=5
0.4 7 —n=10
0.3
0.2
0.0 T T T T \
2 4 6 8 10
u

Steigendes n verbreitert XQ(u; n) und verschiebt Masse zur groBeren Werten.
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Standardtransformationen

Theorem (x2-Transformation)

Z1y..., Zp ~ N(0,1) seien unabhingig und identisch verteilte z-Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
n
U=Y 22 (41)
i=1

eine Xz-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also U ~ Xz(n). Insbesondere gilt fir Z ~
N(0,1) und U := Z2, dass U ~ x2(1).

Bemerkungen

® Die U-Konfidenzintervallstatistik ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® t- und f-Zufallsvariablen sind wichtige Anwendungsfille.
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Standardtransformationen

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Z~N(0,1) u=2*~x¥(1)

1.0
\

0.6 + }

”‘[‘\h‘ R ool mﬁmw _
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Standardtransformationen

Beweis

Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe des WDF Transformationstheorems fiir stiickweise bijektive
Abbildungen. Danach ist die WDF einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus der Transformation einer Zufallsvari-
able Z mit WDF 23 durch eine stiickweise bijektive Abbildung hervorgeht, gegeben durch

k
1
pu(w) =Y Ly, e (fi ) - (42)
; HTHU O (77 w)
Wir definieren
Uy =] — 00,0, Us :=]0,00], und U; := Rs fiiri = 1,2, (43)
sowie
fi:Zi = U aes fi(z) =22 = ufiri=1,2. (44)

Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f; ergeben sich zu
f;:Zi%Zi,me;(z):2zﬁ]ri:1,2, (45)

und
ffl Uy - U, u e ffl(u) = —/u und f;l s Us HUQ,quZ’I(u) =Vu, (46)

respektive.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 41



Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Einsetzen in Gleichung (42) ergibt dann
1
1£5(f57 ()]

arva vas o (3 ve?)

pu(u) =1y, (u) pe (fitw) + Togy (u) pe (71 (w)

S
LA T )]

e (-3ev) ¢

1
T2Vl Var

(47)
1 1 1 1 1
~remer () tam e (e
1 1 1
= \/ﬁ ﬁ exp (*511‘) .
Andererseits gilt, dass mit I" (%) = /7, die PDF einer X2-Zufallsvariable U mit n =1 durch

1 1,

c e ()= G oo (1)

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N(0, 1) ist, dann ist U := Z2 ~ x2(1).
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Standardtransformationen

Definition (¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

ntl

2
piR—=Rog,t = p(t) = \/L n) <1+*> ; (49)

2

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass T einer t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n
unterliegt und nennen T eine t-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit 7' ~ t(n) ab. Die

WDF einer t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

n+1
ntl T2
T(t;n) = \/Fni(Tz(%?) (1 + %) . (50)
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Standardtransformationen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von t-Zufallsvariablen

T(tn)

0.3

0.2

0.1

0.0

® Die Verteilung ist um 0 symmetrisch
® Steigendes n verschiebt Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum.
® Ab n =30 gilt T'(t;n) ~ N(0,1).
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Standardtransformationen

Theorem (7-Transformation)
Z ~ N(0,1) sei eine z-Zufallsvariable, U ~ Xz(n) sei eine X2—Zufa||svariable mit Freiheitsgradparameter n, und Z
und U seien unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
Z
VU/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also T' ~ t(n).

(51)

Bemerkungen

® Das Theorem geht auf Student (1908) zuriick.

® Das Theorem ist das zentrale Resultat der Frequentistischen Statistik.

® Zabell (2008) gibt hierzu einen historischen Uberblick.

® Die T-Konfidenzintervallstatistik und die T-Teststatistik sind wichtige Anwendungsfille.
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Standardtransformationen

U~x(@3) T=2/{U/n ~1(3)
04 030 04 .
025 - M. \
03 1 03 \
: 0.20 \ 4 il
0.2 0.15 e 0.2 r \
"
0.10 . / X
0.1 HH - 01 / -
i l i
_— - -
0.0 0.00 4 } ! lHHHH\WmHnI 00 4 m\\”l IHHHm .
o 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4

u t
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Standardtransformationen

Beweis

Wir halten zunachst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhéngigen) Verteilung von Z und
U durch

1 1 5 1 n_y 1
pzu(zu) = exp (**Z ) ———7u2 " exp (**U,) . (52)

V2m 2 F(%)2% 2

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung
2 2 Z
FR2 SR, (z0) o flz0) = | e u | = (£, ) (53)
Vu/n

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF von (t,w)

herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn £ ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF 13 und v := f(&) fir
eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R™ — R™ ist, die WDF des Zufallsvektors v durch

Py R = R,y o pyly) = pe (F71 (W) (54)

o
15 (£~ ()]

gegeben ist. Fiir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunichst fest, dass

FLiRZ 5 R2, (tw) b fHE w) = ( w/nt,w) . (55)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Dies ergibt sich direkt aus

f’l(f(z7 u)) = f’1 <\/%u) = ( %,u) = (z,u) fir alle (z,u) € R2. (56)

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, u) durch

9 ( z ) o ( z ) wr—1/2
9 2w = |92 \yurn) 90 Wi )= (Z2) 7, (57)
0 0. n
oz U ouv
gegeben ist, sodass folgt, dass
1 w\1/2
S — . 58
T~ () 9
Einsetzen in Gleichung (54) ergibt dann
wi1/2
pr,w(t,w) = (;) pzv (Vw/nt,w), (59)
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)
Es folgt also

oo
pr(t) = / pp o (t,w) dw
0 ’

00 i 1/2
= - t,w) dr
/J ( ) PZV ( w/n w) dw

n

Sl | < 1 2 1 n_q 1 wh1/2
:/ exp (- = (vw/nt) ) w2 lexp (*rw) (@ dw
Jo V2 2 F(%)Z 2 n)
1 1 o0 1w n_ 1
- L [ ep (-3 22) 03 enp (1) w2
2r o, 1 2n 2
I(5)22n2 (60)
1 1 R 1 1 n_y 1
= / exp(——ﬂtz——w>w2 1102 dw
2m 1(")2% 3h 2n 2
2225
L P exp (-1 (224 0)) 0" aw
pr n 1 P72
(2222 %
%)
1 1 /°° ( 1( t2)) nil g
== exp|—z 1+ — w 2 dw
V2r r(")zgn% o 2 n
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer Gamma WDF

entspricht, wie man leicht einsieht:

mit Parametern o = ”;1 und B = th
1+ 5

) 1 _ w
I'(w;e, B) = Wwa Lexp (7E)
n+1 2 1 n+l 4 w
ﬁl"(w; DR t2>: T w 2 exp | ——5
1+ = L ) 2 112
n+ ﬁ
res) (=2
n
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

1 1 i 1 2
pr(t) = — ——— T w; nt , — | dw. (61)
V2r pinyo %% b 2 742
r(g)2¥ns +5
SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer Gamma WDF

entspricht. AbschlieBend ergibt sich also

=
)= ————r () (25 ) . (©2)
2T r(3)28n? 1+ &

Die Verteilung von Z//U /n hat also die WDF einer T-Zufallsvariable.
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Standardtransformationen

Definition ( f-Zufallsvariable)

F sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und WDF

m_y

F(I!L+TI) fz
(7)r (')(1+%f)%+n

m n
2

priR= R, fopp(f)=m2Zn? ¢ (63)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F’ einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern n, m
unterliegt und nennen F eine f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m. Wir kiirzen dies mit F' ~ f(n,m)

ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

7 o m+n 21
F(finym)=m¥nt T2 S e (64)
T(%)r (%) (1+ %f)T
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von f-Zufallsvariablen

0.8 1

0.6

0.4 —

0.2

F(f;n, m)
n=2 m=2
n=2, m=10
—n=5 m=2
--n=5 m=10
—n=10,m=5
N n=10,m=10

0.0
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Standardtransformationen

Theorem (F-Transformation)

Vo~ Xz(n) und W ~ XZ(m) seien zwei unabhangige Xz—ZufaIIfsvariablen mit Freiheitsgradparametern n und m,
respektive. Dann ist die Zufallsvariable

V/n

po Y/m

eine f-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m, es gilt also F' ~ f(n,m).

(65)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunichst ein Transformationstheorem fiir Quotienten von
Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung herleitet und dieses
Theorem dann auf die WDF von xz-verteilten ZVen anwendet. Dabei ist die Regel zur Integration durch
Substitution von zentraler Bedeutung.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 54



Standardtransformationen

v ~xi(5) w - x(10) F=
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie den Begriff der Transformation einer Zufallsvariable.

2. Erlautern Sie die zentrale Idee der Transformationstheoreme.

3. Erlautern Sie die Bedeutung der Standardtransformationen fiir die Frequentistische Inferenz.

4. Geben Sie das Theorem zur Summe unabhéngig normalverteilter Zufallsvariablen wieder.

5. Geben Sie das Theorem zum Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen wieder.
6. Geben Sie das Z-Transformationstheorem wieder.

7. Geben Sie das X2-Transformationstheorem wieder.

8. Beschreiben Sie die WDF der t-Verteilung in Abhangigkeit ihres Freiheitsgradparameters.

9. Geben Sie das T-Transformationstheorem wieder.

10. Geben Sie das I-Transformationstheorem wieder.
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Selbstkontrollfragen - Antworten

1. Mit einer Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf eine Zufallsvariable oder die Verkniipfung
einer Zufallsvariable mit einer anderen Zufallsvariable gemeint.

2. Die zentrale Idee der Transformationstheoreme ist es, generelle Werkzeuge bereitzustellen, die es ermdglichen,
basierend auf der WDF einer kontinuierlichen Zufallsvariable und der Form ihrer Transformation die WDF, also
die Verteilung, der entsprechend tranformierten Zufallsvariable zu berechnen.

3. Die Standardtransformationen sind in der Frequentistischen Inferenz zentral, da viele der gebrauchlichsten

Modelle von normalverteilten Fehlervariablen ausgehen, die im Rahmen der Modelle und durch auf ihnen

basierenden Statistiken im Sinne der Standardtransformationen transformiert werden. Wissen um die Resultate

der Standardtransformationen spiegelt entspricht dann dem Wissen um die Verteilungen von Datenvariablen
und Statistiken in der Frequentistischen Inferenz.

Siehe Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen).

Siehe Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen).

Siehe Theorem (Z-Transformation).

Siehe Theorem (2-Transformation).

© N o oo

Unabhangig von ihrem Freiheitsgradparameter ist die WDF der t-Verteilung um 0 symmetrisch und 3hnelt der
WDF der Standardnormalverteilung. Bei geringem Freiheitsgradparameter besitzt die WDF der t-Verteilung
in ihren Ausldufern eine héhere Wahrscheinlichkeitsdichte als die Standardnormalverteilung, fiir steigenden
Freiheitsgradparameter nahert sich die WDF der t-Verteilung der WDF der Standardnormalverteilung an und
ist ab etwa n = 30 mit ihr im Wesentlichen identisch.

9. Siehe Theorem (T-Transformation).

10. Siehe Theorem (F-Transformation).
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(8) Grundbegriffe Frequentistischer Inferenz



Frequentistische Inferenzmodelle

Statistiken und Schatzer

Standardproblemstellungen und Standardannahme

Selbstkontrollfragen
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Frequentistische Inferenzmodelle

Statistiken und Schatzer

Standardproblemstellungen und Standardannahme

Selbstkontrollfragen
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Frequentistische Inferenzmodelle

Definition (Frequentistisches Inferenzmodell)
Ein Frequentistisches Inferenzmodell ist ein Tripel
M= (Y, A, {Pg|0 € ©}) 1

bestehend aus einem Datenraum Y, einer o-Algebra A auf Y und einer mindestens zweielementigen Menge
{Pg|0 € ©} von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (¥,.4), die durch 6 € © indiziert sind. Wenn © C R ist, heiBt ein
Frequentistisches Inferenzmodell auch parametrisches Frequentistisches Inferenzmodell und © heiBt Parameterraum

des Frequentistischen Inferenzmodells.

Bemerkungen

Fiir Erwartungswerte und (Ko)Varianzen beziiglich Py schreiben wir Eg, Vg, Cy.
Ein Frequentistisches Inferenzmodell M heiBt ein diskretes Modell, wenn Y endlich oder abzahlbar ist und jedes
Py eine WMF py besitzt, ein Frequentistisches Inferenzmodell M heiBt ein stetiges Modell, wenn ¥ C R™ ist

und jedes Py eine WDF py besitzt.

Fiir ein Frequentistisches Inferenzmodell M := (Y, Ag, {Pg\& € ©}) heiBt das Modell M := (¥, .A,{Py|0 €
©}), fiir das ¥ das n-fache kartesische Produkt von Y mit sich selbst, A die entsprechende Produkt-o-Algebra
ist, und {Py|0 € ©} die entsprechende Menge an ProduktmaBen ist, das zu M, gehérige Produktmodell.
Wenn fiir ein Produktmodell die Menge Y, eindimensional ist, also z.B. Y; = R gilt, spricht man von einem

univariaten Frequentistischen Inferenzmodell. Wenn fiir ein Produktmodell die Menge ¥(; mehrdimensional ist,

also z.B. Yy = R™, m > 1 ist, spricht man von einem multivariaten Frequentistischen Inferenzmodell.
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Frequentistische Inferenzmodelle

Bemerkungen (fortgefiihrt)

® Der Vorgang der Datenbeobachtung wird durch einen Zufallsvektor v, der Werte in Y annimmt, beschrieben. Im
Kontext von Inferenzmodellen nennt man diesen Zufallsvektor Daten, Beobachtung, Messung oder Stichprobe.
Eine Realisierung von v, also konkret vorliegende Datenwerte y € Y, werden Datensatz, Beobachtungswert,

Messwert oder Stichprobenwert genannt.

Produktmodelle modellieren die n-fache unabhingige Wiederholung eines Zufallsvorgangs. Der entsprechende

Zufallsvektor v := (v, ....,v,,) entspricht dann einer Menge von n u.i.v. Zufallsvariablen.

Im Gegensatz zum Wahrscheinlichkeitsraummodell betrachtet man bei Frequentistische Inferenzmodellen zwei
oder mehr WahrscheinlichkeitsmaBe, die die Verteilung von v mutmaBlich bestimmen. Das jeweils zugrun-
deliegende WahrscheinlichkeitsmaB ist mit 6 € © indiziert,

In einem konkreten Datenanalyseproblem nimmt man an, dass die beobachteten Werte y = (yq, ..., ¥, ) von
v = (vq,...,v,) durch 6* generiert wurde, wobei 6* hier den wahren, aber unbekannten, Parameterwert
bezeichnet. Der wahre, aber unbekannten, Parameterwert 0* bleibt auch nach der Datenanalyse unbekannt. In
der mathematischen Analyse von Inferenzmethoden betrachtet man alle méglichen wahren, aber unbekannten,

Parameterwerte, schreibt also einfach {Py|0 € ©}.
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Frequentistische Inferenzmodelle

Definition (Normalverteilungsmodell)

Das univariate parametrische Produktmodell

M= (Y, A,{Pgl6 € ©}) &)
mit
Y :=R", A= B(R"),0 := (u,02),0 := R x Ry, 3)
also
.
{Pgl0 € O} := {HN(/L,(TQ)\(/L,HZ)E[RX[R>0}~, (4)
i=1
und damit
U1,y eeey Uy ~ N(p, 02) mit (u,02) € R x Ryg (5)

heiBt Normalverteilungsmodell.

Bemerkungen

® Das Normalverteilungsmodell ist Grundlage vieler populérer Inferenzverfahren.
® Diese Verfahren werden im Allgemeinen Linearen Modell integrativ betrachtet.
® Das Modell ist grundlegend durch normalverteilte Fehlerterme motiviert.
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Frequentistische Inferenzmodelle

Definition (Bernoullimodell)

Das univariate parametrische Produktmodell

M= (Y, A,{Pyl0 € ©}) (6)

mit
¥:=1{0,1}", A:=P({0,1}"),0 := pu,©:=0, 1], ™

also
{Pol0 € ©} = {H Bern(i)| 1 €10, 1[} : (®)

i=1
und damit

V1, ..., Uy ~ Bern(p) mit p €]0, 1], 9)

heiBt Bernoullimodell.

Bemerkung

® Das Bernoullimodell spielt in der Anwendung eine eher untegeordnete Rolle.
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Frequentistische Inferenzmodelle

Statistiken und Schatzer

Standardproblemstellungen und Standardannahme

Selbstkontrollfragen
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Statistiken und Schatzer

Definition (Statistik)

M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell und (X, §) sei ein Messraum. Dann wird eine Zufallsvari-
able der Form
S:Yy—=x (10)

Statistik genannt.
Bemerkungen

® Daten und Statistiken werden durch Zufallsvariablen modelliert. Statistiken modellieren dabei
von Datenwissenschaftler:innen konstruierte Funktionen, die bestenfalls datenbasierte Informa-

tion liefern, aus der sich Schliisse liber die latenten datengenerierenden Prozesse ziehen lassen.
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Statistiken)

M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel folgende Zufallsvariablen Statistiken,
was wir hier explizit durch die Notation deutlich machen wollen, was aber oft zur Vereinfachung der

Notation implizit (aber trotzdem wichtig) bleibt:

® Das Stichprobenmittel

JiR = Ry = gly) = > v (11)
i=1
® Die Stichprobenvarianz
1 n
s8R = Ragoy = 8% (y) == ——7 ) (1 —9(v))%, (12)
=1
® Die Stichprobenstandardabweichung
5 R = Rag,y = s(y) == Vs2(y), (13)
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Statistiken und Schatzer

Definition (Schatzer)

M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell, (X,8) sei ein Messraum und 7 : © — X sei eine
Abbildung, die jedem @ € © eine KenngréBe 7(0) € ¥ zuordnet. Dann heiBt eine Statistik

T8 y — 2 (14)
ein Schatzer fiir 7.
Bemerkungen
° Typische Beispiele fiir 7 sind
7(0) := 0 fir die Schatzung von 6,
7(0) := 0; mit € RY,d > 1 fiir die Schatzung einer Komponente von 6,
7(0) := Ey(y;) fiir die Schitzung des Erwartungswert,

7(0) := Vy(y,) fiir die Schatzung der Varianz.
® Fiir 7 bei 7(6) := 0 schreibt man iblicherweise 0.
® Schatzer nehmen Zahlwerte in 3 an und heiBen deshalb auch Punktschatzer.
® Nicht jeder Schéatzer ist ein guter Schatzer, man definiert deshalb Schatzgiitekriterien.

® Giitekriterien fiir Schatzer sind der Inhalt von Vorlesungseinheit (9) Punktschatzung.
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Statistiken und Schatzer

Beispiele (Schatzer)
M sei das Normalverteilungsmodell.
® Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel y : R — R ein Schatzer fir
TiRXxRog = R, (p,02) = 7(p,02%) := p. (15)
Ebenso ist y ein Schatzer fiir
T R X Rog = R, (1,05) b 7(11,0%) = E,_2(yy)- (16)
® Weiterhin ist die konstante Funktion
T:R" 5> Ry 7(y) =42 (17)

ein Schatzer fiir
TR X Rog = Rog, (y09) = 7(p,02) := o2, (18)

Dass eine Funktion 7 : ¥ — ¥ ein Schatzer ist, heiBt nicht, dass sie ein guter Schatzer ist!
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Frequentistische Inferenzmodelle

Statistiken und Schatzer

Standardproblemstellungen und Standardannahme

Selbstkontrollfragen
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Standardproblemstellungen und Standardannahme

Mithilfe von Modellen behandelt die Frequentistische Inferenz folgende Standardproblemstellungen:

(1) Punktschatzung

Ziel der Punktschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fiir wahre, aber unbekannte, Parameter-
werte oder Funktionen dieser abzugeben, typischerweise mithilfe der Daten.

(2) Konfidenzintervalle

Ziel der Konfidenzintervallbestimmung ist es, basierend auf der angenommenen Datenverteilung
und den beobachteten Daten durch eine Intervallschatzung einen méglichst sicheren, wenn auch oft
unpréazisen, Tipp fir wahre, aber unbekannte, Parameterwerte abzugeben.

(3) Hypothesentests

Ziel des Hypothesentestens ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung der Daten in einer
moglichst zuverldssigen Form zu entscheiden, ob ein wahrer, aber unbekannter, Parameterwert in
einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des Parameterraumes liegt.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 15



Standardproblemstellungen und Standardannahme

Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Punktschatzung d~06

O
/ A )

Wahrer, aber unbekannter, . . =

Parameterwert Daten Konfidenzintervalle Po([6 +¢] 3 6)

® Pg —— y=0v) — —1T—0—0Of
6 (] 6+¢ (]
Hypothesentests 6 €Oy vs. 0 €O,

0 0.

0 1 [°)
Realitat Wissenschaft O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardproblemstellungen und Standardannahme

Standardannahme Frequentistischer Inferenz
M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Zufallsvektor v. Es wird angenommen,
dass ein Datensatz y € R™ eine der moglichen Realisierungen von v ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer oder
Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

1 (1 (1 (1) 3 (1
Datensatz (1) : Yy = (y(l )A,y? ), A.“,yh) mit g1 = % Z?:l yi )

Datensatz (2) : y(2) =
Lo (3 3)
mit (%) = ® Z:L:l y,E :

mit @ = 1Ly y(4)

n

(2 (2 L= (2
oo ),--qy(n)) mit 52 = 132 o
Datensatz (4) : y) = )

Datensatz (3) : y®) = (.7;(13)-,.7/(23)7 )

i=1Ji

Datensatz (5) : y® =

Um die Qualitat ihrer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Inferenz deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken. Was zum Beispiel ist die Verteilung der (1), (2, (3 3(4)
also die Verteilung der Zufallsvariable v,,?

Wenn eine Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahme “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
hiufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Standardproblemstellungen und Standardannahme

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fre istische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 18




Standardproblemstellungen und Standardannahme

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

i dBDI
1 -1
2 3
3 -2
4 9
5 3
6 -2
7 4
8 5
9 5
10 1
11 9
12 4

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 19



Standardproblemstellungen und Standardannahme

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion y; der iten von n Patient:innen legen wir das Modell

v; = p+e; mitg; ~ N(0,02) wiv. firi=1,...,n (19)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion y; der iten Patient:in also mithilfe einer iiber die Gruppe von
Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion 1 € R und einer Patient:innen-spezifischen normalverteilten
Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung ; erklart.

Wie unten gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum oben eingefiihrten Normalverteilungsmodell
V1 ey Uy ~ N(p, 02). (20)
Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fithren in diesem Szenario auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte 1 und o2?
(2) Wie hoch ist im Frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt p1 # 0 ?
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Standardproblemstellungen und Standardannahme

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Die Aquivalenz beider Modellformen folgt direkt aus der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen durch linear-

affine Funktionen. Speziell gilt im vorliegenden Fall fiir e; ~ N(0,62) w.iv. mit i = 1,...,n, dass
v; = flg;) mit f:R—R,e; = fle;) :=e; + p. (21)
Dann gilt
1 Yi — K
Pu; (W) = [P (“)

= N(y,; *H;O-,U?)

1 1 .
- (g, —pu—0 2) 22
Tz @ (o2 i —n-0) (22)
1 1 )
= V2ol exp (7?(yz — ) )
= N(y;in,0?),
also v; ~ N(p,02) wiv. und damit vy, ..., v, ~ N(u, 02).
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Frequentistische Inferenzmodelle

Statistiken und Schatzer

Standardproblemstellungen und Standardannahme

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition eines parametrischen Frequentistischen Inferenzmodells wieder.

2. Was ist der Unterschied zwischen univariaten und multivariaten Produktmodell?

3. Geben Sie die Definition des Normalverteilungsmodells wieder.

4. Geben Sie die Definition des Begriffs der Statistik wieder.

5. Geben Sie die Definition des Begriffs des Schitzers wieder.

6. Erlautern Sie die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz.

7. Erlautern Sie die Standardannahme der Frequentistischen Inferenz.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

1. Siehe Definition (Frequentistischen Inferenmodell)

2. Bei einem univariaten Produktmodell ist der Datenraum eindimensional und ein einzelner Datenpunkt ist ein
Skalar. Bei einem multivariaten Produktmodell ist der Datenraum mehrdimensional und ein einzelner Daten-
punkt ist ein (mehrdimensionaler) Vektor.

. Siehe Definition (Normalverteilungsmodell).

. Siehe Definition (Statistik).

. Siehe Definition (Schatzer).

. Siehe Folien 15 und 16.

. Siehe Folie 17.

N o o s w
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(9) Punktschatzung



Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Punktschatzung 0~6

O
/ A ’

Wahrer, aber unbekannter, . . A

Parameterwert Daten Konfidenzintervalle Py([0£¢]30)

® Py —— y=0n-y) — —F—0—01
6 0 6+¢ (€]
Hypothesentests 6 EByvs. 0 €O,

L Jii®;
@0 01 0
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Punktschatzung 0~6
O
/ 6 0
Wahrer, aber unbekannter, Dat
Parameterwert Lol
L4 Pog —— y=01-m)
6 (]

[¢]
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardannahme Frequentistischer Inferenz
M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Zufallsvektor v. Es wird angenommen,
dass ein Datensatz y € R™ eine der moglichen Realisierungen von v ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer oder

Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : y(}) = (ygl),ygl), .u.,ynl)) mit (1) = % ZZL:1 ygl)
Datensatz (2) : y(2 ( ,yz s yg)) mit (2 = %E?:1 952)
Datensatz (3) : y(3 (y 5 2 -,yns)) mit ’y(3> = % Z?ﬂ yga)
Datensatz (4) : y(4) = ( ¢y2 s Yn ) it g = %27:1 954)

Datensatz (5) : y%)

Um die Qualitat ihrer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Inferenz deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken. Was zum Beispiel ist die Verteilung der (1), 7(2), 3(3) g(4),

also die Verteilung der Zufallsvariable ©,,?

Wenn eine Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahme “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Asymptotische Schatzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition (Parameterpunktschétzer)

M = (Y, A,{Py|0 € O}) sei ein Frequentistisches Inferenzmodell, (©,8) sei ein Messraum und
0: Y — O sei eine Abbildung. Dann nennen wir 0 einen Parameterpunktschatzer fur 6.

Bemerkungen

® Parameterpunktschatzer nennt man auch einfach Parameterschétzer.
® Parameterpunktschatzer sind Schatzer mit 7 := idg

® Parameterschitzer nehmen Zahlwerte in © an.

* Notationstechnisch wird oft nicht zwischen § und é(y) unterschieden.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschétzern

Die Definition eines Parameterschatzers macht keine Aussage dariiber, wie man Parameterschatzer
findet. Zur Gewinnung von Parameterschatzern in Frequentistischen Inferenzmodellen haben sich de-
shalb verschiedene Prinzipien etabliert. Populare Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschatzern

sind

® Momentenmethode (= est. 1890)
® Maximum-Likelihood Methode (~ est. 1920)
® M-, Z-, W-Schitzung (= est. 1960)

Perse garantiert keine der obengenannten Methoden, dass die mit ihrer Hilfe generierten Parameter-

schatzer in einem wohldefinierten Sinn gute Schatzer sind.

Die Eigenschaften von durch die Maximum-Likelihood Methode generierten Schatzern sind
generell wiinschenswert. Wir betrachten also in der Folge nur die Maximum-Likelihood Methode
genauer. Mithilfe der Maximum-Likelihood Methode generierte Parameterpunktschatzer nennen wir
Maximum-Likelihood (ML) Schétzer.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion)

M sei ein parametrisches Produktmodell mit WMF oder WDF pj,. Dann ist die Likelihood-Funktion

definiert als
n

L:© = [0,00[,0 = L(0) == [ [ po (1) 1)
i=1
und die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als
0:0 = R,0 £(0):=1InL(H). 2)

Bemerkungen

® [ ist eine Funktion des Parameters eines Frequentistischen Inferenzmodells.

® Werte von L sind die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsmassen bzw. -dichten von Datenwerten y1, ..., y,,.
® Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass L iiber © zu 1 integriert.

® Die Likelihood-Funktion ist also keine WMF oder WDF.

® Die Log-Likelihood-Funktion ist die logarithmierte Likelihood-Funktion.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition (Maximum-Likelihood-Schatzer)

M sei ein parametrisches Produktmodell mit Parameter 6 € ©. Ein Maximum-Likelihood-Schitzer

von 0 ist definiert als
MLy O,y éML(y) := arg max L(f) = arg max £(6). 3)
=8) 6O
Bemerkungen

® L(0):= HrL:l pg(y;) hangt von y := (y1, ..., yy,) ab, also hingt auch ML (y) von y ab.
Weil In monoton steigend ist, entspricht eine Maximumstelle von £ einer Maximumstelle von L.

Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion ist oft einfacher als mit der Likelihood-Funktion.

Multiplikation von L mit einer positiven Konstante, die nicht von 6 abhingt, verindert einen Maximum-

Likelihood-Schatzer nicht, konstante additive Terme in der Log-Likelihood kénnen also vernachlassigt werden.

Maximum-Likelihood Schiatzung ist ein Optimierungsproblem
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Vorgehen zur Gewinnung von Maximum-Likelihood-Schatzern

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen

(3) Aufldsen nach potentiellen Maximumstellen

Dabei nutzt man typischerweise

® Methoden der analytischen Optimierung in klassischen Beispielen

® Methoden der numerischen Optimierung im Anwendungskontext
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Theorem (Maximum-Likelihood-Schatzer des Bernoullimodells)

Es sei vy, ...,v,, ~ Bern(u) die Stichprobe des Bernoullimodells. Dann ist
1 7
Mt {0,137 — [0,1],y = aME(y) = — 3 4
A {0, 13" = [0,1],y = i (y) nélyl 4)

ein Maximum-Likelihood-Schatzer von p.

Bemerkung

® ML ist offenbar mit dem Stichprobenmittel identisch.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beweis
Wir formulieren zunéchst die Log-Likelihood-Funktion. Fiir die Likelihood-Funktion gilt
n n n
L0,1[=10, 1, 1= L(p) s= [ % (1 — )10 = =1 ¥i (1 — ) i1 Vi ®)
i=1
Logarithmieren ergibt
n n
£:0,1[5 R, > £(p) = Inp Y y; +In(1 — pr) (" - Zw) . (6)
i=1 1

Wir werten dann die Ableitung der Log-Likelihood-Funktion aus. Es gilt

d d n n
2t = - (ln/tZyi +1In(l—p) (n—
m —~ -

du =

d ul d d
=1 4+ In(1— — .
i n#i§:1y1,+ a n(l—p) (n § Yi (7)

DI ( S )
Sy — =D |-
Hi3 1-p i=1

Nullsetzen ergibt dann folgende Maximum-Likelihood-Gleichung als notwendige Bedingung fiir einen Maximum-
Likelihood-Schatzer des Bernoullimodelparameters:

1 n 1 n
AML Zyi’l,AML ("’Zyi>:0‘ ®)
i=1 i=1

I
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beweis (fortgefiihrt)

Auflésen der Maximum-Likelihood-Gleichung nach [LML ergibt dann

N 1 n
MLZ!H*W "*X;yi =0
=

H i=1
1 & 1 -
ey (d S (S ) <o
[ K i=1
n n n
@Yy =AMy —naMh 4+ ML Y "y =0 9)
=1 =1 i=1
n
< naMt = Z Yi
i=1
1o
s ML
o =
I — > ui
i=1
[LML = % 27:1 y; ist also ein potentieller Maximum-Likelihood-Schatzer von p. Dies kann durch Betrachten der

zweiten Ableitung von £ verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll.

O

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 14



Maximum-Likelihood-Schatzer

Theorem (Maximum-Likelihood-Schatzer des Normalverteilungsmodells)

Es sei vy,...,v, ~ N (u,, 02) die Stichprobe des Normalverteilungsmodells. Dann sind

R , R &
AR S Ry o IMY(y) = =Y (10)
i=1
und
oML oML 1& A2
G R S Regy o an ()= Y (e — M) (11)
=1

Maximum-Likelihood-Schatzer von u und o2.

Bemerkungen

® ML ist identisch mit dem Stichprobenmittel ©.

~oML . . . . . . >
® 527" ist nicht identisch mit der Stichprobenvarianz S2.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beweis

Wir formulieren zunachst die Log-Likelihood-Funktion. Fiir die Likelihood-Funktion ergibt sich

. L 1 1
Ltﬂ?xﬂ%oﬁﬂ?>07(/mrfz>HL(u,ﬂz)=:H - exp( oy S (Wi — mz)

i1 2702
(12)
2\~ % 1 ¢ 2
= (27\'0 ) exp T 202 ;(yq —p* .
Logarithmieren ergibt dann
C:RxR R 2) s b1y 0%) = — P2 P no? - LY 2 13
CrRXRs0 = 7(/4,0)’*(%0)7*5“”*5 HU*sz;(yz*N)~ (13)
Die Bestimmung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion hinsichtlich p ergibt dann
d 2 d = 9 1 &d 1 &
aptmot) =—goss ;(Uz —w? =g ; pvimwi= ;(w — ) (14)
und Bestimmung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion hinsichtlich o2 ergibt
d n d d 1 & . n 1 & .
— (s, 2y _2_Z 1 2_ % - )2 = - )2,
ozl o?) =5 5 no? — ——5 ;(w Wi=—s 5+ ;(w 1) (15)
Das System der Maximum-Likelihood Gleichungen hat also die Form
n n n .
Doy =AM =0und — —gr e >y —w)? =0 (16)
—1 262 264 i=1
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beweis (fortgefiihrt)

Lésen des Systems der Maximum-Likelihood Gleichungen ergibt dann

n n
Dlyi—AM) =06y =npM o M = Zyr 1r)
i=1 i=1
Also ist
L&
Mt = b > (18)
i=1
ein potentieller Maximum-Likelihood-Schatzer von pi. Einsetzen in die zweite Maximum-Likelihood Gleichung ergibt
dann
n 1 . ML
— o o 2w — M2 =0
262ME gAML ; ‘
ML n
& -ne? + ) (y; - AMYH)2 =0 (19)
i=1
n
soML _ 1 ~MLY2
o I _
& — > (wi— A
i=1
Also ist
n
soML 1 ~MLY2
_1 . 20
& - ;(w Mt (20)

ein potentieller Maximum-Likelihood-Schatzer von o2, Beide potentiellen Maximum-Likelihood-Schatzer kénnen

durch Betrachten der zweiten Ableitung von £ verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 17



Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

[ T —

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

i BDI.Reduktion

==
H O © N O O rWN R
A O R OGO w

-
N
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion v; der iten von n Patient:innen legen wir das Modell
v; = p+e; mitg; ~ N(0,0%) wiv. firi=1,..,n (21)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion v; der iten Patient:in also mithilfe einer iiber die
Gruppe von Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion i € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung ¢; erklart.

Wie gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum Normalverteilungsmodell

V1, ey Uy, ~ N(p,02). (22)

Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fiihren dann auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte ;1 und o2?
(2) Wie kann im Sinne einer Intervallschatzung eine méglichst sichere Schitzung von 1 gelingen?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt yz # 0 ?
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

# Einlesen und Auswahl der Daten

fname = "./9_Daten/9_Punktschétzung.csv"
D = read.table(fname, sep = ",", header = T)
y = D$BDI.Reduktion

# ML Schatzung des Erwartungswertparameters

mu_hat = mean(y) # mean(y) berechnet das Stichprobenmittel
print (mu_hat) # Ausgabe

[1] 3.166667

# ML Schitzung des Varianzparameters

n = length(y) # Anzahl der Datenpunkte

sigsqr_hat = ((n-1)/n)*var(y) # var(y) berechnet die Stichprobenvarianz
print(sigsqr_hat) # Ausgabe

[1] 12.63889
Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schatzung sind also

GME =317, und 52" = 12.6 (23)

sinnvolle Tipps fiir & und o2 basierend auf den vorliegenden 12 Datenpunkten.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Asymptotische Schatzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Vorbemerkungen zu Frequentistischen Schatzereigenschaften

Wir gehen von einem parametrischem Produktmodell M := {Y¥, A, {Py|6 € ©}} mit n-dimensionalen Stichproben-
raum (z.B. ¥ := R™), d-dimensionalen Parameteraum © C R4 und gegebener WMF oder WDF py fiir alle § € © aus.
v = (v1,...,V,) bezeichnet die zu M gehérende Stichprobe unabhingig und identisch verteilter Zufallsvariablen,

es gilt also v1 ~ Py und v; ~ Py firallet =1, ...,n.

Fiir einen Messraum (X, S) sei 7: Y — X ein Schatzer von 7: © — X. Wir betrachten Erwartungswerts- Varianz-,
und Standardabweichungsschitzer, also Schatzer fiir

T7:0 =X, 0 7(0) mit 7(0) := Eg(vy), 7(0) := Vg(vy), und 7(0) := Sy(vy) (24)
respektive, sowie Parameterschatzer, also Schatzer fiir
T:0 =%, 7(0):=0. (25)

In der Folge fiihren wir Frequentistische Schitzereigenschaften ein. Frequentistische Schatzereigenschaften betrachten
die Verteilung der Schatzwerte in Abhangigkeit von der Verteilung der Stichprobennwerte. Weil die Stichprobenwerte
zufllig sind, sind auch die Schitzwerte zufillig; ein Schitzer 7 ist also immer eine eine Zufallsvariable. Wir unter-
scheiden zwischen Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben, das heiBt Eigenschaften von 7 fiir ein fixes n € N
und Asymptotischen Schitzereigenschaften, das heiBt Eigenschaften von 7 fiir unendlich groB werdende Stichproben
mit n — oo.
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Wir betrachten in der Folge zwei Aspekte von Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben:

(1) Erwartungstreue
(2) Varianz und Standardfehler

Intuitiv haben diese folgende Bedeutungen: Ein Schitzer 7 heiBt erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert dem
wahren, aber unbekannten, Wert 7(6) fiir alle & € © gleicht. Die Varianz eines Schatzers 7 ist die Varianz der
Zufallsvariable 7(v). Der Standardfehler eines Schitzers 7 ist die Standardabweichung der Zufallsvariable 7(v).

Fiir folgende Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben verweisen wir auf das Vorlesungsskript:

(1) Mittlerer Quadratischer Fehler
(2) Cramér-Rao Ungleichung

Intuitiv haben diese folgende Bedeutungen: Der mittlere quadratische Fehler von 7 ist der Erwartungswert der
quadrierten Abweichung von 7(v) von 7() iiber Stichproben vom Umfang n. Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine
untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer Schatzer an. Ein erwartungstreuer Schitzer mit Varianz gleich der
in der Cramér-Rao-Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die kleinstmégliche Varianz aller erwartungstreuen

Schatzer und ist in diesem Sinne ein optimaler Schatzer.
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Definition (Fehler, Systematischer Fehler, und Erwartungstreue)

v sei die Stichprobe eines Frequentistischen Inferenzmodells und 7 sei ein Schéatzer fiir 7.

® Der Fehler von T ist definiert als

7(v) — 7(0). (26)
® Der systematische Fehler (Bias) von 7 ist definiert als
B(7) := Ey(7(v)) — 7(6). (27)
® 7 heiBt erwartungstreu (unbiased), wenn
B(7) = 0< Ey(7(v)) = 7(0) fir alle # € © und alle n. € N. (28)

Andernfalls heiBt 7 verzerrt (biased).

Bemerkungen

® Der Fehler hingt von einer Realisation der Stichprobe ab.
® Der systematische Fehler ist der erwartete Fehler iiber viele Stichprobenrealisationen.

® Ein Parameterschitzer ist erwartungstreu, wenn Eg(6(v)) = 6.
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Theorem (Erwartungstreue von Stichprobenmittel und -varianz)

v = (vy,...,0,) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann gelten

® Das Stichprobenmittel
1
D= = Z v, (29)
® =

ist ein erwartungstreuer Schitzer des Erwartungswerts Eq(v,).

® Die Stichprobenvarianz

1 n
2. 52
5% := — ;(Uz v) (30)

ist ein erwartungstreuer Schatzer der Varianz V(v ).
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Beweis

Mit der Linearitdt von Erwartungswerten ergibt sich zunachst ergibt sich dann

1 n 1 T 1 n 1
Eg(v) = Ey (f Zw) = =D (i) = D Ey(v1) = —nky (v1) = Eg (7).
n 4 n 4 n 4 n
i=1 i=1 i=1
Dies zeigt die Erwartungstreue des Stichprobenmittels als Schatzer des Erwartungswertes.

Um die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz zu zeigen, halten wir zunachst fest, dass

_ 1 & 1 & 1 & 1 Vg (v1)
Vo) =Vp [ =D v | = =5 D Vo(v) = =5 > Vg (v1) = —5nVg (vq) = 222
ntia nia " "

mia
Weiterhin gilt
2 2 Z 5 5
D —0)° =) (v —Eg(v1))? —n(d—Eg(v1))?,
i=1 i=1
weil
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

(v; — Eg(v1) — 0+ Eg(v7))?

M=
M:

(v; —0)" =

I
I
-

(v = Eg(v1)) — (8= Eg(v7)))?

Il
vM:

Il
-

(v; —Eg(vq) > +

I
M:

n
(v; — Eg(v1))? — 2(0 — Eg(vy (v—Eg(vy))
=1

Il
-

i

1

v *"[59(1)1)) +n(v—Ep(v7))? (31)

I
sz

I
-

=1

n

(v; —Eg(v1))* — 2(5— Eg(v1)

( ) (
v —Eg(v1))? = 2(0 — Eg(v1)) (
o-cuon)

Zv ) —nEg(vy > +n(D - Eg(v1))?

Il
—_

3

(v; = Eg(v1))? —2n(0 — Eg(v1))? + n(v — Eg(v1))?

I’
-

v; —Eg(v1))? —n(v — Eg(v))2.

I
sz

I
-
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Es ergibt sich also

Eg (('n -1 52> =1[y <Z(1)l —v) )
(Zm —Eg(v1))? —n(0— [Eg<v1>>2)

=3 By ((w; — Eg(v1))?) —nEp ((©— Eg(v1))?)

i=1
=nVg(v1) —nVe(0)
=nVy(vy) — TL\/G(T’UI)
=nVy(v1) =Vp(v1)
= (n—1)Vy(v1)

SchlieBlich ergibt sich

Fa(5) = By (5 (0= 18%) = —25 g (0= 1)8%) = 25 (1= DVo(vn) = V(1)

und damit die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz als Schitzer der Varianz. [m}
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Theorem (Verzerrtheit der Stichprobenstandardabweichung)

v = (vy,...,v,) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann ist die Stichproben-
standardabweichung

S =52 (32)

ein verzerrter Schatzer der Standardabweichung Sy (v;).

Beweis

Wir halten zunachst fest, dass /- eine strikt konkave Funktion und o2 > 0 ist. Dann aber gilt mit der Jensenschen
Ungleichung E(f(§)) < f(E(£)) fiir strikt konkave Funktionen, dass

Eg(S) = Eg (V5?) < \/Eg(52) = VVp(v1) = Sp(v1)- (33)
]

Bemerkung

® Nichtlineare Transformationen von erwartungstreuen Schatzern liefern oft verzerrte Schatzer.
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Simulation von vy, ..., 015 ~ N(p,0%) mit n =12, p = 1.7, 02 =2, 0 ~ 1.41

# Modellformulierung

mu =
sigsqr =
n =
nsim =
y_bar =
s_sqr =
s

# Simulationsiterationen

1.7

2

12

leb
rep(NaN,nsim)
rep(Nal,nsim)
rep(NalN,nsim)

for(sim in 1:nsim){

wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Stichprobengroesse n

Anzahl der Simulationen

Stichprobenmittelarray

Stichprobenvarianzarray
Stichprobenstandardabweichungarray

#* HHEH R H R

# Stichprobenrealisation von \ups_1,...,\ups_{12}
= rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))

y

# Erwartungswert-, Varianz-, Standardabweichungschaetzer

y_bar[sim] = mean(y)

s_sqrsim] = var(y)

s[sim]

¥

# Erwartungswertschaetzung

= sd(y)

# Stichprobenmittel
# Stichprobenvarianz
# Stichprobenstandardabweichung

E_hat_y_bar = cumsum(y_bar)/(1:nsim) # \mathbb{E}(\bar{\ups}) Schaetzungen
E_hat_s_sqr = cumsum(s_sqr)/(1:nsim) # \mathbb{E}(S"2) Schaetzungen
/(1:nsim) # \mathbb{E}(S) Schaetzungen

E_hat_s

= cumsum(s)
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Simulation von vy,..., 015 ~ N(pt,0%) mit n =12, p= 1.7, 02 =2, o0 ~ 1.41

22 7

— E( E) — E(s?) Vv(u) E(s) s(u)

2.0 J“\M'V

18 4

16 4

14 —

2e+04 de+ 6e+04 8e+04 le+05
Anzahl an Realisierungen von vy, ---U;,
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Definition (Varianz und Standardfehler)

v := (vy,...,v,) die Stichprobe eines Frequentistischen Inferenzmodells und 7 sei ein Schitzer von

T.
® Die Varianz von T ist definiert als
Vo(7) := By ((F(v) — Ep(7(v)))?) - (34)
® Der Standardfehler von 7T ist definiert als
SE(7) := /Yy (7) (35)
Bemerkungen

® Die Varianz eines Schitzers 7 ist die Varianz der Zufallsvariable 7(v).

® Der Standardfehler eines Schitzers 7 ist die Standardabweichung von 7(v).
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Theorem (Standardfehler des Stichprobenmittels)

v := (vy, ..., v, ) sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells. Dann ist der Standardfehler
des Stichprobenmittels gegeben durch

SE(8) = = 2. (36)
Beweis
Per definitionem und mit Vy(0) = Vg(vq)/n, ergibt sich
) = = _ [Yo(v1) _ Sg(v1)
SE(v) = \/Vy(0) = e (37)

Bemerkungen

® Der Standardfehler des Mittelwerts beschreibt die Variabilitat des Stichprobenmittels.
® Da Sy(vq) unbekannt ist, ist auch SE(0) unbekannt.

® Ein verzerrter Schatzer fiir den Standardfehler des Stichprobenmittels ist gegeben durch SAE({;) =TI
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Beispiel (Standardfehler des Bernoulli Parameter Maximum-Likelihood Schatzes)

Es sei v := (vy,...,v,) die Stichprobe eines Bernoullimodells und jiM" der Maximum-Likelihood-
Schétzer fur p. Dann ist
~ 1—
SE (aMY) = % (38)
Beweis
Es gilt

3 V#(U,L):\/L;“):\/w7 (39)

i=1 n

1 ¢ 1
AMLY oMLYy — —
SE(H )7 Yy (& )7¢\/“ (;z:lvl> = J ol
i=
wobei die dritte Gleichung mit der Unabhangigkeit der v;,72 = 1,...,n und die vierte Gleichung mit der Varianz
V(v1) =V, (v;) = u(l —p),i=1,...,n der Bernoulli Stichprobenvariablen folgt.

Bemerkung

AML(1—ML)
n

® Ein Schatzer fiir den Standardfehler SE (;ZML> ist SE (/lML) =
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Schéatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Simulation von vy, ...,v,, ~ Bern(y) mit pn = 0.4

# Modellformulierung

set.seed(0) # Zufallszahlengeneratorzustand
mu =0.4 # wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
n_all ¢(20,100,200) # Stichprobenumfénge
ns led # Anzahl der Simulationen
mu_hat_ML = matrix(rep(NaN, length(n_all)+ns), # Maximum-Likelihood Schatzearray
nrow = length(n_all))
# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n_all)){
# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns)
y = rbinom(n_all[il,1,mu) # Stichprobenrealisation von y_1,...,y_n
mu_hat_ML[i,s] = mean(y) # Stichprobenmittel

Die Varianz bzw. der Standardfehler von M hingen von n ab.

n=20 n =100 n =200
2500 2500 2500
2000 2000 2000
1500 1500 1500
1000 1000 1000
500 500 500
0 T T T T 1 0t T T T T 1 0t T T T T 1
0.0 02 04y 0.6 08 10 0.0 02 0.4 qu 0.6 08 10 0.0 02 04 i 0.6 08 10
iy b
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Asymptotische Schatzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Vorbemerkungen zu Asymptotischen Schatzereigenschaften
Dieser Abschnitt ist eine Kurzeinfiihrung in die Asymptotische Statistik (AS).
Die AS befasst sich mit dem Verhalten von Statistiken bei groBen Stichproben.

Methoden der AS werden benutzt, um

® qualitative Schatzereigenschaften zu studieren und

® Schéatzereigenschaften fiir groBe Stichprobenumfange zu approximieren.

Moderne Stichproben sind iiblicherweise groB.
Die Methoden der AS sind also praktisch einsetzbar und gerechtfertigt.

Vaart (1998) gibt eine ausfiihrliche Einfiihrung in die AS.
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Asymptotische Schatzereigenschaften

Wir betrachten im Folgenden drei asymptotische Schitzereigenschaften:

(1) Asymptotische Erwartungstreue
(2) Konsistenz

(3) Asymptotische Normalverteilung

Um zu betonen, dass in diesem Abschnitt die Eigenschaften eines Schitzers 7 vom Stichprobenumfang abhingen,
schreiben wir im Folgenden 7,, . Intuitiv haben obige asymptotische Schitzereigenschaften folgende Bedeutungen: Ein
Schitzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn der Erwartungswert von 7,, fiir groBe Stichprobenumfinge
n — oo gleich dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) ist. Ein Schatzer 7,, fiir 7 heiBt konsistent, wenn
fiir groBe Stichprobenumfinge n — oo die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 7,, vom wahren, aber unbekannten,
Wert 7(6) abweicht, beliebig klein wird. Ein Schatzer 7,, fir 7 heiBt asymptotisch normalverteilt, wenn fiir groBe
Stichprobenumfiange n — oo, die Verteilung von 7,, durch eine Normalverteilung gegeben ist.

Fiir folgende asymptotische Schitzereigenschaften verweisen wir auf das Vorlesungsskript:
(1) Asymptotische Effizienz
Intuitiv hat diese die folgende Bedeutung: Ein Schatzer 7,, fiir 7 heiBt asymptotisch effizient, wenn fiir groBe

Stichprobenumfinge n — oo die Verteilung von 7,, durch eine Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
7(0) und Varianzparameter gleich der Cramér-Rao-Schranke gegeben ist.
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Definition (Asymptotische Erwartungstreue)

v sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 7,, sei ein Schatzer fir 7. 7,, heiBt

asymptotisch erwartungstreu, wenn

lim Ey(%,(v)) = 7(0) fir alle 0 € ©. (40)

n—oco
Bemerkungen

® Asymptotisch erwartungstreue Schitzer sind fiir “unendlich groBe" Stichproben erwartungstreu.
® Erwartungstreue Schatzer sind immer auch asymptotisch erwartungstreu.
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Theorem (Asymp. Ewartungstreue des Varianzparameterschitzers)

v := (vy,...,v,) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit Varianzparameter 2. Dann
ist der Maximum-Likelihood-Schatzer von o2,

n

oML 1 = @
2 o= = ) — U, 41
" =23 wi— ) (41)

i=1

nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwartungstreu.

Beweis

Mit der Erwartungstreue der Stichprobenvarianz ergibt sich

ML 1 & 2 1 u 2 n—1 ¢
52 _ (v; — O 21 os — )2 ] = 2
[Eu,az (crn, ) = [Eu,az (; rzl (Wi=on)" | = E, 2 Z (vi—op)” | = ——¢

i=1

oML oML | . . . . "
Also gilt [E“_’gg (0’% ) # 02, 62 st also ein verzerrter Schatzer von o2. Allerdings gilt (n — 1)/n — 1 fiir
n — 00, so dass 1 1
~oML . n P . n—
lim E o (a?, ) = lim 02 =02 lim —— =o2. (42)
n—oo M0 v n—o00 n n—00 n
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation von vy, ...,v, ~ N(u,0?) mit p=1, 02 =2

# Modellformulierung

mu =
sigsqr =
n
ns
sigsqr_ml =

1

2

seq(1,100, by = 2)

1e3

matrix(

rep(NaN, length(n)*ns),
ncol = length(n))

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n)){

# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){

# Stichprobenrealisation
= rnorm(n[il, mu, sqrt(sigsqr))

y

# \hat{\sigma~2}"{ML}

sigsqr_ml[s,i]

¥
E_sigsqr_ml

= colMeans(sigsqr_ml)

# wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
# wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

# Stichprobengroessen

# Anzahl Simulation pro Stichprobengroesse

# \hat{\sigma~2}"{ML} Array

= ((n[il-1)/n[i])*var(y)

# Erwartungswertschaetzung
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation von vy, ...,v, ~ N(p,0?) mit p =1, 02 =2
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Definition (Konsistenz)

v sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 7,, sei ein Schatzer von 7. Eine Folge
von Schitzern 7;,7,,... wird dann eine konsistente Folge von Schitzern genannt, wenn fiir jedes
beliebig kleine € > 0 und jedes 6 € © gilt, dass

lim Py (17, (v) — 7(6)] > €) = 0. (43)

n—o0

Wenn 7,75, ... eine konsistente Folge von Schatzern ist, dann heiBt 7,, konsistenter Schitzer.

Bemerkungen

® Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7,, (v) beliebig nah bei 7(0) liegt, groB.
® Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7,, (v) von 7(6) abweicht, klein.
® Diese Eigenschaften gelten fiir alle moglichen wahren, aber unbekannten, Parameterwerte.
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation der Konsistenz von ©,, bei vy, ...,v, ~ N(u,0%) mit u =1, 02 =2

# Modellformulierung

mu =1 # w.a.u \mu Wert

sigsqr = 2 # w.a.u. \sigma"2 Wert

n = seq(1,1e3,by = 10) # Stichprobengroesse n

eps = c(0.15, 0.10, 0.05) # \epsilon Werte

ne = length(eps) # Anzahl \epsilon Werte

nn = length(n) # Anzahl Stichprobengroessen
ns = 1000 # Anzahl Simulationen

E = array(rep(NaN,nn*ne*ns) ,dim = c(nn,ne,ns)) # Ereignisindikatorarray

# Simulation
for(e in seq_along(eps)){
for(i in seq_along(n)){
for(s in 1:ns){

\epsilon Iterationen
n Iterationen
Simulationsiterationen

* 3

# Stichprobenrealisationen

y = rnorm(n[il, mu, sqrt(sigsqr))

if (abs(mean(y) - mu) >= epslel){ # |y_bar - \mu)| \ge \epsilon
Eli,e,s] =1

} else { # |y_bar - \mu)| < \epsilon

Eli,e,s] = 0

}

# Schaetzung von \mathbb{P}(|\hat{\tau}_n(\ups)-\tau(\theta)| \ge \epsilon)
P_hat = apply(E, c(1,2), mean)
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation der Konsistenz von ¥, bei vy, ..., v, ~ N(u,0%) mit p =1, 02 =2

0 200 400 600 800 1000
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Definition (Asymptotische Normalitat)

v sei die Stichprobe eines parametrischen Produktmodells und 5” sei ein Parameterschatzer fiir
0. Weiterhin sei § ~ N(u,0?) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswertparameter
und Varianzparameter ¢2. Wenn én in Verteilung gegen 7] konvergiert, dann heiBt én asymptotisch

normalverteilt und wir schreiben

O ~ N(u, 0%). (44)

Bemerkung

® Konvergenz in Verteilung heiBt 1im,, o P, (0,,) = P(0).
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation der asymptotische Normalverteilung des ML Bernoulliparameterschatzers

# Modellformulierung

mu =0.4 # w.a.u. Parameterwert
n_all = c(lel,5el,1e2) # Stichprobengroesse n

ns = led # Anzahl der Simulationen
mu_hat_ML = matrix( # ML Schaetzerarray

rep(NaN,
length(n_all)*ns),
nrow = length(n_all))

mu_hat_ML_r = 1le3 # ML Schaetzerraumaufloesung
mu_hat_ML_y seq(O,l,len = mu_hat_ML_r) # ML Schaetzerraum
mu_hat_ML_p = matrix(rep(NaN, length(n_all)*mu_hat_ML_r), # ML WDF Array

nrow = length(n_all))

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n_all)){

# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){

#*

= rbinom(n_all[il,1,mu)

y Stichprobenrealisation
mu_hat_ML[i,s] = mean(y)

ML Schaetzer

#*

¥

# WDF der asymptotischen Verteilung
mu_hat_ML_p[i,] = dnorm(mu_hat_ML_y, mu, sqrt(mu*(i-mu)/n_all[i]))
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Simulation der asymptotische Normalverteilung des ML Bernoulliparameterschatzers
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Asymptotische Schatzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Theorem (Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern)

Gegeben sei in Frequentistisches Inferenzmodell mit wahrem, aber unbekannten, Parameter 6 und

ML sei ein Maximum-Likelihood-Schatzer fiir 6. Dann gilt, dass Mt
(1) nicht notwendigerweise erwartungstreu, aber

(2) asymptotisch erwartungstreu,

(3) konsistent und
(

4) asymptotisch normalverteilt ist.

Bemerkungen

® Maximum-Likelihood-Schatzer sind iiberdies asymptotisch effizient.

® Fiir einen Beweis verweisen wir auf Held and Sabanés Bové (2014), Abschnitt 3.4.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Asymptotische Schatzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs eines Parameterpunktschatzers wieder.
2. Erlautern Sie den Begriff des Parameterpunktschatzers.
3. Geben Sie Definition der Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood-Funktion wieder.
4. Geben Sie Definition des Begriffs des Maximum-Likelihood Schatzes wieder.
5. Erlautern Sie das Vorgehen zur Gewinnung von Maximum-Likelihood-Schatzern.
6. Geben Sie das Theorem zum Maximum-Likelihood-Schatzer des Bernoullimodellparameters wieder.
7. Geben Sie das Theorem zu den Maximum-Likelihood-Schitzern der Normalverteilungsmodellparameter wieder.
8. Geben Sie die Definition des Begriffs der Erwartungstreue eines Schatzers wieder.
9. Erlautern Sie den Begriff der Erwartungstreue eines Schatzers.

10. Geben Sie Definition der Begriffe der Varianz und des Standardfehlers eines Schatzers wieder.

11. Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Erwartungstreue eines Schatzers.

12. Erlautern Sie den Begriff der Konsistenz eines Schatzers.

13. Erlautern Sie den Begriff der asymptotischen Normalitat eines Schatzers.

14. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schitzern wieder.
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Selbstkontrollfragen | Losungen

1. Siehe Definition (Parameterpunktschatzer).

2. Ein Parameterpunktschitzer gibt basierend auf einer Stichprobe einen skalaren Tipp fiir den entsprechenden

wahren, aber unbekannten, Parameter an.

3. Siehe Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion).

4. Siehe Definition (Maximum-Likelihood-Schatzer)

5. Um einen Maximum-Likelihood-Schatzer zu gewinnen, formuliert man zunichst die Log-Likelihood-Funktion
und bestimmt dann die Nullstellen ihrer Ableitung als potentielle Maximumstellen. Dazu nutzt man in klassis-
chen Beispielen meist die analytische, in der Anwendung meist die numerische Optimierung.

. Siehe Theorem (Maximum-Likelihood-Schatzer des Bernoullimodells).

. Siehe Theorem (Maximum-Likelihood-Schatzer des Normalverteilungsmodells).

. Siehe Definition (Fehler, Systematischer Fehler, und Erwartungstreue).

© ® N o

Ein Schéatzer heiBt erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert mit dem von ihm geschitzten wahren, aber

unbekannten, Wert identisch ist.

10. Siehe Definition (Varianz und Standardfehler).

11. Ein Schatzer heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert fiir gegen unendlich gehende Stich-
probenumfiange mit dem von ihm geschatzten wahren, aber unbekannten, Wert identisch ist.

12. Ein Schéatzer heiBt konsistent, wenn fiir groBe Stichprobenumfinge die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Schiatzerwert vom wahren, aber unbekannten, Wert abweicht, beliebig klein wird.

13. Ein Schitzer heiBt asymptotisch normalverteilt, die Verteilung des Schatzers fiir groBe Stichprobenumfinge
durch eine Normalverteilung gegeben ist.

14. Siehe Theorem (Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzern).

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 54



Referenzen

Held, Leonhard, and Daniel Sabanés Bové. 2014. Applied Statistical Inference. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin
Heidelberg. https://doi.org/10.1007/978-3-642-37887-4.

Vaart, A. W. van der. 1998. Asymptotic Statistics. Cambridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics.
Cambridge, UK ; New York, NY, USA: Cambridge University Press.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 55


https://doi.org/10.1007/978-3-642-37887-4

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

BSc Psychologie WiSe 2023/24

Prof. Dr. Dirk Ostwald



(10) Konfidenzintervalle



Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Punktschatzung 0~6

O
/ A ’

Wahrer, aber unbekannter, . . A

Parameterwert Daten Konfidenzintervalle Py([0£¢]30)

® Py —— y=0n-y) — —F—0—01
6 0 6+¢ (€]
Hypothesentests 6 EByvs. 0 €O,

L Jii®;
@0 01 0
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter, . . A
Parameterwert Daten Konfidenzintervalle Py([0£¢]30)
14 Py — y=0r9) — ——@0f
6 0 6+¢ (€]
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardannahme Frequentistischer Inferenz
M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Zufallsvektor v. Es wird angenommen,
dass ein Datensatz y € R™ eine der moglichen Realisierungen von v ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer oder

Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : y(}) = (ygl),ygl), .u.,ynl)) mit (1) = % ZZL:1 ygl)
Datensatz (2) : y(2 ( ,yz s yg)) mit (2 = %E?:1 952)
Datensatz (3) : y(3 (y 5 2 -,yns)) mit ’y(3> = % Z?ﬂ yga)
Datensatz (4) : y(4) = ( ¢y2 s Yn ) it g = %27:1 954)

Datensatz (5) : y%)

Um die Qualitat ihrer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Inferenz deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken. Was zum Beispiel ist die Verteilung der (1), 7(2), 3(3) g(4),

also die Verteilung der Zufallsvariable ©,,?

Wenn eine Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahme “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Definition

Definition (6-Konfidenzintervall)

Es sei v die Stichprobe eines Frequentistischen Inferenzmodells mit wahrem, aber unbekannten Parameter, 6 € ©,
es sei § €]0, 1] und es seien G, (v) und G, (v) zwei Statistiken. Dann heiBt ein Intervall der Form

(V) =[Gy (v), Gy (V)] e
so dass
Py (k(v) 3 0) = Py (Gy(v) <0 < G,(v)) =6 fiir alle 6 € O gilt (2)

ein §-Konfidenzintervall fiir 6. § ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit von r(v) fiir 6 und wird Konfidenzlevel
genannt. Die Statistiken G, (v) und G,,(v) heiBen die unteren und oberen Grenzen des Konfidenzintervalls, respek-
tive.

Bemerkungen

® 0 ist fest, nicht zufallig, und unbekannt.
® x ist ein zufilliges Intervall, weil G, (v) und G, (v) Zufallsvariablen sind.

® k3 0 bedeutet 6 € k, aber & ist zufallig und steht deshalb vorn (cf. P(§ = x)).
® Ein J-Konfidenzintervall iiberdeckt den wahren Wert 6 mit Wahrscheinlichkeit §.

® Oft wird § = 0.95 gewahlt, also 95%-Konfidenzintervalle betrachtet.
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Definition

Zwei Interpretationen von d-Konfidenzintervallen

(1) Wird ein Zufallsvorgang unter gleichen Umstinden haufig wiederholt, so iiberdeckt das zuge-
hérige d-Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten Parameterwert im langfristigen Mit-
tel in §-100% der Falle. Technischer ausgedriickt, fiir unabhidngig und identisch realisierte Stich-
proben einer Verteilung mit wahrem, aber unbekannten, Parameter 6 iberdeckt im langfristigen
Mittel ein entsprechendes d-Konfidenzintervall 6 in § - 100% aller Félle.

(2) Gegeben sei eine Menge von Zufallsvorgingen mit wahren, aber unbekannten, Parametern
01,05, ... und realisierte 6-Konfidenzintervalle fiir eben jene Menge von wahren, aber unbekan-
nten Parametern 60, 0,,... Dann iiberdecken im langfristigen Mittel ¢ - 100% der Konfidenzin-
tervalle den wahren, aber unbekannten, Wert 6, fiir i = 1,2, .... Technischer ausgedriickt, fiir
unabhéngig realisierte Stichproben von Verteilungen mit wahren, aber unbekannten, Param-
etern 6,,0,, ... iiberdecken im langfristigen Mittel entsprechende d-Konfidenzintervalle 6, fiir
i =1,2,...in 6 -100% aller Falle.

Wir demonstrieren im Folgenden beide Interpretationen mithilfe von Simulationen.
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Definition

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

1) Definition des Frequentistischen Inferenzmodells

3
4

(1)

(2) Definition der Konfidenzintervallstatistik

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4)

Etablierung der Konfidenzbedingung
Beispiel

(1) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(1) Definition des Frequentistischen Inferenzmodells

v = (vq,...,,0,) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekannten Parametern

und o2 > 0. Wir entwickeln ein §-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter .

(2) Definition der Statistik

Wir betrachten die T-Konfidenzintervallstatistik

=V toe 137, -
T-—?('b u)mltm—;;%unds.— 3)

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik

Fir die T-Konfidenzintervallstatistik gilt T ~ t(n — 1), die T-Konfidenzintervallstatistik ist also
eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n — 1. Wir verzichten auf einen Beweis.
Die T-Konfidenzintervallstatistik ist eine Funktion der Stichprobe vy, ...,v,, (via v und S), wahrend
ihre Verteilung weder von p noch von o2 abhingt. Wir bezeichnen die die WDF einer t-verteilten
Zufallvariable mit ¢, die KVF einer t-verteilten Zufallvariable mit ¥ und die inverse KVF einer t-

verteilten Zufallvariable mit U1,

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 12



Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4
n =12
ns = led
res = le3

# analytische Definitionen und Resultate

y_1 = seq(3,17,1en = res)

t = seq(-4,4,len = res)

p_y_1 = dnorm(y_1,mu,sqrt(sigsqr))
p_y_bar = dnorm(y_1,mu,sqrt (sigsqr/n))
p_t = dt(t,n-1)

# Simulation

y_i = rep(Nall,ns)
y_bar = rep(NaN,ns)
Tee = rep(Nal,ns)

for(s in 1:ns){

y = rnorm(n,mu,sqrt (sigsqr))

y_ils] = yl[11

y_bar[s] = mean(y)

Tee[s] = sqrt(n)*((y_bar[s] - mu)/sqrt(var(y)))
¥

itstheorie und Fr

w.a.u. Ervartungsvertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobenunfang

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraunaufloesung

#* 3 o ow o

y_1 Raum
t Raum
y_1 WDF
y_bar WDF
t WDF

#* 3% % ® o

y_1 Array
\bar{y} Array

T Array
Simulationsiterationen

\ups_i
Stichprobenmittelrealisierung

#
#
#
#
# Stichprobenrealisierung
#
#
# T-Statistik Realisierung

istische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 13



Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

vi~N(10,4), i=1, -, 12 0~N(10,1/3)
0.5 0.8
04 0.6
0.3

0.4

0.2
01 0.2
0.0 0.0

4 6 8 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14 16 -4 -2 0 2 4

Y1 o t
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

Fiir 6 €]0, 1 seien

1—-90 1+9
ty =0t ( ;71—1) und ty := U1 (i;n—l> (4)
2 2
Es gilt dann (1 4+ §)/2 — (1 — §)/2 = & und zum Beispiel gilt fir n = 5 und § = 0.95, ¢; =
T1(0.025;4) = —2.57 und t, = U71(0.975;4) = 2.57. Weiterhin gilt mit der Symmetrie von

t(n—1), t; = —t,. Es gilt hier also per Definition P (—t, < T < t,) = 4.

t Y
0.4 1.0 -
(1+3)/2
0.8
0.3
0.6
0.2
5 0.4
01 0.2
-t t :
2 2 1-9)/2| -t t
0.0 T T T i 0.0 T T T 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

Mit der Definition von t, wie oben folgt dann aber
S=P(—ty <T < ty)

R

—ty < ?"(mmgz

S
Sty <D p < =t
D u7ﬁ2

~—

7’[)7it2S7‘uS77+ ) t2) ®)
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Theorem (Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter)

Gegeben sei das Normalverteilungsmodell
U1y eeey Uy ~ N, 02) (6)

mit wahren, aber unbekannten, Parametern p und U‘Q, es sei § €]0, 1 und es sei
1+6
ts =01 (%;n71)< (7)

mit der inversen KVF W~ einer t-verteilten Zufallsvariable. Dann gilt fiir das Intervall

() = [1’)7 \%t&,m \%t(,} i ®)

mit dem Stichprobenmittel und der Stichprobenstandardabweichung

9

respektive, dass
(10)

Bemerkung

® Der Beweis dieses Theorems ist durch obige Konstruktion gegeben.
® k ist ein zufalliges Intervall, weil © und S Zufallsvariablen sind.
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Simulation der ersten Interpretation eines Konfidenzintervalls

# Modellformulierung

set.seed(1) # random number generator seed
mu S 2 # w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr =1 # w.a.u. Varianzparameter

sigma = sqrt(sigsqr) # w.a.u. St.Abweichungsparameter
n =12 # Stichprobenumfang

delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi™-1((\delta + 1)/2, n-1)

# Simulation

ns = le2 # Anzahl Simulationen

y_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray

8 = rep(NaN,ns) # St.Abweichungsarray

kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray

for(i in 1:ns){
y = rnorm(n,mu,sigma) # Stichprobenrealisierung
y-bar[i] = mean(y) # Stichprobenmittel
S[i] = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
kappali,1] = y_bar[i] - (S[il/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
kappali,2] = y_bar[i] + (S[i]l/sqrt(n))#*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Simulationen



Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

# Anzahl Simulationen mit \theta_1, \theta_2,...

set.seed(2)

ns = le2

# Modellformulierung

mu = 2 x seq(0,1,len = ns)
sigsqr =1

sigma = sqrt(sigsqr)

n =12

delta = 0.95

t_delta = qt((1+delta)/2,n-1)

# Simulation

y_bar = rep(NaN,ns)
S = rep(Nal,ns)
kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)
for(i in 1:ms){
y = rnorm(n,mu[i],sigma)
y_bar[i] = mean(y)
S[i] = sd(y)
kappa[i,1] = y_bar[i] - (S[il/sqrt(n))+*t_delta
kappali,2] = y_bar[i] + (S[i]/sqrt(n))+*t_delta

* 3

LR

*+ O3 o H

itstheorie und Fr

random number generator seed
Anzahl Simulationen

w.a.u. Erwartungswertparameter
w.a.u. Varianzparameter

w.a.u. St.Abweichungsparameter
Stichprobenumfang
Konfidenzbedingung
\Psi“-1((\delta + 1)/2, n-1)

Stichprobenmittelarray
St.Abweichungsarray
Konfidenzintervallarray

Stichprobenrealisierung
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung
untere Konfidenzintervallgrenze
obere Konfidenzintervallgrenze
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

u=2 ¢°=2, n=12, $=0.95
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

[ —

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

i BDI.Reduktion

1 -1
2 3
3 -2
4 9
5 3
6 -2
7 4
8 5
9 5
10 1
11 9
12 4
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion v; der iten von n Patient:innen legen wir das Modell
v, = p+e; mite; ~N(0,02) wiv. firi=1,...n (11)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion v, der iten Patient:in also mithilfe einer liber die
Gruppe von Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion 1 € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung ¢; erklart

Wie gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum Normalverteilungsmodell
Uty U ~ N 02). (12)
Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fiihren dann auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte ;1 und o2?
(2) Wie kann im Sinne einer Intervallschiatzung eine méglichst sichere Schatzung von  gelingen?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt 4 # 0 ?
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Wir haben in (10) Parameterschatzung gesehen, dass unverzerrte Schatzer fiir den Erwartungswertparameter p und
den Varianzparameter o2 durch das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz gegeben sind.

mu_hat = mean(y) # Stichprobenmittel als Erwartungswertparameterschétzer

sigsqr_hat = var(y) # Stichprobenvarianz als Varianzparameterschétzer

Es sind also 2 = 3.17 und 52 = 13.8 sinnvolle Tipps fir g und o2 basierend auf den vorliegenden 12 Datenpunkten.

Um eine méglischst sichere Schitzung fiir jv zu erlangen, geht die Frequentistische Inferenz zur Intervallschitzung
mithilfe von d-Konfidenzintervallen iiber, fiir die die assoziierte Unsicherheit dann ein ein pradefiniertes Level von 1 -
& hat, im langfristigen Mittel {iberdeckt ein angegebenes §-Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten Param-
eterwert in (nur) 1—6- 100 von 100 Fillen nicht. Fiir ein groBes 6 wie § = 0.95 ist die mit dieser Intervallschitzung

assoziierte Sicherheit also eher hoch, die assoziierte Unsicherheit eher gering.
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

# Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter

delta = 0.95 # Konfidenzlevel

n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)
y_bar = mean(y) # Stichprobenmittel

s = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
mu_hat = y_bar # Ervartungsvertparameterschatzer
mu_hat_u = y_bar - (s/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
mu_hat_o = y_bar + (s/sqrt(n))*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze

Das 0.95-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter ist [0.80, 5.52]. Im langfristigen Mittel iiberdeckt so

berechnetes Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter in 95 von 100 Faillen.
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs eines §-Konfidenzintervalls wieder.

2. Erlautern Sie die zwei Interpretationen eines d-Konfidenzintervalls.

3. Erlautern Sie die typischen Schritte zur Konstruktion eines §-Konfidenzintervalls.

4. Geben Sie das Theorem zum 6-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung wieder.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

1. Siehe Definition (d-Konfidenzintervall).

2. Siehe Folie 9, Zwei Interpretationen von d-Konfidenzintervallen.

3. Siehe Folie 10, Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen.

4. Siehe Theorem (Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter).
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(11) Hypothesentests



Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Punktschatzung 0~6

O
/ A ’

Wahrer, aber unbekannter, . . A

Parameterwert Daten Konfidenzintervalle Py([0£¢]30)

® Py —— y=0n-y) — —F—0—01
6 0 6+¢ (€]
Hypothesentests 6 EByvs. 0 €O,

L Jii®;
@0 01 0
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardproblemstellungen und Standardannahme Frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter, Dat
Parameterwert Lol
@ Py —— y=0n-)
6 (]
Hypothesentests 6 EByvs. 0 €O,
0 0, o
Realitat Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardannahme Frequentistischer Inferenz
M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Zufallsvektor v. Es wird angenommen,
dass ein Datensatz y € R™ eine der moglichen Realisierungen von v ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer oder

Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : y(}) = (ygl),ygl), .u.,ynl)) mit (1) = % ZZL:1 ygl)
Datensatz (2) : y(2 ( ,yz s yg)) mit (2 = %E?:1 952)
Datensatz (3) : y(3 (y 5 2 -,yns)) mit ’y(3> = % Z?ﬂ yga)
Datensatz (4) : y(4) = ( ¢y2 s Yn ) it g = %27:1 954)

Datensatz (5) : y%)

Um die Qualitat ihrer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Inferenz deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken. Was zum Beispiel ist die Verteilung der (1), 7(2), 3(3) g(4),

also die Verteilung der Zufallsvariable ©,,?

Wenn eine Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahme “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests

Man hat einen Datensatz ¥, ..., ¥, vorliegen und nimmt an, dass es sich dabei um die Realisation einer Stichprobe
handelt, zum Beispiel von v1, ...,v,, ~ N(i,02). Man berechnet basierend auf dem Datensatz eine Teststatistik,
zum Beispiel das anhand der Stichprobenstandardabweichung s und dem Stichprobenumfang n normalisierte Stich-
probenmittel ¥, \/ﬁg

Man fragt sich, wie wahrscheinlich es wire, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik
unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren. Dabei meint man mit Nullmodell intuitiv ein Wahrschein-
lichkeitsverteilungsmodell, bei dem kein “interessanter Effekt” vorliegt, also zum Beispiel 1 = 0 gilt. Die
Wahrscheinlichkeit ist dabei natiirlich Frequentistisch zu verstehen, also als idealisierte relative Haufigkeit, tiber viele

viele Stichprobenrealisationen.

Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren groB, so sagt man sich “Nunja, dann ist es wohl ganz plausibel, dass das
Nullmodel die Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “nicht-signifikanten Ergebnis”.
Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren dagegen klein, so sagt man sich “Aha, dann ist es wohl nicht so plausibel,
dass das Nullmodel die Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “signifikanten Ergebnis”.

Wie immer in der Frequentistischen Statistik weiB man nach Durchfiihrung dieser Prozedur nicht, ob in einem
konkret vorliegenden Fall nun wirklich das Nullmodel oder ein anderes Modell den Datensatz generiert hat. Man
kann aber durch die entsprechende Konstruktion der Prozedur sicherstellen, dass man im langfristigen Mittel sinnvolle

Entscheidungen trifft, wenn die Annahmen der Prozedur zutreffen und man die Prozedur sehr oft wiederholt.
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Testhypothesen und Tests

Definition (Testhypothesen und Testszenario)
Gegeben sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Stichprobe v, Ergebnisraum Y und Parameter-
raum ©. Weiterhin sei {©, 0, } eine Partition des Parameterraums, so dass
©=0,U0, und ©,N 6, = 0. (1)
Dann ist eine Testhypothese eine Aussage liber den wahren, aber unbekannten, Parameterwert 6 in
Hinblick auf die Untermengen ©( und ©; des Parameterraums. Speziell werden die Aussagen
® 0 € O, als Nullhypothese und

® 0 € ©, als Alternativhypothese

bezeichnet. Der Einfachheit halber bezeichnet man auch ©, und ©, direkt als Nullhypothese und
Alternativhypothese, respektive. Die Einheit aus Frequentistischem Inferenzmodell und Testhypothe-

sen wird als Testszenario bezeichnet.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Einfache und zusammengesetzte Testhypothesen)

Fiir die Testhypothesen ©; mit i = 0,1 gilt:
® Enthalt ©; nur ein einziges Element, so heiBt ©, einfach.

® Enthélt ©, mehr als ein Element, so heiBt ©; zusammengesetzt.

Bemerkungen
® Die Nullhypothese ©g = {0} ist ein Beispiel fiir eine einfache Hypothese.

® Bei einer einfachen Hypothese ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von v genau festgelegt.

® Bei einer zusammengesetzten Hypothese ist nur die Verteilungsklasse von v festgelegt.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 10



Testhypothesen und Tests

Definition (Einseitige und zweiseitige Testhypothesen)

Gegeben sei ein Testszenario mit eindimensionalem Parameteraum © := R und es sei §, € ©.

® Dann werden zusammengesetzte Nullhypothesen der Form © :=| — 00, 6] oder © := [6;, oo[
einseitige Nullhypothesen genannt und auch in der Form H, : 6 < 6, bzw. H, : § > 6,
geschrieben. Die entsprechenden Alternativhypothesen haben dabei die Form ©; :=]f,, co[
bzw. ©; :=] — 00, 6|, auch geschrieben als H; : 0 > 0, bzw. H; : § < 6.

® Bei einer einfachen Nullhypothese der Form © := {6,}, auch geschrieben als Hj, : § = 6,
wird die Alternativhypothese ©; := © \ {6}, auch geschrieben als H; : 6 # 6,, zweiseitige
Alternativhypothese genannt.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Test)

Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Test eine Abbildung ¢ aus dem Ergebnisraum der Stich-
probe ¥ in die Menge {0, 1}, also

¢:4¥ > {0,1},y - 6(y), @)
wobei
® ¢(y) = 0 den Vorgang des Nichtablehnens der Nullhypothese und
® ¢(y) = 1 den Vorgang des Ablehnens der Nullhypothese
reprasentieren.
Bemerkung

® Weil y eine Realisation von v ist, ist ¢(y) eine Realisation von ¢(v).
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Testhypothesen und Tests

Definition (Standardtest)
Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Standardtest definiert als die Verkettung einer Teststatistik
v:9Y—=R 3)

und einer Entscheidungsregel

§:R— {0,1}. (4)

Ein Standardtest kann also geschrieben werden als

¢:=0607:Y—{0,1}. (5)

Bemerkungen
® Weil y eine Realisation von v ist, ist v(y) € R eine Realisation von ~(v).

® Weil y(y) eine Realisation von «y(v) ist, ist (§ o 7)(y) eine Realisation von (4 o ~y)(v).
® Wir betrachten in der Folge nur Standardtests.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Kritischer Bereich)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Test ¢. Dann heiBt die Untermenge K des Ergebnisraums ¥
der Stichprobe v, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, kritischer Bereich des Tests, formal

K:={yelléy) =1} 4. (6)

Bemerkungen

® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v € K} sind 4quivalent.
® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v € K} haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Ablehnungsbereich)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Standardtest ¢ mit Teststatistik 7. Die Untermenge A des
Ergebnisraums der Teststatistik, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, Ablehnungsbereich des Tests,

formal

A:={y(y) €Rlp(y) =1} CR. (7)
Bemerkungen

® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v(v) € A} sind &quivalent.
® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {y(v) € A} haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Kritischer Wert-basierte Tests)

Ein kritischer Wert-basierter Test ist ein Standardtest, bei dem die Entscheidungsregel 6 von einem
kritischen Wert k der Teststatistik mit Ergebnisraum R abhéngt. Speziell ist

® cin einseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

‘ 1 vy =k
¢:9 = {01}y = oY) = Liyyony = (8)
0 y(y) <k
® cin zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form
‘ L =k
¢4 ={0,1Ly = ¢1) = Lpzn = { ©)
0 <k

Bemerkung

® Wir betrachten in der Folge nur kritischer Wert-basierte Tests.
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Richtige Testentscheidungen und Testfehler)

Gegeben seien ein Testszenario und ein Test.

® Dann gibt es mit dem Nichtablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 0, wenn die Nullhypothese 6 € © zutrifft
und dem Ablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 1, wenn die Alternativhypothese 6 € ©1 zutrifft zwei Formen
der richtigen Testentscheidung.

® Ebenso gibt es zwei Arten von Testfehlern: Das Ablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 1, wenn die Nullhypothese
6 € © zutrifft, heiBt Typ I Fehler und das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die Alternativhypothese
6 € ©4 zutrifft, heiBt Typ /I Fehler.

Bemerkung
Testentscheidung
T
£ @) =0 o) =1
L
S =
< 3 Richtige
c
3 g 0 €6 Entscheidung Ty | Fehler
o &
el
é Richtige
£ 0 €O, Typ Il Fehler Entscheidung
=
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Testgiitefunktion)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Test ¢. Dass ist die Testgiitefunktion von ¢ definiert als
4y © = [0,1],0 = ¢4 (0) := Py(d(v) = 1). (10)

Fiir 0 € ©, heiBt g, auch Powerfunktion oder Trennscharfefunktion.

Bemerkungen
® Py bezeichnet die Verteilung von ¢ unter der Annahme v ~ Py.
® Esgilt Py(p(v) =1) =Py(v e K)=Py(y € A)
® Fiir jedes 6 € © liefert g, die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese durch ¢ abgelehnt wird.
® Bei Poweranalysen betrachtet man g, als Funktion aller Testszenario und Testparameter.
® Andert sich ¢, z.B. weil sich der kritische Wert von ¢ andert, dann andert sich q4(0).
® Im Idealfall hatte man einen Test ¢ mit
q4(0) = Py(¢p(v) = 1) = 0 fiir 6 € Og und g4 (0) = Py(p(v) =1) =1 fiir 6 € ©;. (11)
Ll

Die Testentscheidung eines solchen ¢ wire mit Wahrscheinlichkeit 1 richtig.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Intuition zur Testkonstruktion
Im Idealfall hatte man einen Test ¢ mit

45(0) = Py(¢p(v) = 1) = 0 fiir € Oy und q4(0) = Py(¢(v) =1) =1 fir 6 € ©;. (12)

= Gut sind kleine Werte von g, fiir § € ©, und groBe Werte von g, fiir 6 € ©,.
Generell gibt es Abhéngigkeiten zwischen den Werten von g, fiir € ©, und 0 € ©,:

Sei zum Beispiel ¢, der Test definiert durch ¢,(y) := O fiir alle y € Y, also der Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, niemals ablehnt. Fiir diesen Test gilt g, (6) = 0 fiir @ € ©¢. Allerdings
gilt fiir diesen Test auch g (0) =0 fir 6 € ©;.
Andersherum sei ¢, der Test definiert durch ¢y (y) := 1 fiir alle y € Y, also ein Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, immer ablehnt. Fiir diesen Test gilt q%(ﬁ) =1 fiir 6 € ©4. Allerdings
gilt fir diesen Test auch q¢b(9) =1 fir 6 € 9.

In der Konstruktion eines Tests muss also eine angemessene Balance zwischen kleinen Werten von
q, fiir 0 € ©¢ und groBen Werten von g, fiir § € ©; gefunden werden.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Intuition zur Testkonstruktion

Die populdrste Methode, eine Balance zwischen zwischen kleinen Werten von ¢ fiir § € ©, und
groBen Werten von ¢ fiir § € ©; zu finden, ist in einem ersten Schritt ein ¢ € [0, 1] zu wihlen und
sicher zu stellen, dass

44(0) < o fiir alle 6 € ©,. (13)

Eine konventionelle Wahl fiir sein solches « ist zum Beispiel o, := 0.05.

Unter allen Tests und statistischen Modellen, die Ungleichung (13) erfiillen, wird man dann einen
Test oder ein statistisches Modell auswéhlen, so dass g, (0) fiir 0 € ©, so groB wie méglich ist.

Dieses Vorgehen ist nicht alternativlos, man kann zum Beispiel auch lineare Kombinationen ver-
schiedener Fehlerwahrscheinlichkeiten minimieren. Es ist aber das in der Anwendung populdrste

Vorgehen. Wir werden uns deshalb in der Folge auf dieses Vorgehen beschranken.

Das beschriebene Vorgehen motiviert die folgenden Definitionen der Begriffe des Level-a-Tests,
des Signifikanzlevels oy (manchmal auch als nominales Niveau bezeichnet) und des Testumfangs «

(manchmal auch als effektives Niveau bezeichnet).
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Level-cy-Test, Signifikanzlevel «,, Testumfang «)

Gegeben seien ein Testszenario, ein Test ¢, seine Testgiitefunktion g, und ein «; € [0,1]. ¢ heiBt
ein Level-oy-Test, wenn gilt, dass

45(0) < o fiir alle 0 € ©. (14)

Wenn ¢ ein Level-a-Test ist, nennt man den Wert o, auch das Signifikanzlevel des Tests.
Weiterhin heiBt die Zahl
= 0) €[0,1 15
« grgl%gc%()[,] (15)

der Testumfang von ¢.
Bemerkungen
® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.

® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-a-Test, wenn o < « gilt.

® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass o = q4(6)) = [P(;0 (¢p(v) =1).
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Typ | Fehlerwahrscheinlichkeit vs. Testumfang vs. Signifikanzlevel

Bei einfacher © ist der Testumfang gleich der Wahrscheinlichkeit eines Typ | Fehlers

o 1= max q4(0) = bl 44(0) = q4(6p) = Py (d(v) =1). (16)

Bei zusammengesetzter ©, gibt es je nach Wert von 6 € O verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir
einen Typ | Fehler. Die groBte dieser Wahrscheinlichkeiten ist der Testumfang

o= max q4(0) = jmax Po(o(v) =1). 17)

Ein Test hat Signifikanzlevel o, wenn der Testumfang kleiner oder gleich a ist.

- 0) < 18
a ‘922)’0‘%()7% (18)

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gréBer als der Testumfang ist, heiBt konservativ.
Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gleich dem Testumfang ist, heiBt exakt.

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel kleiner als dem Testumfang ist, heiBt l/iberal.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Motivation des p-Wert Begriffs

Es werde ein zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test durchgefiihrt.
® H, wird abgelehnt, wenn |y(v)| > k.
Nehmen wir an, es werde y(v) = k + 1&; beobachtet.
® Das Testergebnis lautet ¢(v) = 1 < Ablehnen der Nullhypothese
Nehmen wir an, es werde y(v) = k + 100k beobachtet.
® Das Testergebnis lautet ¢)(v) = 1 < Ablehnen der Nullhypothese

Der Bericht des Testergebnis allein supprimiert potentiell interessante Information.

= Neben der Testumfangkontrolle durch beispielsweise oy = 0.05 ist es iiblich, alle Werte von o,
anzugeben, fiir die ein Level-a-Test zum Ablehnen der Nullhypothese fiihren wiirde.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (p-Wert)

¢ sei ein kritischer Wert-basierter Test. Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzlevel oy, bei welchem
man die Nullhypothese basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

Bemerkung

Eine Intuition zu dieser Definition ergibt sich im Rahmen des Einstichproben-T-Tests. p-Werte spiegeln dort
die Antwort auf die intuitive Frage wie wahrscheinlich es im Frequentistischen Sinne wére, den beobachteten
oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren.

p-Werte sind ist extrem populér, aber auch sehr umstritten.

p-Werte werden, wie Hypothesentestergebnisse generell, leider oft iiberinterpretiert.

Es gibt basierend auf dem Gesagten keinen Grund dies anzunehmen, trotzdem vorsorglich:
o p-Werte quantifizieren nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese wahr ist.
o Aufgrund von p < 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt existiert.

o Aufgrund von p > 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt nicht existiert.

p-Werte sind eine der vielen Méglichkeit ein Signal-zu-Rauschen Verhiltnis zu quantifizieren.

p-Werte sind eine der vielen Méglichkeiten, Unsicherheit zu quantifizieren.

(vgl. Wasserstein, Schirm, and Lazar (2019))
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Kommentar zum Frequentistischen Hypothesentesten in der Wissenschaft

Frequentistisches Hypothesentesten ist als Entscheidungsproblem ohne klar und explizit definierte
Entscheidungsnutzenfunktion formuliert und deshalb recht miihselig zu analysieren und zu studieren.
Es gibt sehr viel zuganglichere Theorien zu Entscheidungen unter Unsicherheit (vgl. Pratt, Raiffa,
and Schlaifer (1995), Puterman (2005), Ostwald, Starke, and Hertwig (2015))

Oberflachlich betrachtet liefern Hypothesentests einfache bindre Aussagen der Form “Die Hypothese
(Theorie) ist gegeben die Evidenz abzulehnen oder zu akzeptieren”. Solche Aussagen sind im Entschei-
dungskontext hilfreich, denn es muss etwas passieren, also eine Entscheidung getroffen werden. In der
Wissenschaft, also der menschlichen Kommunikationsstruktur iiber die Beschaffenheit der Welt, muss
aber nichts final entschieden, sondern nur das MaB an Unsicherheit {iber den gerade vorherrschenden
Theoriestand quantifiziert und kommuniziert werden. Generell sollten Fragestellungen der Grundla-

genwissenschaften deshalb gerade nicht als Entscheidungsprobleme formuliert werden.

Trotz landlaufiger Meinung das Bayesianische Herangehensweisen wie Positive Predictive Values
oder Bayes Factors hier irgendwie besser sind, ist dem nicht so, so lange die mit einer gewissen
Modellpréferenz assoziierte Unsicherheit nicht klar mitkommuniziert wird.

Und trotz alledem ist Frequentistisches Hypothesentesten in der Wissenschaftscommunity weiterhin
sehr populdr und sollte deshalb im Rahmen eines wissenschaftlichen Studiums wie der Psychologie

intellektuell durchdrungen werden.
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Einstichproben-T-Test

(1) Anwendungsszenario

(2) Frequentistisches Inferenzmodell
(3) Testhypothesen

(4) Definition der Teststatistik

(5) Verteilung der Teststatistik

(6) Testdefinition

(7) Testglitefunktion

(8) Testumfangkontrolle

(9) p-Wert

(10) Powerfunktion

(11) Praktische Durchfiihrung
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Tests

Eine Stichprobe (Gruppe) randomisierter experimenteller Einheiten.

Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N(u, %) der Datenpunkte.
1 und o2 unbekannt.

Absicht der Inferenz hinsichtlich einer Nullhypothese und einer Alternativhypothese

Anwendungsbeispiele

Pre-Post-Psychotherapie BDI Differenzanalyse einer Gruppe von Patient:innen

® 1+ pg:=0 = Evidenz fiir Depressionsymptomatikverénderung

Gruppenanalysen mit Wechsler Adult Intelligence Scale

® 1 # pg =100 = Evidenz fiir iiber- oder unterdurchschnittliche WAIS Performanz

Gruppenanalysen in der funktionellen Kernspintomographie

® 1> g =0 = Evidenz fiir regionale Gehirnaktivierung
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Hypothesen- und Testszenarien bei Einstichproben-T-Tests

Einfache Nullhypothese, einfache Alternativhypothese H : u = g, Hy : o = p1q

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)

® Praktische Relevanz eher gering
Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : 1 = pg, Hy = j1 # pg

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Hy : 1 < g, Hy = p > p

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese H : 1 > g, Hy = pp < p

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied

® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Hier betrachtetes Hypothesen- und Testszenario eines Einstichproben-T-Tests

Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : 1 = pg, Hy = j1 # pg

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
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Einstichproben-T-Test | (2) Frequentistisches Inferenzmodell

Definition (Frequentistisches Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests)

Das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests ist gegeben durch das Nor-

malverteilungsmodell
U1y ooy Uy ~ N, 0%) mit (1,0%) € R x Ry (19)

Bemerkung

® Wir erinnern daran, dass aus generativer Sicht das Normalverteilungsmodell dem Modell
vy = p+e; mitg; ~ N(0,02) firi=1,...,n (20)

entspricht.
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Einstichproben-T-Test | (3) Testhypothesen

Definition (Testhypothesen des Einstichproben-T-Tests)
Gegeben sei das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests
Uy, ooy Uy ~ N(p1,0%) mit (1,0%) € R x R (21)

und es sei © := R der Parameterunteraum des Parameters von Interesse p. Dann sind fiir den
Nullhypothesenparameterwert i, € R die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alter-
nativhypothese des Einstichproben-T-Tests gegeben durch

O == {uo}t & Ho : 1= po und Oy := R\ {po} < Hy : p # pig. (22)

Bemerkung

® st der wahre, aber unbekannte, Parameter, p ist der Nullhypothesenparameter.
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Einstichproben-T-Test | (4) Definition der Teststatistik

Definition (Einstichproben-T-Test-Statistik)

Gegeben sei das Testszenario eines Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ..., v,,, Stichprobenmittel v, Stich-
probenstandardabweichung S und Nullhypothesenparameter pg. Dann ist die Einstichproben-T-Test-Statistik

definiert als _
T:= \/ELS“O. (23)

Bemerkungen

® Wir kiirzen den Begriff Einstichproben-T-Test-Statistik z.T. auch mit ETT-Statistik ab.

® Im Gegensatz zur T-Konfidenzintervallstatistik muss bei der ETT-Statistik nicht pg = 1 gelten.

® Intuitiv kann die ETT-Statistik als mit dem Stichprobenumfang (Evidenz) gewichtetes Verhiltnis von Signal
(sytematischer Variabilitit) zu Rauschen (unsystematischer Variabilitit) verstanden werden:

VStchprobenumiang (i) /i L0 (29)

Rauschen
® Die ETT-Statistik ist eine skalare Deskription des Effekt vs. Variabilitat Verhiltnisses eines Datensatzes.
® In der ETT-Statistik wird die EffektgréBe in Einheiten der Stichprobenstandardabweichung gemessen:
o T=1%n(v—py) =18
o T'=2% /n(v—pg) =25
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Theorem (Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik)

Gegeben sei das Testszenario eines Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ..., v,,, Stichprobenmittel v, Stich-

probenstandardabweichung S, Nullhypothesenparameter 11 und Einstichproben-T-Test-Statistik definiert als

T = /nl 10, (25)
S
Dann ist T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter
d=/nt—H (26)
o

und Freiheitsgradparameter n — 1, es gilt also 7' ~ t(d,n — 1)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Definition (Nichtzentrale ¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

~ 1 2
p:R—=Reg,t = p(t) ::%/ T”T71 exp(fg)exp (7% (t(%)z 7(5> ) dr. (27)
2" I () (nm)Z

Dann sagen wir, dass T einer nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter 6 und Freiheitsgradparam-
eter n unterliegt und nennen T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nichtzentralititsparameter 5 und Freiheits-
gradparameter n. Wir kiirzen dies mit t(§,n) ab. Die WDF einer nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir
mit ¢(T';6,n). Die KVF und inverse KVF einer nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit W(-;§,n) und
W1(:;6,n), respektive.

Bemerkungen
® Eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit 6 = 0 ist eine t-Zufallsvariable.
® Esgilt also ¢(T";0,n) = t(T;n).

® Weiterhin gelten W(T’;0,n) = ¥(T;n) und U~1(T;0,n) = U1 (T;n)
® Die funktionale Form der WDF findet sich zum Beispiel in Lehmann (1986), Seite 254, Gl. (80).
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nichtzentraler ¢-Verteilungen
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Theorem (Nichtzentrale T-Transformation)

v~ N(u,1) sei eine normalverteilte Zufallsvariable, U ~ XQ(n) sei eine X2 Zufallsvariable mit Freiheitsgradparam-
eter n, und v und U seien unabhangige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
v

VU/n

eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter 1 und Freiheitsgradparameter n, also T ~ t(j, n).

(28)

Bemerkung
® Wir verzichten auf einen Beweis.

L~N(5, 1) U~-x*(s) T=u/{U/n ~1(5,5)

05 0.20 0.30
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Einstichproben-T-Test-Statistik bei n = 12,y = 3,02 =2,y = 0

U-
vy ~N(u, %) T=4n Sllo

~t(d,n-1)

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10

0.05

0.00
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Einstichproben-T-Test | (6) Testdefinition

Definition (Zweiseitiger Einstichproben-T-Test)

Gegeben seien das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests mit einfacher Null-
hypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese und 7' bezeichne die Einstichproben-T-Test-
Statistik mit Werten ¢ € R. Dann ist der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhy-
pothese und zusammengesetzter Alternativhypothese definiert als der zweiseitige kritische Wert-
basierte Test

1 Jt] >k

. (29)
0 |t|<k

¢:Y = {01}y d(y) = Lyyspy = {
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Theorem (Testgiitefunktion des Einstichproben-T-Test)

¢ sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter

Alternativhypothese. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
4 R=[0,1], pi= g (p) := 1= W(k;d,,n— 1) + U(—k;d,,n — 1), (30)

wobei U(+; d,,n— 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter

K
du = \/ETO (31)

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkungen

® Wir visualisieren die Testglitefunktion unten in Abhéngigkeit von k.
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

qy(p) = P, (¢(v) = 1) fiir 02 =9, ug=4,n=12und k=1,2,3
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
45 :R—=[0,1], i qp(p) ==Py(p=1). (32)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehérige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, benétigen wir also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen, dass

die Einstichproben-T-Test-Statistik

T = /n 10 (33)
S
unter der Annahme vy, ..., v, ~ N(u, o2) anhand einer nichtzentralen t-Verteilung t(d,,,n— 1) mit Nichtzentral-
itatsparameter
H— Ho
d, = \/HT (34)
verteilt ist. Der Ablehnungsbereich des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests ist
A =]—o00,—k]U]k, oo[. (35)
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich ergibt sich dann
a¢(p) =P, (¢ =1)
=P, (T €] — oo, —k]U]k, o)
=P, (T €] — o0, —k]) + P, (T € [k, o)
=P, (T <—k)+P,(T >k) (36)
=P, (T < —k)+ (1P, (T < k)
=1-P,(T<k)+P,(T <—k)
=1-(k;dy,n—1)+V(~k;d,,n—1),
wobei W(-; du’ n —1) die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitadtsparameter d,, und Freiheitsgrad-
parameter n — 1 bezeichnet.

O
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle fiir den Einstichproben-T-Test)

¢ sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese. Dann ist ¢ ein Level-aj-Test mit Testumfang «, wenn der kritische Wert
definiert ist durch
_ &%)
hoy =T 1(177;7171), (37)

wobei 1 (-;n — 1) die inverse KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkung

® In R kann W1 mit der Funktion qt () ausgewertet werden.
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cvp-Test ist, muss bekanntlich gy (p) < o fir alle p € {ug}, also hier
qd,(uo) < «, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max,e(uo} q¢(u), also hier
durch a = q¢(u0) gegeben. Wir missen also zeigen, dass die Wahl von k”O garantiert, dass ¢ ein Level-a-Test

mit Testumfang ) ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir u = pq gilt, dass
05(10) = 1 = W(ksdyy,m — 1) + W(—kydyyy n— 1)
=1—-W(k;0,n—1) + ¥(—k;0,n—1) (38)
=1—-¥(ksn—1)+¥(—k;n—1),

wobei W(-;d,n— 1) und ¥(-;n — 1) die KVF der nichtzentralen ¢-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d und
Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Beweis (fortgefiihrt)

Sei nun also k := k“o' Dann gilt

Gp(n0) = 1= Wlkggin —1) + W(—kgqin — 1)

=1-U(kggin—1)+ (1 - W(kgyin—1)
=2(1 = W(kqyin—1))

:2(17\1/(\1/*1 (17%%,1)77%1)) (39)
:2(171+%)

= a0,

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der t-Verteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von
k= ku(], 44 (ko) < o ist und der betrachtete Test somit ein Level-cg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der
Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = k) gleich ay ist.
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Wahl von k“o =yl (1 - QTo;n - 1) mit n = 12, o := 0.05 und Ablehnungsbereich

Yy t

10 417 %/2 _ 0.4
0.8 03
06

02
0.4
02 01

P(T
0.0 ‘ ‘ ‘ | 0.0
-4 -2 0 2 4
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Simulation
n =12
mu =0
sigsqr = 2
mu_0 =0
alpha 0 = 0.05

k_alpha_0 = qt(1-alpha_0/2,n-1)
set.seed(1)
nsim = le5

phi rep(NaN,nsim)
for(j in 1:nsim){
y = rnorm(n,mu, sigsqr)
y_bar = mean(y)
s = sd(y)
Tee = sqrt(n)*((y_bar - mu_0)/s)
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){
philjl =1
} else {
philjl = 0

3
cat("Kritischer Wert =", k_alpha_0,
"\nGeschitzter Testunfang alpha =", mean(phi))

Kritischer Wert = 2.200985
Geschétzter Testumfang alpha = 0.0493

P E E R R R E T

#*

heorie und Fre

Anzahl der Datenpunkte

wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Nullhypothesenparameter, hier \mu = \mu_0
Signifikanzlevel

Kritischer Wert

Random number generator seed

Anzahl Simulationen

Testentscheidungsarray
Simulationsiterationen

\ups_i \sim N(\mu,\Sigma), i = 1,...,n
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung
Einstichproben-T-Test-Statistik

Test 1_{\vert t \vert >= k_alpha_0}
Ablehnen der Nullhypothese

Nichablehnen der Nullhypothese
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Einstichproben-T-Test | (9) p-Wert

Theorem (p-Wert)

Gegeben sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhy-
pothese und t sei ein Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik 7". Dann gilt

p-Wert = 2(1 — ¥(|t|;n— 1)) (40)

wobei W(-;n — 1) die KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkung

® In R kann ¥ mit der Funktion pt () ausgewertet werden.
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Einstichproben-T-Test | (9) p-Wert

Beweis

Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel cyy bei dem fiir den betrachteten Test die Nullhypothese
basierend auf dem Wert von t abgelehnt werden wiirde. Im vorliegenden Fall wiirde die Nullhypothese fiir jedes o

mit
[t > w1 (17%;n71) (41)

abgelehnt werden. Fiir diese o gilt, dass

ag 2 2(1 = ¥(|tn —1)), (42)
denn

> et (1- 205 —1)

2
_ «
@‘Il(\ﬂ;nfl)z\l’(\l’ 1 (17 %;nfl) ;nfl)

20

< U(|thn—1)>1—

o
SP(T<|t)>1—- —
(T<|t) = 2 (43)

@%214}’@3\&)
& 0= PT 2 |t)

< ag > 2P(T > |t])
S g >2(1—Y(|t);n—1)).

Das kleinste o € [0, 1] mit g > 2P(T" > [¢|) ist dann entsprechend oy = 2(1 — ¥([t];n —1)).
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Einstichproben-T-Test | (9) p-Wert

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-4

t=2.26, p=0.045 t=3.81, p=0.003
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 -
-2 2 4 -4 -2 0 2 4
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Einstichproben-T-Test | (10) Powerfunktion

Definition (Powerfunktion des Einstichproben-T-Tests)

Gegeben sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhy-

pothese. Dann ist die Powerfunktion des Tests gegeben durch

7:RxN—=[0,1],(d,n) = n(d,n):=1— \Il(kao;d,nf 1) +\Il(7kao;d,n7 1) (44)

Bemerkungen
® Wir betrachten hier lediglich die Testgiitefunktion
4y R—=[0,1], p = qg(p) = 1= W(kqy;dy,n—1) + (kg3 dy,n—1) (45)
bei kontrolliertem Testumfang, also fiir
kag = U1 —ap/2;n—1) (46)

mit festem o als Funktion des Nichtzentralitdtsparameters und des Stichprobenumfangs.
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Einstichproben-T-Test | (10) Powerfunktion

Powerfunktionen des Einstichproben-T-Tests
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Einstichproben-T-Test | (10) Powerfunktion

Powerfunktionsschnitte des Einstichproben-T-Tests

m(d, n=12), 0p=0.05

n(d,n=12), 0,=0.001

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

n(d=3,n), ap=0.05

10 20 30 40 50

n(d=3,n), op=0.001

10 20 30 40 50
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Man nimmt an, dass ein vorliegender univariater Datensatz ¥, ..., %,, eine Realisierung des Frequentistischen In-

ferenzmodells vy, ..., v, ~ N(pu, 0'2) des Einstichproben-T-Tests mit wahren, aber unbekannten, Parameter p und
2 .

o >0 ist.

Man nimmt ferner an, dass man entscheiden muss ob fiir einen gewahlten Nullhypothesenparameter 1 eher die

Nullhypothese H) : po = iy oder die Alternativhypothese Hy : p # juq zutrifft.

Um den Testumfang iiber viele Wiederholungen dieser Testprozedur zu kontrollieren, wéhlt ein Signifikanzlevel o
und bestimmt den zugehdrigen kritischen Wert kao, so dass zum Beispiel bei einem Stichprobenumfang von n = 12
und der Wahl von a := 0.05 ein kritischer Wert von k o5 = 2.20 gewahlt wird.

Anhand des Stichprobenumfangs n, des Nullhypothesenparameters 11, des Stichprobenmittels © und der Stich-
probenstandardabweichung s berechnet man sodann den Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik durch

ti= B0 (47)
S

Wenn dieses fiir den vorliegenden Datensatz so bestimmte t groBer als k“O ist oder wenn t kleiner als 7’(3040 ist,
lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab. Die oben entwickelte Theorie garantiert dann,

dass man im langfristigen Mittel in héchstens o - 100 von 100 Fallen die Nullhypothese félschlicherweise ablehnt.
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Weiterhin bestimmt man basierend auf dem vorliegenden Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik den zugehdrigen
p-Wert durch
p-Wert = 2(1 — U(|t|;n —1)). (48)

Folgender R Code demonstriert dieses Vorgehen bei Annahme eines vorliegenden Datenvektors y der Lange n.

n = length(y) # Stichprobenumfang
mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter

alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel

k_alpha 0 = qt(il-alpha_0/2,n-1) # kritischer Wert

Tee = sqrt(n)*((mean(y) - mu_0)/sd(y)) # Einstichproben-T-Test-Statistik
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Testauswertung

p = 2+(1 - pt(Tee,n-1)) # p-Wert Evaluation
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Will man im Rahmen einer Studienplanung eine Poweranalyse zur Optimierung des Stichprobenumfangs im vorliegen-
den Testszenario durchfiihren, so gilt natiirlich zunichst grundsatzlich, dass mit steigendem Stichprobenumfang die
Powerfunktion des Tests ansteigt. Vor dem Gesichtspunkt der Power des Tests ist ein gréBerer Stichprobenumfang

also immer besser als ein kleinerer Stichprobenumfang.

Allerdings bleiben dabei mégliche Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs, wie zum Beispiel mégliche Risiken
fiir die Studienteilnehmer:innen, unberiicksichtigt. Weiterhin ist der Wert, den die Powerfunktion bei einem gewahlten
Stichprobenumfang immer von den wahren, aber unbekannten, Parameterwerten 1 und o, die in den Wert des
Nichtzentralitdtsparameters d einflieBen, abhangig. Wiirde man diese Werte in einem gegebenen Anwendungskontext
schon sehr genau kennen, so wiirde man vermutlich keine Studie durchfiihren wollen.

Generell wird im Rahmen der Studienplanung deshalb folgendes Vorgehen favorisiert. Zunachst entscheided man sich
fiir ein Signifikanzlevel cy zur Kontrolle des Testumfangs und evaluiert die Powerfunktion. Man iiberlegt sich dann
einen Nichtzentralititswert d*, den man mit einer Power von mindestens /3 detektieren mdchte, wobei ein typischer
konventioneller 3 = 0.8 ist. Man wertet dann die fiir einen Powerfunktionswert

n(d=d",n)=8 (49)

nétige StichprobengréBe aus.
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Aufgrund der Monotonie der Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und
zusammengesetzter Alternativhypothese im Bereich nicht-negativer Nichtzentralitdtsparameter ist dann gewahrleistet,
dass die Power des Tests fiir Nichtzentralitdtsparameter, die groBer als d* sind, gréBer oder gleich 3 sind. Folgender
R Code implementiert dieses Vorgehen zur Optimierung des Stichprobenumfangs

# Powerfunktionsbasierte Stichprobenumfangsoptimierung

alpha 0 = 0.05 # Signifikanzlevel
beta =0.8 # gewiinschter Powerfunktionswert
d_stern =3 # fester Nichtzentralititsparameter
n_min =2 # minimal betrachteter Stichprobenumfang
n_max =20 # maximal betrachteter Stichprobenumfang
n_res = le2 # Auflésung des Stichprobenumfangraums
n = seq(n_min,n_max, len = n_res) # Stichprobenumfangraum
k_alpha_0 = qt(i-alpha_0/2, n-1) # kritische Werte
pin = 1-pt(k_alpha_0, n-1, d_stern)+pt(-k_alpha 0, n-1, d_stern) # Powerfunktion
i =1 # Indexinitialisierung
n_min = NaN # minimales n Initialisierung
while(pi_n[i] < beta){ # Solange \pi(d*,n) < \beta

n_min = n[i] # Aufnahme des minimal nétigen ns

i =i+ 1} # und Erhthung des Indexes
cat("Minimal nétiges n =", ceiling(n_min)) # Ausgabe

Minimal nétiges n = 16
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Powerfunktionsbasierte Stichprobenumfangsoptimierung

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

m(d =3, n) fiir 0g=0.05, pp=0

Nopt
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Testhypothesen und Tests
Testgiitekriterien und Testkonstruktion
Einstichproben-T-Test
Anwendungsbeispiel
Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

[ —

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion v; der iten von n Patient:innen legen wir das Modell
v, = p+e; mite; ~N(0,02) wiv. firi=1,...n (50)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion v, der iten Patient:in also mithilfe einer liber die
Gruppe von Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion 1 € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung ¢; erklart

Wie gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum Normalverteilungsmodell
Uty U ~ N 02). (51)
Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fiihren dann auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte ;1 und o2?
(2) Wie kann im Sinne einer Intervallschiatzung eine méglichst sichere Schatzung von  gelingen?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt 4 # 0 ?
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

D = read.csv("./11_Daten/11_Hypothesentests.csv") # Datensatzeinlesen
y = D$dBDI # Datenauswahl
n = length(y) # Stichprobenunfang
mu_hat = mean(y) # Ervartungswertparameterschitzer
delta =0.95 # Konfidenzlevel
t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)
G_u = mean(y) - (sd(y)/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
G_o = mean(y) + (sd(y)/sqrt(n))*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze
mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter, hier \mu = \mu_0
alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel
k_alpha_0 = qt(i-alpha_0/2,n-1) # kritischer Wert
Tee = sqrt(n)*((mean(y) - mu_0)/sd(y)) # T-Teststatistik
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Test 1_{\vert t \vert >= k_alpha_0}
P = 2+(1 - pt(Tee,n-1)) # p-ert
cat ("Parameterschitzvert =", mu_hat, # Ausgabe

"\n95%-Konfidenzintervall =", G_u, G_o,

"\nSignifikanzlevel =", alpha_0,

"\nKritischer Wert k_alpha_O,

"\nTeststatistik Tee,

"\nTestwert phi,

"\np-Wert P)
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Parameterschétzwert = 3.166667

95%-Konfidenzintervall = 0.8074098 5.525923

Signifikanzlevel = 0.05

Kritischer Wert = 2.200985

Teststatistik = 2.95423

Testwert =1

p-Wert = 0.01310986

Im vorliegenden Fall wiirde man die Nullhypothese bei einem Signifikanzlevel von a = 0.05 ablehnen. Ob die

Nullhypothese zutrifft oder nicht bleibt wie der wahre, aber unbekannte, Wert von p unbekannt. Im langfristigen
Mittel wiirde man, basierend auf den zugrundegelegten Annahmen, die Nullhypothese nur in 5 von 100 Fallen

falschlicherweise ablehnen.
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Durchfiihrung mit der R Funktion t.test()

D = read.csv("./11_Daten/11_Hypothesentests.csv") # Datensatzeinlesen
y = D$dBDI # Datenauswahl
t.test(y) # Einstichproben-T-Test

One Sample t-test

data: y

t = 2.9542, df = 11, p-value = 0.01311

alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.8074098 5.5259235

sample estimates:

mean of x

3.166667

Im vorliegenden Fall wiirde man die Nullhypothese bei einem Signifikanzlevel von ay = 0.05 ablehnen. Ob die
Nullhypothese zutrifft oder nicht bleibt wie der wahre, aber unbekannte, Wert von p1 unbekannt. Im langfristigen
Mittel wiirde man, basierend auf den zugrundegelegten Annahmen, die Nullhypothese nur in 5 von 100 Fallen

falschlicherweise ablehnen.
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests)

Es sei v die Stichprobe eines Frequentistischen Inferenzmodells mit Ergebnisraum ¥ und Parameterraum ©. Weiterhin
sei fiir ein 6 €]0, 1[ mit [G, (v), G, (v)] ein 6-Konfidenzintervall fiir den wahren, aber unbekannten, Parameter 6 € ©
definiert. Dann gilt, dass der Hypothesentest definiert durch

0, [Gu(y), Go(y)] 2 6
$9:4 = {0,1},y - é(y) =={ v 0 (52)
L [Gu(),Go(y) %60
ein Hypothesentest vom Signifikanzlevel oy = 1 — § fiir die Hypothesen
Oy :={0p} und ©1 := O\ {0y}. (53)

Beweis
Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit oy = o folgt

g = o =Py (#(v) = 1) = Py ([Gy(y), Go ()] B00) = 1 — Py, (G (1), Goly)] 3 0p) = 1—6.  (54)

Bemerkung

® Mit §-Konfidenzintervallen kann man also Hypothesentests mit Signifikanzlevel oy = 1 — & konstruieren.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test)

Gegeben sei das Normalverteilungsmodell und es sei

LI - (55)
= ) — ——=1g§, U —F=1lg
K " Jn & N 5
das mithilfe von 4
ty = 1(L;n71) (56)
2
in (9) Konfidenzintervalle definierte d-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter. Dann ist der Test
0 [D—it(g b+ it(;] 5 o
¢:Y {01}y dy) =1 pe 4 (57)
1, [U*ﬁt&l’* ﬁté] Ho

ein Test der einfachen Nullhypothese Hy) : i1 = g und der zusammengesetzten Alternativhypothese Hy := p # g
mit Signifikanzlevel g =1 — 4.

Beweis

Es gilt

[PMO (p(v)=1)=1— [Pllo (p(v)=0)=1 7[}3“0 ({’U* %tg,er %t‘;} E} P‘O) =1-39. (58)
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation der Dualitdt von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test

n =12

mu =2

sigsqr =1

delta = 0.95

t_delta = qt((1l+delta)/2, n-1)
m_0  =m

set.seed(1)

ns = le2

y_bar = rep(Nal,ns)

s = rep(Nall,ns)

kappa = matrix(rep(NaN,2#ns), ncol = 2)
kfn = rep(Nall,ns)

phi = rep(NaN,ns)

for(i in 1:ns){

¥ = rnorn(n,mu_0,sqrt (sigsqr))
y_bar[il = mean(y)
shil = sy

kappali,1] = y_bar[i] - (s[il/sqrt(n))*t_delta
kappal[i,2] = y_bar[i] + (s[il/sqrt(n))*t_delta
if (kappali,1] <= mu_0 & mu_0 <= kappali,2]1){
kfn[i] = 1} else{kfn[i] = O}

if (kappal[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= kappali,2]1){
philil = 0} else{phili] = 1}}

"Geschitztes Konfidenzniveau =", mean(kfn),
"\nGeschitzter Testumfang =", mean(phi))

cat(

Geschétztes Konfidenzniveau = 0.96
Geschétzter Testumfang = 0.04

R R E E E E e T

*

*

heorie und Fre

Stichprobenumfang
wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Konfidenzlevel

\Psi~{-1}((\delta + 1)/2, n-1)
Nullhypothesenparameter bei Zutreffen von H_O
random number generator seed

Anzahl Simulationen

Stichprobenmittelarray
Stichprobenstandardabweichungarray
Konfidenzintervallarray
Uberdeckungsindikatorarray

Testarray

Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung

untere Konfidenzintervallgrenze

obere Konfidenzintervallgrenze

Uberdeckungsindikatorevaluation

Testevaluation
Ausgabe
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation der Dualitdt von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test

Konfidenzintervalle

4

2 %quﬁxﬂ,,%}rH,rH{IHI%T%r%IHr{ l{lhTﬂr%{w{lwxﬂ.h{%hh%r“ll #h}l%“%wﬂ#ﬁﬂ% 1l

R U UL L R U R R RENURB A iU b

0 T T T T T
0 20 40 60 80 100

Simulationen
Hypothesentests

1 .

() —{eessses secces sesscccccscsssscccccss sosrccccsssssscecccssssssrccccssssssceecssssssecccssss seoeee
I T T T T T
0 20 40 60 80 100

Simulationen
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Testhypothesen und Tests

Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Einstichproben-T-Test

Anwendungsbeispiel

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests.

2. Geben Sie die Definition der Begriffe der Testhypothesen und des Testszenario wieder.

3. Geben Sie die Definition der Begriffe der einfachen und zusammengesetzten Testhypothesen wieder.
4. Geben Sie die Definition der Begriffe einseitigen und zweiseitigen Testhypothesen wieder.

5. Geben Sie die Definition des Begriff des Tests wieder.

6. Geben Sie die Definition des Begriffs des Standardtests wieder.

7. Geben Sie die Definition des Begriffs des kritischen Bereichs wieder.

8. Geben Sie die Definition des Begriffs des Ablehungsbereichs wieder

9. Geben Sie die Definition des Begriffs des kritischen Wert-basierten Tests wieder.
10. Geben Sie die Definition der Begriffe der richtigen Testentscheidungen und der Testfehler wieder.
11. Geben Sie die Definition des Begriffs der Testgiitefunktion wieder.
12. Erlautern Sie die Bedeutung der Testgiitefunktion im Rahmen der Konstruktion von Hypothesentests.
13. Geben Sie die Definition der Begriffe des Level-ay-Tests und des Signifikanzlevels a wieder
14. Geben Sie die Definition des Begriffs des Testumfangs o wieder.

15. Geben Sie die Definition des Begriffs des p-Werts wieder.
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Selbstkontrollfragen - Losungen

© 0 N O

10.
11.
12.
13.
14.

15.

(
(
(
(
. Siehe Definition (Standardtest).
(
(
(
(
(

. Siehe Grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests auf Folie 6
. Siehe Definition (Testhypothesen und Testszenario).

. Siehe Definition (Einfache und zusammengesetzte Testhypothesen).

. Siehe Definition (Einseitige und zweiseitige Testhypothesen).

. Siehe Definition (Test).

. Siehe Definition (Kritischer Bereich).
. Siehe Definition (Ablehungsbereich).

. Siehe Definition (Kritischer Wert-basierte Tests).

Siehe Definition (Richtigen Testentscheidungen und Testfehler).
Siehe Definition (Testgiitefunktion).

Siehe Intuition zur Testkonstruktion auf Folien 20 und 21.

Siehe Definition (Level-ay-Test, Signifikanzlevel c, Testumfang «).
Siehe Definition (Level-cy-Test, Signifikanzlevel o, Testumfang «).

Siehe Definition (p-Wert).
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