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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable bei jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs annimmt, heiBt eine Real-
isierung der Zufallsvariable. Mithilfe eines Computers lassen sich Zufallsexperimente simulieren und Realisierungen
von Zufallsvariablen erhalten.

Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen erhalt man in R mit rnorm(), wobei die Syntax fiir Realisierungen

von n unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen &; ~ N (p, 02),1' =1,...,n durch rnorm(n,mu,sigma)
gegeben ist.
rnorm(1,0,1) # \xi_i \sim N(0,1)

[1] -0.915625

rnorm(1,10,1) # \xi_i \sim N(10,1)

[1] 9.099382

rnorm(3,5,sqrt(2)) # \xi_i \sim N(5,2), i = 1,2,3 (u.i.v.)

[1] 2.580926 4.424935 3.292730

rnorm(lel,5,sqrt(2)) # \xi_i \sim N(5,2), i = 1,...,10 (u.i.v.)

[1] 3.607981 5.815495 6.229038 2.896216 5.565196 6.618827 2.494256 3.603984
[9] 4.800696 5.106866
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Die empirische Verteilung unabhéngig und identisch simulierter Zufallsvariablenrealisationen entspricht der
Verteilung der Zufallsvariable. Die empirische Verteilung stellt man mit Histogrammen (Haufigkeitsverteilungen)
oder histogramm-basierten Dichteschatzern dar.
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

Inhalt dieser Vorlesungseinheit sind einige GesetzméaBigkeiten zur Transformation von normalverteilten Zufallsvari-
ablen. Mit Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf Zufallsvariablen sowie die arithmetische Verkniip-
fung mehrerer Zufallsvariablen gemeint. Die zentrale Fragestellung dabei ist folgende: “Wenn die Zufallsvariable &

normalverteilt ist, wie ist dann eine Zufallsvariable v, die sich durch Transformation von ¢ ergibt, verteilt?”

Fiir die in dieser Vorlesungseinheit behandelten Falle gilt, dass man explizit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir
die Verteilung der transformierten Zufallsvariable angeben kann. Diese gehdren zu den klassischen Resultaten der
frequentistischen Inferenz und sind fiir das Verstandnis von Konfidenzintervallen, Hypothesentests, und Varianzanal-

ysen essentiell.

Intuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation ihrer u.i.v. Realisierungen

klar machen. Betrachtet man z.B. £ ~ N(0, 1) und ihre Transformation v := EZ und sind
x1 = 0.10, x5 = —0.20, x3 = 0.80 (1)
drei u.i.v. Realisierungen von &, so entspricht dies den u.i.v. Realisierungen
Y1 =27 =0.01, yp = 23 = 0.04, y3 = 23 = 0.64 (2)

von v. In diesem Beispiel fallt auf, dass v keine negativen Werte annimmt, die Verteilung von v ordnet negativen
Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu.
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

# Simulationsspezifikation

n = led # Anzahl von u.i.v Realisierungen (ZVen)
mu =11 # Erwartungswertparameter von \xi
sigsqr = 2 # Varianzparameter von \xi

# Quadrieren einer Zufallsvariable
X = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr)) # Realisierungen x_i, i = 1,....,n von \xi

y =x"2 # Realisierungen y_i = x_i"2 von \ups

# Ausgabe der ersten acht Werte

print(x[1:8], digits = 2)

[1] -0.173 0.109 1.108 2.652 1.947 0.382 2.903 0.049
print(y[1:8], digits = 2)

[1] 0.0301 0.0120 1.2285 7.0314 3.7896 0.1460 8.4266 0.0024
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

Histogramm von unabhéngigen Realisierungen von §
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Vorbemerkungen

Theorem (Transformation eines Zufallsvektors)
£:Q — X sei ein Zufallsvektor und f : ' — R™ sei eine multivariate vektorwertige Funktion. Dann ist
v: Q2R we v(w) = (fe§)(w) := f(§(w)) 3)

ein Zufallsvektor.

Bemerkungen

Das Theorem formalisiert die oben etablierte Intuition, dass die Anwendung einer (deterministischen) Funktion

auf eine zufallige GroBe im Allgemeinen wieder eine zufillige GréBe ergibt. Wir verzichten auf einen Beweis.

® In einem Beweis miisste die Messbarkeit von v als Folge der Messbarkeit von £ nachgewiesen werden.
® Im Folgenden ist oft X' :=Rund f: R — R.
® Wir schreiben in diesem Fall in der Regel einfach v := f(&) und nennen v die transformierte Zufallsvariable.
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Vorbemerkungen

Uberblick

Im Abschnitt Transformationstheoreme stellen wir zunachst einige generelle Werkzeuge zum Berechnen der WDFen
von transformierten Zufallsvariablen bereit. Diese Werkzeuge sind von der allgemeinen Form “Wenn £ eine Zufallsvari-
able mit WDF p¢ und v := f(&) die durch f transformierte Zufallsvariable ist, dann gilt fiir die WDF von v die
folgende Formel: p,, := {Formel}".

Im Abschnitt Standardtransformationen diskutieren wir sechs Standardtransformationen normalverteilter Zufallsvari-
ablen, die in der frequentistischen Inferenz und damit im weiteren Verlauf des Kurses zentrale Rollen spielen. Diese

Aussagen sind von der allgemeinen Form “Wenn §;,% = 1, ..., n unabhéangig und identisch normalverteilte Zufallsvari-

ablen sind und v := f(&q, ..., &, ) eine Transformation dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF von v durch die

Formel p,, := {Formel} gegeben und man nennt die Verteilung von v Verteilungsname”.
Die Aussagen im Abschnitt Standardtransformationen sind fiir die Frequentistische Inferenz zentral, weil
(1) die Zentralen Grenzwertsitze die Annahme additiv unabhéngig normalverteilter Stérvariablen rechtfertigt,

(2) wir sehen werden, dass Schitzer und Statistiken Transformationen von Zufallsvariablen sind, und

(3) Parameterschatzergiitekritieren, Konfidenzintervalle und Hypothesentests durch die Verteilungen der ihnen
jeweils zugrundeliegenden Schitzer und Statistiken charakterisiert und begriindet werden.
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Vorbemerkungen

Ausblick

Das probabilistische Standardmodell von n Datenpunkten hat die Form

v = py gt =1,..,n. (4)

Die Zufallsvariable v; dient dabei als das Modell des iten Datenpunktes y; € R, d.h. y; wird als Realisierung von v;
modelliert. Die Normalverteilung v; ~ N(pu;, €) der Zufallsvariable v; ergibt sich dabei wie wir spater sehen werden
aus der linear-affinen Transformation der Zufallsvariable &; unter der Abbildung f(e;) := p; +&;

i € R reprasentiert den deterministischen Aspekt des Datenpunktmodells und liefert die theoretische Erklarung fiir
den Wert von v;. £; ~ N(0, 0%) dagegen reprisentiert den stochastischen Aspekt des Datenpunktmodells und liefert
im Sinne der Zentralen Grenzwertsitzte die theoretischer Erklarung fiir die Differenz von p; und v; als Resultat der

Addition vieler weiterer Einfliisse in der Generation von v; iiber ji; hinaus.

Statistiken und Schétzer, also Funktionen von v;,4 = 1, ..., n, entsprechen damit im probabilistischen Standardmod-

ell Transformationen von normalverteilten Zufallsvariablen.
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 13



Transformationstheoreme

Uberblick

Das univariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung der WDF

Py, von v = f(&), wenn & eine Zufallsvariable mit WDF pe st und f eine bijektive Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei linear affiner Abbildung gibt eine Formel zur Berechnung der WDF

Py von v = f(€) an, wenn £ eine Zufallsvariable mit WDF pg ist und f eine linear-affine Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei stiickweisen bijektiven Abbildungen gibt eine Formel zur Berechnung
der WDF p,, von v := f(€) an, wenn £ eine Zufallsvariable mit WDF pg ist und f zumindest in Teilen bijektiv ist.

Das multivariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung der
WDF p,, von v := f(§), wenn ¢ ein Zufallsvektor mit WDF Ppg ist und f eine bijektive multivariate vektorwertige-
Funktion ist.

Das Faltungstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF p,, von v := &1 + £, wenn & und &5 zwei
Zufallsvariablen mit WDFen 73 und Py sind.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)

& sei eine Zufallsvariable mit WDF pg fiir die P(Ja, b[) = 1 gilt, wobei a und/oder b entweder endlich oder unendlich
seien. Weiterhin sei
vi= f(§) )
wobei die univariate reellwertige Funktion f :]a, b[— R differenzierbar und bijektiv auf ]a, b| sei. f(]a, b[) sei das Bild
von ]a, b[ unter f. SchlieBlich sei f~!(y) der Wert der Umkehrunktion von f(x) firr y € f(la,b[) und f’(x) sei die
Ableitung von f an der Stelle . Dann ist die WDF von v gegeben durch
1 —1 .
— 1 pe (f(y) firy € f(la,b])
Py R Rog,y 0 pyly) = 4 1 (71 @) (e ®)
0 fiir y € R\ f(Ja, b[).

Bemerkungen

® Linear-affine Abbildungen sind ein wichtiger Anwendungsfalls.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf |a, b[ ist, f entweder strikt wachsend oder strikt fallend
ist. Nehmen wir zunachst an, dass f auf |, b[ strikt wachsend ist. Dann ist auch f~1 fiir alle y € f(Ja, b[) wachsend, und es gilt

Pyly) =P <y) =P(fE <y) =P (FTHAE) <1 w) =P(e<ftw) =P (F 1)

P, ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl /71 als auch Pf differenzierbar sind. Mit der Kettenregel und dem Satz

von der Umkehrabbildung (ffl(u;))' = l/f/(f71 (z)), folgt dann, dass die WDF p,, sich ergibt wie folgt:

. d d -1, - d .1, . 1 1, .
pou(y) = dfyﬂ;(?/) = ?yPg (Ftw) =pe(f L) dfyf Ly = m()g (Ftw).

Weil f71 strikt wachsend ist, ist d/dy(ffl(y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn f auf ]a, b[ strikt fallend ist,
dann ist auch £~ 1 fiir alle y € f(Ja, b]) fallend und es gilt

Pyly) =P(F© <y =P (@) 2 1 Mw) =P(ex /) =1- P (F1w),
Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

d d d
Pol) = o= Pol) == 2 Pe (171 w) = —pg (171 0) o /7 w) == Ftw).

., (
7 Tw) e

Weil 1 strikt fallend ist, ist d/dy(f71 (y)) negativ, so dass —d/dy(f71 (y)) gleich \d/dy(ffl(y))\ ist und das Theorem trifft zu.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei linear-affine Abbildung)

& sei eine Zufallsvariable mit WDF p¢ und es sei

v = f(&) mit f(§):=a&+bfira+0. (7)
Dann ist die WDF von v gegeben durch
1 y—b
Dyt R = Rag,y = pyy(y) i= mpg (T) (8)

Bemerkung

® Das Theorem folgt direkt WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen.
® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

SRS Ry ) = 0 ©

ist, weil dann fo f~1 = idg gilt, wie man anhand von

f(ffl(z)):a(wib>+b:m7b+b:.7:fi]rallea:€[R (10)
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
f’:[R%[R.,:L'I—)f’(:E):di(aw+b)=a. (11)
x

Also folgt mit dem Theorem zur WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen, dass

Pu R = Rag,y - py(y) = pe (F71 ()

I
If (F L)

“ (%)
~ ().

(12)
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Transformationstheoreme

Theorem (WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen)
£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X' und WDF Pg- Weiterhin sei

v = £(¢), (13)

wobei f so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von & in eine endliche Anzahl von Mengen X'y,..., X mit
einer entsprechenden Anzahl von Mengen Y := f(X'),...,Y := f(X}) im Ergebnisraum ¥ von v partitioniert
werden kann (wobei nicht notwendigerweise ¥, N yj = 0,1 <1,j < k gelten muss), so dass die Abbildung f fiir
alle X'y, ..., X bijektiv ist (d.h. f ist eine stiickweise bijektive Abbildung). Fir ¢+ = 1,..., k bezeichne f;l die
Umbkehrfunktion von f auf Y,;. SchlieBlich nehmen wir an, dass die Ableitungen fl/ fur alle 7 = 1, ..., k existieren
und stetig sind. Dann ist eine WDF von v durch

k

1
Py Y > R0,y pu(y) =D 1

() ————pe (f7 ) - 14
e \fl<f;1<y>>\p§( v) a8

gegeben.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die Xz—Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Theorem (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
£ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF pg. Weiterhin sei

v = f(&), (15)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R™ — R"™ differenzierbar und bijektiv auf ]a, b| sei. SchlieBlich

seien
(@) = (ifim) € Rnxn (16)
3967‘ . .
b 1<i<n,1<j<n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle & € R, |Jf (z)| die Determinante von J/ (), und es sei |J/ ()| # O fiir alle
x € R™. Dann ist eine WDF von v durch
1 =il n
— A —pe (f () forye FRM)
Do R™ = Rag,y s py(y) = { 177 (571 @)] a7
0 for y € R™ \ f(R™)

gegeben.

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des univariaten Falls.

® Die T-und F-Transformationen sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Theorem (Summe unabhangiger Zufallsvariable, Faltung)

&1 und &5 seien zwei kontinuierliche unabhangige Zufallsvariablen mit WDF Pey und Pey» respektive. v := &1 + &9
sei die Summe von &1 und &;. Dann ergibt sich eine WDF der Verteilung von v als

00 XS]

Po) = [ pey = waipey (@) dua = [ pey (o1)pey (u 1) doy (18)

Die Formel fiir die WDF p,, heiBt Faltung oder Konvolution von 23 und Py

Bemerkung

® Die Summen- und Mittelwerttransformation sind wichtige Anwendungsfille.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen. Dazu definieren wir zunachst

FiR2 SR 2 fla) = (“”1 *”2) = (21) (19)
T2 22

Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch

FiRZSR2 2 f(z) = (21;”2) (20)
2
weil dann fo f’1 = id[RQ gilt, wie man anhand von
1 1 (mp e\ (xytTo 30\ _ (T

N e ) B G Y () 1)

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu
a el 9 a ¢
; Efl(x> 372f1(ﬂv) Poy (P11 T %2)  ggp (21 + ) 1 1
JHe) =1 "', ] = o o = (22)
aay 12(8) gag fa(2) Pag 22 Dy U2

und die Jacobideterminante damit zu |J/ (z)| = 1.
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Transformationstheoreme

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhangigkeit von &1 und &5 impliziert, dass
Pep &5 (T1,@2) = pey (T1)pg, (22) (23)

impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich x4 ergibt dann ergibt dann fiir z € f([RZ)

\ 1
pe(2) = o —pe (f71(2)
< JF(F1(2)| 5( )
1 24
= 1Pe & (71 — T2, T2) (24)
=pg, (21 — T2)Pg, (T2)
Integration iiber x5 ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von ¢y
00
Py = [ ey (1 = 22y 2) dny (25)
J—o0
Mit {1 = §; + & = v ergibt sich dann die erste Form des Faltungstheorems zu
o0
po) = [ pey (0 w2)pey (23) daz. (26)
—00
(]
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Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Standardtransformationen

Uberblick

Das Summentransformationstheorem besagt, dass die Summe unabhéngig normalverteilter Zufallsvariablen wiederum

normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Mittelwertstransformationstheorem besagt, dass das Stichprobenmittel unabhangig normalverteilter Zufallsvari-
ablen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Z-Transformationstheorem besagt, dass Subtraktion des Erwartungswertparameters und gleichzeitige Division
mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnor-
malverteilung transformiert.

Das X2—Transformationstheorem besagt, dass die Summe quadrierter unabhangiger standardnormalverteilter Zu-
fallsvariablen eine XQ-verteiIte Zufallsvariable ist.

Das T'-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division einer standardnormalverteilten
Zufallsvariable durch die Quadratwurzel einer X2—vertei|ten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt, eine t-verteilte

Zufallsvariable ist.

Das F'-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division zweier X2 verteilter Zu-

fallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen Freiheitsgradparameter, ergibt eine F-verteilte Zufallsvariable ist.
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Standardtransformationen

Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen)

Fir ¢ = 1,...,n seien & ~ N(ui,ag) unabhangige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fiir die Summe
V= 2?:1 &; , dass

v~ N (i M,io’?) (27)
i=1

i=1

Fiir unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen &; ~ N (u, o2) gilt folglich

v~ N(np,no?). (28)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis
® Die Mittelwerttransformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

& ~N(-2,0.5) & ~N(1,0.7) & +&~N(-1,12)

0.6

0.4 -

0.3

0.1

0.0 ——
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Standardtransformationen

Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen)

Firi=1,...,n seien & ~ N(u,o‘z) unabhangig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fiir das
Stichprobenmittel £, := % Z:‘:l &; | dass
2
= o
o ()
Bemerkung

® Die Analyse von Erwartungswertschitzern ist ein wichtiger Anwendungsfall.
® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

&~N(2,4),i=1,--,10 Z,~N(2,4/10)
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 T 0.2
0.1 s 5 0.1
0.0 {{{ﬂHHT H\HHT-’" T 1 0.0 T T T T T 1
-4 2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X Xn
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Standardtransformationen

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhingig normalverteilten Zufallsvariablen gilt, dass &, = & v mit

Z;LI &~ N(np, 7102). Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

vi=

= 1 _ 5
P, () = Tl N (nzn:nu,ndz)

n 1 _ 2

= Zome o [z (n —?)
n 1 - \2
mexr’(*m< =)

(nap)? | 2nap)np)  (np)?
=nn - 5 2 ong?
\/27\-0 2no 2no 2no

2nTpp nuz )

(30)

2 202 252

exp
\/ 27\':72 (

20
1 @3 2T, 1 w2
Vi \farg? (02/n)  2(02/n)  2(a2/n)

[2m(02 /n) 202 /n) "

= N(znzu,o'2/n>
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Standardtransformationen

Definition (z-Zufallsvariable)

Z sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1 ( 1 2) @1)
——exp|—527).
V2 2 2
Dann sagen wir, dass Z einer z-Verteilung (oder Standardnormalverteilung) unterliegt und nennen Z eine z-
Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit Z ~ N(0, 1) ab. Die WDF einer z-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

p:R—=Rsg, 2 p(z) =

N(z;0,1):=

\/;7 exp (7%22) o (32)

Bemerkung

® Eine z-Zufallsvariable ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit p := 0 und o2 :=1.
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer z-Zufallsvariable

N(z;0,1)
0.5
0.4

0.3

0.1

0.0 T T T ]
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Standardtransformationen

Theorem (Z-Transformation)

Es sei v ~ N(p, 02) eine normalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable

v—p
o

Z = (33)

eine Z-verteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N(0, 1).
Bemerkungen
® Z wird hier als (v — p)/o definiert. Dass ein solches Z aber eine z-Zufallsvariable ist, muss bewiesen werden

und ergibt sich nicht einfach durch die Wahl des Bezeichners fiir (u—p) /0o, welcher hier zufillig auch Z lautet.
In analoger Form gilt diese Bemerkung auch fiir alle weiteren betrachteten Transformationen.

® Die Z-Konfidenzintervallstatistik und die Z-Teststatistik sind wichtige Anwendungsfalle.
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Standardtransformationen

v-N(2 3) % ~N(o,1)

0.3

0.2 —

0.1 —

0.0 —~
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Standardtransformationen

Beweis
Wir nutzen das univariate WDF Transformationstheorem fiir linear-affine Funktionen. Dazu halten wir zunichst fest,
dass die Z-Transformation einer Funktion der Form
y—
CRoRyb((y) = E =z (34)

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von ¢ durch

CLR=SR 2z ¢ Hz)=0z+p (35)
gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = y;“ gilt, dass
C’l(Z>:C’1(u):MﬂL:yﬂHu:y (36)
[eg g

SchlieBlich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung ¢’ von ¢ gilt, dass

= Loy vy L @

T dy o _diyO' o o
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)
Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann

1 .
pe(z) = WN(UZ+H§#a”Z)

1 1 1
exp (7ﬁ (oz+p— ;L)2)

T 1Vo? Vana?
Vo? p( 1 22)

7720.2 oz

(38)

= Lex <7lz2>
V2r P2
= N(z;0,1)

also, dass Z ~ N(0,1). Z ist also eine z-Zufallsvariable.
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Standardtransformationen

Definition (x2-Zufallsvariable)

U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF

1 n_ 1
piRsg = Rog,utplu) = ——u? ICXP(**U)«, (39)
r(3)22 2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer X2-Vertei|ung mit Freiheitsgradparameter n
unterliegt und nennen U eine X2—Zufallsvariab|e mit Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit U ~ X2(n) ab.

Die WDF einer XZ—ZufaIIsvariabIe bezeichnen wir mit

1 n_ 1
X2 (u;n) == 7u% L exp (751,;) . (40)

Bemerkung

® Die WDF der XZ—Verteilung entspricht der WDF G (u; % ,2) einer Gammaverteilung.
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von ¢2-Zufallsvariablen

2 .
x"(uin)
0.6 n=1
_ n=2
0.5 —n=3
—n=5
0.4 7 —n=10
0.3
0.2
0.0 T T T T \
2 4 6 8 10
u

Steigendes n verbreitert XQ(u; n) und verschiebt Masse zur groBeren Werten.
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Standardtransformationen

Theorem (x2-Transformation)

Z1y..., Zp ~ N(0,1) seien unabhingig und identisch verteilte z-Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
n
U=Y 22 (41)
i=1

eine Xz-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also U ~ Xz(n). Insbesondere gilt fir Z ~
N(0,1) und U := Z2, dass U ~ x2(1).

Bemerkungen

® Die U-Konfidenzintervallstatistik ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® t- und f-Zufallsvariablen sind wichtige Anwendungsfille.
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Standardtransformationen

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Z~N(0,1) u=2*~x¥(1)

1.0
\

0.6 + }

”‘[‘\h‘ R ool mﬁmw _
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Standardtransformationen

Beweis

Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe des WDF Transformationstheorems fiir stiickweise bijektive
Abbildungen. Danach ist die WDF einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus der Transformation einer Zufallsvari-
able Z mit WDF 23 durch eine stiickweise bijektive Abbildung hervorgeht, gegeben durch

k
1
pu(w) =Y Ly, e (fi ) - (42)
; HTHU O (77 w)
Wir definieren
Uy =] — 00,0, Us :=]0,00], und U; := Rs fiiri = 1,2, (43)
sowie
fi:Zi = U aes fi(z) =22 = ufiri=1,2. (44)

Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f; ergeben sich zu
f;:Zi%Zi,me;(z):2zﬁ]ri:1,2, (45)

und
ffl Uy - U, u e ffl(u) = —/u und f;l s Us HUQ,quZ’I(u) =Vu, (46)

respektive.
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Einsetzen in Gleichung (42) ergibt dann
1
1£5(f57 ()]

arva vas o (3 ve?)

pu(u) =1y, (u) pe (fitw) + Togy (u) pe (71 (w)

S
LA T )]

e (-3ev) ¢

1
T2Vl Var

(47)
1 1 1 1 1
~remer () tam e (e
1 1 1
= \/ﬁ ﬁ exp (*511‘) .
Andererseits gilt, dass mit I" (%) = /7, die PDF einer X2-Zufallsvariable U mit n =1 durch

1 1,

c e ()= G oo (1)

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N(0, 1) ist, dann ist U := Z2 ~ x2(1).
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Standardtransformationen

Definition (¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

ntl

2
piR—=Rog,t = p(t) = \/L n) <1+*> ; (49)

2

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass T einer t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n
unterliegt und nennen T eine t-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit 7' ~ t(n) ab. Die

WDF einer t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

n+1
ntl T2
T(t;n) = \/Fni(Tz(%?) (1 + %) . (50)
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Standardtransformationen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von t-Zufallsvariablen

T(tn)

0.3

0.2

0.1

0.0

® Die Verteilung ist um 0 symmetrisch
® Steigendes n verschiebt Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum.
® Ab n =30 gilt T'(t;n) ~ N(0,1).
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Standardtransformationen

Theorem (7-Transformation)
Z ~ N(0,1) sei eine z-Zufallsvariable, U ~ Xz(n) sei eine X2—Zufa||svariable mit Freiheitsgradparameter n, und Z
und U seien unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
Z
VU/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n, es gilt also T' ~ t(n).

(51)

Bemerkungen

® Das Theorem geht auf Student (1908) zuriick.

® Das Theorem ist das zentrale Resultat der Frequentistischen Statistik.

® Zabell (2008) gibt hierzu einen historischen Uberblick.

® Die T-Konfidenzintervallstatistik und die T-Teststatistik sind wichtige Anwendungsfille.
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Standardtransformationen

U~x(@3) T=2/{U/n ~1(3)
04 030 04 .
025 - M. \
03 1 03 \
: 0.20 \ 4 il
0.2 0.15 e 0.2 r \
"
0.10 . / X
0.1 HH - 01 / -
i l i
_— - -
0.0 0.00 4 } ! lHHHH\WmHnI 00 4 m\\”l IHHHm .
o 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4

u t
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Standardtransformationen

Beweis

Wir halten zunachst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhéngigen) Verteilung von Z und
U durch

1 1 5 1 n_y 1
pzu(zu) = exp (**Z ) ———7u2 " exp (**U,) . (52)

V2m 2 F(%)2% 2

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung
2 2 Z
FR2 SR, (z0) o flz0) = | e u | = (£, ) (53)
Vu/n

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF von (t,w)

herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn £ ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF 13 und v := f(&) fir
eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R™ — R™ ist, die WDF des Zufallsvektors v durch

Py R = R,y o pyly) = pe (F71 (W) (54)

o
15 (£~ ()]

gegeben ist. Fiir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunichst fest, dass

FLiRZ 5 R2, (tw) b fHE w) = ( w/nt,w) . (55)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Dies ergibt sich direkt aus

f’l(f(z7 u)) = f’1 <\/%u) = ( %,u) = (z,u) fir alle (z,u) € R2. (56)

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, u) durch

9 ( z ) o ( z ) wr—1/2
9 2w = |92 \yurn) 90 Wi )= (Z2) 7, (57)
0 0. n
oz U ouv
gegeben ist, sodass folgt, dass
1 w\1/2
S — . 58
T~ () 9
Einsetzen in Gleichung (54) ergibt dann
wi1/2
pr,w(t,w) = (;) pzv (Vw/nt,w), (59)
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)
Es folgt also

oo
pr(t) = / pp o (t,w) dw
0 ’

00 i 1/2
= - t,w) dr
/J ( ) PZV ( w/n w) dw

n

Sl | < 1 2 1 n_q 1 wh1/2
:/ exp (- = (vw/nt) ) w2 lexp (*rw) (@ dw
Jo V2 2 F(%)Z 2 n)
1 1 o0 1w n_ 1
- L [ ep (-3 22) 03 enp (1) w2
2r o, 1 2n 2
I(5)22n2 (60)
1 1 R 1 1 n_y 1
= / exp(——ﬂtz——w>w2 1102 dw
2m 1(")2% 3h 2n 2
2225
L P exp (-1 (224 0)) 0" aw
pr n 1 P72
(2222 %
%)
1 1 /°° ( 1( t2)) nil g
== exp|—z 1+ — w 2 dw
V2r r(")zgn% o 2 n
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer Gamma WDF

entspricht, wie man leicht einsieht:

mit Parametern o = ”;1 und B = th
1+ 5

) 1 _ w
I'(w;e, B) = Wwa Lexp (7E)
n+1 2 1 n+l 4 w
ﬁl"(w; DR t2>: T w 2 exp | ——5
1+ = L ) 2 112
n+ ﬁ
res) (=2
n
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Standardtransformationen

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also

1 1 i 1 2
pr(t) = — ——— T w; nt , — | dw. (61)
V2r pinyo %% b 2 742
r(g)2¥ns +5
SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer Gamma WDF

entspricht. AbschlieBend ergibt sich also

=
)= ————r () (25 ) . (©2)
2T r(3)28n? 1+ &

Die Verteilung von Z//U /n hat also die WDF einer T-Zufallsvariable.
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Standardtransformationen

Definition ( f-Zufallsvariable)

F sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und WDF

m_y

F(I!L+TI) fz
(7)r (')(1+%f)%+n

m n
2

priR= R, fopp(f)=m2Zn? ¢ (63)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F’ einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern n, m
unterliegt und nennen F eine f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m. Wir kiirzen dies mit F' ~ f(n,m)

ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

7 o m+n 21
F(finym)=m¥nt T2 S e (64)
T(%)r (%) (1+ %f)T
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Standardtransformationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von f-Zufallsvariablen

0.8 1

0.6

0.4 —

0.2

F(f;n, m)
n=2 m=2
n=2, m=10
—n=5 m=2
--n=5 m=10
—n=10,m=5
N n=10,m=10

0.0
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Standardtransformationen

Theorem (F-Transformation)

Vo~ Xz(n) und W ~ XZ(m) seien zwei unabhangige Xz—ZufaIIfsvariablen mit Freiheitsgradparametern n und m,
respektive. Dann ist die Zufallsvariable

V/n

po Y/m

eine f-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern n, m, es gilt also F' ~ f(n,m).

(65)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunichst ein Transformationstheorem fiir Quotienten von
Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung herleitet und dieses
Theorem dann auf die WDF von xz-verteilten ZVen anwendet. Dabei ist die Regel zur Integration durch
Substitution von zentraler Bedeutung.
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Standardtransformationen

v ~xi(5) w - x(10) F=

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 55



Vorbemerkungen

Transformationstheoreme

Standardtransformationen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie den Begriff der Transformation einer Zufallsvariable.

2. Erlautern Sie die zentrale Idee der Transformationstheoreme.

3. Erlautern Sie die Bedeutung der Standardtransformationen fiir die Frequentistische Inferenz.

4. Geben Sie das Theorem zur Summe unabhéngig normalverteilter Zufallsvariablen wieder.

5. Geben Sie das Theorem zum Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen wieder.
6. Geben Sie das Z-Transformationstheorem wieder.

7. Geben Sie das X2-Transformationstheorem wieder.

8. Beschreiben Sie die WDF der t-Verteilung in Abhangigkeit ihres Freiheitsgradparameters.

9. Geben Sie das T-Transformationstheorem wieder.

10. Geben Sie das I-Transformationstheorem wieder.
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Selbstkontrollfragen - Antworten

1. Mit einer Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf eine Zufallsvariable oder die Verkniipfung
einer Zufallsvariable mit einer anderen Zufallsvariable gemeint.

2. Die zentrale Idee der Transformationstheoreme ist es, generelle Werkzeuge bereitzustellen, die es ermdglichen,
basierend auf der WDF einer kontinuierlichen Zufallsvariable und der Form ihrer Transformation die WDF, also
die Verteilung, der entsprechend tranformierten Zufallsvariable zu berechnen.

3. Die Standardtransformationen sind in der Frequentistischen Inferenz zentral, da viele der gebrauchlichsten

Modelle von normalverteilten Fehlervariablen ausgehen, die im Rahmen der Modelle und durch auf ihnen

basierenden Statistiken im Sinne der Standardtransformationen transformiert werden. Wissen um die Resultate

der Standardtransformationen spiegelt entspricht dann dem Wissen um die Verteilungen von Datenvariablen
und Statistiken in der Frequentistischen Inferenz.

Siehe Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen).

Siehe Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen).

Siehe Theorem (Z-Transformation).

Siehe Theorem (2-Transformation).

© N o oo

Unabhangig von ihrem Freiheitsgradparameter ist die WDF der t-Verteilung um 0 symmetrisch und 3hnelt der
WDF der Standardnormalverteilung. Bei geringem Freiheitsgradparameter besitzt die WDF der t-Verteilung
in ihren Ausldufern eine héhere Wahrscheinlichkeitsdichte als die Standardnormalverteilung, fiir steigenden
Freiheitsgradparameter nahert sich die WDF der t-Verteilung der WDF der Standardnormalverteilung an und
ist ab etwa n = 30 mit ihr im Wesentlichen identisch.

9. Siehe Theorem (T-Transformation).

10. Siehe Theorem (F-Transformation).
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