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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Erste Begrifflichkeiten
Wahrscheinlichkeitstheorie

® Ein mathematisches Modell zur Beschreibung von Zufallsvorgdngen

® Ein mathematische Modell zum quantitativen Schlussfolgern tiber Zufallsvorgange
Zufallsvorgang

® Ein Phanomen der Wirklichkeit, das nicht mit absoluter Sicherheit vorhersagbar ist

® Ein Phanomen der Wirklichkeit, das fiir Menschen mit Unsicherheit behaftet sind
Grundannahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie
® Zufallsvorgange kénnen durch Wahrscheinlichkeitsrdume modelliert werden

® Mathematik kann zur Vorhersage zufalliger Ereignisse genutzt werden
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Reprasentation zentraler Eigenschaften

®
K g

Modell Wirklichkeit

Wabhrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange
probaiiitischetifodel Phanomene, die von Menschen
Q,A,P),EQ->R nicht mit absoluter Sicherheit

Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Pg(S) = P(E7(5)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Jede Augenzahl kommt im Mittel gleich haufig vor
Ich denke, jede Augenzahl hat die gleiche Wahrscheinlichkeit

% Modellierung

Modell Wirklichkeit

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang
0:={1,2,3,4,5,6}

A = P(Q) Werfen eines fairen Wiirfels

]P’({a)}) = 1/6

W

Wenn ich nicht weiR, ob eine Augenzahl groRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl gerade ist 1/2.

Wenn ich weiR, dass eine Augenzahl gréRer als Drei gefallen ist, dann
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augenzahl gerade ist 2/3.
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Vorbemerkungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Zur Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind Wahrscheinlichkeiten anhand ihrer mathematischen Eigenschaften definiert.

Die Interpretation des mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist dabei nicht eindeutig.
Es gibt mindestens zwei unterschiedliche Interpretationen:

Nach der Frequentistischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses die idealisierte relative Hau-
figkeit, mit der ein Ereignis unter den gleichen &uBeren Bedingungen einzutreten pflegt. Zum Beispiel ist die Fre-
quentistische Interpretation der Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im nichsten Wurf
eine Zwei" die folgende: “Wenn man einen Wiirfel unendlich oft werfen wiirde und dabei die relative Haufigkeit des

Ereignisses, dass der Wiirfel eine Zwei zeigt, bestimmen wiirde, dann wire diese relative Haufigkeit gleich 1/6".

Nach der Bayesianischen Interpretation ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der Grad der Sicherheit, den
eine Beobachter:in aufgrund ihrer subjektiven Einschatzung der Lage dem Eintreten eines Ereignisses zumisst. Zum
Beispiel ist die Bayesianische Interpretation der Aussage “Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 zeigt der Wiirfel im
nachsten Wurf eine Zwei" die folgende: “Basierend auf meiner eigenen und der tradierten Erfahrung mit dem Werfen
eines Wiirfels bin ich mir zu 16.6% sicher, dass der Wiirfel beim nichsten Wurf eine Zwei zeigt.”

In Modellen von tatsichlich zumindest unter dhnlichen Umstinden wiederholbaren Zufallsvorgéngen wie dem Werfen
eines Wiirfels ist der Unterschied zwischen Frequentistischer und Bayesianischer Interpretation oft eher subtil. Es
gibt aber viele Zufallsvorgéange, die mit Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden kénnen, bei denen aufgrund ihrer
Einmaligkeit eine Frequentistische Interpretation nicht angemessen ist. Zum Beispiel machen Aussagen der Form “Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass die weltweiten Hitzerekorde im Jahr 2023 nicht auf den Klimawandel zuriickzufiihren
sind, ist kleiner als 0.01" nur unter der Bayesianischen Interpretation Sinn, da es sich bei den Temperaturaufzeich-
nungen des Jahres 2023 nicht um ein wiederholbares Phanomen handelt.
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(1) Wahrscheinlichkeitsraume



Definition

Erste Eigenschaften

Woahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen
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Definition

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triple (2, A, P), wobei
® () eine beliebige nichtleere Menge von Ergebnissen w ist und Ergebnismenge heift,

® A eine o-Algebra auf Q) ist und Ereignissystem heiBt,

® P eine Abbildung der Form P : 4 — [0, 1] mit den Eigenschaften
o Nicht-Negativitit P(A) > 0 fir alle A € A,
o Normiertheit P(Q) =1 und

=)

o o-Additivitit P(U°, A;) = > P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A
i=1
ist und WahrscheinlichkeitsmaB heiBt.

Das Tuple (€2, A) aus Ergebnismenge und Ereignissystem wird als Messraum bezeichnet.

Bemerkung

® Die Definition benutzt den Begriff der o-Algebra.
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Definition

Definition (o-Algebra)
Q) sei eine Menge und A sei eine Menge von Teilmengen von Q. A heiBt o-Algebra auf (2, wenn
® Qe Aist,

® A abgeschlossen unter der Bildung von Komplementidrmengen ist, also wenn fiir alle A € A
gilt, dass auch A° := Q\A € A ist,

® A abgeschlossen unter der abzihlbaren Vereinigung von Ereignissen ist, also wenn aus
Ay, Ay, ... € A folgt, dass auch U°, A; € A ist.
Bemerkungen

® Eine o-Algebra ist eine Menge von Mengen.
® Eine als bekannt vorausgesetzte andere Menge von Mengen ist die Potenzmenge.

® Mengen von Mengen heiBen auch Mengensysteme.
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Definition
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lichkeitsrechnung. Der leitende
g

“Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung der Wahrsch
Gedanke des Verfassers war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche noch unlangst
ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik
[Mengen, Abbildungen] einzuordnen.”

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufalligen Ereignisse - als Mengen definiert.”

Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ergebnismenge (2

Wir betrachten zunichst endliche Wahrscheinlichkeitsrdume mit || < co.

Q habe also nur endlich viele (“diskrete”) Elemente.

® Zum Modellieren des Werfen eines Wiirfels definiert man z.B. Q :={1,2,3,4,5,6}.

Di

[}

stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells

Wir stellen uns sequentielle Durchgidnge eines Zufallsvorgangs vor.

In jedem Durchgang wird genau ein w aus © mit Wahrscheinlichkeit P({w}) realisiert.

® P({w}) bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit w in einem Durchgang aus 2 realisiert wird.

Beim Modell des Werfens eines fairen Wiirfels gilt etwa P({w}) = 1/6 fiir alle w € Q.

® |m 1. Durchgang wird z.B. “4" realisiert, im 2. Durchgang “1”, im 3. Durchgang “5", usw.
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Definition

Ereignisse A € A
® FEreignisse stellt man sich am besten als Zusammenfassung (ein oder) mehrerer Ergebnisse vor.
® Beim Werfen eines Wiirfels sind mégliche Ereignisse zum Beispiel

Es fallt eine gerade Augenzahl, das heiBt w € {2,4,6}
Es fallt eine Augenzahl gréBer als Zwei, das heiBt w € {3,4,5,6}

Es fillt eine Eins oder eine Fiinf, das heiBt w € {1,5}
® Natirlich sind auch die Ergebnisse w € 2 mégliche Ereignisse zum Beispiel

Es fillt eine Eins, das heiBt w € {1}
Es fallt eine Sechs, das heiBt w € {6}

® Betrachtet man w € (2 als Ereignis, so nennt man es Elementarereignis und schreibt {w}.

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufilligen Ereignisse - als Mengen definiert.”

Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ereignissystem A

® Sinn des Ereignissystems ist es, alle Ereignisse, die sich basierend auf einer gegebenen Ergeb-
nismenge bei Auswahl eines w € () ergeben kénnen, mathematisch zu reprasentieren.

® Das Ereignissystem A ist die vollstindige Menge aller méglichen Ereignisse bei gegebenem ).

® Die Forderung, dass A die o-Algebra Kriterien erfiillt, begriindet sich wie folgt

o Es soll sichergestellt sein, dass w € §2 fiir beliebiges w, dass also irgendein Ergebnis realisiert wird, eines
der méglichen Ereignisse ist. Dies entspricht © € A. Zu jedem Ereignis soll es auch méglich sein, dass
dieses Ereignis gerade nicht eintritt. Dies entspricht, dass aus A € A folgen soll, dass A = Q\ A auch
in A ist. Dies impliziert auch, dass ) = Q\ © € A. Ein Ereignis ist also, dass kein Elementarereignis
eintritt, allerdings passiert dies nur mit Wahrscheinlichkeit Null, [P((Z)) = 0. Es tritt also sicher immer
ein Elementarereignis ein. Die Kombination von Ereignissen soll auch immer ein Ereignis sein, z.B. “Es
fallt eine gerade Zahl” und/oder “Es fallt eine Zahl gréBer 2". Dies entspricht, dass aus Ay, Ay, ... € A
folgen soll, dass auch Uz‘ogl A; e A

® Fiir endliches €2 und fiir Q := R sind passende Ereignissysteme schon lange bekannt.

Q ist endlich = Man wahlt fiir A die Potenzmenge von §)
Qist R = Man wahlt fir A die Borelsche o-Algebra B(R)
Qist R" = Man wiahlt fiir A die Borelsche o-Algebra B(R™)
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Definition

Theorem (Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge)

Q= {w;,wy, ...,w, } mit n € N sei eine endliche Menge. Dann ist die Potenzmenge P(Q2) von
eine o-Algebra auf © und damit ein geeignetes Ereignisssytem im Wahrscheinlichkeitsraummodell.

Beweis

Die Potenzmenge von €2 ist die Menge aller Teilmengen von 2. Wir iiberpriifen die o-Algebra Eigenschaften. Zunichst
gilt, dass €2 selbst eine der Teilmengen von (2 ist, also ist die erste o-Algebra Eigenschaft erfiillt. Sei nun A eine
Teilmenge von . Dann ist auch A¢ = Q \ A eine Teilmenge von € und somit ist auch die zweite o-Algebra
Eigenschaft erfiillt. SchlieBlich betrachten wir die Vereinigung von n Teilmengen Ay, Ay, ..., A,, C Q. Dann ist
Ui A; die Menge der w € Q fiir die gilt, dass w € A; und/oder w € Ay .. und/oder w € A,,. Da firr alle diese
w gilt, dass w € § ist also auch UJL | A; eine Teilmenge von €2 und damit auch die dritte o-Algebra Eigenschaft

erfiillt.
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Definition

WahrscheinlichkeitsmaB P

® (Q, A) ist die strukturelle Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummodells.

® P reprasentiert die probabilistischen Charakteristika eines Wahrscheinlichkeitsraummodells.
® [P entspricht also der funktionellen Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummmodells.

® Esgilt P: A — [0,1], P ordnet also (nur) Mengen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Mit {w} € AVw € Q ordnet P auch den Elementareignissen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Wabhrscheinlichkeiten sind Zahlen in [0, 1], nicht Prozente (20%) oder Verhiltnisse (50:50).
® P(Q) =1 entspricht der Tatsache, dass in jedem Durchgang sicher w €  gilt.

® In jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs tritt also zumindest ein Elementarereignis ein.
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Definition

o-Additivitat des WahrscheinlichkeitsmaBes P

Die o-Additivitdt von P erlaubt es, aus bereits bekannten Ereigniswahrscheinlichkeiten die
Wahrscheinlichkeiten anderer Ereignisse zu berechnen.

Die o-Additivitét ist also die Grundlage fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten, das heiBt

fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Man kann basierend auf einer Definition von €, .4 und P also Wahrscheinlichkeiten fiir alle
moglichen Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraummodells berechnen. Ob diese Wahrschein-
lichkeiten aber tatsichlich etwas mit den realen Ereignissen in einem Zufallsvorgang zu tun
haben, kommt darauf an, ob die Modellierung einigermaBen gelungen ist oder nicht.

Die hergeleiteten Wahrscheinlichkeiten werden zumindest nach den Regeln der Vernunft, also
der Logik und der Mathematik, d.h. rational bestimmt.

Insgesamt erlaubt das Wahrscheinlichkeitsmodell also das modellbasierte schlussfolgernde Den-

ken Giber mit Unsicherheit behaftete Phdnomene

Probability Theory < Reasoning with Uncertainty
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Erste Eigenschaften

Theorem (Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
P(@) =o. ®

Beweis

Fir i =1,2,... sei A; := (. Dann ist Ay, Ay, ... eine Folge disjunkter Ereignisse, weil gilt, dass ) N () = () und es
ist U2, A; = (. Mit der o-Additivitat von P folgt dann, dass

P(0) =P (U2, A;) =D P(A;) =) P(D) )
=1 i=1

Das unendliche Aufaddieren der Zahl P()) € [0, 1] soll also wieder P(()) ergeben. Dies ist aber nur méglich, wenn
P(0) = 0.

O
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Erste Eigenschaften

Theorem (o-Additivitat bei endlichen Folgen disjunkter Ereignisse)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4, ..., 4,, sei eine endliche Folge paarweise disjunkter

P(Ur, A Z P(A 3)

Ereignisse. Dann gilt

Beweis

Wir betrachten eine unendliche Folge von paarweise disjunkten Ereignissen A, Ay, ... wobei fiir ein n € N gelten
soll, dass A; := 0 fiir i > n. Dann gilt mit der o-Additivitdt von P zunichst, dass

(= n o0
P(UR A;) =P (U2 A;) =Y P(A) =D P(A)+ Y P(Ay). 4)
i=1 i=1 i=n+1
Mit P (A;) =P(0) =0 fir i =n + 1,n + 2, ... folgt dann direkt
n n
=D P(A)+0=) P(4). (5)
i=1 i=1
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

Q sei eine endliche Menge. Dann heiBt eine Funktion 7 :  — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsfunktion,
wenn gilt, dass

Z m(w) = 1. (6)

weN

Sei weiterhin P ein WahrscheinlichkeitsmaB. Dann heiBt die durch

m: Q= [0,1],w 7(w) := P({w}) (7)
definierte Funktion Wahrscheinlichkeitsfunktion von P auf €.
Bemerkungen

® Wahrscheinlichkeitsfunktion erlauben im Falle endlicher Ergebnismengen das Festlegen von Wahrscheinlich-
keitsmaBen durch die Definition der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse.

® Uber alle Eingabewerte w € Q summieren die Funktionswerte 7(w) zu 1.

® Weil P per Definition o-additiv ist, gilt insbesondere auch

P() = PUpeafw)) = 3 P{w)) = 3 mw) = 1. ®)

weN weN
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Theorem (Definition eines W-MaBes durch eine W-Funktion)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge und 7 : © — [0, 1] sei eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion. Dann existiert ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf € mit 7 als Wahrscheinlichkeitsfunktion von P.
Dieses WahrscheinlichkeitsmaB ist definiert als

P:A—[0,1], A P(A) = > 7(w). (9)
weA

Bemerkung

® Bei endlichem 2 kénnen die Wahrscheinlichkeiten aller mdglichen Ereignisse aus den Wahrscheinlichkeiten der

Elementarereignisse 7(w) berechnet werden.

Beweis

Wir iiberpriifen zunachst die WahrscheinlichkeitsmaBeigenschaften von P. Weil w(w) € [0, 1] fiir alle w € €, gilt auch
immer ZueA 7t(w) > 0 und damit die Nicht-Negativitat von P. Ferner folgt wie oben gesehen mit der Normiertheit
von 7 direkt die Normiertheit von P. Seien nun Ay, Ay, ... € A. Dann gilt

o 0
PUZA) = Y ww =) wlw) =Y P4 (10)
weUX . A i=lweA,; i=1
i=1""1 T
und damit die o-Addivitit von P. O
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Beispiele

Aus dem bis hierin Gesagtem l|assst sich nun zusammenfassend folgendes Vorgehen zur Modellierung
eines Zufallsvorganges mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, A, P) festhalten:

(1) In einem ersten Schritt iiberlegt man sich eine sinnvolle Definition der Ergebnismenge 2, also
der Ergebnisse bzw. Elementarereignisse die in jedem Durchgang des Zufallsvorgangs realisiert

werden sollen.

(2) In einem zweiten Schritt wihlt man dann ein geignetes Ereignissystem; im Falle einer endlichen
Ergebnismenge bietet sich die Potenzmenge P(f2) an, im Falle der iiberabzéhlbaren Ergebnis-
menge Q := R bietet sich die Borelsche o-Algebra B(R) an.

SchlieBlich definiert man ein WahrscheinlichkeitsmaB P, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir das

—
w
-

Auftreten aller moglichen Ereignisse reprasentiert. Im Falle einer endlichen Ergebnismenge ge-
lingt dies inbesondere wie oben beschrieben durch Definition der Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse. In der Folge verdeutlichen wir dieses Vorgehen anhand von Beispielen. Im
Falle der iiberabzihlbaren Ergebnismenge () := R bietet sich die Definition von P mithilfe von
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen an, wie wir spater sehen werden.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel

Wir modellieren das Werfen eines Wiirfels. Es ist sicherlich sinnvoll, die Ergebnismenge als 2 := {1,2,3,4,5,6} zu

definieren. Allerdings wire auch die Definition von € := {+, ;- -+, -+« .-+ ... ..} in dquivalenter Weise méoglich.

Da es sich um eine endliche Ergebnismenge handelt, wihlen wir als o-Algebra A die Potenzmenge P(€2). A enthalt
dann automatisch alle méglichen Ereignisse. Die Kardinalitat von 4 := P(Q) ist [P(Q)] = 2/ = 26 — 64. In
untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser 64 Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von
Q.

Table 1: Ausgewahlte Ereignisse beim Modell des Werfen eines Wiirfels

Beschreibung Mengenform

Es fallt eine beliebige Augenzahl weEA=Q

Keine Augenzahl fillt weA=0

Es fallt eine Augenzahl gréBer als 4 weA={5,6}
Es fallt eine gerade Augenzahl we A=1{2,4,6}
Es fallt eine Sechs we A={6}
Eine Eins, eine Drei oder eine Sechs fillt we A={1,3,6}

Damit ist die Definition des Messraum (€2, .A) in der Modellierung des Werfens eines Wiirfels abgeschlossen.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel (fortgesetzt)

Wie oben beschrieben kann das WahrscheinlichkeitsmaB P durch Festlegung von P({w}) fiir alle w € € festgelegt
werden. Fiir das Modell eines unverfilschten Wiirfels wiirde man
1
P({w}) == ] = 1/6 fir alle w € Q (11)
wihlen. Fiir ein Modell eines verfilschten Wiirfels, der das Werfen einer Sechs bevorzugt, kénnte man zum Beispiel
definieren, dass 1 3
P({w}) = 3 fir we {1,2,3,4,5} und P({6}) = FE (12)

Im Fall des unverfalschten Wiirfel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl”
mit der o-Additivat von P zu
11 1 3
P({2,4,6}) = P({2} U{4} U{6}) =P({2}) + P({4}) +P({6}) = g + g + & = &- (13)

Im Fall des obigen Modells eines verfilschten Wiirfels ergibt sich fiir das gleiche Ereignis die Wahrscheinlichkeit
1 1 3 5

P({2,4,6}) = P({2} U {4} U{6}) = P2} + P4} + P{6) = g + 5 + 5 = 5- (14)
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel

Wir wollen nun das gleichzeitige Werfen eines blauen und eines roten Wiirfels modellieren. Dazu ist es sinnvoll, die

Ergebnismenge als

Q= {(r,b)|r€{1,2,3,4,5,6},b e {1,2,3,4,5,6}} (15)

mit Kardinalitit [Q2| = 36 zu definieren, wobei r die Augenzahl des blauen Wiirfels und b die Augenzahl des roten

Wiirfels reprasentieren soll.

Wiederum bietet sich die Wahl der Potenzmenge von 2 als o-Algebra an, wir definieren also wieder A := P(2).
Die Anzahl der in diesem Modell méglichen Ereignisse ergibt sich zu |A| = 219l = 236 — 68.719.476.736. In

untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von Q.

Table 2: Ausgewéhlte Ereignisse beim Modell des Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels

Beschreibung Mengenform

Auf dem roten Wiirfel fallt eine Drei we A={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)}
Auf dem blauen Wiirfel fallt eine Drei weA=/{(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3)}
Auf beiden Wiirfeln fillt eine Drei weA={(3,3)}

Es fillt eine Pasch weA=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier weA=1{(1,3),(3,1),(2,2)}
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel (fortgesetzt)
Die Definition des Messraum (€2, .A4) ist damit abgeschlossen. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch
Definition von P({w}) fiir alle w € € festgelegt werden. Fiir das Modell zweier unverfilschter Wiirfel wiirde man

1 1
P({w}) == ] =36 fiir alle w € Q (16)

wihlen. Unter diesem WahrscheinlichkeitsmaBe ergibt sich dann zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

“Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier” mit der o- Additivat von P zu
P({(1,3),(3,1),(2,2)}) =P ({(1,3)} U{(3, 1)} U{(2,2)})
=P{1,3)H +P{B, DY +P({(2,2)})
=1/36+1/36+1/36
=1/12.
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Beispiele

Werfen einer Miinze

Wir modellieren das Werfen einer Miinze, deren eine Seite Kopf (heads) und deren andere Seite Zahl (tails) zeigt.
Es ist sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {H, T} zu definieren, wobei H “Heads” und T" “Tails" reprasentiert.
Allerdings ware auch jede andere bindre Definition von € méglich, z.B. © := {0,1},Q := {—1, 1} oder Q := {1, 2}.

Die Potenzmenge A := P({2) enthilt alle méglichen Ereignisse. In diesem Fall kdnnen wir das gesamte Mengensystem

A sehr leicht komplett auflisten.

Table 3: Ereignissystem A beim Modell des Werfens einer Miinze

Beschreibung Mengenform

Weder Kopf noch Zahl fillt we A=10

Kopf fallt weA={H}
Zahl fallt we A={T}
Kopf oder Zahl fallt weA={H,T}

Die Definition des Messraums (£2, .4) ist damit abgeschlossen.
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Beispiele

Werfen einer Miinze (fortgesetzt)

Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch Definition von P({w}) fiir alle w € 2 festgelegt werden. Die
Normiertheit von €2 bedingt hier insbesondere, dass

P(Q) =1« P{H}N+P{T} =1« P{T}) =1-P{H}). (17)

Bei Festlegung der Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses { H } wird also die Wahrscheinlichkeit des Elementar-
ereignis {T'} sofort mit festgelegt (andersherum natiirlich ebenso). Fiir das Modell einer fairen Miinze wiirde man
P({H}) = P({T}) = 1/2 wahlen. Die Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Ereignisse ergeben in diesem Fall zu

P(0) =0,P({H}) =1/2,P({T}) = 1/2 und P({H,T}) = 1. (18)
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Beispiele

Gleichzeitiges Werfen von zwei Miinzen

Wir modellieren das gleichzeitige Werfen zweier Miinzen. Basierend auf dem Modell des einfachen Miinzwurfs ist es
sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {HH,HT,TH,TT} zu definieren. Die Potenzmenge A := P(2) enthilt
wiederum alle 219 = 24 = 16 moglichen Ereignisse. In untenstehender Tabelle listen wir vier davon.

Table 4: Ausgewahlte Ereignisse beim Modell des zweifachen Werfens einer Miinze

Beschreibung Mengenform

Kopf fallt im ersten Wurf weA={HH,HT}
Kopf fallt im zweiten Wurf weA={HH,TH}
Kopf fallt nicht weA={TT}

Zahl fillt mindestens einmal  we A={HT,TH,TT}

Die Definition des Messraum (€2, .A4) ist damit abgeschlossen. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch
Definition von P({w}) fiir alle w € € festgelegt werden. Fiir das Modell zweier fairer Miinzen kdnnte man etwa

P{HH}) = P{HT}) =P({TH}) =P{TT}) = % (19)

wihlen.
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Definition

Erste Eigenschaften

Woahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

Erlautern Sie den Begriff des Zufallsvorgangs.

. Geben Sie die Definition des Begriffs der o-Algebra wieder.

. Geben Sie die Definition des Begriffs des WahrscheinlichkeitsmaBes wieder.

. Geben Sie die Definition des Begriffs des Wahrscheinlichkeitsraums wieder.
Erlautern Sie den Begriff der Ergebnismenge 2.

Erl3utern Sie die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.
Erldutern Sie den Begriff eines Ereignisses A € A.

Erlautern Sie den Begriff des Ereignissystems A.

© ® N e o s N R

. Welche o-Algebra wahlt man sinnvoller Weise fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge?

-
=4

Erldutern Sie den Begriff des WahrscheinlichkeitsmaBes P.

-
jan

. Geben Sie die Definition des Begriffs der Wahrscheinlichkeitsfunktion wieder.

-
)

. Warum ist der Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion bei der Modellierung eines Zufallsvorgans durch einen
Wahrscheinlichkeitsraums mit endlicher Ergebnismenge hilfreich?

13. Erlautern Sie die Modellierung des Werfens eines Wiirfels mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.

14. Erlautern Sie die Modellierung des gleichzeitigen Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels mithilfe eines

Wahrscheinlichkeitsraums.
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Selbstkontrollfragen - Losungen

S NN

© o ~N o

10.
11.
12.

13.
14.

Ein Zufallsvorgang ist ein Phdnomen der Wirklichkeit, das nicht mit absoluter Sicherheit vorhersagbar ist bzw.

fiir Menschen mit Unsicherheit behaftet ist. Siehe Folie 2 Erste Begrifflichkeiten.

. Siehe Definition (o-Algebra).
. Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsraum) beziiglich P.

. Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsraum).

Die Ergebnismenge enthalt die in einem Durchgang des modellierten Zufallsvorgangs méglichen Elementarereig-

nisse, siehe Folie 12 Ergebnismenge 2 und Die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.

. Siehe Folie 12 Die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.
. Siehe Folie 13 Ereignisse A € A.

. Siehe Folie 14 Ereignissystem A.

Die Potenzmenge der Ergebnismenge, sie enthélt alle prinzipiell méglichen Ereignisse, sieche auch Theorem
(Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge).

Siehe Folie 16 WahrscheinlichkeitsmaB .

Siehe Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion).

Durch Definition der Funktionswerte einer Wahrscheinlichkeitsfunktion kann ein WahrscheinlichkeitsmaB fest-
gelegt werden, siehe auch die Beispiele auf Folien 25 - 32.

Siehe Folien 26 und 27 Wiirfeln mit einem Wiirfel.

Siehe Folien 28 und 29 Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel.
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