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Standardannahme Frequentistischer Inferenz
M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Zufallsvektor v. Es wird angenommen,
dass ein Datensatz y € R™ eine der moglichen Realisierungen von v ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer oder

Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : y(}) = (ygl),ygl), .u.,ynl)) mit (1) = % ZZL:1 ygl)
Datensatz (2) : y(2 ( ,yz s yg)) mit (2 = %E?:1 952)
Datensatz (3) : y(3 (y 5 2 -,yns)) mit ’y(3> = % Z?ﬂ yga)
Datensatz (4) : y(4) = ( ¢y2 s Yn ) it g = %27:1 954)

Datensatz (5) : y%)

Um die Qualitat ihrer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Inferenz deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken. Was zum Beispiel ist die Verteilung der (1), 7(2), 3(3) g(4),

also die Verteilung der Zufallsvariable ©,,?

Wenn eine Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahme “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests

Man hat einen Datensatz ¥, ..., ¥, vorliegen und nimmt an, dass es sich dabei um die Realisation einer Stichprobe
handelt, zum Beispiel von v1, ...,v,, ~ N(i,02). Man berechnet basierend auf dem Datensatz eine Teststatistik,
zum Beispiel das anhand der Stichprobenstandardabweichung s und dem Stichprobenumfang n normalisierte Stich-
probenmittel ¥, \/ﬁg

Man fragt sich, wie wahrscheinlich es wire, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik
unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren. Dabei meint man mit Nullmodell intuitiv ein Wahrschein-
lichkeitsverteilungsmodell, bei dem kein “interessanter Effekt” vorliegt, also zum Beispiel 1 = 0 gilt. Die
Wahrscheinlichkeit ist dabei natiirlich Frequentistisch zu verstehen, also als idealisierte relative Haufigkeit, tiber viele

viele Stichprobenrealisationen.

Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren groB, so sagt man sich “Nunja, dann ist es wohl ganz plausibel, dass das
Nullmodel die Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “nicht-signifikanten Ergebnis”.
Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren dagegen klein, so sagt man sich “Aha, dann ist es wohl nicht so plausibel,
dass das Nullmodel die Daten generiert hat”. Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “signifikanten Ergebnis”.

Wie immer in der Frequentistischen Statistik weiB man nach Durchfiihrung dieser Prozedur nicht, ob in einem
konkret vorliegenden Fall nun wirklich das Nullmodel oder ein anderes Modell den Datensatz generiert hat. Man
kann aber durch die entsprechende Konstruktion der Prozedur sicherstellen, dass man im langfristigen Mittel sinnvolle

Entscheidungen trifft, wenn die Annahmen der Prozedur zutreffen und man die Prozedur sehr oft wiederholt.
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Testhypothesen und Tests
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Testhypothesen und Tests

Definition (Testhypothesen und Testszenario)
Gegeben sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit Stichprobe v, Ergebnisraum Y und Parameter-
raum ©. Weiterhin sei {©, 0, } eine Partition des Parameterraums, so dass
©=0,U0, und ©,N 6, = 0. (1)
Dann ist eine Testhypothese eine Aussage liber den wahren, aber unbekannten, Parameterwert 6 in
Hinblick auf die Untermengen ©( und ©; des Parameterraums. Speziell werden die Aussagen
® 0 € O, als Nullhypothese und

® 0 € ©, als Alternativhypothese

bezeichnet. Der Einfachheit halber bezeichnet man auch ©, und ©, direkt als Nullhypothese und
Alternativhypothese, respektive. Die Einheit aus Frequentistischem Inferenzmodell und Testhypothe-

sen wird als Testszenario bezeichnet.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Einfache und zusammengesetzte Testhypothesen)

Fiir die Testhypothesen ©; mit i = 0,1 gilt:
® Enthalt ©; nur ein einziges Element, so heiBt ©, einfach.

® Enthélt ©, mehr als ein Element, so heiBt ©; zusammengesetzt.

Bemerkungen
® Die Nullhypothese ©g = {0} ist ein Beispiel fiir eine einfache Hypothese.

® Bei einer einfachen Hypothese ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von v genau festgelegt.

® Bei einer zusammengesetzten Hypothese ist nur die Verteilungsklasse von v festgelegt.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Einseitige und zweiseitige Testhypothesen)

Gegeben sei ein Testszenario mit eindimensionalem Parameteraum © := R und es sei §, € ©.

® Dann werden zusammengesetzte Nullhypothesen der Form © :=| — 00, 6] oder © := [6;, oo[
einseitige Nullhypothesen genannt und auch in der Form H, : 6 < 6, bzw. H, : § > 6,
geschrieben. Die entsprechenden Alternativhypothesen haben dabei die Form ©; :=]f,, co[
bzw. ©; :=] — 00, 6|, auch geschrieben als H; : 0 > 0, bzw. H; : § < 6.

® Bei einer einfachen Nullhypothese der Form © := {6,}, auch geschrieben als Hj, : § = 6,
wird die Alternativhypothese ©; := © \ {6}, auch geschrieben als H; : 6 # 6,, zweiseitige
Alternativhypothese genannt.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Test)

Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Test eine Abbildung ¢ aus dem Ergebnisraum der Stich-
probe ¥ in die Menge {0, 1}, also

¢:4¥ > {0,1},y - 6(y), @)
wobei
® ¢(y) = 0 den Vorgang des Nichtablehnens der Nullhypothese und
® ¢(y) = 1 den Vorgang des Ablehnens der Nullhypothese
reprasentieren.
Bemerkung

® Weil y eine Realisation von v ist, ist ¢(y) eine Realisation von ¢(v).
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Testhypothesen und Tests

Definition (Standardtest)
Gegeben sei ein Testszenario. Dann ist ein Standardtest definiert als die Verkettung einer Teststatistik
v:9Y—=R 3)

und einer Entscheidungsregel

§:R— {0,1}. (4)

Ein Standardtest kann also geschrieben werden als

¢:=0607:Y—{0,1}. (5)

Bemerkungen
® Weil y eine Realisation von v ist, ist v(y) € R eine Realisation von ~(v).

® Weil y(y) eine Realisation von «y(v) ist, ist (§ o 7)(y) eine Realisation von (4 o ~y)(v).
® Wir betrachten in der Folge nur Standardtests.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 13



Testhypothesen und Tests

Definition (Kritischer Bereich)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Test ¢. Dann heiBt die Untermenge K des Ergebnisraums ¥
der Stichprobe v, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, kritischer Bereich des Tests, formal

K:={yelléy) =1} 4. (6)

Bemerkungen

® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v € K} sind 4quivalent.
® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v € K} haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Ablehnungsbereich)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Standardtest ¢ mit Teststatistik 7. Die Untermenge A des
Ergebnisraums der Teststatistik, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, Ablehnungsbereich des Tests,

formal

A:={y(y) €Rlp(y) =1} CR. (7)
Bemerkungen

® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {v(v) € A} sind &quivalent.
® Die Ereignisse {¢(v) = 1} und {y(v) € A} haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Testhypothesen und Tests

Definition (Kritischer Wert-basierte Tests)

Ein kritischer Wert-basierter Test ist ein Standardtest, bei dem die Entscheidungsregel 6 von einem
kritischen Wert k der Teststatistik mit Ergebnisraum R abhéngt. Speziell ist

® cin einseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

‘ 1 vy =k
¢:9 = {01}y = oY) = Liyyony = (8)
0 y(y) <k
® cin zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form
‘ L =k
¢4 ={0,1Ly = ¢1) = Lpzn = { ©)
0 <k

Bemerkung

® Wir betrachten in der Folge nur kritischer Wert-basierte Tests.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Richtige Testentscheidungen und Testfehler)

Gegeben seien ein Testszenario und ein Test.

® Dann gibt es mit dem Nichtablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 0, wenn die Nullhypothese 6 € © zutrifft
und dem Ablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 1, wenn die Alternativhypothese 6 € ©1 zutrifft zwei Formen
der richtigen Testentscheidung.

® Ebenso gibt es zwei Arten von Testfehlern: Das Ablehnen der Nullhypothese ¢(y) = 1, wenn die Nullhypothese
6 € © zutrifft, heiBt Typ I Fehler und das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die Alternativhypothese
6 € ©4 zutrifft, heiBt Typ /I Fehler.

Bemerkung
Testentscheidung
T
£ @) =0 o) =1
L
S =
< 3 Richtige
c
3 g 0 €6 Entscheidung Ty | Fehler
o &
el
é Richtige
£ 0 €O, Typ Il Fehler Entscheidung
=
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Testgiitefunktion)

Gegeben sei ein Testszenario und ein Test ¢. Dass ist die Testgiitefunktion von ¢ definiert als
4y © = [0,1],0 = ¢4 (0) := Py(d(v) = 1). (10)

Fiir 0 € ©, heiBt g, auch Powerfunktion oder Trennscharfefunktion.

Bemerkungen
® Py bezeichnet die Verteilung von ¢ unter der Annahme v ~ Py.
® Esgilt Py(p(v) =1) =Py(v e K)=Py(y € A)
® Fiir jedes 6 € © liefert g, die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese durch ¢ abgelehnt wird.
® Bei Poweranalysen betrachtet man g, als Funktion aller Testszenario und Testparameter.
® Andert sich ¢, z.B. weil sich der kritische Wert von ¢ andert, dann andert sich q4(0).
® Im Idealfall hatte man einen Test ¢ mit
q4(0) = Py(¢p(v) = 1) = 0 fiir 6 € Og und g4 (0) = Py(p(v) =1) =1 fiir 6 € ©;. (11)
Ll

Die Testentscheidung eines solchen ¢ wire mit Wahrscheinlichkeit 1 richtig.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Intuition zur Testkonstruktion
Im Idealfall hatte man einen Test ¢ mit

45(0) = Py(¢p(v) = 1) = 0 fiir € Oy und q4(0) = Py(¢(v) =1) =1 fir 6 € ©;. (12)

= Gut sind kleine Werte von g, fiir § € ©, und groBe Werte von g, fiir 6 € ©,.
Generell gibt es Abhéngigkeiten zwischen den Werten von g, fiir € ©, und 0 € ©,:

Sei zum Beispiel ¢, der Test definiert durch ¢,(y) := O fiir alle y € Y, also der Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, niemals ablehnt. Fiir diesen Test gilt g, (6) = 0 fiir @ € ©¢. Allerdings
gilt fiir diesen Test auch g (0) =0 fir 6 € ©;.
Andersherum sei ¢, der Test definiert durch ¢y (y) := 1 fiir alle y € Y, also ein Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, immer ablehnt. Fiir diesen Test gilt q%(ﬁ) =1 fiir 6 € ©4. Allerdings
gilt fir diesen Test auch q¢b(9) =1 fir 6 € 9.

In der Konstruktion eines Tests muss also eine angemessene Balance zwischen kleinen Werten von
q, fiir 0 € ©¢ und groBen Werten von g, fiir § € ©; gefunden werden.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Intuition zur Testkonstruktion

Die populdrste Methode, eine Balance zwischen zwischen kleinen Werten von ¢ fiir § € ©, und
groBen Werten von ¢ fiir § € ©; zu finden, ist in einem ersten Schritt ein ¢ € [0, 1] zu wihlen und
sicher zu stellen, dass

44(0) < o fiir alle 6 € ©,. (13)

Eine konventionelle Wahl fiir sein solches « ist zum Beispiel o, := 0.05.

Unter allen Tests und statistischen Modellen, die Ungleichung (13) erfiillen, wird man dann einen
Test oder ein statistisches Modell auswéhlen, so dass g, (0) fiir 0 € ©, so groB wie méglich ist.

Dieses Vorgehen ist nicht alternativlos, man kann zum Beispiel auch lineare Kombinationen ver-
schiedener Fehlerwahrscheinlichkeiten minimieren. Es ist aber das in der Anwendung populdrste

Vorgehen. Wir werden uns deshalb in der Folge auf dieses Vorgehen beschranken.

Das beschriebene Vorgehen motiviert die folgenden Definitionen der Begriffe des Level-a-Tests,
des Signifikanzlevels oy (manchmal auch als nominales Niveau bezeichnet) und des Testumfangs «

(manchmal auch als effektives Niveau bezeichnet).
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (Level-cy-Test, Signifikanzlevel «,, Testumfang «)

Gegeben seien ein Testszenario, ein Test ¢, seine Testgiitefunktion g, und ein «; € [0,1]. ¢ heiBt
ein Level-oy-Test, wenn gilt, dass

45(0) < o fiir alle 0 € ©. (14)

Wenn ¢ ein Level-a-Test ist, nennt man den Wert o, auch das Signifikanzlevel des Tests.
Weiterhin heiBt die Zahl
= 0) €[0,1 15
« grgl%gc%()[,] (15)

der Testumfang von ¢.
Bemerkungen
® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.

® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-a-Test, wenn o < « gilt.

® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass o = q4(6)) = [P(;0 (¢p(v) =1).
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Typ | Fehlerwahrscheinlichkeit vs. Testumfang vs. Signifikanzlevel

Bei einfacher © ist der Testumfang gleich der Wahrscheinlichkeit eines Typ | Fehlers

o 1= max q4(0) = bl 44(0) = q4(6p) = Py (d(v) =1). (16)

Bei zusammengesetzter ©, gibt es je nach Wert von 6 € O verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir
einen Typ | Fehler. Die groBte dieser Wahrscheinlichkeiten ist der Testumfang

o= max q4(0) = jmax Po(o(v) =1). 17)

Ein Test hat Signifikanzlevel o, wenn der Testumfang kleiner oder gleich a ist.

- 0) < 18
a ‘922)’0‘%()7% (18)

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gréBer als der Testumfang ist, heiBt konservativ.
Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gleich dem Testumfang ist, heiBt exakt.

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel kleiner als dem Testumfang ist, heiBt l/iberal.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Motivation des p-Wert Begriffs

Es werde ein zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test durchgefiihrt.
® H, wird abgelehnt, wenn |y(v)| > k.
Nehmen wir an, es werde y(v) = k + 1&; beobachtet.
® Das Testergebnis lautet ¢(v) = 1 < Ablehnen der Nullhypothese
Nehmen wir an, es werde y(v) = k + 100k beobachtet.
® Das Testergebnis lautet ¢)(v) = 1 < Ablehnen der Nullhypothese

Der Bericht des Testergebnis allein supprimiert potentiell interessante Information.

= Neben der Testumfangkontrolle durch beispielsweise oy = 0.05 ist es iiblich, alle Werte von o,
anzugeben, fiir die ein Level-a-Test zum Ablehnen der Nullhypothese fiihren wiirde.
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Definition (p-Wert)

¢ sei ein kritischer Wert-basierter Test. Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzlevel oy, bei welchem
man die Nullhypothese basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

Bemerkung

Eine Intuition zu dieser Definition ergibt sich im Rahmen des Einstichproben-T-Tests. p-Werte spiegeln dort
die Antwort auf die intuitive Frage wie wahrscheinlich es im Frequentistischen Sinne wére, den beobachteten
oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme eines Nullmodels zu observieren.

p-Werte sind ist extrem populér, aber auch sehr umstritten.

p-Werte werden, wie Hypothesentestergebnisse generell, leider oft iiberinterpretiert.

Es gibt basierend auf dem Gesagten keinen Grund dies anzunehmen, trotzdem vorsorglich:
o p-Werte quantifizieren nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese wahr ist.
o Aufgrund von p < 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt existiert.

o Aufgrund von p > 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt nicht existiert.

p-Werte sind eine der vielen Méglichkeit ein Signal-zu-Rauschen Verhiltnis zu quantifizieren.

p-Werte sind eine der vielen Méglichkeiten, Unsicherheit zu quantifizieren.

(vgl. Wasserstein, Schirm, and Lazar (2019))
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Testgiitekriterien und Testkonstruktion

Kommentar zum Frequentistischen Hypothesentesten in der Wissenschaft

Frequentistisches Hypothesentesten ist als Entscheidungsproblem ohne klar und explizit definierte
Entscheidungsnutzenfunktion formuliert und deshalb recht miihselig zu analysieren und zu studieren.
Es gibt sehr viel zuganglichere Theorien zu Entscheidungen unter Unsicherheit (vgl. Pratt, Raiffa,
and Schlaifer (1995), Puterman (2005), Ostwald, Starke, and Hertwig (2015))

Oberflachlich betrachtet liefern Hypothesentests einfache bindre Aussagen der Form “Die Hypothese
(Theorie) ist gegeben die Evidenz abzulehnen oder zu akzeptieren”. Solche Aussagen sind im Entschei-
dungskontext hilfreich, denn es muss etwas passieren, also eine Entscheidung getroffen werden. In der
Wissenschaft, also der menschlichen Kommunikationsstruktur iiber die Beschaffenheit der Welt, muss
aber nichts final entschieden, sondern nur das MaB an Unsicherheit {iber den gerade vorherrschenden
Theoriestand quantifiziert und kommuniziert werden. Generell sollten Fragestellungen der Grundla-

genwissenschaften deshalb gerade nicht als Entscheidungsprobleme formuliert werden.

Trotz landlaufiger Meinung das Bayesianische Herangehensweisen wie Positive Predictive Values
oder Bayes Factors hier irgendwie besser sind, ist dem nicht so, so lange die mit einer gewissen
Modellpréferenz assoziierte Unsicherheit nicht klar mitkommuniziert wird.

Und trotz alledem ist Frequentistisches Hypothesentesten in der Wissenschaftscommunity weiterhin
sehr populdr und sollte deshalb im Rahmen eines wissenschaftlichen Studiums wie der Psychologie

intellektuell durchdrungen werden.
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Tests

Eine Stichprobe (Gruppe) randomisierter experimenteller Einheiten.

Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N(u, %) der Datenpunkte.
1 und o2 unbekannt.

Absicht der Inferenz hinsichtlich einer Nullhypothese und einer Alternativhypothese

Anwendungsbeispiele

Pre-Post-Psychotherapie BDI Differenzanalyse einer Gruppe von Patient:innen

® 1+ pg:=0 = Evidenz fiir Depressionsymptomatikverénderung

Gruppenanalysen mit Wechsler Adult Intelligence Scale

® 1 # pg =100 = Evidenz fiir iiber- oder unterdurchschnittliche WAIS Performanz

Gruppenanalysen in der funktionellen Kernspintomographie

® 1> g =0 = Evidenz fiir regionale Gehirnaktivierung
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Hypothesen- und Testszenarien bei Einstichproben-T-Tests

Einfache Nullhypothese, einfache Alternativhypothese H : u = g, Hy : o = p1q

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)

® Praktische Relevanz eher gering
Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : 1 = pg, Hy = j1 # pg

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Hy : 1 < g, Hy = p > p

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese H : 1 > g, Hy = pp < p

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied

® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall
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Einstichproben-T-Test | (1) Anwendungsszenario

Hier betrachtetes Hypothesen- und Testszenario eines Einstichproben-T-Tests

Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : 1 = pg, Hy = j1 # pg

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
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Definition (Frequentistisches Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests)

Das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests ist gegeben durch das Nor-

malverteilungsmodell
U1y ooy Uy ~ N, 0%) mit (1,0%) € R x Ry (19)

Bemerkung

® Wir erinnern daran, dass aus generativer Sicht das Normalverteilungsmodell dem Modell
vy = p+e; mitg; ~ N(0,02) firi=1,...,n (20)

entspricht.
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Einstichproben-T-Test | (3) Testhypothesen

Definition (Testhypothesen des Einstichproben-T-Tests)
Gegeben sei das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests
Uy, ooy Uy ~ N(p1,0%) mit (1,0%) € R x R (21)

und es sei © := R der Parameterunteraum des Parameters von Interesse p. Dann sind fiir den
Nullhypothesenparameterwert i, € R die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alter-
nativhypothese des Einstichproben-T-Tests gegeben durch

O == {uo}t & Ho : 1= po und Oy := R\ {po} < Hy : p # pig. (22)

Bemerkung

® st der wahre, aber unbekannte, Parameter, p ist der Nullhypothesenparameter.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 33



Einstichproben-T-Test | (4) Definition der Teststatistik

Definition (Einstichproben-T-Test-Statistik)

Gegeben sei das Testszenario eines Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ..., v,,, Stichprobenmittel v, Stich-
probenstandardabweichung S und Nullhypothesenparameter pg. Dann ist die Einstichproben-T-Test-Statistik

definiert als _
T:= \/ELS“O. (23)

Bemerkungen

® Wir kiirzen den Begriff Einstichproben-T-Test-Statistik z.T. auch mit ETT-Statistik ab.

® Im Gegensatz zur T-Konfidenzintervallstatistik muss bei der ETT-Statistik nicht pg = 1 gelten.

® Intuitiv kann die ETT-Statistik als mit dem Stichprobenumfang (Evidenz) gewichtetes Verhiltnis von Signal
(sytematischer Variabilitit) zu Rauschen (unsystematischer Variabilitit) verstanden werden:

VStchprobenumiang (i) /i L0 (29)

Rauschen
® Die ETT-Statistik ist eine skalare Deskription des Effekt vs. Variabilitat Verhiltnisses eines Datensatzes.
® In der ETT-Statistik wird die EffektgréBe in Einheiten der Stichprobenstandardabweichung gemessen:
o T=1%n(v—py) =18
o T'=2% /n(v—pg) =25
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Theorem (Verteilung der Einstichproben-T-Test-Statistik)

Gegeben sei das Testszenario eines Einstichproben-T-Tests mit Stichprobe vy, ..., v,,, Stichprobenmittel v, Stich-

probenstandardabweichung S, Nullhypothesenparameter 11 und Einstichproben-T-Test-Statistik definiert als

T = /nl 10, (25)
S
Dann ist T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter
d=/nt—H (26)
o

und Freiheitsgradparameter n — 1, es gilt also 7' ~ t(d,n — 1)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Definition (Nichtzentrale ¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

~ 1 2
p:R—=Reg,t = p(t) ::%/ T”T71 exp(fg)exp (7% (t(%)z 7(5> ) dr. (27)
2" I () (nm)Z

Dann sagen wir, dass T einer nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter 6 und Freiheitsgradparam-
eter n unterliegt und nennen T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nichtzentralititsparameter 5 und Freiheits-
gradparameter n. Wir kiirzen dies mit t(§,n) ab. Die WDF einer nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir
mit ¢(T';6,n). Die KVF und inverse KVF einer nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit W(-;§,n) und
W1(:;6,n), respektive.

Bemerkungen
® Eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit 6 = 0 ist eine t-Zufallsvariable.
® Esgilt also ¢(T";0,n) = t(T;n).

® Weiterhin gelten W(T’;0,n) = ¥(T;n) und U~1(T;0,n) = U1 (T;n)
® Die funktionale Form der WDF findet sich zum Beispiel in Lehmann (1986), Seite 254, Gl. (80).
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nichtzentraler ¢-Verteilungen
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Theorem (Nichtzentrale T-Transformation)

v~ N(u,1) sei eine normalverteilte Zufallsvariable, U ~ XQ(n) sei eine X2 Zufallsvariable mit Freiheitsgradparam-
eter n, und v und U seien unabhangige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable
v

VU/n

eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter 1 und Freiheitsgradparameter n, also T ~ t(j, n).

(28)

Bemerkung
® Wir verzichten auf einen Beweis.

L~N(5, 1) U~-x*(s) T=u/{U/n ~1(5,5)

05 0.20 0.30
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Einstichproben-T-Test | (5) Verteilung der Teststatistik

Einstichproben-T-Test-Statistik bei n = 12,y = 3,02 =2,y = 0

U-
vy ~N(u, %) T=4n Sllo

~t(d,n-1)

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10

0.05

0.00
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Einstichproben-T-Test | (6) Testdefinition

Definition (Zweiseitiger Einstichproben-T-Test)

Gegeben seien das Frequentistische Inferenzmodell des Einstichproben-T-Tests mit einfacher Null-
hypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese und 7' bezeichne die Einstichproben-T-Test-
Statistik mit Werten ¢ € R. Dann ist der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhy-
pothese und zusammengesetzter Alternativhypothese definiert als der zweiseitige kritische Wert-
basierte Test

1 Jt] >k

. (29)
0 |t|<k

¢:Y = {01}y d(y) = Lyyspy = {
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Theorem (Testgiitefunktion des Einstichproben-T-Test)

¢ sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter

Alternativhypothese. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
4 R=[0,1], pi= g (p) := 1= W(k;d,,n— 1) + U(—k;d,,n — 1), (30)

wobei U(+; d,,n— 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter

K
du = \/ETO (31)

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkungen

® Wir visualisieren die Testglitefunktion unten in Abhéngigkeit von k.
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

qy(p) = P, (¢(v) = 1) fiir 02 =9, ug=4,n=12und k=1,2,3
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
45 :R—=[0,1], i qp(p) ==Py(p=1). (32)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehérige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, benétigen wir also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen, dass

die Einstichproben-T-Test-Statistik

T = /n 10 (33)
S
unter der Annahme vy, ..., v, ~ N(u, o2) anhand einer nichtzentralen t-Verteilung t(d,,,n— 1) mit Nichtzentral-
itatsparameter
H— Ho
d, = \/HT (34)
verteilt ist. Der Ablehnungsbereich des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests ist
A =]—o00,—k]U]k, oo[. (35)
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Einstichproben-T-Test | (7) Testgltefunktion

Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich ergibt sich dann
a¢(p) =P, (¢ =1)
=P, (T €] — oo, —k]U]k, o)
=P, (T €] — o0, —k]) + P, (T € [k, o)
=P, (T <—k)+P,(T >k) (36)
=P, (T < —k)+ (1P, (T < k)
=1-P,(T<k)+P,(T <—k)
=1-(k;dy,n—1)+V(~k;d,,n—1),
wobei W(-; du’ n —1) die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitadtsparameter d,, und Freiheitsgrad-
parameter n — 1 bezeichnet.

O
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle fiir den Einstichproben-T-Test)

¢ sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter
Alternativhypothese. Dann ist ¢ ein Level-aj-Test mit Testumfang «, wenn der kritische Wert
definiert ist durch
_ &%)
hoy =T 1(177;7171), (37)

wobei 1 (-;n — 1) die inverse KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkung

® In R kann W1 mit der Funktion qt () ausgewertet werden.
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Einstichproben-T-Test | (8) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cvp-Test ist, muss bekanntlich gy (p) < o fir alle p € {ug}, also hier
qd,(uo) < «, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max,e(uo} q¢(u), also hier
durch a = q¢(u0) gegeben. Wir missen also zeigen, dass die Wahl von k”O garantiert, dass ¢ ein Level-a-Test

mit Testumfang ) ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir u = pq gilt, dass
05(10) = 1 = W(ksdyy,m — 1) + W(—kydyyy n— 1)
=1—-W(k;0,n—1) + ¥(—k;0,n—1) (38)
=1—-¥(ksn—1)+¥(—k;n—1),

wobei W(-;d,n— 1) und ¥(-;n — 1) die KVF der nichtzentralen ¢-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d und
Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.
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Beweis (fortgefiihrt)

Sei nun also k := k“o' Dann gilt

Gp(n0) = 1= Wlkggin —1) + W(—kgqin — 1)

=1-U(kggin—1)+ (1 - W(kgyin—1)
=2(1 = W(kqyin—1))

:2(17\1/(\1/*1 (17%%,1)77%1)) (39)
:2(171+%)

= a0,

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der t-Verteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von
k= ku(], 44 (ko) < o ist und der betrachtete Test somit ein Level-cg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der
Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = k) gleich ay ist.
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Wahl von k“o =yl (1 - QTo;n - 1) mit n = 12, o := 0.05 und Ablehnungsbereich

Yy t

10 417 %/2 _ 0.4
0.8 03
06

02
0.4
02 01

P(T
0.0 ‘ ‘ ‘ | 0.0
-4 -2 0 2 4
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Simulation
n =12
mu =0
sigsqr = 2
mu_0 =0
alpha 0 = 0.05

k_alpha_0 = qt(1-alpha_0/2,n-1)
set.seed(1)
nsim = le5

phi rep(NaN,nsim)
for(j in 1:nsim){
y = rnorm(n,mu, sigsqr)
y_bar = mean(y)
s = sd(y)
Tee = sqrt(n)*((y_bar - mu_0)/s)
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){
philjl =1
} else {
philjl = 0

3
cat("Kritischer Wert =", k_alpha_0,
"\nGeschitzter Testunfang alpha =", mean(phi))

Kritischer Wert = 2.200985
Geschétzter Testumfang alpha = 0.0493

P E E R R R E T

#*

heorie und Fre

Anzahl der Datenpunkte

wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Nullhypothesenparameter, hier \mu = \mu_0
Signifikanzlevel

Kritischer Wert

Random number generator seed

Anzahl Simulationen

Testentscheidungsarray
Simulationsiterationen

\ups_i \sim N(\mu,\Sigma), i = 1,...,n
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung
Einstichproben-T-Test-Statistik

Test 1_{\vert t \vert >= k_alpha_0}
Ablehnen der Nullhypothese

Nichablehnen der Nullhypothese
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Theorem (p-Wert)

Gegeben sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhy-
pothese und t sei ein Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik 7". Dann gilt

p-Wert = 2(1 — ¥(|t|;n— 1)) (40)

wobei W(-;n — 1) die KVF der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Bemerkung

® In R kann ¥ mit der Funktion pt () ausgewertet werden.
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Beweis

Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel cyy bei dem fiir den betrachteten Test die Nullhypothese
basierend auf dem Wert von t abgelehnt werden wiirde. Im vorliegenden Fall wiirde die Nullhypothese fiir jedes o

mit
[t > w1 (17%;n71) (41)

abgelehnt werden. Fiir diese o gilt, dass

ag 2 2(1 = ¥(|tn —1)), (42)
denn

> et (1- 205 —1)

2
_ «
@‘Il(\ﬂ;nfl)z\l’(\l’ 1 (17 %;nfl) ;nfl)

20

< U(|thn—1)>1—

o
SP(T<|t)>1—- —
(T<|t) = 2 (43)

@%214}’@3\&)
& 0= PT 2 |t)

< ag > 2P(T > |t])
S g >2(1—Y(|t);n—1)).

Das kleinste o € [0, 1] mit g > 2P(T" > [¢|) ist dann entsprechend oy = 2(1 — ¥([t];n —1)).
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0.4
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0.0
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t=2.26, p=0.045 t=3.81, p=0.003
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Definition (Powerfunktion des Einstichproben-T-Tests)

Gegeben sei der zweiseitige Einstichproben-T-Test mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhy-

pothese. Dann ist die Powerfunktion des Tests gegeben durch

7:RxN—=[0,1],(d,n) = n(d,n):=1— \Il(kao;d,nf 1) +\Il(7kao;d,n7 1) (44)

Bemerkungen
® Wir betrachten hier lediglich die Testgiitefunktion
4y R—=[0,1], p = qg(p) = 1= W(kqy;dy,n—1) + (kg3 dy,n—1) (45)
bei kontrolliertem Testumfang, also fiir
kag = U1 —ap/2;n—1) (46)

mit festem o als Funktion des Nichtzentralitdtsparameters und des Stichprobenumfangs.
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Einstichproben-T-Test | (10) Powerfunktion

Powerfunktionen des Einstichproben-T-Tests
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Einstichproben-T-Test | (10) Powerfunktion

Powerfunktionsschnitte des Einstichproben-T-Tests

m(d, n=12), 0p=0.05

n(d,n=12), 0,=0.001

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

n(d=3,n), ap=0.05

10 20 30 40 50

n(d=3,n), op=0.001

10 20 30 40 50
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Man nimmt an, dass ein vorliegender univariater Datensatz ¥, ..., %,, eine Realisierung des Frequentistischen In-

ferenzmodells vy, ..., v, ~ N(pu, 0'2) des Einstichproben-T-Tests mit wahren, aber unbekannten, Parameter p und
2 .

o >0 ist.

Man nimmt ferner an, dass man entscheiden muss ob fiir einen gewahlten Nullhypothesenparameter 1 eher die

Nullhypothese H) : po = iy oder die Alternativhypothese Hy : p # juq zutrifft.

Um den Testumfang iiber viele Wiederholungen dieser Testprozedur zu kontrollieren, wéhlt ein Signifikanzlevel o
und bestimmt den zugehdrigen kritischen Wert kao, so dass zum Beispiel bei einem Stichprobenumfang von n = 12
und der Wahl von a := 0.05 ein kritischer Wert von k o5 = 2.20 gewahlt wird.

Anhand des Stichprobenumfangs n, des Nullhypothesenparameters 11, des Stichprobenmittels © und der Stich-
probenstandardabweichung s berechnet man sodann den Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik durch

ti= B0 (47)
S

Wenn dieses fiir den vorliegenden Datensatz so bestimmte t groBer als k“O ist oder wenn t kleiner als 7’(3040 ist,
lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab. Die oben entwickelte Theorie garantiert dann,

dass man im langfristigen Mittel in héchstens o - 100 von 100 Fallen die Nullhypothese félschlicherweise ablehnt.
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Weiterhin bestimmt man basierend auf dem vorliegenden Wert der Einstichproben-T-Test-Statistik den zugehdrigen
p-Wert durch
p-Wert = 2(1 — U(|t|;n —1)). (48)

Folgender R Code demonstriert dieses Vorgehen bei Annahme eines vorliegenden Datenvektors y der Lange n.

n = length(y) # Stichprobenumfang
mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter

alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel

k_alpha 0 = qt(il-alpha_0/2,n-1) # kritischer Wert

Tee = sqrt(n)*((mean(y) - mu_0)/sd(y)) # Einstichproben-T-Test-Statistik
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Testauswertung

p = 2+(1 - pt(Tee,n-1)) # p-Wert Evaluation
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Will man im Rahmen einer Studienplanung eine Poweranalyse zur Optimierung des Stichprobenumfangs im vorliegen-
den Testszenario durchfiihren, so gilt natiirlich zunichst grundsatzlich, dass mit steigendem Stichprobenumfang die
Powerfunktion des Tests ansteigt. Vor dem Gesichtspunkt der Power des Tests ist ein gréBerer Stichprobenumfang

also immer besser als ein kleinerer Stichprobenumfang.

Allerdings bleiben dabei mégliche Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs, wie zum Beispiel mégliche Risiken
fiir die Studienteilnehmer:innen, unberiicksichtigt. Weiterhin ist der Wert, den die Powerfunktion bei einem gewahlten
Stichprobenumfang immer von den wahren, aber unbekannten, Parameterwerten 1 und o, die in den Wert des
Nichtzentralitdtsparameters d einflieBen, abhangig. Wiirde man diese Werte in einem gegebenen Anwendungskontext
schon sehr genau kennen, so wiirde man vermutlich keine Studie durchfiihren wollen.

Generell wird im Rahmen der Studienplanung deshalb folgendes Vorgehen favorisiert. Zunachst entscheided man sich
fiir ein Signifikanzlevel cy zur Kontrolle des Testumfangs und evaluiert die Powerfunktion. Man iiberlegt sich dann
einen Nichtzentralititswert d*, den man mit einer Power von mindestens /3 detektieren mdchte, wobei ein typischer
konventioneller 3 = 0.8 ist. Man wertet dann die fiir einen Powerfunktionswert

n(d=d",n)=8 (49)

nétige StichprobengréBe aus.
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Aufgrund der Monotonie der Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests mit einfacher Nullhypothese und
zusammengesetzter Alternativhypothese im Bereich nicht-negativer Nichtzentralitdtsparameter ist dann gewahrleistet,
dass die Power des Tests fiir Nichtzentralitdtsparameter, die groBer als d* sind, gréBer oder gleich 3 sind. Folgender
R Code implementiert dieses Vorgehen zur Optimierung des Stichprobenumfangs

# Powerfunktionsbasierte Stichprobenumfangsoptimierung

alpha 0 = 0.05 # Signifikanzlevel
beta =0.8 # gewiinschter Powerfunktionswert
d_stern =3 # fester Nichtzentralititsparameter
n_min =2 # minimal betrachteter Stichprobenumfang
n_max =20 # maximal betrachteter Stichprobenumfang
n_res = le2 # Auflésung des Stichprobenumfangraums
n = seq(n_min,n_max, len = n_res) # Stichprobenumfangraum
k_alpha_0 = qt(i-alpha_0/2, n-1) # kritische Werte
pin = 1-pt(k_alpha_0, n-1, d_stern)+pt(-k_alpha 0, n-1, d_stern) # Powerfunktion
i =1 # Indexinitialisierung
n_min = NaN # minimales n Initialisierung
while(pi_n[i] < beta){ # Solange \pi(d*,n) < \beta

n_min = n[i] # Aufnahme des minimal nétigen ns

i =i+ 1} # und Erhthung des Indexes
cat("Minimal nétiges n =", ceiling(n_min)) # Ausgabe

Minimal nétiges n = 16
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Einstichproben-T-Test | (11) Praktische Durchfiihrung

Powerfunktionsbasierte Stichprobenumfangsoptimierung

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

m(d =3, n) fiir 0g=0.05, pp=0

Nopt
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

[ —

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fre istische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 62




Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion v; der iten von n Patient:innen legen wir das Modell
v, = p+e; mite; ~N(0,02) wiv. firi=1,...n (50)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion v, der iten Patient:in also mithilfe einer liber die
Gruppe von Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion 1 € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung ¢; erklart

Wie gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum Normalverteilungsmodell
Uty U ~ N 02). (51)
Die Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz fiihren dann auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte ;1 und o2?
(2) Wie kann im Sinne einer Intervallschiatzung eine méglichst sichere Schatzung von  gelingen?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt 4 # 0 ?

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 64



Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

D = read.csv("./11_Daten/11_Hypothesentests.csv") # Datensatzeinlesen
y = D$dBDI # Datenauswahl
n = length(y) # Stichprobenunfang
mu_hat = mean(y) # Ervartungswertparameterschitzer
delta =0.95 # Konfidenzlevel
t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)
G_u = mean(y) - (sd(y)/sqrt(n))*t_delta # untere Konfidenzintervallgrenze
G_o = mean(y) + (sd(y)/sqrt(n))*t_delta # obere Konfidenzintervallgrenze
mu_0 =0 # Nullhypothesenparameter, hier \mu = \mu_0
alpha_0 = 0.05 # Signifikanzlevel
k_alpha_0 = qt(i-alpha_0/2,n-1) # kritischer Wert
Tee = sqrt(n)*((mean(y) - mu_0)/sd(y)) # T-Teststatistik
if (abs(Tee) >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Test 1_{\vert t \vert >= k_alpha_0}
P = 2+(1 - pt(Tee,n-1)) # p-ert
cat ("Parameterschitzvert =", mu_hat, # Ausgabe

"\n95%-Konfidenzintervall =", G_u, G_o,

"\nSignifikanzlevel =", alpha_0,

"\nKritischer Wert k_alpha_O,

"\nTeststatistik Tee,

"\nTestwert phi,

"\np-Wert P)
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Parameterschétzwert = 3.166667

95%-Konfidenzintervall = 0.8074098 5.525923

Signifikanzlevel = 0.05

Kritischer Wert = 2.200985

Teststatistik = 2.95423

Testwert =1

p-Wert = 0.01310986

Im vorliegenden Fall wiirde man die Nullhypothese bei einem Signifikanzlevel von a = 0.05 ablehnen. Ob die

Nullhypothese zutrifft oder nicht bleibt wie der wahre, aber unbekannte, Wert von p unbekannt. Im langfristigen
Mittel wiirde man, basierend auf den zugrundegelegten Annahmen, die Nullhypothese nur in 5 von 100 Fallen

falschlicherweise ablehnen.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 66



Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Durchfiihrung mit der R Funktion t.test()

D = read.csv("./11_Daten/11_Hypothesentests.csv") # Datensatzeinlesen
y = D$dBDI # Datenauswahl
t.test(y) # Einstichproben-T-Test

One Sample t-test

data: y

t = 2.9542, df = 11, p-value = 0.01311

alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.8074098 5.5259235

sample estimates:

mean of x

3.166667

Im vorliegenden Fall wiirde man die Nullhypothese bei einem Signifikanzlevel von ay = 0.05 ablehnen. Ob die
Nullhypothese zutrifft oder nicht bleibt wie der wahre, aber unbekannte, Wert von p1 unbekannt. Im langfristigen
Mittel wiirde man, basierend auf den zugrundegelegten Annahmen, die Nullhypothese nur in 5 von 100 Fallen

falschlicherweise ablehnen.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests)

Es sei v die Stichprobe eines Frequentistischen Inferenzmodells mit Ergebnisraum ¥ und Parameterraum ©. Weiterhin
sei fiir ein 6 €]0, 1[ mit [G, (v), G, (v)] ein 6-Konfidenzintervall fiir den wahren, aber unbekannten, Parameter 6 € ©
definiert. Dann gilt, dass der Hypothesentest definiert durch

0, [Gu(y), Go(y)] 2 6
$9:4 = {0,1},y - é(y) =={ v 0 (52)
L [Gu(),Go(y) %60
ein Hypothesentest vom Signifikanzlevel oy = 1 — § fiir die Hypothesen
Oy :={0p} und ©1 := O\ {0y}. (53)

Beweis
Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit oy = o folgt

g = o =Py (#(v) = 1) = Py ([Gy(y), Go ()] B00) = 1 — Py, (G (1), Goly)] 3 0p) = 1—6.  (54)

Bemerkung

® Mit §-Konfidenzintervallen kann man also Hypothesentests mit Signifikanzlevel oy = 1 — & konstruieren.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test)

Gegeben sei das Normalverteilungsmodell und es sei

LI - (55)
= ) — ——=1g§, U —F=1lg
K " Jn & N 5
das mithilfe von 4
ty = 1(L;n71) (56)
2
in (9) Konfidenzintervalle definierte d-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter. Dann ist der Test
0 [D—it(g b+ it(;] 5 o
¢:Y {01}y dy) =1 pe 4 (57)
1, [U*ﬁt&l’* ﬁté] Ho

ein Test der einfachen Nullhypothese Hy) : i1 = g und der zusammengesetzten Alternativhypothese Hy := p # g
mit Signifikanzlevel g =1 — 4.

Beweis

Es gilt

[PMO (p(v)=1)=1— [Pllo (p(v)=0)=1 7[}3“0 ({’U* %tg,er %t‘;} E} P‘O) =1-39. (58)
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation der Dualitdt von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test

n =12

mu =2

sigsqr =1

delta = 0.95

t_delta = qt((1l+delta)/2, n-1)
m_0  =m

set.seed(1)

ns = le2

y_bar = rep(Nal,ns)

s = rep(Nall,ns)

kappa = matrix(rep(NaN,2#ns), ncol = 2)
kfn = rep(Nall,ns)

phi = rep(NaN,ns)

for(i in 1:ns){

¥ = rnorn(n,mu_0,sqrt (sigsqr))
y_bar[il = mean(y)
shil = sy

kappali,1] = y_bar[i] - (s[il/sqrt(n))*t_delta
kappal[i,2] = y_bar[i] + (s[il/sqrt(n))*t_delta
if (kappali,1] <= mu_0 & mu_0 <= kappali,2]1){
kfn[i] = 1} else{kfn[i] = O}

if (kappal[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= kappali,2]1){
philil = 0} else{phili] = 1}}

"Geschitztes Konfidenzniveau =", mean(kfn),
"\nGeschitzter Testumfang =", mean(phi))

cat(

Geschétztes Konfidenzniveau = 0.96
Geschétzter Testumfang = 0.04

R R E E E E e T

*

*

heorie und Fre

Stichprobenumfang
wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
Konfidenzlevel

\Psi~{-1}((\delta + 1)/2, n-1)
Nullhypothesenparameter bei Zutreffen von H_O
random number generator seed

Anzahl Simulationen

Stichprobenmittelarray
Stichprobenstandardabweichungarray
Konfidenzintervallarray
Uberdeckungsindikatorarray

Testarray

Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung

untere Konfidenzintervallgrenze

obere Konfidenzintervallgrenze

Uberdeckungsindikatorevaluation

Testevaluation
Ausgabe
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation der Dualitdt von Konfidenzintervall und Einstichproben-T-Test

Konfidenzintervalle

4

2 %quﬁxﬂ,,%}rH,rH{IHI%T%r%IHr{ l{lhTﬂr%{w{lwxﬂ.h{%hh%r“ll #h}l%“%wﬂ#ﬁﬂ% 1l
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Simulationen
Hypothesentests
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Simulationen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests.

2. Geben Sie die Definition der Begriffe der Testhypothesen und des Testszenario wieder.

3. Geben Sie die Definition der Begriffe der einfachen und zusammengesetzten Testhypothesen wieder.
4. Geben Sie die Definition der Begriffe einseitigen und zweiseitigen Testhypothesen wieder.

5. Geben Sie die Definition des Begriff des Tests wieder.

6. Geben Sie die Definition des Begriffs des Standardtests wieder.

7. Geben Sie die Definition des Begriffs des kritischen Bereichs wieder.

8. Geben Sie die Definition des Begriffs des Ablehungsbereichs wieder

9. Geben Sie die Definition des Begriffs des kritischen Wert-basierten Tests wieder.
10. Geben Sie die Definition der Begriffe der richtigen Testentscheidungen und der Testfehler wieder.
11. Geben Sie die Definition des Begriffs der Testgiitefunktion wieder.
12. Erlautern Sie die Bedeutung der Testgiitefunktion im Rahmen der Konstruktion von Hypothesentests.
13. Geben Sie die Definition der Begriffe des Level-ay-Tests und des Signifikanzlevels a wieder
14. Geben Sie die Definition des Begriffs des Testumfangs o wieder.

15. Geben Sie die Definition des Begriffs des p-Werts wieder.
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Selbstkontrollfragen - Losungen

© 0 N O

10.
11.
12.
13.
14.

15.

(
(
(
(
. Siehe Definition (Standardtest).
(
(
(
(
(

. Siehe Grundlegende Logik Frequentistischer Hypothesentests auf Folie 6
. Siehe Definition (Testhypothesen und Testszenario).

. Siehe Definition (Einfache und zusammengesetzte Testhypothesen).

. Siehe Definition (Einseitige und zweiseitige Testhypothesen).

. Siehe Definition (Test).

. Siehe Definition (Kritischer Bereich).
. Siehe Definition (Ablehungsbereich).

. Siehe Definition (Kritischer Wert-basierte Tests).

Siehe Definition (Richtigen Testentscheidungen und Testfehler).
Siehe Definition (Testgiitefunktion).

Siehe Intuition zur Testkonstruktion auf Folien 20 und 21.

Siehe Definition (Level-ay-Test, Signifikanzlevel c, Testumfang «).
Siehe Definition (Level-cy-Test, Signifikanzlevel o, Testumfang «).

Siehe Definition (p-Wert).
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