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(1) Matrizen



Motivation

Matrizen sind die Worte der Sprache der multivariaten Datenanalyse.
Vektoren sind spezielle Matrizen.

Matrizen kénnen als Tabellen der Datenreprasentation dienen.
Matrizen kénnen lineare Abbildungen reprasentieren.

Matrizen kénnen Vektorrdume reprasentieren.

Ein sicherer Umgang mit Matrizen ist fir

das Verstandnis multivariater Verfahren unverzichtbar.
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Definition

Definition (Matrix)

Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, die wie folgt bezeichnet wird

Bemerkungen

a1

(7]

An2

A1m

Aom
= (a, . .
: ( ’J)lgigw,, 1<j=m

Apm

® Matrizen bestehen aus Zeilen (rows) und Spalten (columns).

® Die Matrixeintrage a;j werden mit einem Zeilenindex i und einem Spaltenindex j indiziert.

® Zum Beispiel gilt fir A :=

© O 00 N

NN

= O wt wm

, dass azg = 4.

N O O N

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 6



Definition

Bemerkungen (fortgefiihrt)

3

3

Die GréBe oder Dimension einer Matrix ergibt sich aus der Anzahl ihrer Zeilen n € N und Spalten m € N.
Matrizen mit n = m heiBen quadratische Matrizen.

In der Folge bendtigen wir nur Matrizen mit reellen Eintragen, also a;j € RVi=1,...,n,j=1,...,m.
Wir nennen die Matrizen mit reellen Eintrage reelle Matrizen.

Die Menge der reellen Matrizen mit m Zeilen und m Spalten bezeichnen wir mit R"*"

Aus dem Ausdruck A € R2*3 lesen wir ab, dass A eine reelle Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten ist.
Wir identifizieren die Menge RYXL mit der Menge R.

Wir identifizieren die Menge R”*1 mit der Menge R”™.

Reelle Matrizen mit einer Spalte und n Zeilen sind also dasselbe wie n-dimensionale reelle Vektoren.
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Operationen

Matrixoperationen

Man kann mit Matrizen rechnen.

In der Folge betrachten wir folgende grundlegende Matrixoperationen

® Addition und Subtraktion von Matrizen gleicher GréBe (Matrixaddition und Matrixsubtraktion)
® Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (Skalarmultiplikation)

® Vertauschen der Zeilen- und Spaltenanordnung (Matrixtransposition)

® Multiplikation einer Matrix mit einer passenden zweiten Matrix (Matrixmultiplikation)

® “Teilen” durch eine Matrix (Matrixinversion)
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Operationen

Definition (Matrixaddition)

Es seien A, B € R™"*™. Dann ist die Addition von A und B definiert als die Abbildung

4 : RMXM  RrXm _y RnXm (4 B) s +(A, B):= A+ B )
mit
ain aip v Ay bin bz o by
A+B— |t o2 v e | |ba b o b
anl an2 Anm bn1 b2 bpm
(3)
aj; +byy ajp+bia v iy, +biy
_ | @21 +bar aga by o agm +boy
any +bpy ap2 +bpa “t o Gpm t b,
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen miteinander addiert werden.

® Die Addition zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Definition (Matrixsubtraktion)

Es seien A, B € R™"*". Dann ist die Subtraktion von A und B definiert als die Abbildung

— : RnXM  RrXmM _ RnXm (4 B) —(A,B):=A—B (4)
mit
ain aip v Ay bin bz o by
A_p- |1 a2 v aym | by by o by
anl an2 Anm bn1 b2 bpm
(5)
aj; —byy ajp—bia - ayy, —bipy
_ | @21 —ba1r  aza—byy o agm —bapy
apy —bpy ap2 —bpa P
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen voneinander subtrahiert werden.

® Die Subktration zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel

Es seien A, B € R2*3 definiert als

2 -3 0 4 1 0
A= und B := . (6)
1 6 5 -4 2 0

Da A und B gleich groB sind, kdnnen wir sie addieren

C—A4+B= 2 -3 0 i 4 1 0
1 6 5 -4 2 0

2+4 —-3+1 0+0 @
6+2 540
und voneinander subtrahieren
DeA_B< 2 B 4 1 0
1 —4 2 0
2— —-3-1 0-0
(®)
1+4 6-2 5-0
0
5]
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Operationen

Definition (Skalarmultiplikation)

Es sei ¢ € R ein Skalar und A € R™*™ . Dann ist die Skalarmultiplikation von ¢ und A definiert als die Abbildung

iR X R 5 R (¢, A) b (¢, A) i=cA 9)
mit
ary a2 vt A1 Caih @@y vt Cam
eAmc|® 2 am|_em cem e (10
anl [e2%%)) Apm Cany CQpo CQypym,
Bemerkungen

® Die Skalarmultiplikation ist elementweise definiert.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 13



Operationen

Beispiel
Es seiein ¢ := —3 und A € R**3 definiert als
3 1 1
5 2 5
A= (11)
2 7 1
3 4 2
Dann ergibt sich
3 1 1 -3-3 =31 —3-1 -9 -3 -3
5 2 5 —-3-5 —3-2 -3-5 —15 —6 —15
B:i=cA=-3 = = . (12)
2 7 1 —-3-2 —3-7 -3-1 —6 —21 -3
3 4 2 -3-3 -3-4 -3-2 -9 12 —6
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Operationen

Theorem (Vektorraum R™™)

Das Tripel (R™*™ +,-) mit der oben definierten Matrixaddition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum. Ins-
besondere gelten also fiir A, B,C € R"*™ und r, s,t € R folgende Rechenregeln:

(1) Kommutativitat der Addition A+B=B+A

(2) Assoziativitit der Addition (A+B)+C=A+(B+0C)

(3) Existenz eines neutralen Elements der Addition JOER™ ™ mit A+0=0+A=A.

(4) Existenz inverser Elemente der Addition VA3 —Amit A+ (—A)=0.

(5) Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation J1eRmitl-A=A.

(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation ro(s-t)=(r-s)-t.

(7) Distributivitit hinsichtlich der Matrixaddition r-(A+B)=r-A+7r-B.

(8) Distributivitit hinsichtlich der Skalaraddition (r+s)-A=r-A+s-A.
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Der Beweis ergibt sich mit dem elementweisen Charakter von +, —, - und den Rechenregeln in (R, +, ).
Das neutrale Element der Addition heiBt Nullmatrix; wir schreiben 0,,,, := (0)1<j<p,1<j<m Mit 0 € R.

Die inversen Elemente der Addition sind durch —A := (—a;;)1<ij<n,1<j<m gegeben.

® Das neutrale Element der Skalarmultiplikation ist 1 € R.
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Operationen

Definition (Matrixtransposition)

Es sei A € R"*™ . Dann ist die Transposition von A definiert als die Abbildung

T grxm y gmxn Ay T(4) = AT (13)
mit
T
a11 ai2 a1m a1l a1 anl
AT — ﬂ?l a.22 fl2lm ,: (1?2 ﬂ'22 ar'ﬂ (14)
Apl  Gp2 v Gnp A1m  32m " Amp
Bemerkungen

® Die Matrixtransposition “vertauscht” Zeilen und Spalten.
® Fiir A € R™™ gilt immer AT € R™*™,

® Fir A e R1! gilt immer AT = A.

® Es gilt (AT)T =A.

. 9 T
. - . = (a;; .
Es gilt (a’”)lgzgmln(n,m) (a’“)lgigmln(n,m)
® Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen einer Matrix bleiben bei Transposition also unberiihrt.
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Operationen

Beispiel

Es sei A € R2*3 definiert durch

2 3 0
A= (1 . 5)7 (15)

Dann gilt AT € R**? und speziell

2 1
AT =13 ¢6]. (16)
0 5

Weiterhin gilt offenbar min(m,n) = 2 und folglich

(ay) = (ay)” und (agy) = (a5)" - (17)
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Operationen

Definition (Matrixmultiplikation)

Es seien A € R ™ und B € R"*K_Dann ist die Matrixmultiplikation von A und B definiert als die Abbildung

S RPXT x RXE  RPXE (A, B) 5 (A, B) == AB (18)
mit
a;; ap v Gy by b o by
AB_ | %2 - am by b by
anl An2 Apm b1 b2 bk
m m m
Yisiatibin  Xi_qaibie o X1 abik (19)
m m m
| Zicga2iba Xl azibie 0 X agibik
m m m
21:1 anibi1 Zizl anibin Eizl Apibig

m
= | 2 ajiba
=i 1<j<n,1<I<k
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Operationen

Bemerkungen

® Das Matrixprodukt AB ist nur dann definiert, wenn A genau so viele Spalten hat wie B Zeilen.
® Informell gilt fiir die beteiligten MatrixgréBen immer (n x m)(m x k) = (n x k).

® In AB ist (AB)U die Summe der multiplizierten iten Zeilen von A und jten Spalten von B.

® Zum Berechnen von (AB),; fir 1 <i <n,1<j <k geht man also wie folgt vor:

1. Man legt in Gedanken die Tranposition der iten Zeile von A {iber die jte Spalte von B.

2. Weil A genau m Spalten hat und B genau m Zeilen hat, gibt es zu jedem Element der

Zeile aus A ein korrespondierendes Element in der Spalte von B.

3. Man multipliziert die korrespondierenden Elemente miteinander.
4. Die Summe dieser Produkte ist dann der Eintrag mit Index ij in AB.

® Die Multiplikation von Matrizen ist im Allgemeinen nicht kommutativ (also meist AB # BA).
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Operationen

Beispiel

A € R?*3 und B € R3*? seien definiert als

2 3 0 42
A= und B:=] -1 0]. (20)
1 6 5

Wir wollen C := AB und D := BA berechnen.
Mit n = 2,m = 3 und k = 2 wissen wir schon, dass C' € R?*? und D € R3>*3, weil
(2x3)(3x2)=(2x2) (21)

und
(3x2)(2x3)=(3x3) (22)
Es gilt hier also sicher AB #+ BA.
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum einen

C=AB

(-1)+0-1

1- 4+6 (-1)+5-1

8+3+0 44040

4—6+5 2+0+15
11
3

(23)

2:24(=3)-040-3
1-246-04+5-3
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum anderen

D =BA

4-242-1 4-(=3)+2-6 4.042-5
=|(=1)-240-1 (=1)-(=3)+0-6 (—=1)-0+40-5
1-243-1 1-(=3)+3-6 1-0+3-5 (24)
8+2 —12412 045
=|-2+0 340 040
243  —3+18 0+15
10 0 10
=l-2 3 o0
5 15 15
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Skalarprodukt)
Es seien z,y € R™. Dann gilt
(z,y) = 2Ty, (25)
Weiterhin seien fiir A € R"*™ firi =1,...,n
a; = (aj;)1<j<m € R™ (26)

die Spalten von AT und fiir B e R™*F fiiri=1,...,k

bj = (bij)1<j<m € R™ @7
die Spalten von B, also
AT =(a; ay  @,)€R™Mund B=(by by - by)eR™k (28)
Dann gilt
AB = ((a;,b;)) P (29)
Bemerkungen

® Der Eintrag (AB)U enstpricht dem Skalarprodukt von iter Spalte von AT und jter Spalte von B.
® Die erste Aussage folgt mit der Identifikation von R” = R™*1

® Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis.
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Transposition)
Es seien A € R™*" und B € R"**_ Dann gilt

(AB)T = BT AT, (30)

Beweis

T
m
(Z a;‘ibil> )
=1 1<j<n,1<i<k

i=1 ) 1<i<k,1<j<n (31)

=1 1<j<k,1<l<n
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Operationen

Motivation fiir Begriff der Inversen einer quadratischen Matrix

3

Es seien A € R™*" z € R™ und b € R, A und b seien als bekannt vorausgesetzt, = sei unbekannt.

1 2 5
Zum Beispiel sei A := und b :=
3 4 11

1 2 T 5 1z +2x9 =5
In diesem Fall gilt Az =b < = <
3 4) \zy 11 3y +4zy =11

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

Wir stellen uns vor, dass wissen méchten, fiir welche(s) = das LGS erfiillt ist.

Wiren A =a € R, z € Rund b € R, also ax = b gegeben so wiirden mit dem multiplikativem Inversen von a

multiplizieren, also dem Wert, der mit a multipliziert 1 ergibt und durch a1l = % gegeben ist.

1 b

a

Dann wiirde nimlich gelten az =b < a laz=a lbsl.-2=a bz =

Konkret etwa 2z = 6 < 2 120 = 2716 & %2:1: —l6sz=3

Analog méchte mit dem multiplikativen Inversen A1 von A multiplizieren kénnen, sodass “A~1A4 = 1"

Dann hitte man namlich Az =be A Az =A"lbsaz=A"1p

Die Idee des multiplikativen Inversen wird im folgenden als Inverse eine quadratischen Matrix formalisiert.
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Operationen

Definition (Einheitsmatrix)

Die Matrix
1 0 — 0
I, = (aij)1<i<n,1<j<n ERP M= 0 (32)

mit a;; =1 fiir i = j und a;; = 0 fiir ¢ + j heiBt n-dimensionale Einheitsmatrix.

® [, wird in R mit dem Befehl diag(n) erzeugt.

Theorem (Neutrales Element der Matrixmultiplikation)
I,, ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation, d.h. es gilt fir A € R"*", dass

I,A=Aund AL, = A. (33)

Beweis
Essei B=(b;;) =I,A€R" ™ Danngiltfirallel<i<nundallel<j<n

dij=0-a1;+0-ag;++0-a; 1 ;+1-a;;+++0 a;11;+0 a,;=a; (34)

und analog fiir AL, . m}
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Operationen

Definition (Invertierbare Matrix und inverse Matrix)

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heiBt invertierbar, wenn es eine quadratische Matrix A~ € R"*"
gibt, so dass
ATA=AAT =1, (35)

ist. Die Matrix A~! heiBt die inverse Matrix von A.

Bemerkungen

Invertierbarkeit und inverse Matrizen beziehen sich nur auf quadratische Matrizen.
® Inverse Matrizen heiBen auch einfach Inverse.

® Quadratische Matrizen kénnen, miissen aber nicht invertierbar sein.

® Nicht invertierbare Matrizen nennt man singuldre Matrizen

® FirA=acR> gt A=l =1,

® Die Definition sagt nur aus, was eine inverse Matrix ist, nicht wie man sie berechnet.
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Operationen

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2.0 1.0
3.0 4.0

2.0 1.0 08 -02) (1 o0\ [ 08 -02)(20 10 (36)
3.0 4.0) \-0.6 04) \o 1) \-o06 04)\3.0 4.0)’

wovon man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.

Die Matrix A =
—0.6 0.4

0.8 —0.2
) ist invertierbar mit inverser Matrix A~! = < ), denn

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

1

Die Matrix B =
0

0 b
0) ist nicht invertierbar, denn wiare B invertierbar, dann gébe es (a d> mit
c

boo) a6 o)) @

Das wiirde aber bedeuten, dass 0 = 1 in R und das ist ein Widerspruch. Also kann B nicht invertierbar sein.
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Operationen

Berechnen inverser Matrizen

2 x 2 bis etwa 5 x 5 Matrizen kann man prinzipiell per Hand invertieren.
Dazu lernt man im BSc Mathematik verschiedene Verfahren.

Wir verzichten auf eine Einfiihrung in die Matrizeninvertierung per Hand.
Ein kurzes (30 min) Erklarvideo findet sich hier.

In der Anwendung werden Matrizen standardmaBig numerisch invertiert.
Matrixinversion ist ein weites Feld in der numerischen Mathematik.

Es gibt sehr viele Algorithmen zur Invertierung invertierbarer Matrizen.

In R berechnet man inverse Matrizen fiir gewdhnlich mit solve.
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Determinanten

Definition (Determinante)

Fir A = (aj;)1<i jon € R™™ mit n > 1 sei A;; € R™~1X7—1 die Matrix, die aus A durch Entfernen der iten
Zeile und der jten Spalte entsteht. Dann heiBt die Zahl

|A]:=a firn=1 (38)
n )
[A] =" ag;(—1)I|Aqy] fir n > 1 (39)
Jj=1
die Determinante von A.
Bemerkungen
® Fir
1 2 3
A=[4 5 6 (40)
7 8 9

ergeben sich zum Beispiel

5 6 4 6 2 3 1 3
Ay = Apy = JAg = JAgy = 41
11 (8 9) A2 (7 9> s Agy <8 9) s Agg (7 9> (41)

® Determinanten sind nichtlineare Abbildungen der Form | - | : R™"*"™ — R, A+ |A|
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Determinanten

Theorem (Determinanten von 2 X 2 und 3 x 3 Matrizen)

(1) Es sei A = (a;5)1< j<o € R¥*2. Dann gilt

[Al = a11a22 — a2 (42)
(2) Es sei A = (a5)1<;j<3 € R3*3. Dann gilt
[A] = ajyagzas3 + aja3a31 + a13a21a32 — a12a21a33 — 1123033 — A1302203] - (43)
Bemerkungen
® Fiir 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen (und nur fiir diese) gilt die Sarrusche Merkregel
“Summe der Produkte auf den Diagonalen minus Summe der Produkte auf den Gegendiagonalen”
® Bei 3 x 3 Matrizen bezieht sich die Merkregel auf das Schema
ayp a1z ayz | oapn app
as;  agy  agy | ap  ax (44)
az1  azxx azgz | az; azp
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Determinanten

Beweis
Fiir A € R2X2 gilt nach Definition

n )
|4l = )" aqj(-1iHa|ay )

i
=an (DA arg (-1 A 9
=aqyql(age)|—aqsl(agy)]
=ajjagy —ajgag;
Fiir A € R3*3 gilt nach Definition und mit der Formel fiir Determinanten von 2 x 2 Matrizen
S 1
[Al= 3 ay (-1t ]Ay
Jj=1
= a1 (-1 A+ aga ()12 A g+ aq3(-1) 1345
=ay1lA11]—ag2lAia]+ag3|A;3]
(46)

a a9y
(@2 0o

(azl a23)‘+a13 ‘(“21 u22)|

agl  asy az)  ag

=a11 (ag2a33 —aggagy) — a1z (ag1a33 —aggzagy) +ag (ag1a32 —azza31)

= aj1agagy —a1]agzagy —a12a21a33 +a12a93a31 +aj3ag) agy — a13a2203]

=ajlaggagg +a12a23a3] +a13a31a32 — 12021433 — 11023032 — 413422431 -
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Determinanten

Beispiel 1

Es seien

A= (2 1) und B := (1 0) (47)
3 4 0 0

Dann ergeben sich

|A|=2-4-1.3=8-3=5. (48)
und
|Bl|=1-0-0-0=0-—0=0. (49)
Beispiel 2
Es sei
2 0 0
C=|0 1 0 (50)
o 0 3
Dann ergibt sich
|C|=2-1-340-0-0+0-0-0-0-0-3—0-0-0-0-1-0=2-1-3=6 (51)
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Determinanten

Theorem (Rechenregeln fiir Determinanten)
(Determinantenmultiplikationssatz.) Fiir A, B € R"*" gilt
|AB| =[A||BI. (52)

(Transposition.) Fiir A € R™*™ gilt
4] = |AT]. (53)

(Inversion.) Fiir eine invertierbare Matrix A € R™*™ gilt

A1) = (54)

1
[A]
(Dreiecksmatrizen.) Fiir Matrizen A = (a;;)1<;, j<n € R"*™ mit a;; = 0 fir i > j oder a;; =0 fir j> i gilt

n
[Al =TT @i (55)
i=1

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente unterhalb (¢ > j) oder oberhalb (j > ¢) der Diagonalen 0
® Bei I, sind alle nicht-diagonalen Elemente 0 und alle diagonalen Elemente 1, also folgt |I,,| = 1.
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Determinanten

Theorem (Invertierbarkeit und Determinante)

A € R™ " ist dann und nur dann invertierbar, wenn gilt, dass |A| # 0. Es gilt also

A ist invertierbar < |A] # 0 und A ist nicht invertierbar < |A| = 0. (56)

Beweisandeutung

Wir zeigen lediglich, dass aus der Invertierbarkeit von A folgt, dass |A| nicht null sein kann. Nehmen wir also an,

dass A invertierbar ist. Dann gibt es eine Matrix B mit AB = I,, und mit dem Determinantenmultiplikationssatz

folgt
|[AB| =|A||B| = [In| =1. (57)

Also kann |A| = 0 nicht gelten, denn sonst wére 0 = 1.
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Determinanten

Visuelle Intuition
ay,...,a, € R" seien die Spalten von A € R™*".

= | A| enstpricht dem signierten Volumen des von ay, ...,a,, € R" aufgespannten Parallelotops.

301 20 2 2
Ay = Ay = Ay =

IS

B B

s s

| |

< <2 4 <24

|

1 1

|

[ e e ™ 0

0o 1 2 3 4 0o 1 2 3 4 0 2 3 4

X1 X1 X1
|[A)]=3-2-1-1=5 |[Ay]=2-2-0-0=4 |[Az]=2-2-2-2=0
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Spur

Definition (Spur)

csei eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur von A definiert als die Zahl

tr(A) = i Do (58)
=1

Bemerkungen

® Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

® trist die Abkiirzung fiir trace.

Beispiel
Es sei
3 2 1
A=18 1 7 (59)
4 5 2
Dann gilt
tr(A)=3+1+2=6. (60)

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 39



Spur

Theorem (Eigenschaften der Spur)

(1) (Invarianz bei Transposition) Es sei A € R™*™. Dann gilt

tr (AT) =tr(A) (61)
(2) (Linearitat) Es seien A, B € R™*"™ ¢, d € R. Dann gilt

tr(cA+dB) = ctr(A) + dtr(B) (62)

(3) (Reihenfolgeninvarianz) Es sei A € R™*™ und B € R™*". Dann gilt

tr(AB) = tr(BA). (63)
(4) (Zyklische Permutationsinvarianz) Es seien A, B, C' € R™*"™. Dann gilt

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). (64)

Bemerkung

® Eigenschaft (4) kann auf beliebig viele und multiplikationskonforme Matrizen erweitert werden.
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Spur

Beweis
(1) Da die Diagonalelemente von AT und A identisch sind, sind auch ihre Summen identisch.
(2) Es gilt
r(cA +dB) Z caj; + dby; = cz a; + dz b;; = ctr(A) + dtr(B). (65)

(3) Wir halten zunichst fest, dass nach Definition der Matrixmultiplikation, die Diagonalelemente von AB € R™*"

gegeben sind durch
(AB);; Zaw i firi=1,...,n. (66)

Rmxm

und die Diagonalelemente von BA € gegeben sind durch

(BA);; Zbﬂa” firj=1, (67)
i=1

Dann aber gilt mit den Eigenschaften von Summen und der Kommutativitat der Skalarmultiplikation

tr(AB) = Zi% bj; = Zzbﬂau = tr(BA). (68)

i=1j= Jj=li=

(4) Mit der Assoziativitat der Matrixmultiplikation und Eigenschaft (4) gelten

tr(ABC) = tr((AB)C) = tr(C(AB)) = tr((CAB) = tr((CA)B) = tr(B(CA)) = tr(BCA). (69)
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Spezielle Matrizen

Definition (Einheitsmatrizen und Einheitsvektoren)

® Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit

I, = (i )1<i<ni<jon € R mit iy, =1 fir j =k und ij, =0 fir j # k (70)
® Wir bezeichnen die Einheitsvektoren e;,i = 1,...,n mit
e; = (eij)lg_ygn € R™ mit ei; = 1 fir i = j und ei; = 0 fiir 4 # j (71)

Bemerkungen

® I, besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins.
® e;,i=1,....,n besteht nur aus Nullen und einer Eins in der iten Komponente.
® Esgilt
I, = (el en,) (72)

® Es gelten weiterhin zum Beispiel fir 1 <¢,j<n

elTej =0firi+#j,e;e;=1und elr'u = vTci =w; firveR™. (73)
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Spezielle Matrizen

Definition (Nullmatrizen, Einsmatrizen)
® Wir bezeichnen Nullmatrizen mit
Opm = (0)1<i<n,1<j<m € R™™ und 0, == (0)1<ij<p ER™ (74)
® Wir bezeichnen den Einsmatrizen mit

1nm = (D1<i<n,1<jsm € R™™ und 1, == (1)1<j<n € R® (75)

Bemerkungen

® 0y, und 0,, bestehen nur aus Nullen.
® 1, und 1, bestehen nur aus Nullen.
® Es gelten zum Beispiel
0,08 =0,, und 1,11 =1,,,. (76)
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Spezielle Matrizen

Definition (Diagonalmatrix)

Eine Matrix D € R™*™ heiBt Diagonalmatrix, wenn dij =0firl<i<n,1<j<mmiti#j.

Bemerkungen
® Eine Diagonalmatrix D € R™*™ mit Diagonalelementen d1, ..., d,, schreibt man auch als
D = diag(dy, ..., dy). (77)
L]

Diagonalmatrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Zum Beispiel iiberzeugt man sich leicht davon, dass Multiplikation einer Matrix A von links mit einer Diag-
onalmatrix D der Multiplikation der Zeilen der Matrix A mit den entsprechenden Diagonaleintrigen von D
entspricht. Die entsprechende Multiplikation von rechts entspricht der Multiplikation der Spalten von A mit

entsprechenden Diagonaleintragen von D.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

D :=diag(dy, ..., d,,) = |D| = Hd (78)

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982) verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Symmetrische Matrix)

Eine Matrix S € R"*" heiBt symmetrisch, wenn gilt dass ST = S.

Bemerkungen

® Symmetrische Matrizen sind spezielle quadratische Matrizen.
® Symmetrische Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Beispielweise gilt fiir die Summe zweier symmetrischer Matrizen, dass auch diese wieder symmetrisch ist
A=ATund B=BT = A+B=(A+B)T (79)
und das die Inverse einer symmetrischen Matrix, sofern sie existiert, auch symmetrisch ist,
ST—5=(s71) =51, (80)

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Positiv-definite Matrizen und positiv-semidefinite Matrizen)
Eine quadratische Matrix C' € R"™*™ heiBt positiv-definit, wenn C' symmetrisch ist und gilt, dass
2T Cz > 0 fiir alle z € R™ mit = # 0,,. (81)

Wenn C € R™*™ positiv-definit ist, so schreiben wir C' € R"*" pd.

Eine quadratische Matrix C' € R™*" heiBt positiv-semidefinit, wenn C symmetrisch ist und gilt, dass
zT Cz > 0 fiir alle z € R” mit z # 0,,. (82)

Wenn C € R™*™ positiv-definit ist, so schreiben wir C' € R™"*™ psd.

Bemerkungen
® Positive-definite und positiv-semidefinite Matrizen sind spezielle symmetrische Matrizen.
® Kovarianzmatrixparameter von multivariaten Normalverteilungen sind positiv definite Matrizen grundlegend.
® Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren sind positiv-semidefinite Matrizen.
® Positiv-definite Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.
® Beispielsweise existiert die Inverse C1 einer positiv-definiten Matrix und ist selbst positiv-definit,

fiir einen Beweis dieser Eigenschaft verweisen wir auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982).
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Spezielle Matrizen

Definition (Orthogonale Matrix)
Eine Matrix Q € R™*" heiBt orthogonal, wenn

@ @)= Iy (83)

Bemerkung

® Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind also paarweise orthogonal, es gilt fiir
Q=(q1 ~ qy) mtgeRMfirl<i<n, (84)

dass
qlq;=0firi# jund qf'q; =1 firi=jmit1<i,j<n. (85)
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Spezielle Matrizen

Theorem (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)

Q € R ™ sei eine orthogonale Matrix. Dann gelten:

(1) (Inverse) Die Inverse von Q ist QT, es gilt

Q=0T (86)
(2) (Transposition) Die Zeilen von Q sind orthonormal, es gilt
QQT =1,. (87)
(3) (Determinante) Es gilt
|Q| =1 oder |Q] =—1. (88)
Beweis
(1) Unter der Annahme, dass Q™! existiert, gilt
QTQ=1,+Q"QQ ' =1, '+ Q '=Q". (89)
(2) Es gilt
RTQ=1,+QQ"Q=QI, = QRTQQRT = QQT < QT =1,. (90)

(3) Mit dem Multiplikationssatz und Transpositionseigenschaft von Determinanten gilt
QI = lQllel=1QlIRTI=1QQT| =1,/ =1. (91)
Aus |Q|2 = 1 folgt dann aber, dass |Q| = 1 oder |Q| = —1 sein muss.
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer Matrix wieder.

2. Nennen Sie sechs Matrixoperationen.

3. Geben Sie die Definitionen der Matrixaddition und -subtraktion wieder.
4. Geben Sie die Definition der Skalarmultiplikation fiir Matrizen wieder.

5. Geben Sie die Definition der Matrixtransposition wieder.

A= L2 ,B:= 3.0 und ¢ :=2 (92)
2 1 1 2

Di=c(A-B") und B:=(cA)T + B. (93)

6. Es seien

Berechnen Sie

7. Geben Sie die Definition der Matrixmultiplikation wieder.

8. Es seien A € R3%2 B € R2*4 und C € R3*4. Priifen Sie, ob folgende Matrixprodukte definiert sind, und
wenn ja, geben Sie die GroBe der resultierenden Matrix an:

ABC, ABCT, ,ATcBT ,BAC. (94)
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Selbstkontrollfragen

9. Es seien

3 2 1
A=|4 5 6|B:= 3 1| udC:=|3 (95)
3 2 0 0 2
Berechnen Sie die Matrixprodukte
T
AB, BT AT, (BTAT) ,  AcC. (96)
10. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<; j<2 € R? wieder.
11. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<; j<3 € R3 wieder.
12. Berechnen Sie die Determinanten von
9 1 3 2 1
A= (1 2) B:=|2 3 2| und C:=diag(1,2,3). (97)
1 2 3
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Selbstkontrollfragen

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Geben Sie den Determinantenmultiplikationssatz wieder.

Geben Sie das Theorem zur Invertierbarkeit und Determinante von Matrizen wieder.

Geben Sie die Definition einer Diagonalmatrix wieder.

Geben Sie die Definition einer symmetrischen Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer positiv-definiten und einer positiv-semidefiniten Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer orthogonalen Matrix wieder.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition (Eigenvektor, Eigenwert)
A € R™*™ sei eine quadratische Matrix. Dann heiBt jeder Vektor v € R™, v # 0,,,, fiir den gilt, dass
Av = v (1)
mit A € R ein Eigenvektor von A. A heiBt zugehdriger Eigenwert von A.
Bemerkungen
® Ein Eigenvektor v von A wird durch A mit einem Faktor \ verlangert.

® Jeder Eigenvektor hat einen zugehérigen Eigenwert.

® Die Eigenwerte verschiedener Eigenvektoren kénnen identisch sein.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Multiplikativitit von Eigenvektoren)

A € R™*™ sej eine quadratische Matrix. Wenn v € R™ Eigenvektor von A mit Eigenwert A € R ist,
dann ist fiir ¢ € R auch cv € R™ Eigenvektor von A und zwar wiederum mit Eigenwert A € R.

Beweis

Es gilt
Av =X v & cAv=clv e A(cv) = A(ew) (2)

Also ist cv ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A.

Konvention

Wir betrachten im Folgenden nur Eigenvektoren mit v = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Visualisierung eines Eigenvektors

2 1 1 1
Fir A := ist vi= = Eigenvektor zum Eigenwert A = 3, w := ist kein Eigenvektor.

Av =Av

Aw £ Aw

w
?

00 05 1.0 15 20 25 3.0
X1

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 7



Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren)

A € R™*™ sej eine quadratische Matrix. Dann ergeben sich die Eigenwerte von A als die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

Xa(A) == [A=AL,| (3
von A. Weiterhin seien A;,i = 1,2,... die auf diese Weise bestimmten Eigenwerte von A. Die

entsprechenden Eigenvektoren v;,7 = 1,2,... von A kénnen dann durch Lésen der linearen Gle-
ichungssysteme

(A= XL, )v; =0, firi=1,2,... (4)
bestimmt werden.
Bemerkungen
® Fiir kleine Matrizen mit m < 3 koénnen Eigenwerte und Eigenvektoren manuell bestimmt werden.

® Bei groBen Matrizen werden Eigenwerte und Eigenvektor im Allgemeinen numerisch bestimmt.
® R's eigen(), Scipy’s linalg.eig(), Matlab’s eig().
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beweis
(1) Bestimmen von Eigenwerten
Wir halten zunichst fest, dass mit der Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten gilt, dass
Av= v Av—Av=0,, & (A—A,,)v=0,,. (5)

Fiir den Eigenwert X\ wird der Eigenvektor v also durch (A — A1,,,) auf den Nullvektor 0,,, abgebildet. Weil aber per
Definition v # 0,,, gilt, ist die Matrix (A — AI,,,) somit nicht invertierbar: sowohl der Nullvektor als auch v werden
durch A auf 0,,, abgebildet, die lineare Abbildung

FiR™ S R™ 25 (A— A)w (6)

ist also nicht bijektiv, und (A — )\Im)71 kann nicht existieren. Die Tatsache, dass (A — AI,,,) nicht invertierbar ist,
ist aber dquivalent dazu, dass die Determinante von (A — AI,,,) Null ist. Also ist

Xa\) = A=A, [=0 ™
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass A ein Eigenwert von A ist.
(2) Bestimmen von Eigenvektoren
Es sei A\ ein Eigenwert von A. Dann gilt mit den obigen Uberlegungen, dass Auflésen von
(A= N L,)v) =0, ®)

nach 'u;f einen Eigenvektor zum Eigenwert A* ergibt.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel
Es sei
2 1
A= 9)
1 2
Wir wollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A bestimmen.

(1) Berechnen von Eigenwerten
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A.

Das charakteristische Polynom von A ergibt als

2 1 A0 22 1 .
xa(A) = ( )*( ) = ( ) =(2-M)?-1 (10)
1 2 0 A 12—

Nullsetzen und Auflésen nach X ergibt mit der pg-Formel
(2=A)2—1=0=X; =3, A =1. (11)

Die Eigenwerte von A sind also Ay =3 und Ay = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel (fortgefiihrt)
(2) Berechnen von Eigenvektoren

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay = 3 und Ay = 1 ergeben sich durch Lésen der linearen Gleichungssysteme
(A—X;Ip)v; =0y fiir i =1,2. (12)

Fiir A\ = 3 ergibt sich

-1 1 vy 0 1 1
(A—=3I)vy =05 & Ll = Sv; = — ist eine Lésung. (13)
1 -1) \uy, 0 v2 \1

Fpr Ay = 1 ergibt sich

1 1 1 0 -1
(A—1I3)vg =0g & e = vy = =N ist eine Losung. (14)
1 1) \vy, 0 V2

Weiterhin gilt vTvz =0 und [|v1]| = ||Jva]| = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Eigenwerte positiv semidefiniter und positiv definiter Matrizen)

(1) C € R™*™ sei eine positiv semidefinite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' nicht-negativ.

(2) C € R™*™ seij eine positiv definite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' positiv.

Beweis

(1) Mit der Definition von Eigenvektor und Eigenwert einer quadratischen Matrix gilt fiir jeden Eigenwert A und

zugehérigen Eigenvektor € R, # 0,,
Cz=Xx o 2TCe=aT(\x)=raTa. (15)
Mit der positiven Semidefinitheit von C und =Tz > 0 fiir alle z € R™ mit x # 0,,, gilt dann aber
zZ'Ccz>0e aTz>0=A>0. (16)
Also ist jeder Eigenwert von C' nichtnegativ.

(2) Der Beweis erfolgt analog zu (1) unter Ersetzung von > durch >.

Bemerkungen

® Die Eigenwertnichtnegativitdt wird manchmal auch zur Definition der positiven Semidefinitheit genutzt.
® Die Eigenwertpositivitat wird manchmal auch zur Definition der positiven Definitheit genutzt.
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen)
S € R™M*™ sej eine symmetrische Matrix. Dann gelten
(1) Die Eigenwerte von S sind reell.

(2) Die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten von S sind orthogonal.

Bemerkung

® In nachfolgendem Beweis setzen wir die Tatsache dass eine symmetrische m reelle Eigenwerte hat als gegeben
voraus und zeigen lediglich, dass die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen
Matrix orthogonal sind. Ein vollstandiger Beweis des Theorems findet sich in Strang (2009), Kapitel 6.4.

® Da wir als Eigenvektoren nur Eigenvektoren der Lange 1 betrachten, sind die hier angesprochenen orthogonalen
Eigenvektoren insbesondere auch orthonormal.
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Orthonormalzerlegung

Beweis

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit seien A; und A; mit 1 <4, j < mund A; + Aj zwei verschiedenen Eigenwerte
von S mit zugehérigen Eigenvektoren g; und qj, respektive. Dann ergibt sich wie unten gezeigt, dass

Nalqy =il q;. (17)

Mit gq; # 0,,, q; # 0,, und \; # )‘j folgt damit qiTq]- = 0, weil weil es keine andere Zahl c als die Null gibt, fiir
die bei a,b € R und a # b gilt, dass

ac = bc. (18)
Um
Aidl a5 = Aja] qj- (19)
zu zeigen, halten wir zunichst fest, dass
Sq; = Nq; = (Sq)T = (Na)T & qF' ST =gl AT & q7'S = qI'x;  q'Sq; = Nql'q; (20)
und
Sqj = Ajaj = qf Sq; = A4} g @1

gelten. Sowohl )\iqquj als auch )\jq;rqj sind also mit q;quj und damit auch miteinander identisch.
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Orthonormale Zerlegung einer symmetrischen Matrix)

S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix mit m verschiedenen Eigenwerten. Dann kannn S geschrieben werden als
S =QAQ", (22)

wobei @@ € R™*™ eine orthogonale Matrix ist und A € R"*™ eine Diagonalmatrix ist.

Beweis

Es seien A\| > Ay > .- > A, die der GroBe nach geordneten Eigenwerte von S und gy, qs, -.., g, seien die jeweils
zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren. Mit

Q= (ql qp q,m> € R™*™ ynd A := diag (/\1, Agyny )\m) € Rmxm (23)
folgt dann mit den Definitionen von Eigenwerten und Eigenvektoren zunichst, dass
Sq; =XNg; firi=1,...,m & SQ = QA. (24)
Rechtseitige Multiplikation mit QT ergibt dann mit QQT = I,,, dass

SQQT = QAQT & SI,, = QAQT = S = QAQT. (25)

Bemerkungen
* S= QAQT heiBt auch Diagonalisierung von S.

® Man wahlt man als Diagonalelemente von A die der GréBe nach geordneten Eigenwerte von S.
® Man wahlt man als Spalten von Q die zugehérigen orthonormalen Eigenvektoren von S.
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Orthonormalzerlegung

Beispiel (fortgefiihrt)

Fiir die symmetrische Matrix

A= (f ;) (26)
mit den oben bestimmten Eigenwerten A; = 3, Ay = 1 und zugehérigen orthonormalen Eigenvektoren
w5 ()0
seien
Q:=(v; wy) und A =diag(Aq, Ag). (28)
Dann ergibt sich

QAQT = (v wp)diag(Ar, Ag) (v wa)
A0 )6 DGO )
G &G )

Il
e L
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Spur und Determinante einer symmetrischen Matrix)

S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix mit verschiedenden Eigenwerten A1, ..., A,,,. Dann gelten
m m
S| =] X und tr(S) =" N, (29)
=1 i=1
Beweis

Mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigenwerten gilt, dass
S| = 1QAQT| (30)

wobei Q € R™*"™ eine orthogonale Matrix und A € R”**™ die Diagonalmatrix der m verschiedenen Eigenwerte
von S ist. Mit dem Determinantenmultiplikationssatz, der Determinanteneigenschaft von orthogonalen Matrizen und
der Tatsache, dass die Determinante einer Diagonalmatrix dem Produkt ihrer Diagonalelemente entspricht, gilt dann
weiterhin

m
1] = 1QAQT | = QIAIQT| = Al = [T M- (1)
i=1
Wiederrum mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigenwerten gilt, dass
tr(S) =tr (QAQT). (32)

Mit der zyklischen Permutationsinvarianz der Spur, der Inversionseigenschaft orthogonaler Matrizen und der Definition
der Spur gilt dann weiterhin

() =tr (QAQT) =tr (QTQA) =tr(A) =D A, (33)

i=1
O
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Singuldrwertzerlegung

Definition (Singularwertzerlegung)

Y € R™*" sei eine Matrix. Dann heiBt die Zerlegung
Y =USVT, (34)

wobei U € R™*™ eine orthogonale Matrix ist, S € R™*" eine Diagonalmatrix ist und V € R™*™
eine orthogonale Matrix ist, Singuldrwertzerlegung (Singular Value Decomposition (SVD)) von Y.
Die Diagonalelemente von S heiBen die Singuldrwerte von Y.

Bemerkungen

® Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Singulirwertzerlegung siehe z.B. Strang (2009), Kapitel 7.
® Singularwertzerlegungen kénnen in R mit svd() berechnet werden.
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Singuldrwertzerlegung

Theorem (Singularwertzerlegung und Eigenanalyse)

Y € R"™*" sei eine Matrix und
Yy =UsvT (35)

sei ihre Singulirwertzerlegung. Dann gilt:
® Die Spalten von U sind die Eigenvektoren von YY7,
® die Spalten von V sind die Eigenvektoren von Y7Y und

® die entsprechenden Singularwerte sind die Quadratwurzeln der zugehérigen Eigenwerte.

Bemerkung

® Singuldrwertzerlegung und Eigenanalyse sind eng verwandt.
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Singuldrwertzerlegung

Beweis
Wir halten zunichst fest, dass mit
T T
(vyT)" =yyTund (YTy) =vTy (36)

YYT und YTY symmetrische Matrizen sind und somit Orthornomalzerlegungen haben. Wir halten weiterhin fest,
dass mit VIV =1, UTU = I, gilt, dass

T
vyT =usvT (usvT) =vusvTvsTuT =ussTuT = UAyUT, (37)
wobei wir Ay := SST definiert haben und
vTy = (usvT) vsvT =vsTuTusvT = vAyvT, (38)

wobei wir Ay = ST S definiert haben. Weil das Produkt von Diagonalmatrizen wieder eine Diagonalmatrix ist, sind
Ay und Ay Diagonalmatrizen und per Definition sind U und V orthogonale Matrizen. Wir haben also Y'Y und
YTY also in Form der Orthonormalzerlegungen

YYT =UAyUT und YTY = VA, VT (39)

geschrieben, wobei fiir die Diagonalelemente von Ay und Ay, gilt, dass sie die quadrierten Werte der Diagonalemente

von S sind. Damit folgen die Aussagen des Theorems direkt. m}
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Orthonormalzerlegung

Singularwertzerlegung

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition eines Eigenvektors und eines Eigenwertes einer quadratischen Matrix wieder.

2. Geben Sie das Theorem zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren wieder.

3. Geben Sie das Theorem zu den Eigenwerten und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen wieder.

4. Geben Sie das Theorem zur orthonormalen Zerlegung einer symmetrischen Matrix wieder.

5. Geben Sie die Definition einer Singularwertzerlegung wieder.

6. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von Singuladrwertzerlegung und Eigenanalyse wieder.
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Definition und multivariate Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Normalverteilungen
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Definition und multivariate Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Normalverteilungen
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Zufallsvektor)

(9, A,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X', 8) sei ein m-dimensionaler Messraum. Ein m-

dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

&1(w)
£:05 T wEw = (1)
& (W)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{weQf(w) € S} € Afiiralle S € 8. (2)

Bemerkungen

® ¢ ist hier eine univariate, vektorwertige Abbildung.

® Das Standardbeispiel fiir (X', 8) ist (R, B(R™)).

® Wir verzichten auf eine explizite Einfiihrung m-dimensionaler o-Algebren wie B(R™).

® Ohne Beweis halten wir fest, dass { messbar ist, wenn die Funktionen £, ..., §,,, messbar sind.
L]

Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

Ein m-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von m Zufallsvariablen.

Fiir m := 1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 5



Definition und multivariate Verteilungen

$1(w)
Q,A,P) EQ-> X, we E(w) = :
$m(w)

(X, 5, Pg)

P(¢71(5)) = P({w € Q|¢(w) € S}) =:P(S)
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', §) sei ein m-dimensionaler Messraum und
E:Q =X, we Ew) (3)
sei ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB P, definiert durch
Pe: 8 —[0,1],8 1= Pe(S) == P(EH(9)) =P ({w € QI¢(w) € S}) (4)

die multivariate Verteilung des Zufallsvektor &.

Bemerkungen
® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors .
® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fiir Zufallsvektoren analog, z.B.
Pe(€€S5):=P({£eSH =P({weQlf(w) €S}
Pe(¢ = 2) == P({€ = 2}) = P ({w € QY¢(w) = 2})
Pe(§ <z):=P({{<a}) =P({we Q¢(w) < z})
Pe(zy <E<mp) =P ({z; <E<a}) =P ({we Qlzy <E(w) <x2})

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden.

® Zum Beispiel heift < y fir ,y € R, dass o; < y; firallet=1,...,m.
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, Multivariate WMF)

¢ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X'. & heiBt diskreter Zufallsvektor wenn der Ergebnisraum

X endlich oder abzahlbar ist und eine Funktion
pe X = (0,17 1 pe(a) ©)
existiert, fur die gilt
(1) ¥, q pe(@) = 1 und
(2) Pe(§ =2) = pe(z) fir alle x € X.

Ein entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Definition und multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (£;,&,) der Werte in X := X} x Xy
annimmt, wobei X', := {1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien.
Dann entspricht der Ergebnisraum von ¢ der in untenstehender Tabelle spezifizierten Menge an

Tupeln (z,,5)

(z1,@9) | Tyg=1  @y=2 y=2 T9 =4
on=1] (L) (L2 (1,3 (L4
T = (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
T, = (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
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Definition und multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (&;,&,) der Werte in X := X' x X,
annimmt, wobei X'; :={1,2,3} und X, = {1,2,3,4} seien.
Eine exemplarische bivariate WMF der Form

Pe: {1,2,3} x {1,2,3,4} — [0, 1], (2, 25) ’_’Pg(l'lvl’z) (7)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert:

Pe(T1,29) | Ty =1 19=2 a9=3 1x5=4
=1 0.1 0.0 0.2 0.1
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0
=3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass Zilzl Z:QZIPE(%JZ) =1
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF)
Ein Zufallsvektor £ heiBt kontinuierlich, wenn R™ der Ergebnisraum von ¢ ist und eine Funktion
pe : R™ = Ryg, @ 1 pe(), (8)
existiert, fur die gilt
(1) juA?m pe(z)dz =1 und
(2) [Pg(ih <E<z,) = fml f:zy:l” p§(31~~-~75m)d51 o dSpy,.

Eine entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.

® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors

® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.
® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren

Tl Tm,
Pe6=a)=Pelo <o) = [ o [ pelsts s sm)dsy wedsy =0 ©
1 m

T

® Mit den multivariaten Normalverteilungen diskutieren wir unten ein ausfiihrliches Beispiel. —>
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Erwartungswert eines Zufallsvektors)
£ sei ein m-dimensionaler Zufallvektor. Der Erwartungwert von & ist definiert als der m-dimensionale Vektor

E(&1)

E(¢) = (10)

E(€m)

Bemerkung

® Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist der Vektor der Erwartungswerte seiner Komponenten.
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Erwartungswert einer Zufallsmatrix)

E sei eine durch die spaltenweise Konkatenation von {1, ..., &™ m-dimensionalen Zufallsvektoren gebildete Zufalls-
matrix. Dann ist der Erwartungwert von = ist definiert als die m x n Matrix

E(;i) - EE)

EE) = (11)

E(eh) - E@E

Bemerkung

® Der Erwartungswert einer Zufallsmatrix ist von Z ist die Matrix der spaltenweise konkatenierten Er-
wartungswerte E (El) s E(E™).
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Definition und multivariate Verteilungen

Theorem (Eigenschaften von Erwartungswerten)

(1) (Linear-affine Transformation einer Zufallsmatrix) = sei ein m x n-dimensionale Zufallsmatrix und es seien
A eRX™ BeR"™P und C € R™P. Dann gilt

E(A(B+C) = AE(§)B+C. (12)

(2) (Linear-affine Transformation eines Zufallsvektors) & sei ein m-dimensionaler Zufallvektor und es seien A €
R™ ™ und b € R™. Dann gilt
E(AE +b) = AE(&) + b. (13)

(3) (Lineare Kombination zweier Zufallsvektoren) £ und v seien m-dimensionale Zufallvektoren und es seien A, B €
R™ ™ Dann gilt
E (A€ + Bv) = AE(€) + BE(v). (14)

Bemerkungen

® Die Aussagen sind im Wesentlichen analog zu den Eigenschaften des Erwartungswerts bei Zufallsvariablen.
® Eigenschaft (2) ist ein Spezialfall von Eigenschaft (1).
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Definition und multivariate Verteilungen

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten zunichst fest, dass fiir = 1,...,1 und $j = 1,..pm it den Regeln von Matrixmultiplikation und Matrix-

addition und den Eigenschaften des Erwartungswertes von Zufallsvariablen gilt, dass

E(A¢B+C)y =E (Z > an &b + cu> =3 anE(E)by; + ey (15)

r=1s=1 r=1s=1

. Dann aber gilt mit der Definition des Erwartungswerts einer Zufallsmatrix, dass

E(AEB + C) = (E(AEB + C)j)i<i<ii<j<p

m n
(L wre b)
1<i<l,1<j<p

—

r=1s=

m n
- 2 airE(E (e) 1 cictcsep
1<i<l,1<j<p

r=1s=

[N

=AE()B+C.
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Definition und multivariate Verteilungen

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Fir ¢ = 1,...,n gilt mit der Definition des Erwartungswert eines Zufallsvektors und den Eigenschaften des

Erwartungswert einer Zufallsvariable, dass

m m
E(A¢+b); =E (Z a;jé; +bl) = a;E(&) +b; (17)
J=1 j=1
Also gilt
2721 ay;E(€;) + by Z;ll ay;E(E5) by
E(AE +0b) = : = : +| ¢ | = AK€ +0b. (18)
S angE(E)) + by, S ansEE)) by,
(3) Fiir ¢ = 1,...,n gilt mit der Definition des Erwartungswert eines Zufallsvektors und den Eigenschaften des

Erwartungswert einer Zufallsvariable, dass
m m m m
E(Ag+ Bu); =E (Z aigéj+ bi.y‘“j) =2 aiE (&) + Dby (v;) (19)
J=1 J=1 J=1 Jj=1
Also gilt
m m
Sy ey (&) + 5L by (v))
E(A¢+ Bv) = : = AE(§) + BE(v). (20)
St angE (&) + XLy bngE (vj)
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors)
£ sei ein m-dimensionaler Zufallvektor. Dann ist die Kovarianzmatrix von & definiert als die m x m Matrix

C() =E((E—E©))E-EE@)T). (21)

Bemerkungen

® Die Kovarianzmatrix ist formal analog zur Kovarianz zweier Zufallsvariablen definiert.

® Der duBere Erwartungswert ist der Erwartungswert einer Matrix, die inneren Erwartungswerte von Vektoren.
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Definition und multivariate Verteilungen

Theorem (Eigenschaften der Kovarianzmatrix)

£ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor und C(&) sei seine Kovarianzmatrix. Dann gelten
(1) (Elemente) Die Elemente von C(§) sind die Kovarianzen der Komponenten von &,
&) = (€& &) sy (22)
(2) (Kovarianzmatrixverschiebungssatz) Es gilt
C(§) =E (&) —E@EET (23)
(3) (Linear-affine Transformation) Fiir A € R™*™ und b € R™ gilt

C(A¢ +b) = AC(¢)AT. (24)

(4) (Matrixeigenschaften) C(§) ist symmetrisch und positiv-semidefinit.

Bemerkungen

® Die Diagonalelemente von C(§) sind die Varianzen der Komponenten von &, da
V(g;) =C(&;,&) furi=1,...m. (25)

® Eigenschaften (2) und (3) sind im Wesentlichen analog zu den Eigenschaften der Varianz.
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Definition und multivariate Verteilungen

Beweis
(1) Es gilt

=E Ee)T)

( T
&) (EE)
( MWJ) (CFC)
51 —K( 51 51 ~E(&)
[ snfusn €n tE(s,») ]

[E(.fl (26)
(e1-EE) o & —EE)
- 671
(&1 — 51)) & —-E&) - (&1 — E(€1))(&n —E(&y) )
61 —E(&1) o (Gn —E(ER))(En —E(8R))
(E((& —E€(E - [<§J)))>1£i,j§n
= (a&z-, fp)mgn :
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Definition und multivariate Verteilungen

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Mit den Eigenschaften von Erwartungswerten gilt

CE) =E((¢-E©)E-EE)T)

=E (&7 - ¢E©OT —E©)T + E©EE©T) -
=E(¢€T) —E©OEOT —EQEGT +E©EET
=E(&T) —E©EQT.
(3) Mit den Eigenschaften von Erwartungswerten gilt
C(AE+b) = ((AE+b—E(AE+D))(AE+b—E(Ag+b)T)
= ((A€+b— AE() - b)(AE + b — AE(E) —b)T)
=E((AE-E@)(AE-EE©)NT) 8

=E(A(€—E@©) (€ —E@©)TAT)
= AE (6 - E©)(&—E(Ee)T) AT
= AC(§)AT.
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Definition und multivariate Verteilungen

Beweis (fortgefiihrt)
(4) Die Symmetrie von C(§) folgt aus der Symmetrie der Kovarianz einer Zufallsvariable mit
C(&;, &) =C(&;, &) firallei=1,...m,j=1,....m. (29)

Um die positive Semidefinitheit von C(€£) nachzuweisen, ist zu zeigen, dass a”'C(£)a > 0 firr alle a € R™ mit
a #0,,. Sei also a € R™ mit a # 0. Dann gilt mit Aussage (3) fir A :== a” € RT*™, dass

aT'C(§)a = C(aT¢). (30)
Weiterhin gilt mit der Definition der Kovarianzmatrix aber, dass
ClaTe) = ((Jg _ E(an))z) —v(aTg). (1)
Da mit den Eigenschaften der Varianz die Varianz der Zufallsvariable aT§ aber immer nichtnegativ ist, folgt
al'C()a=V(aT¢) >0 (32)

und damit die positive Semidefinitheit von C(&).
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Definition und multivariate Verteilungen

Definition (Korrelationsmatrix)

¢ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor. Dann ist die Korrelationsmatrix von £ definiert als die
m x m Matrix

C(ENS
R(€) = (pi;) _ (& &5) -

1<i,j<m \/W\/W(T/) o

Bemerkungen

® Mit V(&) =C(&;,&;),i =1,...,m ist die Korrelationsmatrix in der Kovarianzmatrix implizit.
® Esgelten p;; € [-1,1] fir 1 <4,j <m und p;; =1 fir 1 <i<m.
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Definition und multivariate Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Normalverteilungen

Selbstkontrollfragen
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Marginale und bedingte Verteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', §) sei ein m-dimensionaler Messraum, & : Q — X sei
ein Zufallsvektor, P, sei die Verteilung von &, X; C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente
& von &, und §; sei eine o-Algebra auf §;. Dann heiBt die durch

Pe, :8; = [0,1], S Pe (Xy x o x Xy g x S x Xjpq X x Xp,) fiir S€S; (34)

definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von &.

Bemerkungen

® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.
® Univariate Marginalverteilungen sind Verteilungen von Zufallsvariablen.

® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von § legt auch die Verteilungen der §; fest.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und dichtefunktionen)

1) ¢ = (51,“.,§m)T sei ein m-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion pg
und Komponentenergebnisraumen X'q, ..., X ,,,. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion der iten

Komponente &; von £ als

Pt Xy = (0,1, @ o pg, (@) =D Y D Y Pe(@1y s Tim1, B Tipd s Tyn)- (35)

1 T1Ti41  Tm
(2) €= (&, ... §m)T sei ein m-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
Pe und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente

&; von £ als

pg; 'R = Rxo, @ = pg, () =

T [ = [ pelay, ...

Ty T Tigl T

(511 0 830 Ll 0000 Bip) @HBN 00s WHBI—7 @B 000 W (E0)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die WMFen der Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich durch Summation.
® Die WDFen der Marginalverteilungen kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich durch Integration.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor & := (£, &,) der Werte in X := ') x Xy
annimmt, wobei X'; :={1,2,3} und X', = {1,2,3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginale WMFen e, und Dey:

P5(3U1»l'2> Ty =1 Ty=2 my=3 wy=4 P51<1‘1)
;=1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
Ty =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
De, (x4) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass Zi1:1p§1 (1) =1 und 222:1‘[)62 (z9) =1 gilt.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Ein Realisierungsbeispiel mithilfe relativer Haufigkeiten mag den Begriff der marginalen WMF intuitiv
verdeutlichen. Nehmen wir an, wir hitten n = 100 (unabhéngige) Realisierungen von ¢ vorliegen.

Um die Wahrscheinlichkeiten pé(xl,xz) zu schatzen, wiirden wir die Anzahl der Realisierungen von
(21,25) z3hlen und durch n teilen. Hitten wir beispielsweise 12 Realisierungen von (3,2) vorliegen,
so wiirden wir p¢(3,2) ~ 12/100 = 0.12 schitzen.

Die Frage nach der marginalen Wahrscheinlichkeit von z, = 2 entsprache dann der Frage, wie oft
unter den Realisierungen zu finden sind, bei denen x, = 2 ist, irrespektive des Wertes von z;. Dies
wire gerade die Anzahl der Realisierungen der Form (1,2),(2,2) und (3,2). Gabe es von diesen
beispielsweise 0,22 und 12 respektive, so wiirde man die Wahrscheinlichkeit De, (2) natiirlicherweise
dureh 0+22+12 0 22 12

T=ﬁ+m+l—oo =0.00+0.22+0.12 = 0.34 (37)
schatzen. Anstelle der Wahrscheinlichkeiten p¢(1,2), pe(2,2), pe(3,2) addiert man hier also die

entsprechenden relativen Haufigkeiten.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen zu bedingten Verteilungen

Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) und zwei Ereignisse A, B € A mit P(B) > 0
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als
P(ANB)

PIAIB) = = 5

(38)

Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen &7, £5 mit Ereignisrdumen X1, X5 und (messbaren) Mengen S; € X'y, S5 €
X5 die bedingte Verteilung von £ gegeben &5 mithilfe der Ereignisse

A:={§ €51} und B:={{; € Sy} (39)
definiert.
So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass £; € S gegeben dass £ € Sy unter der Annahme,
dass P({£5 € S3}) >0, zu

{61 € 513N {& € So})

P({&1 € S1}{€2 € S2}) = K Pl€s € 5o 1)

(40)

Wir betrachten zunédchst durch WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufallsvektoren definierte bedingte Verteilungen.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

& := (&1, &) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X' x X5, WMF Pe = DPgy £ und marginalen
WMFen Pey und 1228 Die bedingte WMF von &; gegeben £5 = x4 ist dann fiir Pey (z9) > 0 definiert als

Pey &y (T1,T2)

Py |eg=g : X1 = [0, 1], @1 5 Py |y —ay (T1]T2) 1= Pe, (@) (41)

Analog ist fiir Pey (z1) > 0 die bedingte WMF von &5 gegeben &, = x definiert als
. . Py gy (@1,3) .
Peyley=zq P X2 = [0,1], @2 = peyje —ay (T2]21) 1= ——=—~— (42)

pe, (1)

Die bedingten Verteilungen mit WMFen Pg;|eg=a und Deqleg=n heiBen dann die diskreten bedingten Verteilungen
von &, gegeben {5 = x5 und &5 gegeben £ = xq, respektive.

Bemerkungen

® In Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

Pey 6 (F1,%2) _ P({6 = 21} N {& = 23}) )

Pey ey (21 l72) = ey @) P({€y = z5}) “

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)
Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor & := (§;,&,) der Werte in X := 2| x X,
annimmt, wobei X'} :={1,2,3} und X', ={1,2,3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen WM-

Fen ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir Deyley =a,

Deyle, (Tal1) Ty =1 Ty =2 Ty =3 Ty =4
Peyle,1(@oley =1) | §5 =025 §§ =000 §3=050 §5=025
Peyey—2(@aler =2) | §5 =033 §3=066 §£ =000 §§=0.00
Peyle,—3(@aley =3) | §5 =000 §4 =033 J3=033 J5=033

Bemerkungen

® Man beachte, dass Zigzl Pyl (zg|zy) =1 fir alle z1 € X'y

=aq
® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen Pgy ¢o (71, 72) und Peoleq (zol|xy).

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Marginale und bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

= (&4, sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R2, WDF D¢ = Pg, ¢, und marginalen WDFen
1,82 €~ P& 6
Pey und Py Die bedingte WDF von §; gegeben £y = x5 ist dann fiir Pey (z9) > 0 definiert als

Peq e (z1,29)
Peylgg=ug R = R0, T1 = Pgy gy =0y (T122) = ;;T (44)

Analog ist fiir Pey (z1) > 0 die bedingte WMF von &5 gegeben & = x definiert als

Peq e (z1,29)
Peyleg=zq R = Ro0: T2 = Pey ) =y (T2|21) = W (45)

Die Verteilungen mit WDFen Pe, |eg=ny und Peyley =y heiBen dann die kontinuierlichen bedingten Verteilungen
von &, gegeben {9 = xo und £y gegeben &1 = x1, respektive.

Bemerkung

¢ Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(§ = z) = 0, aber nicht notwendig auch p¢(z) = 0.
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Definition und multivariate Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Normalverteilungen

Selbstkontrollfragen

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 32



Normalverteilungen

Definition (Normalverteilte Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

p:R—=Ryp,x = p(x) = (46)

1 ( 1 ( )2)
——exp|———5(z — o
V2ro? P 202 "
Dann sagen wir, dass & einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Erwartungswertparameter pn € R und

2

Varianzparameter 0 > 0 unterliegt und nennen £ eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit § ~

N(u, 02) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

N (:t;p,, 02) = \/172 exp (—%(J;f ,u)2) . (47)

Bemerkungen

® Es gelten E(£) = p und V(€) = 2.

® Der Parameter p entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.
® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.

® £~ N(0,1) heiBt auch standardnormalverteilt.
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Normalverteilungen

Visualisierung univariater Normalverteilungsdichtefunktionen

N(x; 0,1) N(x; -2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 0.6
05 05 0.5
0.4 0.4 0.4
03 03 0.3
0.2 02 0.2
0.1 0.1 /\ 0.1
0.0 0.0 0.0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X X
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Normalverteilungen

Theorem (Konstruktion bivariater Normalverteilungen)

{1 ~ N(0,1) und {5 ~ N(0, 1) seien zwei unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien
11,2 €R, 01,09 >0 und p €] — 1, 1[. SchlieBlich seien

§1 =011+ py

(48)
& =05 (pG1 +(1 *02)1/2@) + pa-

Dann hat die WDF des Zufallsvektors & := (61,62)T, also der gemeinsamen Verteilung von & und &5, die Form

PR 5 Rog, 0 p(0) 1= (2m) IS E oxp (5 (e WTE @ - ), (49)

2
ni=2, p = HL) ind 3= 1 pt71202 (50)
] po20] e5)

wobei

Bemerkungen

® Man nennt die gemeinsame Verteilung von & und &5 bivariate Normalverteilung.
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Normalverteilungen

Konstruktion bivariater Normalverteilungen
py :=5.0,pug :=4.0,07 :=1.5,09:=1.0,p:=0.9
Realisierungen von § = (£1¢§2)T

— Isokonturen (Linien gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte) von p

10

X2
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Normalverteilungen

Definition (Multivariate Normalverteilung)
£ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF
_m 1 1
P R™ = Rog, o1 pe(a) i= (2m)" 7 (]2 exp (~5 (@~ wTB @ - w)). (51)

Dann sagen wird, dass & einer multivariaten (oder m-dimensionalen) Normalverteilung mit Erwartungswertparameter
€ R™ und positive-definitem Kovarianzmatrixparameter ¥ € R"™*™ unterliegt und nennen £ einen (multivariat)
normalverteilten Zufallsvektor. Wir kiirzen dies mit £ ~ N(u, ) ab. Die WDF eines multivariat normalverteilten

Zufallsvektors bezeichnen wir mit

N D) o= @m0 B2 exp (-3 - w72 a—m) (52)

Bemerkungen

® Der Parameter p1 € R™ entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte

® Die Diagonalelemente von X spezifizieren die Breite der WDF beziiglich £, ..., §,,-

® Das i, jte Element von X spezifiziert die Kovarianz on §; und §j-

® Der Term (2m)~"/2|2|~1/2 ist die Normalisierungskonstante fiir den Exponentialfunktionsterm.
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Normalverteilungen

Visualisierung bivariater Normalverteilungsdichtefunktionen

w=(1,1)T, % € R2*2 wie im Abbildungstitel vermerkt.

[0.20 0.150 [0.20 0.0000 0.20-0.150
HO 15 0.2 g EOOO OZOH %0 15 OZUH
2.0 4 ) T 2.0 4 ) ) 2.0 )
15 4 15 A 15 -
<'1.0 <'1.0 X'1.0 o
06
0.5 0.5 4 0.4 0.5
02
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 2.0
X1 X1 X1
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Normalverteilungen

Realisierung bivariater normalverteilter Zufallsvektoren

w=(1,1)T, % € R2*2 wie im Abbildungstitel vermerkt.

[0.20 0.150 [0.20 0.000) [0.20-0.150
o 0 o (u o 0
[0.15 0.2000 [10.00 0.200) +0.15 0.200
20 - 209 e .
3
o o °
U
15 - C, 0 0S¢
.
1.0
0.5
o
0.0 T T T 1

0.0 05 1.0 15 20

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 39



Normalverteilungen

Theorem (Erwartungswert und Kovarianzmatrix)

& ~ N(p,X) sei ein multivariate normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertparameter p € R und Kovari-
anzmatrixparameter 3 € R™*"pd . Dann gelten fiir den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von &, dass

E(§) = p und C(§) = X, (53)
respektive.
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Das Theorem ist die direkte Generalisierung der Eigenschaften univariater normalverteilter Zufallsvariablen
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Normalverteilungen

Einige Eigenschaften von multivariaten Normalverteilungen

Wie bei univariaten Normalverteilungen gilt bei multivariaten Normalverteilungen, dass linear-affine
Transformationen wiederrum auf Normalverteilugen fiihren, deren Parameter anhand der Ausgangspa-

rameter und der Transformationsparameter errechnet werden kénnen.

Multivariate Normalverteilungen haben weiterhin die Eigenschaft, dass auch alle anderen assoziierten
Verteilung Normalverteilungen sind und deren Erwartungswert- und Kovarianzmatrixparameter aus

den Parametern der jeweils komplementaren Verteilung errechnet werden kénnen.

Insbesondere gelten:

(1) Die uni- und multivariaten Marginalverteilungen multivariater Normalverteilungen sind Nor-
malverteilungen.

(2) Wie alle multivariaten Verteilungen lassen sich multivariate Normalverteilungen multiplikativ
in eine marginale und eine bedingte Verteilung zerlegen. Insbesondere sind bei multivariaten
Normalverteilungen diese Verteilungen auch Normalverteilungen, deren Parameter aus den Pa-

rametern der gemeinsame Verteilung errechnet werden kénnen und umgekehrt.

Wir fassen diese Einsichten in den folgenden Theoremen zusammen.
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Normalverteilungen

Theorem (Linear-affine Transformation)
& ~ N(p, ) sei ein normalverteilter m-dimensionaler Zufallsvektor und es sei
vi= AL+ b mit A€ R™™ und b e R". (54)
Dann gilt
v~ N (Ap+b, ALAT). (55)
Bemerkung
® Die linear-affine Transformation eines multivariate normalverteilten Zuallsvektors ergibt wieder ein normalverteil-

ten Zufallsvektor. Die Parameter des resultierenden normalverteilten Zufallsvektors ergeben sich dabei aus den

Parametern des urspriinglichen Zufallsvektors und der Transformationsparamter.
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Normalverteilungen

Theorem (Marginale Normalverteilungen)

Esseim:=k+lund £ = (&, ..., Em)T sei ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswert-
parameter
p= (") erm, (56)
H¢
mit p1,, € R* and ne € R' und Kovarianzmatrixparameter
5o (Euu Z'n() c Rmxm (57)
Bew B¢
mit B, € Rk, 5, € RF*! 5., € R**, und B¢ € R*L Dann sind v = (&1,...,&,)T und ¢ =
(Ext1> “.,gm)T k- und [-dimensionale normalverteilte Zufallsvektoren, respektive, und es gilt
U~ N(fy, o) and ¢~ N(pe, Bee), (58)
Bemerkungen

® Die Marginalverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind auch Normalverteilungen.

® Die Parameter der Marginalverteilungen ergeben sich aus den Parametern der gemeinsamen Verteilung.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 43



Normalverteilungen

Marginale Normalverteilungen

m:=2k=11=1,p:= ! VY= 010 0.08
2 0.08 0.15

N(xu, %) N(YiHo, Zo N(zihe, 220)
3.0 5 9 59
02
25 . .
2.0 4
34 34
N15 -
24 24
1.0 4
0.5 1 17
0.0 T T T T T 1 0 T T T T T 1 0 T T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
y y z
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Normalverteilungen

Theorem (Gemeinsame Normalverteilungen)
£ sei ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit WDF
pe : R™ = Ry, @ 1 pe(z) i= N(2; pg, Xee) mit pg € R™, Bee € Rmxm (59)

A € R™™ ™ sej eine Matrix, b € R sei ein Vektor und v sei ein n-dimensionaler bedingt normalverteilter Zufallsvektor
mit bedingter WDF

Pyle(1®) : R™ = Ryg, y > pyje(ylm) i= N(y; A§ + b, 5y,p,) mit By, € RPX™. (60)

Dann ist der m + n-dimensionale Zufallsvektor (€, v)T normalverteilt mit (gemeinsamer) WDF

xr xT xr
Pew R = Reg, (y) = Pew ((y)) =N ((y) TN E{,v) ) (61)

mit pig ,, € R™F" and B¢, € R™HXMH und insbesondere
m by} S AT
Mg = A € und 3¢, = &€ &€ K (62)
g +b ATge  Typ+ ATgA

Bemerkungen
® Eine marginale und eine bedingte multivariate Normalverteilung induzieren eine gemeinsame Normalverteilung.

® Die Parameter der gemeinsamen Verteilungen ergeben sich als linear-affine Transformation der Parameter der
induzierenden Verteilungen.
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Normalverteilungen

Gemeinsame Normalverteilungen

mi=1n:=1p =158, :=02A:=1b:=1%,, :=0.1
P() = N(xib, Zee) pylx) = N(y:AX+b, ,,) P 1)") = N((x ¥) ke, 01 Z2,0)
2.0 2.0 4~
x=1
34
15 15
54
1.0 1.0 4 >
I
05 05 |
04
0.0 T T T T 1 0.0 T T T T 1 -1 T T T T 1
-1 0o 1 2 3 a4 -1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 a4
X y X
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Normalverteilungen

Theorem (Bedingte Normalverteilungen)

(&, v) sei ein m + n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit WDF

Py i R 5 Ry, = Do =N SHE oy Dew | (63)
g >0 Y €, v y (3 £,

_ M _ (P Zew
Bew = B = : (64)
o= () 2= (B 30

mit @, je € R™, y, p,, € R™ and See € REEEN Bey € R™*™ 53, € R™* ™. Dann ist die bedingte Verteilung von

£ gegeben v eine m-dimensionale Normalverteilung mit bedingter WDF

Pelo(t1y) : R™ = Ru, @ = ey (2ly) = N (25 gy, Dejo) (65)
mit
Hejo = e + ZeoTod (Y — py) €R™ (66)
und
Sejo = Zee — SevTop Due € R, (67)
Bemerkungen

® Die Parameter einer bedingten (multivariaten) Normalverteilung ergeben sich aus den Parametern einer gemein-
samen multivariaten Normalverteilung. Im Zusammenspiel mit den vorherigen Theoremen kénnen die Param-
eter bedingter und marginale Normalverteilungen aus den Parametern der komplementédren bedingten und

marginalen Normalverteilungen bestimmt werden.
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Normalverteilungen

Bedingte Normalverteilungen

1 0.12
m:=2n:=1p:= , L=
2 0.09

p(x, y) =N((x,¥) it 0, 22,0) p(xly) =NCugo. Zep)
4 9 20 7
y=15

15 4
> 1.0 4
14 y=15 05

0 T T T 1 0.0 T T T 1

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

x x
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Definition und multivariate Verteilungen

Marginale und bedingte Verteilungen

Normalverteilungen

Selbstkontrollfragen

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 49



Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie Definition eines Zufallsvektors wieder.

2. Geben Sie Definition der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors wieder.

3. Geben Sie Definition einer multivariaten WMF wieder.

4. Geben Sie Definition einer multivariaten WDF wieder.

5. Geben Sie die Definition des Erwartungswerts eines Zufallsvektors wieder.

6. Geben Sie die Definition der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors wieder.

7. Was reprasentieren die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

8. Was reprasentieren die Nichtdiagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

9. Geben Sie die Definition der Korrelationsmatrix eines Zufallsvektors wieder.
10. Geben Sie die Definition der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors wieder.
11. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?
12. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?
13. Geben Sie Definition der bedingten WMF und der diskreten bedingten Verteilung wieder.
14. Geben Sie Definition der bedingten WDF und der kontinuierlichen bedingten Verteilung wieder.
15. Geben Sie die Definition der WDF eines multivariaten normalverteilten Zufallsvektors wieder.
16. Erlautern Sie die Komponenten der WDF eines multivariaten normalverteilten Zufallsvektors.
17. Welche Werte haben der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix eines normalverteilten Zufallsvektors?
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(4) Deskription und Inferenz



Datenanalyseszenarien

Multivariate Deskriptivstatistiken

Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Datenanalyseszenarien

Multivariate Deskriptivstatistiken

Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Datenanalyseszenarien

uv AV Datenanalysemethoden

Univariat Univariat Korrelation, Einfache Regression, T-Tests

Multivariat Univariat Multiple Korrelation, Multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell
Univariat Multivariat Einstichproben-T2-Tests, Einfaktorielle multivariate Varianzanalyse

Multivariat Multivariat Kanonische Korrelation, Multivariates Allgemeines Lineares Modell
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Datenanalyseszenarien

Korrelation, Einfache Regression, T-Tests

uv
Ty

T11
12

T13

Tin

Yin
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Datenanalyseszenarien

Multiple Korrelation, Multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell

uv AV
Ty Tm 1
11 Tm1 | Y11
T12 Tm2 | Y12
T13 Tm3 | Y13
Typ Tinn Yin
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Datenanalyseszenarien

Einstichproben-T2-Tests, Einfaktorielle multivariate Varianzanalyse

uv AV

Ty 1 Ym
T11 Y12 Ym1
T12 Y13 Ym2
13 Y14 Ym3
Ty Yin Ymn
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Datenanalyseszenarien

Kanonische Korrelationsanalyse

Multivariates Allgemeines Lineares Modell

uv AV
L1 T, Y1 Ym,
T11 Tm,1 | Y11 T Ym
T2 T, 2 Y12 Ym,2
T13 Tm,3 Y13 meS
Tin T, n Yin ymyn
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Datenanalyseszenarien

Multivariate Generalisierungen bekannter Frequentistischer Verfahren WiSe 23 /24
Einstichproben-T2-Tests als Generalisierung von Einstichproben-T-Tests
® [nferenz fiir ein bis zwei Gruppen multivariater Daten

Einfaktorielle multivariate Varianzanalyse als Generalisierung der einfaktoriellen Varianz-

analyse

® |Inferenz fiir drei oder mehr Gruppen multivariater Daten
Kanonische Korrelationsanalyse als Generalisierung der Korrelation

® ZusammenhangsmaB fiir multivariate unabhéngige und abhangige Variablen
Zur Revision univariater Frequentistischer Verfahren

® Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz 2022/23
® Allgemeines Lineares Modell 2023

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 10


https://bit.ly/3yT42Sj
https://bit.ly/3nZTFJK

Datenanalyseszenarien

Multivariate Deskriptivstatistiken

Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Definition (Multivariate Deskriptivstatistiken)

U1, ..., U, seien m-dimensionale Zufallsvektoren.
® Das Stichprobenmittel der vy, ..., v,, ist definiert als der m-dimensionale Vektor
1 n
V= — (8 1
—> i @
i=1
® Die Stichprobenkovarianzmatrix der vy, ..., v,, ist definiert als die m x m-dimensionale Matrix
1 n
Ci=—— v; —v)(v; —0)T. 2
AT i D=9 @)
® Die Stichprobenkorrelationsmatrix der vy, ..., v,, definiert als die m x m-dimensionale Matrix
Ri=| ———Y . (3)
V(C)is4/(C)j; B
1<i,j<m
Bemerkungen
® Bei unabhingig und identisch verteilten vy, ..., v,, ist © ein unverzerrter Schitzer von E (v;
® Bei unabhingig und identisch verteilten vq, ..., v,, ist C ein unverzerrter Schitzer von C (v
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Theorem (Datenmatrix und multivariate Deskriptivstatistiken)

T:= (1)1 vn> (4)
sei eine m xn Datenmatrix, die durch die spaltenweise Konkatenation von m-dimensionaler Zufallvektoren vy, ..., v,
gegeben sei. Dann ergeben sich
® fiir das Stichprobenmittel
1
v=—T1 5
v P (5)
® fiir die Stichprobenkovarianzmatrix
1 1
€= 5m5 (¥ (1= 51mn) 77), ©
® und mit N
D::diag( (C)i; ,izl,...,m) 7)
fiir die Stichprobenkorrelationsmatrix
R=DCD (®)

Bemerkungen

® Das Theorem erlaubt eine mathematisch konzise Darstellung von 0, C' und R.
® Das Theorem erlaubt eine programmatisch effiziente Berechung von v, C' und R.
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Beweis
Die Darstellung des Stichprobenmittels ergibt sich nach durch

n
Doy vit

VLt Upl 1

Jun

1 & 1 1
== = 5T1”. 9)

<
Il
|

g
Il
|

n ~ n n n
Zi:l Vim Vim T Unm 1

Hinsichtlich der Darstellung der Stichprobenkovarianzmatrix halten wir zunachst fest, dass gilt, dass

C:

(10)
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Beweis (fortgefiihrt)

Mit 1,17 = 1,,,, ergibt sich dann weiterhin

1 - 1
T (In - glnn) T - (TIn - E‘rlnn) 1!

T
! 1 7T
= (Ul Un) : - ;TlnlnT
T
vl
ST 1 11T (11)
:zvivi -n ;T1n> ;lnT

i=1

SchlieBlich ergibt sich fiir die Korrelationsmatrix fiir ein beliebiges Indexpaar 7, j mit 1 <, 57 < m, dass

DCD)j. (12)

(C)ij 1 1
R, = = (C)is =
Y Ji0mJ©y V@ Y )y,
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Definition (Mahalanobis Distanz)

&, sei ein Zufallsvektor, eine Realisation eines Zufallsvektors, ein multivariater Erwartungswert oder
ein multivariates Stichprobenmittel, £, sei ein Zufallsvektor, eine Realisation eines Zufallsvektors,
ein multivariater Erwartungswert oder ein multivariates Stichprobenmittel und = sei eine Kovarianz-

matrix oder eine Stichprobenkovarianzmatrix. Dann heiBt
T
D=(& &) E' (6 &) (13)

Mahalanobis Distanz von &; und &, hinsichtlich =.

Bemerkungen

® Eine Mahalanobis Distanz ist eine Kovarianzmatrix-normalisierte quadrierte Euklidische Distanz.

¢ Ahnliche MaBe in der univariaten Statistik sind die z-Transformation z = Y—£ und Cohen's d = J—Z‘U,{; .

® Ahnlich wie bei z-Werten wird bei der Mahalanobis Distanz in “Einheiten von Kovarianzen” gemessen.
® Stark variante Komponenten von §; und &5 tragen weniger zur Distanz bei.
® Stark kovariante Komponenten von &; und &5 tragen weniger zur Distanz bei.
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Mahalanobis Distanzen als Funktion von Komponentenvarianzen

o 1.0
0.0

D =8.00

o 0.5 0.0
0.0 0.5

D =16.00
2
1 ]
e
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-2 0 1 2
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Multivariate Deskriptivstatistiken

Mahalanobis Distanzen als Funktion von Komponentenkovarianzen

- (1.0 0‘()) - (1.0 0.9) - ( 1.0 70.9>
0.0 1.0 0.9 1.0 ~0.9 1.0
D=8.00 D=421 D =80.00
2 2 2
1 ° 1 1 °
) Q ) / W0 x
14 e -1 -1 e
-2 -2 -2
2 01 2 2 012 2 01 2
&, &, &,
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Datenanalyseszenarien

Multivariate Deskriptivstatistiken

Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Standardannahmen und Standardproblemstellungen der Frequentistischen Inferenz

Parameterschatzung 0~0

O
d (0]

Wabhrer, aber unbekannter, / . . &

T — Datenrealisierung Konfidenzintervalle Po([6 +¢] 3 6)

L Pg—>v=01 = w)— ——0—01
0 0 +¢ 0
Hypothesentests 6 €Oy vs. 0 €O,

0 (€]

0 1 0
Wirklichkeit Wissenschaft (O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

® M sei ein Frequentistisches Inferenzmodell mit vy, ..., v,, ~ py. Es wird angenommen, dass eine konkrete

Datenmatrix Y € R"™" eine der méglichen Realisierungen von Y = (’Ul “n) ist.

Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schitzer
oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : Y1) = (y(ll) y(hl)) mit g1 = % 2::1 yil)
Datensatz (2) : Y(2) = (y(f) yn ) mit §(2) = % Z?:l -7152)
Datensatz (3) : Y(3) = (y‘f” 1/,L ) mit §(3) = vlT 7:1 ?/'53)
Datensatz (4) : Y(4) = (y(;l) y,, ) mit g4 = %27:1 y,E4)

Datensatz (5) : Y(®) = ...

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Statistik deshalb die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken unter Annahme von v, ..., v,

Beispiel ist die Verteilung der y(“ y(z) @(3), 3:1("4), .. also die Verteilung der Zufallsvariable v?

n ~ Pp- Was zum

Wenn eine statistische Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das
also, dass sie bei hidufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden

Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein.
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Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Standardproblemstellungen Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschatzung

Ziel der Parameterschitzung ist es, einen méglichst guten Tipp fiir wahre, aber unbekannte, Para-
meterwerte oder Funktionen dieser abzugeben, typischerweise mithilfe der Daten.

(2) Konfidenzintervalle

Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Daten eine quantitative Aussage liber die mit Schatzwerten assoziierte Unsicherheit zu treffen.
(3) Hypothesentests

Ziel des Hypothesentestens ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung der Daten in einer
moglichst zuverldssigen Form zu entscheiden, ob ein wahrer, aber unbekannter Parameterwert in
einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des Parameterraumes liegt.
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Datenanalyseszenarien

Multivariate Deskriptivstatistiken

Grundlagen Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen
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(5) Einstichproben-T> Tests



Wie im univariaten Fall unterscheidet man im multivariaten Fall

® 7Z-Tests
® Einstichproben-T2-Tests
® Zweistichproben-T2-Tests bei unabhingigen Stichproben

® Zweistichproben-T2-Tests bei abhingigen Stichproben

Wir betrachten hier exemplarisch Einstichproben-T2-Tests.
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Anwendungsszenario

Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese Hy) : 1 = p, Einfache Alternativhypothese Hy : 1 = iy

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)
® Praktische Relevanz eher gering

Einfache Nullhypothese Hy) : 1t = p(, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hq : pu # g

® Zweiseitiger Einstichproben»Tz-Test mit ungerichteter Hypothese
® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied

Zusammengesetzte Nullhypothese Hyy : 1 < g, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : > pg

® Einseitiger Einstichproben-TQ-Test mit gerichteter Hypothese
® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied

Zusammengesetzte Nullhypothese Hyy : 1 > g, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : p < pg

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied
® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall

Wir betrachten hier exemplarisch Einstichproben-T?2-Tests

mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese.
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Anwendungsszenario

® Eine Stichprobe/Gruppe n experimenteller Einheiten mit Datendimension m > 1.
® Annahme unabhingiger und identisch multivariat normalverteilter Daten.
® Erwartungswertparameter p und Kovarianzmatrixparameter ¥ unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim Inferenzvergleich von ;1 mit 1, beabsichtigt.
Anwendungsbeispiel
® Gruppenanalyse von BDI und Glukokortikoid Daten

o it # pg als Evidenz fiir eine multivariate Abweichung von einem Normwert 1.
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Anwendungsszenario

Abweichung des wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameters

vom Therapieerfolgsnormwert 1, == (30,3.5)7?

dBDI dGLU
35 6.1
25 4.0
20 1.7
29 2.6
29 19
17 0.9
33 2.0
28 4.1
26 3.9
31 3.8
14 21
18 2.0
19 5.0
28 2.6
20 21
35 4.4
28 4.0
32 3.9
32 1.0
25 1.9
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Anwendungsszenario

Abweichung des wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameters

vom Therapieerfolgsnormwert 4, := (30,3.5)7?

dGLU

Datenpunkte

Stichprobenmittel

Stichprobenkovarianz
A Normwert

10

15

20 25 30 35 40
dBDI
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung und Modellschatzung

Definition (Einstichproben-T2-Test-Modell)

Fiiri = 1, ..., n seien v; m-dimensionale Zufallsvektoren, die die n Datenpunkte eines Einstichproben-

T2-Test Szenarios modellieren. Dann hat das Einstichproben-T?-Test-Modell die strukturelle Form
v; = p+e; mite; ~N(0,,3) uiv. firi=1,..,n mit p € R™, X € R™*™ pd (1)
und die Datenverteilungsform

v; ~ N1, %) wiv. fiiri =1,..,n mit g € R™ 5 € R™*M pd. )

Bemerkungen

® Die Aquivalenz von struktureller Form und Datenverteilungsform des Einstichproben-TQ-Test—ModeIIs folgt

direkt aus dem Theorem zu linear-affiner Transformation multivariat normalverteilter Zufallsvektoren.
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Modellformulierung und Modellschatzung

MODELLSCHATZUNG THEOREM OHNE BEWEIS
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellevaluation

Zu Gliederung und Wiederholung des univariaten Falls, siehe (12) Hypothesentests

(1) Teststatistik und Test

(2) Analyse der Testgiitefunktion
(3) Testumfangkontrolle

(4) p-Werte

(5) Analyse der Powerfunktion

(6) Bestimmung einer optimalen StichprobengréBe
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Einstichproben-T?2-Teststatistik)

Gegeben seien das Einstichproben-T2-Test-Modell und ein Nullhypothesenparameter i, € R™. Dann
ist die Einstichproben-T2-Teststatistik definiert als

T2 = n(0— 11g)TCO™H (0 — prg), (3)

wobei v und C das Stichprobenmittel und die Stichprobenkovarianzmatrix der vy, ...,v,, bezeichnen.

Bemerkungen

® T2 ist die Stichprobenumfang-skalierte Mahalanobis Distanz von © und i hinsichtlich C'.
® T2 1 fiir ||o — po|| 1, C | und n 1.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Theorem (Verteilung der skalierten Einstichproben-T2-Teststatistik)
Es seien vy, ..., v, ~ N(p, X) mit u € R™ und £ € R™*™pd,

V= (n—1)m )

und fiir u € R™ sei die Einstichproben-T2-Teststatistik wie oben definiert. Dann gilt
vT? ~ f(8,m,n —m) (5)

wobei f(8, m,n —m) die nichtzentrale f-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter
8= n(p — o) T (1 — pg) (6)

sowie mit Freiheitsgradparametern m und n — m bezeichnet.

Bemerkungen

® Fiir einen Beweis von (5) verweisen wir auf Hotelling (1931) und Anderson (2003).
® Fiir oo = pg und damit § = 0 entspricht f(m,n —m, §) der f-Verteilung f(m,n —m)
® Firm:=1istv=(n—1)/(n—1)-1=1 und mit der Stichprobenvarianz S gilt
- 2 - 2
o (-m)? (v
72 =t - (Vi) ®
® Das Quadrat der univariaten Einstichproben-T-Teststatistik 7" := \/ﬁ%@ ist also f(4,1,n — 1) verteilt.
® Wir erinnern nachfolgend an die Begriffe der f-Verteilung und der nichtzentralen f-Verteilung.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (f-Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

+ vy
v vy T (V1 2 ) 1
o 2 z2

sz[Rﬁ[R>Ovz’—>P§(m) = V22 F(H)F(m) ZEZI (8)
2 2 ) (nx+vy) 2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern v
und v unterliegt und nennen £ eine f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern v und vy. Wir kiirzen dies
mit £ ~ f(vq,v9) ab. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit
f(z;v1,v9), die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F(z;vy,v5),

und die inverse kumulative Verteilungsfunktion einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit Ffl(z; vy,vg).

Bemerkungen

® Im univariaten Fall ist die F-Statistik der Varianzanalyse bei Zutreffen der Nullhypothese f-verteilt
® Im multivariaten Fall ist z.B. die T2-Statistik bei Zutreffen der Nullhypothese f-verteilt.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von f-Verteilungen

f(x;vl, v2)
1.0
—_— Vv1=2,v,=13
0.8 — --- V1 =2,v,=26
— v;=3,v,=13
0.6 - V1=3,v,=26
v1=4,v,=13
0.4 vy =4,v,=26
0.2 H
0.0 T T T T T \
0 1 2 3 4 5 6
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Nichtzentrale f-Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

oo —0/2 5/2)k v vy /2+k v (v +vo)/2+k
R . e 70/ (v 2 v1/2-1+k
pg R = Rso, 2 pe(2) Z Mkl (Vz) (V2+V11) * &

= T(vg/2+v) /2+K)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer nichtzentralen f-Verteilung mit Nichtzentral-
itatsparameter ¢ und Freiheitsgradparametern vy und vy unterliegt und nennen £ eine nichtzentrale f-Zufallsvariable
mit Nichtzentralititsparameter § und Freiheitsgradparametern vy und vy. Wir kiirzen dies mit £ ~ f(8,vq,v9) ab.
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit f(x; 4, vq,v5), die kumu-
lative Verteilungsfunktion (KVF) einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F(x;d, vy, v5), und die
inverse kumulative Verteilungsfunktion einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F’l(:t; 8,v1,v9).

Bemerkungen

® Esgilt f(0,v1,vp) = f(r,v2).
® Im univariaten Fall ist die F-Statistik bei Nichtzutreffen der Nullhypothese nichtzentral f-verteilt
® Im multivariaten Fall ist z.B. die T2-Statistik bei Nichtzutreffen der Nullhypothese nichtzentral f-verteilt.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von nichtzentralen f-Verteilungen

f(x;6, V1, v2)

— 0=0,v;=2,v,=1
--- 8=0,v1=2,v,=2
— 0=4,v;=2,v,=1
o= 3=4,v1=2,v,=2
3=8,v1=2,v,=1
3=8,v1=2,v,=2

0.0 T T T T \ \
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Theorem (WDF und KDF der Einstichproben-T?-Teststatistik)

Im Einstichproben—T2—Testszenario sei
pi= T (10)
(n—1)m
Dann ist eine WDF der Einstichproben-TZ-Teststatistik gegeben durch
Pp2 Rg = R 62 1 ppa(t2) = v f (1428, m, n —m) (1)
und eine KDF der Einstichproben-T2-Teststatistik ist gegeben durch

Pro i Ryg —[0,1], 2 Pro (t2) == F(vt?;8,m,n —m) (12)

Bemerkungen

® T2 hat die WDF f(0,m,n—m), T? dagegen hat die WDF l/f(l/tZ; d,m,n—m).
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass das Theorem zur univariate WDF Transformation bei linear-affinen Abbildungen besagt,
dass fiir eine Zufallsvariable & mit WDF pg¢ und der Definition v = f(&) mit f(§) := a&+b fiir a # 0 eine WDF von
v definiert ist durch p,,(y) := (1/|a|)pe((y — b)/a). Im vorliegenden Fall ist £ = vT? mit WDF f(8,m,n —m)
und vi=T2 = %VTQ, also a = 1/v und b = 0. Mit v > 0 ergibt sich (11) also aus

1 2
pr2(t?) = —p, 12 (%) = vf(Wt2;m,n —m) (13)

(12) folgt dann mit der Tatsache, dass WDFen bei kontinuierlichen Zufallsvariablen die Ableitungen der entsprechen-

den KVF sind, sowie der Kettenregel der Differentiation

d o d )
WPT’_) (i > =2 (F(Vt ;Wn,nf'm,(;))
_d 2. d (42
= WF(ut ,m,nfm,é)ﬁ (ut ) (14)
= vf(vt2;m,n—m,d)
= ppa (t2).
[m]
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

U Simulationen
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Einstichproben-T?-Test)

Gegeben seien das Einstichproben-T2-Test-Modell und die Einstichproben-T?2-Teststatistik. Dann ist
fir T = (”1 ’Un) und einen kritischen Wert k > 0 der Einstichproben-T?-Test definiert als

der kritische Wert-basierte Test

1 T?2>k

O(Y) =170, = . (15)
{T%>k} {0 T2§k‘

Bemerkung

® Wie iiblich reprasentiert ¢(Y) =1 das Ablehnen von H,.
® Wie iiblich reprisentiert ¢(T) = 0 das Nichtablehnen von Hj,.
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Definition (Testgiitefunktion)
Fiir einen Test ¢ ist die Testgiitefunktion definiert als
G510 = [0,1],6 > ¢, (6) = Py(¢ = 1). (16)

Fiir € ©, heiBt g4 auch Powerfunktion oder Trennschérfefunktion.

Bemerkung

® Der Wert der Testgiitefunktion ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Test die Nullhypothese ablehnt.
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion)

¢ sei der im obigen Testszenario definiert Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch

4« R™ = [0,1], p = qg(p) :=1 = F(vk; 6, m,n —m) an
wobei F'(+; Ju,m, n—m) die KVF der nichtzentralen f-Verteilung mit Freiheitsgradparameternm und n —m sowie
mit Nichtzentralitatsparameter

Sy =l —po) "= (- po) (18)
bezeichnet.
Bemerkungen

® gy kann zur Bestimmung kritischer Werte fiir einen erwiinschten Testumfang genutzt werden.
® gy kann zur Bestimmung der Testpower genutzt werden.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 25



Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Tests im vorliegenden Testszenario ist definiert als
g4 R™ = [0,1], p = gy (p) =P (¢ =1) (19)
Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehdrige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt, gleich sind, ben&tigen wir also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben aber bereits gesehen,
dass
n—m

m(n—1)

gilt. Der Ablehnungsbereich des betrachteten Tests ist A :=|k, co[. Also ergibt sich

T2 ~ £(8,,,m,n—m) mit Oy =mnlp— o)== pg) (20)

o

q4(p) =P, (¢p=1)
=P, (T? € ]k, o)
=P, (T2 > k) (21)
=1-P, (T2 <k)

=1-F(vk;d,,m,m—n).
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beispiele

1. X 1.
m:=2,n:=15%:= 000 s Mg = 0
0.0 1.0 1.0

(). k=4 (). k=6
2.0
15
S1.0
05
0.0 o
00 05 1.0 15 20 00 05 10 15 20 00 05 1.0 15 20
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beispiele

0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20
Hy M1 Ha
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Definition (Level-ay-Test, Signifikanzlevel oy, Testumfang )
qg sei die Testgiitefunktion eines Tests ¢ und es sei g € [0, 1]. Dann heiBt ein Test ¢, fiir den gilt, dass

q4(0) < a fiir alle 0 € ©g (22)
ein Level-ay-Test und man sagt, dass der Test das Signifikanzlevel oy hat. Die Zahl

o= ;2%}5 q4(0) €10,1] (23)

heiBt der Testumfang von ¢.
Bemerkungen

® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.
® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-ay-Test, wenn o < o gilt.
® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass a = g, (6p) = [PGO (p=1).
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-cy-Test mit Testumfang o,

wenn der kritische Wert definiert ist durch

ko‘o =v P (11— Qg;m,n—m) (24)

wobei v := (n —m)/((n — 1)m) und F~1(-;m,n —m) die inverse KVF der f-Verteilung mit Frei-
heitsgradparametern m und n —m ist.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 30



Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cvp-Test ist, muss bekanntlich gy (p) < o fir alle p € {ug}, also hier
Q¢WO) < ag gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch a = max,e(ug} qg (), also hier
durch a = (]¢(/L0) gegeben. Wir missen also zeigen, dass die Wahl von kao garantiert, dass ¢ ein Level-a-Test

mit Testumfang o ist. Dazu merken wird zunachst an, dass fiir u = pq gilt, dass
qg(po) =1~ F(Vk;&MOA,mA,n —m)=1—F(vk;0,m,n—m)=1— F(vk;ym,n—m) (25)

wobei F'(vk; 6, m,n —m) und F(vk; m,n —m) die KVF der nichtzentralen f-Verteilung mit Nichtzentralititspa-
rameter § und Freiheitsgradparametern m und n — m sowie der f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern m und

n — m, respektive, bezeichnen. Sei nun also k := kD‘O' Dann gilt
4 (o) =1 = F(vkqy;m,n—m)
=1—-F (uu’lF’l (1-ag;m,n—m);m,n— m)
(26)
= lfF(F"1 (lfao;m,nfm);m,nfm)
=1-—(1—ag) =ag.

Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von k = kao , 46 (o) < g ist der betrachtete Test somit ein Level-crg-Test
ist. Weiterhin folgt direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = k"‘O gleich o ist.
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Wahl von k= vUFH (1 — agym,n —m) mit m = 2,n = 15 und q = 0.05
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o

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz T = (’Ul ’Un) eine Realisation von
V1, ..y Uy ~ N(p, X) mit unbekannten Parametern 1 € R™ und ¥ € R™ ™ pd ist.
® Man méchte entscheiden ob fiir ein i, € R™ eher H : = pg oder Hy : pu # pug zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzlevel o, und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhéangigen kritischen Wert kao' Zum Beispiel gilt bei Wahl von a4 = 0.05,m = 2 und
n = 15, also Freiheitsgradparametern 2 und 13, dass kg o5 = v ' F~1(1 —0.05;2,13) ~ 8.2.

® Anhand von m,n,uy,v und C berechnet man die Realisierung der Einstichproben-T2-
Teststatistik
T2 := (0 — pig)TC (0 — pg) (27
® Wenn T2 groBer als k“o ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in hochstens «j - 100 von 100 Fallen
die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Modellevaluation | (4) p-Wert

Theorem (p-Wert)
Fiir den p-Wert den Einstichproben-T2-Test gilt

p-Wert =P (T?% > t?) =1— F(vt?;m,n —m). (28)

Bemerkungen

Wir erinnern daran, dass per Definition der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel « ist, bei welchem man die Nullhy-
pothese basierend auf einem vorliegenden Wert der Teststatistik ablehnen wiirde. Zum Beispiel ergeben sich

® Bei m =2 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 7.00 zu 0.071
® Bei m =2 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 9.00 zu 0.040
® Bei m =2 und n = 99 der p-Wert fiir t2 =7.00 zu 0.035
® Bei m =4 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 7.00 zu 0.304
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Modellevaluation | (4) p-Wert

Beweis

Bei einem beobachteten Wert t2 der Einstichproben-T2-Teststatistik T2 wiirde H fiir jedes g mit
t2 > 1 F’l(l — ag;m,n —m) abgelehnt werden. Fiir diese o gilt, wie unten gezeigt

ag > P (T2 > t2) (29)
Das kleinste g € [0, 1] mit ag > P (T2 > tz) ist dann oy = IP(T2 > tz), also folgt
p-Wert :[F‘<T2 2t2) =1—Fwt*;m,n—m). (30)
Es bleibt zu zeigen, dass gilt
t2 > v F N1 —ag;m,n—m)
s vt > F 11— ayg;m,n—m) (31)
s ag >P (T2 >1¢2).
Dies aber folgt aus
t2> v F (1 —ag;m,n—m)
vt? > F71(1 - ag;m,n —m)
Fwt?;m,n—m)>F (F’l (1—ag;m,n—m);m,n— 'm)
Fwt?;myn—m)>1—ag 42
P(T2<t?)>1—-q

ag>1-P (T2 <),
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion
gy R™ = [0,1], = g4 (p) := 1 — F(vk; 3, myn —m) (33)
bei kontrolliertem Testumfang, also fiir
ko o= v P (1 — ag;myn —m) (34)
mit festem ¢ als Funktion des Nichtzentralitatsparameters und des Stichprobenumfangs. Na-

mentlich hangt hier k, = auch von n ab.
Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
i RxN=0,1],(6,,n) = m(6,,n) :== 1 — F(vkyy;0,,m,n—m) (35)

Bei festgelegtem o hingt die Powerfunktion des Einstichproben-T2-Tests also vom unbekannten
Wert 6/,, von der Datendimensionalitdt m und von der StichprobengroBe n ab. Wir evaluieren und
visualisieren diese Abhéngigkeiten untenstehend.
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

alpha_0=0.05, m=4
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen
Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhéhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.

Die Powerfunktion hingt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert 6, = n(u — ,uO)TE’l(u — f1g) ab.

= Wenn man 6# schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzlevel o fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert &}, den man mit m(J,,,n) = B detektieren mochte.
® Ein konventioneller Wert ist 3 = 0.8.

® Man liest die fiir w(5,, = d},,n) = B nétige StichprobengroBe n ab.
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

(8, =12, n) fiir 6 =0.05, po=0
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Praktisches Vorgehen

D = read.csv("./5_Daten/5_Einstichproben_T2_Tests.csv")
Y rbind(D$y_1i, D$y_2i)

m nrow(Y)

n ncol(Y)

nu (n-m)/ (m*(n-1))

mu_0 matrix(c(30,3.5) , nrow = 2)

alpha 0 = 0.05

(1/nu) *qf (1-alpha_0,m,n-m)
matrix(rep(1,n), nrow = n)
diag(n)

= matrix(rep(1,n°2), nrow = n)
(1/n)*(Y %*% j_n)

a
u

(1/(@-1))*(Y %% (I_n-(1/n)*J_n) %*% t(¥))
T2 = n*t(y_bar - mu_0) %*% solve(C) %*% (y_bar - mu_0)
if (T2 > k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0}

P =1 - pf(nu*T2,m,n-m)
cat ("Y_bar y_bar,
"\nC B
"\nT"2 T2,
"\nalpha_0 alpha_0,
"\nk k_alpha_0,
"\nphi phi,
"\np =", p)
Y_bar = 26.25615 2.991039
C = 38.8981 3.549813 3.549813 1.972143
T2 = 7.546368
alpha_ 0 = 0.05
k = 7.504065
phi =1
P = 0.04928746

Datensatzeinlesen

Datenmatrix

Dimensionalitét der Zufallsvektoren/Daten
Anzahl der Datenpunkte

Parameter

HO Hypothesenparameter ("Normwert")
Signifikanzlevel

kritischer Wert

in

I_n

1_{on}

Stichprobenmittel
Stichprobenkovarianzmatrix
Einstichproben-T"2-Statistik

Test 1_{T"2 >= k_alpha_0}

p-Wert

Ausgabe

I
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Anwendungsbeispiel

Black-Box-Verfahren

library (MVTests)
D = read.csv("./5_Daten/5_Einstichproben_T2_Tests.csv")
Y = rbind(D$y_1i, D$y_2i)
mu_0 = matrix(c(30,3.5) , nrow = 2)
alpha 0 = 0.05
phi = OneSampleHT2(t(Y), mu_0, alpha_0)
cat("Y_bar =" , phi$Descriptivel2,],
"\nT"2 Phi$HT2,
"\nalpha_0 = ", phi$alpha,
"\np = ", phi$p.value)
Y_bar = 26.25615 2.991039
T2 = 7.546368
alpha 0 = 0.05
P = 0.04928746

R Paket

Datensatzeinlesen

Datenmatrix

HO Hypothesenparameter ("Normwert")
Signifikanzlevel

Einstichproben-T"2-Test

# % % # o H o

Ausgabe
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Beschreiben Sie das Anwendungsszenario fiir einen Einstichproben—Tz—Test.

2. Geben Sie die Definition des Einstichproben-Tz-Test Modells wieder

3. Geben Sie die Definition der Einstichproben-TZ-Teststatistik wieder.

4. Erlautern Sie, wann die Einstichproben—Tz—Teststatistik hohe Werte annimmt.

5. Geben Sie das Theorem zu WDF und KDF der Einstichproben-T2-Teststatistik wieder.
6. Geben Sie das Theorem zur Testumfangkontrolle eins Einstichproben-T2-Tests wieder.

7. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei der Durchfiihrung eines EinstichprobenfTZ—Tests.
8. Geben Sie das Theorem zum p-Wert eines Einstichproben—Tszest an und erlautern Sie die Komponenten des

entsprechenden Ausdrucks.
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(6) Einfaktorielle Varianzanalyse



Anwendungsszenario und Datendeskription

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsszenario
® Zwei oder mehr Gruppen experimenteller Einheiten mit Datendimension m > 1
® Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N (y,;, X) der Daten
® ;€ R™i=1,..,pund ¥ € R™™ pd unbekannt
® Absicht des inferentiellen Testens der Nullhypothese identischer Gruppenerwartungswerte

Generalisierung des Zweistichproben-T2-Tests bei unabhingigen Stichproben mit einfacher
Nullhypothese fiir mehr als zwei Stichproben

Anwendungsbeispiel

® Analyse von Daten dreier Therapiegruppen (F2F, ONL, WLC) von dBDI und dGLU Daten

® Testen der Nullhypothese (1, = py = s
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Table 1: Pri-Post-Interventions-BDI-II-Score und -Glukokortikoidplasmalevel Differenzenwerte von
drei Studiengruppen (F2F: Face-to-face, ONL: online, WLC: waitlist control) jeweils 15 Patient:innen.
Die Tabelle zeigt exemplarisch die ersten fiinf Datenpunkte jeder Gruppe.

COND dBDI dGLU

1 F2F 11 43
2 F2F 10 3.9
3 F2F 12 35
4 F2F 7 2.6
5 F2F 10 33
16 ONL 6 31
17 ONL 8 2.7
18 ONL 7 21
19 ONL 8 31
20 ONL 11 2.8
31 WLC -2 0.7
32 WLC 2 1.4
33 WLC 1 1.0
34 WLC 2 0.9
35 WLC 3 1.6
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Anwendungsbeispiel

o F2F . e
* ONL °
57 wie

dGLU
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Modellformulierung und Modellschdtzung

Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung und Modellschatzung

Definition (Modell der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse)

Firi=1,...,pund j=1,...,n; seien v;; m-dimensionale Zufallsvektoren, die die n := Ef:l n;
m-dimensionalen Datenpunkte eines einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyseszenarios modellieren. Dann hat
das Modell der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse die strukturelle Form

Vi = pi + €35 mit €5 ~ N(0p,, X) wiv. mit g € R™ und 3 € R™*™ pd (1)
und die Datenverteilungsform

vij ~ N(pg, 2) uv. mit p; € R™ und 3 € R™*™ pd. (2)

Bemerkungen

® Der Einfachheit halber setzen wir meist identische GruppengréBen k := n; voraus.

® Die Gesamtheit aller Datenzufallsvektoren bezeichnen wir mit Y.
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Modellformulierung und Modellschatzung

Theorem (Parameterschatzer)

Gegeben sei das Modell der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse. Dann ist firi=1,...,p

— 3)
ni

ein unverzerrte Schatzer des gruppenspezifischen Erwartungswertparameters pu; und
P n

$im LSS (vgy— ) (vig —faa) %)

noPiI =

ein unverzerrter Schatzer des Kovarianzmatrixparameters 3.

Bemerkungen
® [i; ist das Stichprobenmittel der iten Gruppe.

® 3 ist die mit 1/(n — p) skalierte Within-Group Sum-of-Squares Matrix (siehe unten).
® Anstelle eines Beweis validieren wir die Aussage des Theorems mithilfe einer Simulation.
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation mit der Wilks’- A-Statistik

Selbstkontrollfragen
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Uberblick
® Ziel einer einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse ist meist das Testen der Nullhypothese
Hy iy == i, (5)
® Es ergibt sich damit die Alternativhypothese
Hy sy, + pj, fiir mindestens ein Paar i, j mit i #3,1<4,57<p ®)

und mindestens ein [ mit 1 <1 < m.

® Zur Evaluation von H; wurden eine Reihe von Teststatistiken vorgeschlagen.
® Alle Teststatistiken beruhen auf der Kreuzproduktsummenmatrixzerlegung.
® Wir betrachten hier exemplarisch die Wilks’-A-Statistik.

® Die Verteilungen der Wilks'-A-Statistik unter der Nullhypothese sind zum Teil analytisch angeb-
bar, zum Teil miissen sie approximiert werden und haben die Form von f-Verteilungen.
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Theorem (Kreuzproduktsummenmatrizenzerlegung)

Firi=1,..,pund j =1, ..., n; bezeichne v;; den jten Stichprobenvektor der iten Stichprobengruppe

eines einfaktoriellen multivariaten Varianzanalysemodells. Weiterhin seien

b g n;

B 1 P i B 1 (3

D= = E E v;; und v; = P E Vyj )
i=1 j=1 =1

das Gesamtstichprobenmittel und das ite Gruppenstichprobenmittel, respektive. SchlieBlich seien

p n; _ \T . 5
T = 21:1 27:‘1 (vi; — ) (vy; — ) die Totale Sum-of-Squares Matrix
IBE= Zle n,; (0; — ) (v; — TJ)T die Between-Group Sum-of-Squares Matrix
3 _ T
W=3"> S (v — ;) (vi; — U;) die Within-Group Sum-of-Squares Matrix.

Dann gilt
T=B+W. (8)
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Bemerkungen

T € R™*™ misst die totale Variabilitit der Datenvektoren um das Gesamtstichprobenmittel.

B € R™*™ misst die Variabilitat der Gruppenstichprobenmittel um das Gesamtstichprobenmittel.
W € R™*™ misst die Variabilitit der Datenvektoren um ihre jeweiligen Gruppenstichprobenmittel.
Die totale Variabilitat wird hier also in zwei unabhangige Beitrdge von Variabilitat zerlegt.

W heiBt auch Residualvariabilidt, weil sie die verbleibende Variabilitdt nach Schatzung der Gruppen-

erwartungswertparameter quantifiziert und gilt das

W= (n—p)S. ©)

Ein Beweis gibt sich durch algebraische Umformung.
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

P M
Beweis T= Z Z<”ij "D)('”ij*’f))T
i=1j=1
Py
=30 (i =0 + 0 — D) (v — 0+ 5 — D)
i=1j=1
PN T
=303 (Wi =) + (0 = 0)) (055 — B3) + (9; — D))

) n;
> 2vi; - 93) (0 — 0T+ (5; —0)(0; - f))T)
) =

(10)
i — 0T 4 (v — 0)(0; — a)T)
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Definition (Wilks'-A-Statistik)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sowie die Between Sum of Squares Matrix B
und die Within Sum-of-Squares Matrix W definiert wie oben. Dann ist die Wilks'-A-Statistik
Teststatistik definiert als

- " (11)
B+ W]’
wobei | - | die Determinante bezeichnet.
Bemerkungen
® Intuitiv misst A das Verhéltnis von Residualvariabilitdt und Gesamtvariabilitat.
® Ohne Beweis halten wir fest, dass A € [0, 1]

Fiir 01 = - =v), = v gilt B = 0y, und damit A = 1.
Fiir steigende Unterschiede zwischen den ©; nimmt |B + W| gegeniiber |W| zu, A also ab.
Kleine Werte von A sprechen also fiir eine Abweichung von der Nullhypothese.
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Theorem (Spezielle H, Verteilungen von A Transformationen)
Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und Wilks'-A-Statistik definiert wie oben und es gelte auBerdem
Hy:pg == Hp- (12)

Dann sind fiir die in den ersten beiden Tabellenspalten aufgefiihrten Spezialfillen die in der dritten Tabellenspalte

aufgefiihrten Statistiken f-Zufallsvariablen und zwar mit den in der vierten Tabellenspalte aufgefiihrten Parametern.

Datendimension m Gruppenanzahl p Statistik f-Verteilungsparameter
Beliebig 2 LA nopomil m,n—p—m+1
Beliebig 3 ]?\F\M%m“ 2m,2(n—p—m+1)

AL 1-A n—
1 Beliebig X ﬁ p—1l,n—p
iobi = —p—1
2 Beliebig IJ%X "pf 2(p—1),2(n—p—1)

Bemerkungen

® Die Verteilungen gehen zuriick auf Wilks (1932).
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Simulation spezieller H;, Verteilungen von Wilks'-A-Statistik Transformationen

m=3,p=2 m=1,p=4

0O 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Statistik Statistik
m=3,p=3 m=2,p=4
1.0 1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Statistik Statistik
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Theorem (Approximative H,, Verteilungen von A Transformationen)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und Wilks'-A-Statistik definiert wie oben und es gelte auBerdem

Hy:py == py. (13)
Dann ist die Statistik y
1— AV,
== 14
= o (19)
mit a
vy :=m(p—1) und vy := wt — E(m(p —1)—2) (15)
sowie

m2(p—1)2 —4

P B v (16)

1
w::nflfi(erk) und t :=

approximativ f-verteilt mit Freiheitsgradparametern v und vy.

Bemerkungen

® Die Approximation geht zuriick auf Rao (1951).
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

7 als Funktion von A : A |= 71

20
— m=3,p=4,k=15
B — m=3,p=9,k=15
15 m=4,p=4,k=15
m=9,p=4,k=15
=10 —
57
0 T T T T \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Simulation approximativer H, Verteilungen von Wilks'-A-Statistik Transformationen

m=3,p=4 m=4,p=4

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 20 3.0
Statistik Statistik
m=3,p=9 m=9,p=4
15 15
1.0 1.0
05 0.5
0.0 1 0.0 T
0.0 1.0 20 3.0 0.0 1.0 20 3.0
Statistik Statistik

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 21



Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Theorem (Wilks'-A-Statistik-basierter Test)

Es seien das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und die Wilks'-A-Statistik basierte Teststatistik
T mit Verteilungsparametern v, v, wie oben definiert. Weiterhin sei der kritische Wert-basierte Test

>k
() = 1ynpy = {1 - )

0 7<k
definiert. ¢ ist genau dann ein Level-a-Test mit Testumfang a, wenn
— -l .
ki=ky, =F (1 — vy, 1) (18)
ist und der p-Wert einer realisiertern 7-Teststatistik 7 ergibt sich zu

p-Wert = P(7 > 7) = 1 — F(7;v1,v,) (19)

Bemerkungen

® Ein Beweis kann in Analogie zum Einstichproben-Tz-Test Fall gefiihrt werden.
® Wir validieren die Testumfangkontrolle mithilfe von k"‘l) in untenstehender Simulation.
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Testumfangkontrolle

Wahl von kao beim=3,p=4,k=15=v,

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

F(t;9, 132)
- 1-qp o —
Ka,
T T T | T 1
00 05 10 15 20 25 3.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

=9,v, =132 und o = 0.05.

f(1;9, 132)
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Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Praktisches Vorgehen

® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von p Gruppen von m-dimensionalen Datenvektoren fir
jeweils j = 1,...,n; Realisationen von v;; ~ N(p;, %) mit unbekannten Parametern p; € R™,i=1,...,p
und £ € R™*™ pd sind.

3

Man méchte entscheiden ob Hy : g = -+ = p,, eher zutrifft oder eher nicht.

Man wahlt ein Signifikanzniveau oy und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhangigen kritis-
chen Wert kD‘O' Zum Beispiel gilt bei Wahl von a := 0.05,m = 3,p =4,k =15 fir i = 1, ...p und somit
n = 60 sowie v = 9,vy = 132, dass k"O = F71(1 —0.05;9,132) ~ 1.95 ist.

Anhand der Wilk's A Statistik sowie m, p und k berechnet man man den realisierten Wert der 7-Teststatistik,

den wir hier mit 7 bezeichnen.

Wenn 7 groBer als k ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

ag

Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man im Mittel in héchstens « - 100 von 100 Fallen die
Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.

3

SchlieBlich ergibt sich der assoziierte p-Wert der realisiertern 7-Teststatistik 7 zu

p-Wert =P(7 > 7)=1— F(T;vq,v3) (20)
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Anwendungsszenario und Datendeskription

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation mit der Wilks'-A-Statistik

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrolfragen

© N o o o~ W N

10.

Erlautern Sie das Anwendungsszenario einer einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse.

Geben Sie die Definition des Modells der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse wieder.

Geben Sie das Theorem zu den Parameterschatzern der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse wieder.
Erldutern Sie die Null- und Alternativhypothesen einer einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse.

Geben Sie das Theorem zur Kreuzproduktsummenmatrizenzerlegung wieder.

Was messen die Totale, Between-Group und die Within-Group Sum-of-Squares Matrizen, respektive?

Geben Sie die Definition der Wilks'-A-Statistik wieder.

Erlautern Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen speziellen und approximativen Hy, Verteilungen von
Wilks-A-Transformationen bei der einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse.

Geben Sie das Theorem zum Wilks-A-Statistik-basierten Test im Rahmen der einfaktoriellen multivariaten
Varianzanalyse wieder.

Erldutern Sie das praktische Vorgehen zur Durchfiihrung eines Wilks-A-Statistik-basierten Tes tim Rahmen der

einfaktoriellen multivariaten Varianzanalyse.
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(7) Kanonische Korrelationsanalyse



Datenanalyseszenarien

uv AV Datenanalysemethoden

Univariat Univariat Korrelation, Einfache Regression, T-Tests

Multivariat Univariat Multiple Korrelation, Multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell
Univariat Multivariat Einstichproben-T2-Tests, Einfaktorielle Varianzanalyse

Multivariat Multivariat Kanonische Korrelation, Multivariates Allgemeines Lineares Modell
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Datenanalyseszenarien

uv AV uv AV
Ty Y1 Ty T Y1
T11 Yuu T11 Tm1 Y1
T2 Y12 T12 Tm2 Y12
T13 Y13 T13 Tm3 Y13
Tin, Yin Tin Lmn Yin
Korrelation Multiple Korrelation
Einfache Regression Multiple Regression
T-Tests Allgemeines Lineares Modell
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Datenanalyseszenarien

uv AV uv AV

Ty Y1 Ym o1 Fmy N Yy,

T11 Y12 Ym1 Ty Tyl Y11 Ymy1

K3 Y13 Ym2 RSP L2 Y12 Ymy2

13 Y14 Ym3 13 Ting3 Y13 Ymy3
| Yin Ymn o Togn | V1o Ymyn

— 2 . .

Einstichproben-T=-Tests Kanonische Korrelationsanalyse

Einfaktorielle Varianzanalyse Multivariates Allgemeines Lineares Modell
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 7



Korrelation

Anwendungsszenario

Psychotherapie

Mehr Therapiestunden

= Hohere Wirksamkeit?
Unabhangige Variable
* Anzahl Therapiestunden
Abhangige Variable
* BDI Score Reduktion
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Korrelation

Beispieldatensatz

i =1,...,20 Patient:innen, dBDI Symptomreduktion bei Patient:in ¢, DUR Anzahl Therapiestunden von Patient:in

DUR dBDI
27.9 35.5
15.3 25.0
17.4 19.7
215 28.8
28.2 29.4
14.0 17.2
28.0 329
28.9 28.3
232 25.8
22.6 313
11.2 14.4
14.1 18.4
13.5 19.1
23.7 28.0
17.7 20.3
25.4 34.8
20.0 27.6
24.4 31.9
29.8 32.2

17.6 24.6
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Korrelation

Beispieldatensatz

40 —1e(DUR, dBDI)

(dBDI)
w
(4]

1

L]
[ ] L]

w
=]
Il

N
4]
Il
.

.
.

Symptomreduktion

10 T T T T T 1

5 10 15 20 25 30 35
Anzahl Therapiestunden (DUR)

Wie stark hangen Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion zusammen?
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Korrelation

Definition (Korrelation)
Die Korrelation zweier Zufallsvariablen £ und v ist definiert als

CEv)
VEOVV)

wobei C(£, v) die Kovarianz von & und v und V(§) und V(v) die Varianzen von £ und v bezeichnen.

P& v) = 1

Fiir eine Einfihrung zur Korrelation siehe die entsprechenden BSc Lehreinheiten

® Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

® Korrelation
Bemerkungen

® p(&, v) wird auch Korrelationskoeffizient von & und v genannt.

® Wir haben bereits gesehen, dass —1 < p(&,v) < 1 gilt.

® Wenn p(&,v) =0 ist, werden & und v unkorreliert genannt.

® Aus der Unabhingigkeit von £ und v folgt p(&,v) = 0.

® Aus p(&,v) = 0 folgt die Unabhingigkeit von & und v im Allgemeinen nicht.
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Korrelation

Definition (Stichprobenkorrelation)

(z1,91),---, (Tp, Yp) seien unabhingigie Realisierungen eines Zufallsvektors (£, v). Weiterhin seien:

® Die Stichprobenmittel der x; und y; definiert als
1 n 1 n
i::fzm,i undgzzfzyi. (2)
s s

® Die Stichprobenstandardabweichungen x; und y, definiert als

1 ¢ o
8z =\ o7 ;(Tl — )2 und Sy = 3)
® Die Stichprobenkovarianz der (z1,y1), ..., (z,, Y, ) definiert als

1 n
Coy = > (i —@)(y; — 9)- (4)

i=1

Dann ist die Stichprobenkorrelation der (z1,y1), ..., (z,, Y,) definiert als
Gy

= Y 5
rey= ®)

und wird auch Stichprobenkorrelationskoeffizient genannt.
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Korrelation

Beispiel

# Laden des Beispieldatensatzes

fname = "./7_Daten/7_Kanonische_Korrelationsanalyse.csv" # Dateipfad
D = read.csv("./7_Daten/7_Kanonische_Korrelationsanalyse.csv") # Laden als Dataframe
x_i = D$DUR # x_i Werte
y_i = D$dBDI # y_i Werte
n = length(x_i) #n

# "Manuelle" Berechnung der Stichprobenkorrelation

x_bar = (1/n)*sum(x_i) # \bar{x}
y_bar = (1/n)*sum(y_i) # \bar{y}
s_x = sqrt(1/(n-1)*sum((x_i - x_bar)"2)) # s_x

s_y = sqrt(1/(n-1)*sum((y_i - y_bar)"2)) # sy

cxy =1/(n-1) * sun((x_i - x_bar) * (y_i - y_bar)) # c_{xy}
r_xy = c_xy/(s_x * s_y) # r_{xy}
print (r_xy) # Ausgabe
[1] 0.8829308

# Automatische Berechnung mit cor()

rxy = cor(x_i,y_i) # r_{xy}
print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.8829308

= Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion sind hochkorreliert.
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Korrelation

Mechanik der Kovariationsterme

A

(x;i—%)<0,(y; =% >0 (x;—%)>0,(y;—¥») >0

= -00:-y) <0 >@-00:->0
*5) R

(x;—%)<0,(y; —9) <0 x=%>0,(y; =¥ <0

=2 -D@i-y)>0 =>x-0D@ -y <0

Haufige richtungsgleiche Abweichung der x; und y; von ihren Mittelwerten = Positive Korrelation
Haufige richtungsungleiche Abweichung der =; und y; von ihren Mittelwerten = Negative Korrelation

Keine haufigen richtungsgleichen oder -entgegengesetzten Abweichungen = Keine Korrelation
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Korrelation

Beispiele

=050

Ty

hy = 0.64

0.85

2
- @

3

o 7

° "

~

- =3

N S

n

. o *
e &
“% o S
cwe . [ %

-0.90

N
iy

=-055

N
iy

fy=-0.29
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Korrelation

Funktionale Abhangigkeiten und Stichprobenkorrelation

X X x
Yy, =x; + ¢ Y = x,z +¢; y; = 8cos(2z;) +¢;
g; ~N(0,1)
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Korrelation

Theorem (Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen)
& und v seien Zufallsvariablen und es seien «, 3,7, 6 € R. Dann gelten
Clag + B,yv +6) = ayC(§, v) (6)
und
p(ag + B,yv +6) = p(§, v). @
Bemerkungen

® Wir benétigen diese Aussage im Kontext der Kanonischen Korrelationsanalyse.
® Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen dndert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen.

® Die Korrelation zweier Zufallsvariablen andert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen nicht.
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Korrelation

Beweis
Es gilt zunachst

Clag+ B,yv+0) =E((a§ + B — E(a€ + B))(yv + 6 — E(yv + )
=E((ag + B—ak(§) — B)(yv + 6 —vE(yv) —9))
= E(a(§ = E(§) (v(v — E(v))) (®)
= E(ay((€ — E()(v—E(v))))
= arC(E,v)
Also folgt
Clat+ B,yv+9)
VV(ag + B)y/V(yv +6)
anC(§,v)
a2V(€)y/72V(v)
_ anC) ©)
aS(€)75(v)
_ &)
S(&)S(v)

=p(&,v).

plag+B,yv+6) =
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Korrelation

Anwendungsszenario zur Kanonischen Korrelationsanalyse

Therapiegiite als Therapieerfolgsfaktor?

Unabhédngige Variablen

¢ Anzahl Therapiestunden
*  Erfahrung Therapeut:in
= MaB fiir Therapieglite
Abhangige Variablen

*  BDI Score Reduktion

*  Glucocorticoid Reduktion

= MaB fiir Therapieerfolg
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Korrelation

Beispieldatensatz zur Kanonischen Korrelationsanalyse
1 =1,...,n Patient:innen
DUR (x1) Therapiedauer, EXP (x4) Erfahrung Psychotherapeut:in

dBDI (y;) BDI Score Reduktion, dGLU (y5) Glukokortikoidplasmalevel Reduktion

DUR EXP dBDI dGLU
27.9 7.8 35.5 6.1
15.3 9.3 25.0 4.0
17.4 21 19.7 1.7
21.5 6.5 28.8 2.6
28.2 1.3 20.4 19
14.0 2.7 17.2 0.9
28.0 3.9 32.9 2.0
28.9 0.1 28.3 4.1
23.2 3.8 25.8 3.9
22.6 8.7 313 3.8
11.2 3.4 14.4 21
14.1 4.8 18.4 2.0
13.5 6.0 19.1 5.0
23.7 4.9 28.0 2.6
17.7 1.9 20.3 21
25.4 8.3 34.8 4.4
20.0 6.7 27.6 4.0
24.4 7.9 31.9 3.9
29.8 11 32.2 1.0
17.6 7.2 24.6 19

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 20



Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

u.i.v. Realisierungen

Zufallsvektoren

x y
X11 o Xme1 | Y1n o Ymyt
X12 o Xmy2 | Y12 o Ymy2
Linearkombinationen von
Zufallsvektorkomponenten
Xin v Xmgn | Ym0 Ymyn
m my,
Yy aixy | X2 by
m, My
El:ﬁa[xzi 2;:1biYZL
. X Korrelation
Parameter a € R™x,b € R™ : : von Zufallsvariablen

m my
XiZi @ixni | X2y bivni

Definition & == a’x,v = b7

maxp(§,v) u. dNVE) =V(@) =1
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Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

Man betrachtet multivariate unabhéangige Variablen und multivariate abhangige Variablen. Die unabhéngigen Vari-
ablen werden dabei auch Pridiktoren, die abhangigen Variablen auch Kriterien genannt.

Beobachtete Werte der Pradiktoren werden als u.i.v. Realisierungen eines m-dimensionalen Zufallsvektors x inter-
pretiert, beobachtete Werte der Kriterien werden als u.i.v. Realisierungen eines m,-dimensionalen Zufallsvektors y

interpretiert.

Man fragt nach der maximal méglichen Korrelation von Linearkombinationen von = und y. Wir bezeichnen dazu

Linearkombinationen von x und y mit Vektoren a € R™z und b € R™¥ mit

¢=aTz=ajmy +-+ Qg Ty, und U = by = by, + -+ bmyymy (10)
Insbesondere £ und v sind dann als Linearkombinationen von Zufallsvariablen selbst Zufallsvariablen, die Korrelation
von & und v bezeichnen wir mit p(&, v).

Die spezifische Linearkombinationen § = aTa und v = bTy fiir die p(&, v) maximal ist, kénnen dann als “bester
Pradiktor” und als “am besten pradizierbares Kriterium" interpretiert werden. Um diese zu bestimmenm fragt die

Kanonische Korrelationsanalyse also nach Parametern a € R™z und b € R™Y fiir die p(&, v) maximal ist.

Fiir Skalare o, B € R sind die Korrelationen p (aT:c, bTy) und p ((aaT) x, (ﬁbT) y) allerdings, wie im Theorem
zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen gesehen, identisch. Man sucht deshalb Parameter
a € R™z und b € R™Y fiir die p(&,v) = p (aTac, bTy) maximal ist und fiir die aZx und by jeweils eine Varianz
von 1 haben, also V(&) = V(v) = 1 gilt.
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Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

Da mit dem Theorem zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen die Varianzen zu verschiedenen
skalaren Vielfachen von aT'z und by verschieden sind, legt V(£) = V(v) = 1 die a € R™=z und b € R™Y, fiir die

m

p(&, v) maximal ist, eindeutig fest. Zur Bestimmung von a € Rz und b € R""Y ist man also auf ein restringiertes

Optimierungsproblem gefiihrt.

In der folgenden Entwicklung der Kanonischen Korrelationsanalyse folgen wir Mardia et al. (1979). Dabei werden die

. (*) ()
Y

zusammengefasst, fiir den wir durchgéngig annehmen, dass E(2) = 0,,, mit m = m, + m,,. Dies entspricht auf

Zufallsvektoren = und y in einem Zufallsvektor

der Anwendungsebene der Subtraktion des Stichprobenmittels von den beobachteten Daten vor Durchfiihrung der

Kanonischen Korrelationsanalyse

Der mathematische Fokus der Entwicklung nach Mardia et al. (1979) ist auf der Kovarianzmatrix C(z). Speziell
ergeben sich die Kovarianzen von Linearkombinationen von = und y aus Matrixprodukten von C(z) und es kénnen
einige Matrixtheoreme, die im Folgenden diskutiert werden, auf diese Matrixprodukte angewendet werden. Generell
wird in der Entwicklung nach Mardia et al. (1979) ein restringierter Optimierungsansatz mithilfe der Lagrangefunktion
zugunsten der Eigenanalyse von Matrixprodukten supprimiert. Fiir die Entwicklung mit einem Lagrangeansatz, siche
zum Beispiel Anderson (2003) und die Originalarbeiten von Hotelling (1935) und Hotelling (1936).
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Modellformulierung

Theorem (Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren)

2= (T> mit E(z) := 0,,, (12)
Y

ein m; + m,-dimensionaler Zufallsvektor und sein Erwartungswertvektor, respektive. Dann kann die m x m Kovar-

Es seien

ianzmatrix z geschrieben werden als

P =
C(z) = (ETT ”’) € Rmxm (13)
yz yy
wobei

Bgp = E (22T) € Rmz*Ma

Ezy =E (ryT) e Rz My
14
Eyz =[E (sz> c [Rmyxmm ( )

Sy = E (ny) € R™a XMy
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Modellformulierung

Beweis

Nach Definition der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors gilt

)
) (15)
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Modellformulierung

Theorem (Linearkombinationen von Zufallsvektorpartitionen)

z= (z) mit E(z) = 0,, und C(z) = (EJ” E“’) (16)
Yy

Es sei

Eyz Eyy

ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswertvektor und seine Kovarianzmatrix, respek-

tive. Weiterhin seien fir a € R™« und b € R™Y die Zufallsvariablen
¢:=aTzund v:=>0Ty (17)
als Linearkombinationen der Komponenten von = und y definiert. Dann gelten
1) V©=aT%a
(2) V(v)=bT5,,b

(2) p(&v) =aT'S,,b, wenn V(€) =1 und V(v) = 1.

Bemerkungen

® Die Varianz der Zufallsvariable a” z ergibt sich als “quadrierte Linearkombination” von 3_.,..
® Die Varianz der Zufallsvariable bTy ergibt sich als “quadrierte Linearkombination” von Ey,/.

T

® Die Korrelation der Zufallsvariablen a* « und bTy ergibt sich “quadrierte Linearkombination” von 3., .
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Beweis von (1) und (2)
Wir betrachten zunéchst die Varianz von £. Mit dem Varianzverschiebungssatz gilt
V(€) = E(&8) — [E(s)[E(é
=E((a"2)(@T2)) ~E(aTo)E(aTa)
:[E<<aTz> aTa)T) —E(aT2)E(aTa)
=F(aT2aTa) —E (aTa)E (aTa) (18)
=alE (227) a - aTE(z)a T E(2)

=aTE (zzT) a— aTOmT aTOmT

=aTs, a

Der Beweis zur Varianz von v folgt dann analog.
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Beweis von (3)

Mit der Definition der Korrelation von Zufallsvariablen, V(§) = V(v) = 1 und dem Kovarianzverschiebungssatz gilt

C(g,v)

V©)/V(v)
_C&w)
VIV

=C(v)
=[E(v) — E(§E(v)
=E((aT2)(bTy)) - E(ax)E®Ty) (19)

=E((@Ta)(bTy)") —E(@”a)Eb y)

p(&,v) =

=E (aszTb) —E(aT2)E(bTy)
=aTE (zyT) b—aTE(z)bTE(y)
=aTE (zyT) b— a,TOmz bTOmy

=al's,,b.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 29



Modellformulierung

Definition (Kanonische Koeffizientenvektoren, Variate, Korrelationen)

Es seien
T . b PN
= < ) mit E(z) :=0,,, und C(z) := (Z’” zmy) € Rmxm (20)
v Yz vy
ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswert und seine Kovarianzmatrix, respektive.
Weiterhin sei

K = 553/%5,, 5y b2 e Rmaxmy (21)
mit der Singuldrwertzerlegung
K = AABT, (22)
wobei
A= (0‘1 O‘k) c [R"LIX’"y o] /B = (;81 Ek) c Rmyxmy (23)

die orthogonalen Matrix der Eigenvektoren von KKT und die orthogonale Matrix der Eigenvektoren von KTK,
respektive, bezeichnen und

Ae=dig (Ai/z, /\1/2) € R™My< ™y (24)
die Diagonalmatrix der Quadratwurzeln der zugehdrigen absteigend geordneten Eigenwerte bezeichnet. SchlieBlich
seien firi=1,...,k

= SaPa; € R™e und b; = 50728, € R, (25)

Dann heiBen fir i =1, ...,k
(1) a; € R™z und b; € R™Y die iten kanonischen Koeffizientenvektoren,

(2) die Zufallsvektoren &; := a;!‘m und v; = blly die iten iten kanonischen Variaten und

3) p; = /\3/2 die ite kanonische Korrelation.
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Modellformulierung

Theorem (Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten)
Es seien

yx 291}

T D Dy
B= mit E(2) :=0,, und C(z) := [ _** Y| e Rmxm™ (26)
Y =
ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswert und seine Kovarianzmatrix, respektive.
Weiterhin seien fiir ¢ = 1, ..., k die kanonischen Koeffizientenvektoren a;, b;, die kanonischen Variaten £, v; und die
kanonischen Korrelationen p; definiert wie oben. Dann gilt, dass fiir 1 < r < k das Maximum des rten restringierten

Optimierungsproblems
¢ = mabx aTEl.yb (27)

a,

unter den Nebenbedingungen
al'Sppa=1, bTS,b=1, alS,a=0firi=1,..,r—1 (28)

(1) den Wert ¢,. = p,. hat und (2) bei @ = a,. und b = b,. angenommen wird.

Bemerkungen

Ta und v = bTy unter den Nebenbedingungen

® ¢ ist die groBtmogliche Korrelation von £ = a
o V(€ =al¥,a=1und V(v) =TS, b=1

Ty und v = bTy unter den Nebenbedingungen

® ¢, ist die groBtmogliche Korrelation von £ = a
o V(€)=aT%, a =1 und V(v) = bTZyyb =1

o C(&;,8) = a?EMEG = 0 fiir die ersten ¢ = 1,...,7 — 1 kanonischen Variaten &;
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel
Wir betrachten das Beispiel (vgl. Uurtio et al. (2018))

p(z) = N(z;04,14) und p(y|z) = N(y; Lz, G)

mit
0.0 0.0 1.0 0.0 0.2 0.0
L:=(10 00 0.0 00| und G:=|[0.0 0.4
0.0 00 00 -1.0 0.0 0.0

Hier gilt offenbar m, =4, m, =3,m =7 und

Yy1= xzter
Yo = T +ep
Y3 = —T4 + €3
mit
@y ~ N(0,1), @3 ~ N(0,1), 4 ~ N(0,1)

und
g1~ N(0,0.2),e9 ~ N(0,0.4),e3 ~ N(0,0.3)
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

Mit dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen (vgl. Einheit (3) Zufallsvektoren) ergibt sich, dass

“) ~ N7z (34)
y
mit
> >
= SN (35)
yx gy
wobei
Sep =1y, Ty =LT, Sy, =Lund %, =G+LLT. (36)

Explizit ergibt sich also

1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0
> =|(0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 -1.0 (37)
0.0 0.0 1.0 0.0 1.2 0.0 0.0
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.4 0.0
0.0 00 00 -1.0 0.0 0.0 1.3

Iy LT
2= T
L G+LL
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

# R Pakete fiir Matrizenrechnung
library(expm)

# Modellparameter
L = matrix(c(0,0,1, 0,
1,0,0, 0,

0,0,0,-1),
nrow = 3,
byrow = T)

G = diag(c(0.2,0.4,0.3))

# Kovarianzmatrixpartition
Sigma_xx = diag(4)
Sigma_xy = t(L)

Sigma_yx = L
Sigma_yy = G + L %*% t(L)
Sigma = rbind(cbind(Sigma_xx, Sigma_xy), cbind(Sigma_yx, Sigma_yy))
print (Sigma)

[,11 [,21 [,3] [,4] C,8] [,6] [,7]
(1,1 1 0 0 0 0.0 1.0 0.0
[2,] 0 1 0 0 0.0 0.0 0.0
[3,1 0 0 1 0 1.0 0.0 0.0
(4,1 0 0 0 1 0.0 0.0 -1.0
[5,] 0o 0 1 0 1.2 0.0 0.0
(6,1 1 0 0 0 0.0 1.4 0.0
[7,1 [ 0 0 -1 0.0 0.0 1.3
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

# Evaluation der iten kanonischen Koeffizientenvektoren und Korrelationen

K = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% Sigma_xy %*’% sqrtm(solve(Sigma_yy)) # K

ALB = svd(K) # K = A\LambdaV

A = ALB$u # A

Lambda = ALB$d # Lambda

B = ALB$v #B

rho = Lambda # \rho_i = \lambda_i~{1/2}

a = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% A \Sigma_{xx}"{-1/2}\alpha_i

b = sqrtm(solve(Sigma_yy)) %*% B # b_i = \Sigma_{yy} {-1/2}\beta_i

Die kanonische Korrelationen und kanonischen Koeffizientenvektoren ergeben sich zu

rho_1 = 0.9128709 , a_1"T = (00 -10 ), b_1°T = ( -0.9128709 0 0 )
rho_2 = 0.877058 , a_2°T=(0001) , b_2°T = (0 0 -0.877058 )
rho_3 = 0.8451543 , a 3°T = (-1 000 ), b_3T = (0 -0.8451543 0 )
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschdtzung

Selbstkontrollfragen
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Modellschatzung

Definition (Schatzer der kanonischen Korrelationsanalyse)

Firi=1,...,n seien
T; z z
zi=|""| mit E(z;):= 0,, und C(2;) := e Y | e Rmxm (38)
Yi By Dy
unabhéngig und identisch verteilte m-dimensionale partitionierte Zufallsvektoren sowie ihr Erwartungswert und ihre

Kovarianzmatrix, respektive, und

C = (C” C'”/) € Rmxm (39)
Cya vy
sei ihre Stichprobenkovarianzmatrix. Dann sind fiir i = 1, ..., k := min{m,, my}

1/2

i

a; = Cal?a; eRMe, by = Cp/?

[}i €R™Y und p; = A (40)

Schatzer der iten kanonischen Koeffizientenvektoren und kanonischen Korrelationen, respektive. Dabei sind mit
K= C;;/ZC,;?,C;;/Z €RMTMY (41)

&; und 3\1 der ite Eigenvektor und sein zugehdoriger Eigenwert von KKT und [}z der entsprechende Eigenkvektor

von KT K.

Bemerkungen

® Zur Modellschitzung wird C(z) also durch C' ersetzt.
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

# R Pakete

library (MASS)
library(expm)

# Modellparameter

m_x =
n_y

ALB S

=
"

o
won

4

=3
= min(m_x,m_y)

matrix(c(0,0,1,0,1

,0,0,0,0,0,0,-1), nrow = 3,byrow = 3)
diag(c(0.2,0.4,0.3))

= diag(4)

(L)
L

=G + L %*% t(L)

rbind(cbind(Sigma_xx, Sigma_xy), cbind(Sigma_yx, Sigma_yy))
sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% Sigma_xy %x sqrtm(solve(Sigma_yy))
svd(K)

ALB$u

ALB$d

ALB$v

Lambda

sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% A

sqrtm(solve(Sigma_yy)) %*% B
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

# Simulationen

n = lel:le3

rho_hat = matrix(rep(NaN, length(n)*k) , nrow = k)
a_1_hat = matrix(rep(NaN, length(n)*m_x), nrow = m_x)
for(i in 1:length(n)){

# Datengeneration
Y = t(mvrnorm(a[il,rep(0, m_x+m_y),Sigma))
In = diag(n[il)

Jn = matrix(rep(1,n[il~2), nrow = n[il)

# Stichprobenkovarianzmatrixpartition

[4 = (1/@[E1-1)* (Y %% (I_n-(1/nlil)*J_n) %% t(Y))
C_xx = Cl1l:m_x,1:m_x]

C_xy = Cll:m_x, (m_x+1) : (m_x+m_y)]

C_yx = Cl(m_x+1): (m_x+m_y) ,1:m_x]

C.yy = CL(m_x+1): (m_x+m_y), (m_x+1) : (m_x+m_y)]

# Kanonische Korrelationsanalyse

K_hat = sqrtm(solve(C_xx)) %*% C_xy %) sqrtm(solve(C_yy))
ALB_hat = svd(K_hat)

A_hat = ALB_hat$u

Lambda_hat = ALB_hat$d

B_hat = ALB_hat$v

a_hat = sqrtm(solve(C_xx)) %*% A_hat

b_hat = sqrtm(solve(C_yy)) %*% B_hat

rho_hat[,i] = as.matrix(Lambda_hat

a_1_hat[,i] = a_hat[,1]
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel
Schéatzung kanonischer Korrelationen
1.00
0.95 ’M
1 ‘LLI’;IHL‘”J MMMV LA BRI Ol A A o A bk ) A
20 T WA s
\\Am!ll".lh’“hHI\h.Ul’A h’\u“N‘. ) \Ml‘u‘ A NVAMITH A Rl AR AR A
0.85 ‘
0.80
— o b
0.75 s
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0.70 T T T T 1
200 400 600 800 1000
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

Schatzung der Absolutwerte des 1. kanonischen Koeffizientenvektors

:: : m [ "|Jl!|v'v i 11'['”'”' kg prlﬂ“‘w‘l“"‘ AR Y

| — lau},au]

0.6 1 ‘ — ozl fase]
— assl. [Aus]

0.4 " [asal, [Bsa]

02 [l ‘ ‘ ” ’\ I J‘ I

Mm }‘ (i ﬂ MJ b a"‘a ol m‘.,mm

200 400 600 800 1000
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Modelschatzung

Anwendungsbeispiel

Therapiegiite als Therapieerfolgsfaktor?

Unabhangige Variablen

¢ Anzahl Therapiestunden
e Erfahrung Therapeut:in
= MaB fiir Therapiegiite
Abhangige Variablen

*  BDI Score Reduktion

¢ Glucocorticoid Reduktion

= MaB fiir Therapieerfolg
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Modelschatzung

Anwendungsbeispiel
i=1,...,n Patient:innen
DUR (1) Therapiedauer, EXP (z5) Erfahrung Psychotherapeut:in

dBDI (y;) BDI Score Reduktion, dGLU (y5) Glukokortikoidplasmalevel Reduktion

DUR EXP dBDI

[-%
[2)
=
c

27.9 7.8 35.5 6.1
15.3 9.3 25.0 4.0
17.4 21 19.7 1.7
21.5 6.5 28.8 2.6
28.2 13 29.4 1.9
14.0 2.7 17.2 0.9
28.0 3.9 32.9 2.0
28.9 0.1 28.3 4.1
232 3.8 25.8 3.9
22.6 8.7 313 3.8
11.2 3.4 14.4 21
14.1 4.8 18.4 2.0
13.5 6.0 19.1 5.0
23.7 4.9 28.0 2.6
17.7 19 20.3 21
25.4 8.3 34.8 4.4
20.0 6.7 27.6 4.0
24.4 7.9 31.9 3.9
29.8 1.1 32.2 1.0
17.6 7.2 24.6 19
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

# R Pakete

library (expm)

Lambda_hat
B_hat
a_hat
b_hat
rho_hat

rho_hat_1 :

a_hat_1
b_hat_1

rho_hat_2 :

a_hat_2
b_hat_2

Datenpraprozessierung

ad.csv("./7_Daten/7_Kanonische_Korrelationsanalyse.csv")
as.matrix(cbind(D$DUR, D$EXP))
as.matrix(cbind(D$dBDI, D$AGLU))
nrow(x)
ncol(x)
ncol(y)
t(cbind(x,y))

tjchprobenkovarianzmatrixpartition

matrlx(rep( n"2), n)

(1/(n-1))*(Y 7*% (I n- (l/n)*J n) %xh t(Y))
Cli:m_x,1:m_x]

Cl1:m_x, (m_x+1) : (m_x+m_y)]

CL(m_: x+1) (m_x+m_y) ,1:m_x]

CLm_x+1) : (m_x+m_y) , (m_x+1) : (m_x+m_y)]

Korrelationsanalyse
sqrtm(solve(C_xx)) %*% C_xy
svd(K_hat)

ALB_hat$u

ALB_hat$d

ALB_hat$v
sqrtm(solve(C_xx)) %*% A_hat
sqrtm(solve(C_yy)) %*% B_hat
as.matrix(Lambda_hat)

%* sqrtm(solve(C_yy))

0.9950575

-0.1623409 -0.173979
-0.1654175 -0.05025419
0.5010358

-0.06026274 0.3118808
-0.08128072 0.7773036
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

Kanonische Korrelationsanalyse mir R's cancor() Funktion

# Datenprédprozessierung
read.csv("./7_Daten/7_Kanonische_Korrelationsanalyse.csv")
= as.matrix(cbind(D$DUR , D$EXP))

D
X

y
cca

rho_hat_1 :
rho_hat_2 :

as.matrix(cbind (D$dBDI, D$dGLU))
cancor (x,y)

0.9950575
0.5010358
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

Die geschitzte maximale Korrelation einer Linearkombination von (DUR, EXP) und (dBDI, dGLU) ist 0.99.
® (DUR, EXP) und (dBDI, dGLU) sind multivariat also hochgradig korreliert.
Basierend auf der Schatzung der kanonischen Koeffizientenvektoren ergibt sich

® £=0.16 DUR +0.17 EXP als “bester Pradiktor”
® v =0.15dBDI + 0.05 dGLU als “am besten pradizierbares Kriterium”

Therapiedauer DUR und Therapeut:innenerfahrung EXP scheinen zur bestméglichen Pradiktion der Therapiegiite also
in etwa gleichbedeutend, bei dem bestpradizierbarem Kriterium der Therapiegiite trigt die BDI Score Reduktion
dBDI etwas mehr bei als die Glukokortikoidplasmalevel Reduktion dGLU bei - alles angesichts der betrachteten Daten-

skalierung.
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Korrelation wieder.

2. Geben Sie die Definition der Stichprobenkorrelation wieder.

3. Geben Sie das Theorem zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen wieder.
4. Erlautern Sie das Anwendungsszenario einer Kanonischen Korrelationsanalyse.

5. Erlautern Sie das Ziel einer Kanonischen Korrelationsanalyse.

6. Erlautern Sie die Begriffe “bester Pradiktor” und “am besten pradizierbares Kriterium”.

7. Geben Sie die Definition Kanonischer Koeffizientenvektoren, Variate und Korrelationen wieder.

8. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variate wieder.

9. Geben Sie die Definition fiir Schatzer kanonischer Korrelationen und Koeffizientenvektoren wieder.

10. Erlautern Sie die Durchfiihrung einer kanonischen Korrelationsanalyse eines Datensatzes.
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (Vorbemerkung 1)

Definition (Symmetrische Quadratwurzel einer Matrix)

A € R™M*™ sej eine invertierbare symmetrische Matrix mit positiven Eigenwerten. Dann sind fiir r € N0 und
s € N die rationalen Potenzen von A mit der orthonormalen Matrix @ € R™*™ der Eigenvektoren von A und der

Diagonalmatrix A = diag(\;) € R™*™ der zugehdrigen Eigenwerte Ay, ..., A,,, von A definiert als
AT/ = QAT/SQT mit AT/S = diag (/\?/s) . (42)
Der Spezialfall 7 := 1, s := 2 wird als symmetrische Quadratwurzel von A bezeichnet und hat die Form
Al/2 = QAI/QQT mit A1/2 = diag (Ag/Z) . (43)
Bemerkungen
® Offenbar gilt
0y 2
<A1/2> — QAV2QTQAY2QT — QAl/2A1/2QT — QAQT = A. (44)
® \Weiterhin gilt
(A*1/2>2 — QA 12QTQA1/2QT — QA1/2A-1/2QT — QA-1QT = A1, (45)

® SchlieBlich gilt
A244712 = QA12QT QAQT QA 1/2QT = QA~1/2AN1/2QT
=QAA1QT (46)

=1,
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (Vorbemerkung 2)

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrixprodukten)

Fiir A € R"*™ und B € R™*" sind die Eigenwerte von AB € R™*™ und BA € R"™*™ gleich. Weiterhin gilt, dass
fiir einen Eigenvektor v zu einem von Null verschiedenen Eigenwert A von AB w := Buv ein Eigenvektor von BA

zum Eigenwert X ist.

Bemerkungen

w =
o

EAB =
EBA =

w o=

Fiir einen Beweis siche Mardia et al. (1979), S. 468.

matrix(1:6, nrow = 2,
matrix(1:6, ncol = 2,
eigen(A %% B)
eigen(B %*% A)
B %x7% EAB$vectorsl[,1]

cat("Eigenwerte von AB :"

"\nEigenwerte von BA :"

"\nBAw mit w = Bv

"\nlw mit w = Bv

Eigenwerte von AB :
Eigenwerte von BA :
BAw mit w = Bv  : -191.1333 -416.7586 -642.3839
1w mit w = Bv : -191.1333 -416.7586 -642.3839

byrow =

byrow =

EAB$values[1:2],
EBA$values[1:2],

B Y% A UKl w,
EBA$values[1] * w)

85.57934 0.4206623
85.57934 0.4206623

#* o3 % o® o#

Matrix A \in \mathbb{R}"{2 x 3}

Matrix B \in \mathbb{R}"{3 x 2}

Eigenanalyse von AB \in \mathbb{R}"{2 \times 2}
Eigenanalyse von BA \in \mathbb{R}"{3 \times 3}
Eigenvektor von BA
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (Vorbemerkung 3)

Theorem (Eigenwert und Eigenvektor eines Matrixvektorprodukts)

Fir A € R"™ B € RP*",a € R™ und b € RP gilt, dass der einzige von Null verschiedene Eigenwert von
AabT B € R"*" gleich b BAa mit zugehdrigem Eigenvektor Aa ist.

Bemerkungen

® Fiir einen Beweis siche Mardia et al. (1979), S. 468.

A = matrix(1:6, nrow = 2, byrow = # Matrix A \in \mathbb{R}~{2 x 3}
B = matrix(1:8, ncol = 2, byrow = T) # Matrix B \in \mathbb{R}"{4 x 2}
a = matrix(1:3, nrow = 3, byrow = T) # Vektor a \in \mathbb{R}"{3 x 1}
b = matrix(1:4, nrov = 4, byrow = T) # Vektor b \in \mathbb{R} {4 x 1}
EAabTB = eigen(A %% a %*% t(b) %x% B) # Eigenanalyse von Aab™TB \in \mathbb{R}“{4 x 4}
cat("Eigenwerte von AabTB :", EAabTB$values,
"\nbTBAa ", t(b) Ux% B %kl A Ul a,
"\nAa ", A U a,
"\n(AabTB) Aa 2", (A %x% a %xh t(b) %x% B) Ukl A %kl a, # Mv
"\n(bTBAa) Aa :",as.vector ((t(b) %*% B %*% A %% a)) * (A %*) a)) # = \lambda v

Eigenwerte von AabTB : 2620 0

bTBAa 1 2620
Aa 114 32
(AabTB) Aa : 36680 83840
(bTBA2) Aa : 36680 83840
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (Vorbemerkung 4)

Theorem (Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen)

A € R™*™ B € R™*™ pd. seien symmetrische Matrizen und \; sei der gréBte Eigenwert von B~1A mit

assoziertem Eigenvektor v € R". Dann ist A; eine Lésung des Optimierungsproblems

max zT Az unter der Nebenbedingung =7 Bz = 1. (47)
T

Bemerkungen

® Das Theorem ist direkt durch die kanonische Korrelationsanalyse motiviert.
® max, f(x) ist das Maximum einer Funktion f, also der Wert der Funktion an der Maximumstelle
® argmax, f(z) ist die Maximumstelle einer Funktion, also ein Wert in der Definitionsmenge von f.

® Nach Wortlaut des Theorems gilt also fiir die Funktion

f:R"™ R 2 f(z) =al Az, (48)
dass
vy = argmax z! Az unter der Nebenbedingung =7 Bz = 1 (49)
T
und dass
A = maxzT Az unter der Nebenbedingung 2T Bz = 1. (50)
T
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

B/2 sei die symmetrische Quadratwurzel von B und es sei
Y= Bl/2z<:>z:371/2y (51)
Dann kann mit der symmetrischen Matrix
K := B 1/24B"1/2 ¢ gmxm (52)

das Optimierungsproblem (47) geschrieben werden als

II\SX yT Ky unter der Nebenbedingung yTy = 1. (53)
Dies gilt, weil
max zT Az & max (Bil/zy)T A (Bil/zy) & max yI'B12AB 12y & max yT Ky (54)
und
zTszléyTB’]/zBB’]/zy:léyTyzl. (55)

Weil K eine symmetrische Matrix ist, existiert die Orthonormalzerlegung (vgl. (2) Eigenanalyse)
K =QAQT, (56)

wobei die Spalten der orthogonalen Matrix Q) die Eigenvektoren von K und die Diagonalemente von A die zugehérigen

Eigenwerte von K sind.
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Mit der orthogonalen Matrix @@ aus obiger Orthornomalzerlegung sei nun
—oT —
z2:=Q ysy:=Qxz (57)

Dann kann das Optimierungsproblem (53) geschrieben werden als

m

2 i T,
mzaxZ; X;zi unter der Nebenbedingung ' z = 1, (58)
i=
weil
m
max yT Ky < max(Q2)T K(Qz) © max 2T QTQAQTQz & max 2T Az & maxz )\,;zlz (59)
y z z z z 4
i=1
und
Ty=1(Q2)TQz=1TQTQz=1<2Tz=1. (60)
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Die Eigenwerte von K seien nun absteigend sortiert, also Ay > --- > X,,,. Dann gilt fiir das Optimierungsproblem
(58), dass

m
maxz )\izg < Ap, (61)
A
weil
m m m
2 2 _ 2 _
mzaxZ; Aizi < mgx; Aizy =X m?xZ; 25 =\ (62)
1= 1= 1=

wobei sich die letzte Gleichung aus der Nebenbedingung Tz=1 ergibt. SchlieBlich gilt

m
max Z )\sz = A1, (63)
z
i=1

fir z:=ey = (1,0, ...,O)T. Zusammenfassend heiBt das, dass z = e eine Lésung des Optimierungsproblem (58)

ist und das \| das entsprechende Maximum ist.
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Damit ergibt sich aber sofort, dass dann
¥=Qz=Qe; = q undz = B2 (64)

Lésungen der dquivalenten Optimierungsprobleme (53) und (47), respektive, sind. Nach Konstruktion ist g; ein
Eigenvektor von B~Y/2A4B71/2 und nach obigem Theorem zu Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrixprodukten

damit auch ein Eigenvektor von
B 12 12A4=pB1a (65)

und die zugehdrigen Eigenwerte sind gleich. Damit aber folgt, dass der gréBte Eigenwert von B 1A und sein

assoziierter Eigenvektor eine Lésung von
maxzT Az unter der Nebenbedingung 2T Bz = 1. (66)
T

ist. m}
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Wir betrachten das restringierte Optimierungsproblem
2
¢2 = max (aTSgyb)” wdN. aTSgga=1,0TSyb=1, 0l Sppa=0i=1,...r—1 (67)
o i
Wir folgen Mardia et al. (1979), S. 284 und gehen schrittweise vor, d.h. wir |8sen das restringierte Optimierungsprob-

lem
a=1,al'Spya=0,i=1,..,r—1 (68)

. 2 . .
¢f = max (rngxx (aT'Syb)” wdNBTSy b= 1) udN. aT's,
von innen nach auBen.
Schritt (1)
Wir wahlen wir zunichst ein festes a € R und betrachten das restringierte Optimierungsproblem
2
T T
max (a* X,,b) udN.b"2 b=1 69
2 (a0 vy (69)
Dieses Optimierungsproblem kann geschrieben werden als
T T T
mbaxb Yypaa’ BpybudN. bI X b=1, (70)

weil gilt, dass

(a,’fzmyb)2 = (aT5,yb) (aTSgyb) = (aTEzyb)T aTSyyb =675, aaTS,,b. (71)
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Das Optimierungsproblem (70) kann nun mithilfe des Theorems zur Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbe-

dingen geldst werden. Im Sinne dieses Theorems setzen wir dazu
T
A:=3 aa” Xy, und B:=3%, . (72)

Dann hat (70) die Form
max bT Ab unter der Nebenbedingung bT Bb = 1, (73)
b

Das Maximum von (73) entspricht nach dem Theorem zur Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen
dem groBten Eigenwert von
B lA=351% adTs (74)

zy

Der groBte Eigenwert von E;Ul EyzaaTEly wiederum kann mithilfe des Theorems zum Eigenwert und Eigenvektor

eines Matrixvektorprodukts bestimmt werden. Im Sinne dieses Theorems setzen wir dazu

A=xyly,,, bi=a, B:=X,, (75)
und erhalten fiir den betreffenden Eigenwert
Aq =bT"BAa=dTs,, 515, a. (76)

als Lésung (Maximum) des restringierten Optimierungsproblems

2
T T -
max (aTSyyb)” udN. TS, b=1 (77)
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Schritt (2)
Basierend auf Schritt (1) verbleibt die Lésung des restringierten Optimierungsproblem
2 = maxa 1Sy Syt Sypa udN. aTS 0 =1, a8 a=0i=1,..,r—1 (78)

Dazu halten wir zunichst fest, dass (78) mit den Definitionen von «; und K in der Definition der Kanonischen

Koeffizientenvektoren, Variaten, und Korrelationen geschrieben werden kann als
d),,2 =maxal KKTa udN. aTa =1, alTa =0,i=1,....,7—1, (79)
[e3

denn

S T
$2 = maxaTLzyLyy Syza udN. a
snl’s

¢% = max aTEIyE?yl Syga udN. oT
¢f = maxal'sy, /z,yzﬂ,zy,z 12 wdN. oT a=1ala=0 (80)
2= maxaTzl}/Zzzyzgﬁ/zzgé/zzyxz;;/za udN. aTa=1,ala=0

¢% = max oTKKT o udN. oTa = 1,04?(1 =0
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Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten

Beweis des Theorems zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten (fortgefiihrt)

Dabei sind nach der betreffenden Definition die «; die Eigenvektoren von KKT mitdeni=1,...,r—1 groBten
Eigenwerten. Nach dem Theorem zur Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen ist die Lésung
von (79) der groBte Eigenwert von KKT mit seinem assoziierten Eigenvektor. Die Nebenbedingung a?a =0
schrankt diese Wahl auf den rt-gréBten Eigenwert und seinen assoziierten Eigenvektor «,. ein. Mit der Definition
von Eigenwerten und Eigenvektoren gilt also

¢2 =al'KKTa, = al'A\a, = A\ala, = A,. (81)
Wir haben also gezeigt, dass das restringierte Optimierungsproblem des Theorems den Maximumwert ¢, = /\1/2

hat. Es bleibt zu zeigen, dass dieser Maximumwert fiir a,. und b, angenommen wird.
Schritt (3)
Einsetzen von a,. und b,. in aTEzyb ergibt mit

1/2

K =AABT & KB= AABTB < KB = AA & KB, = a, Ay (82)
dass
—1/2 1 2
ol Sy = ol S0t ? 24,2008, = oT KB, = al o, = p, (83)
Also nimmt aTEZyb bei a,. und b,. seinen restringierten Maximalwert X,. an.
O
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(8) Pradiktion und Kreuzvalidierung



Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Kreuzvalidierung

Selbstkontrollfragen
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Rhetorik der Pradiktiven Modellierung und des Maschinellen Lernens

N $Iﬁ\

Unbekannt Modellanwendung Pradiktion

Dwyer, Falkai, and Koutsouleris (2018)
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Rhetorik der Pradiktiven Modellierung und des Maschinellen Lernens

Modelloptimierung

Trainingdaten Testdaten
Podt o dh|ta 8t b 01 0 00
i'ee 100 170 1"00 1700

Featureselektion und Klassifikation Evaluation

Dwyer, Falkai, and Koutsouleris (2018)

Daten Trainingsdaten und Testdaten
Statistisches Modell Modell, Machine Learning Algorithmus
Schatzen von Parametern  Trainieren des Modells, Parameterlernen, Supervised Learning
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Definition (Binarer Klassifikationstrainingdatensatz)
Ein bindrer Klassifikationsdatensatz

D= {(zlvyl)7 000g) (xnvyn)} = {(llyl) ?:1 (1)
ist eine Menge von n Trainingsdatenpunkten

(z;,y;) mitz; € R™ und y; € {0,1} fori=1,...,n, 2)

wobei z; m-dimensionaler Featurevektor und y; Label genannt wird. Ublicherweise werden die Train-
ingsdatenpunkte dabei als unabhéngige und identische Realisierungen eines Zufallsvektors m + 1-
dimensionalen Zufallsvektors ¢ := (&, v) verstanden.

Bemerkungen
® y; €{0,1} bezeichnet die Klassenzugehérigkeit des Featurevektors z; € R"™.

® Ein Beispiel fiir y; ist “Kein Therapieerfolg” (0)" vs. “Therapieerfolg” (1).
® Beispiele fiir die m Komponenten der x; sind Testscores, Biomarker, Soziodemographische Daten.
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Beispiele bivariater Featureplotszenarien

z; €ER%y, €{0,1},i=1,...,n, 0y, =0, ey, =1

T, >1ley =1 T, ta, >20y =1 x?l+m2>2©yi:1

12

00 05 10 15 20
X1
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Anwendung der pradiktiven Modellierung

Explanatorische Modellierung < Grundlagenforschung

Bestimmung von ¢ := argmin||¢ — ¢||

Beobachtbare Unbeobachtbare Beobachtbare
3 ¢ — v
unabhangige Variablen wahre Funktion abhangige Variablen

Bestimmung von f = argminger|lv — f(§)II, F beliebig

Pradiktive Modellierung < Anwendungsorientierte Forschung

Shmueli (2010), Sainani (2014)

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 8



Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Kreuzvalidierung

Selbstkontrollfragen

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 9



Kreuzvalidierung

Workflow der pradiktiven Modellierung

Featureselektion

® Auswahl von mdglichen pradiktiven Variablen

® Dimensionreduktion zur Verringerung des Curse of Dimensionality

Kreuzvalidierung

® Wiederholtes Trainieren und Testen eines Modells an einem Datensatz
® Einsatz zur Modelloptimierung

® Einsatz zur Messung der probabilistischen Assoziation von Featuren und Labeln
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Kreuzvalidierung

Leave-One-Out-Crossvalidation (LOOCV) bei n experimentellen Einheiten (EE)

Gesamter Datensatz EE1 EE2 EE3 EE 4 EES5 EEn
Trainingsdaten Testdaten

Cross Fold 1/n EE1 EE 2 EE3 EE4 EE5 EEn
Cross Fold 2/n EE1 EE 2 EE3 EE4 EES5 EEn
Cross Fold 3/n EE1 EE 2 EE3 EE4 EES EEn
Cross Fold 4/n EE1 EE2 EE3 EE4 EES EEn
Cross Fold 5/n EE1 EE2 EE3 EE4 EES EEn

EE1 EE2 EE3 EE4 EES EEn
Cross Fold n/n EE 1 EE 2 EE3 EE 4 EES EEn
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Kreuzvalidierung

Konfusionsmatrix bei LOOCV mit bindrem Label fiir Testendatenpunkt (x;, ;)

Pradiktion
fx) =0 fey=1

Richtig Negativ Falsch Positiv
yi=0 . 5
Fall
Falsch Negativ Richtig Positiv
yi=1 A
I 3

Exemplarische PerformanzmaBe bei LOOCV mit bindrem Label

® Akkuratheit (Accuracy)

ACC — Anzahl richtiger I?rédi.ktionen _ Tp Ty @)
Anzahl aller Pradiktionen T+ T+ fn + fp

® Sensitivitdt (Richtig-positiv-Rate, True Positive Rate, Recall, Hit Rate)

Anzahl richtiger Positivpradiktionen Tp

SEN = = 4
Anzahl positiver Fille T+ fn )
® Spezifitat (Richtig-negativ-Rate, True Negative Rate, Correct Rejection Rate)
SPE — Anzahl richtiger Neg.ativprfidiktionen _ Tn ()
Anzahl negativer Fille Tnt+ fp
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Pradiktive Modellierung und Maschinelles Lernen

Kreuzvalidierung

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die Rhetorik der Pradiktiven Modellierung.

2. Geben Sie die Definition eines bindren Klassifikationstrainingdatensatzes wieder.

3. Erldutern Sie Unterschiede und Gemeinsamkeiten der explanatorischen und pradiktiven Modellierung.

4. Erlautern Sie die Idee der Leave-One-Out-Crossvalidation (LOOCV).

5. Erlautern Sie die Konfusionsmatrix bei LOOCV mit bindrem Label.

6. Geben Sie die Definitionen von Akkuratheit, Sensitivitdt und Spezifitit bei LOOCV wieder.
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(9) Hauptkomponentenanalyse



Hauptkomponentenanalyse = Principal Component Analysis (PCA).
PCA ist eine Featureselektionsmethode.

® “Features” sind die Komponenten multidimensionaler Zufallsvektoren.

® Korrelierte Features reprasentieren redundante Information.
PCA generiert ein korrelationsfreies Featureset durch lineare Featurekombination.
Die Durchfiihrung einer PCA basiert auf

® einer Orthonormalzerlegung der Stichprobenkovarianzmatrix und

® einer anschlieBenden Vektorkoordinatentransformation.

PCA kannt zur Kompression hochdimensionaler Daten eingesetzt werden.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition und Eigenschaften

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition und Eigenschaften

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Linearkombination)

{vy,vy,...,u;,} sei eine Menge von k Vektoren eines Vektorraums V. Dann ist die Linearkombination
der Vektoren in vy, vy, ...,v;, mit den skalaren Koeffizienten a;,a,, ..., a; definiert als der Vektor

k
w = Zaiui ev. (1)
i=1

Bemerkung

® Als Beispiel seien in R2

Dann ergibt sich
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Lineare Hiille und Aufspannen)

V sei ein Vektorraum und es sei W := {w;,...,w;} C V. Dann ist die lineare Hiille von W definiert
als die Menge aller Linearkombinationen der Elemente von W/,

k
Span(W) := {Z a;w;|ay, ..., a;, sind skalare Koeffizienten } (4)
i=1

Man sagt, dass eine Menge von Vektoren W C V' einen Vektorraum V' aufspannt, wenn jedes v € V

als eine Linearkombination von Vektoren in W geschrieben werden kann.

Bemerkungen

® Wenn eine Menge W von Vektoren einen Vektorraum aufspannt, dann kann jedes Element des Vektorraums

durch eine Linearkombination der Elemente der Menge W gebildet werden.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Lineare Unabhéngigkeit)

V sei ein Vektorraum. Eine Menge W := {w;, w,, ..., w}, } von Vektoren in V heiBt linear unabhingig,
wenn die einzige Reprasentation des Nullelements 0 € V' durch eine Linearkombination der w € W

die triviale Reprasentation
0= a,wy + agwy + -+ apwy, Mita; =ay = =a, =0 (5)

ist. Wenn die Menge W nicht linear unabhangig ist, dann heiBt sie linear abhéngig.

Bemerkungen

® Prinzipiell miisste man fiir jede Linearkombination der w € W priifen, ob sie Null ist.

® Die beiden folgenden Theoreme zeigen, dass es auch einfacher geht.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Lineare Abhangigkeit von zwei Vektoren)

V sei ein Vektorraum. Zwei Vektoren vy,v, € V sind linear abhangig, wenn einer der Vektoren ein
skalares Vielfaches des anderen Vektors ist.

Beweis

vy sei ein skalares Vielfaches von vy, also

v = Avg mit A # 0. (6)
Dann gilt
vy — Avg = 0. (7)
Dies aber entspricht der Linearkombination
ayv] +agvyg =0 (8)
mit a; = 1 # 0 und ag = —X # 0. Es gibt also eine Linearkombination des Nullelementes, die nicht die triviale

Reprasentation ist, und damit sind vy und vy nicht linear unabhangig.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Lineare Abhangigkeit einer Menge von Vektoren)

V sei ein Vektorraum und wy, ..., w;, € V sei eine Menge von Vektoren in V. Wenn einer der Vektoren
w; mit i = 1,..., k eine Linearkombination der anderen Vektoren ist, dann ist die Menge der Vektoren
linear abhangig.

Beweis

Die Vektoren w1, ..., wy, sind genau dann linear abhingig, wenn gilt, dass ZLI a;w; = 0 mit mindestens einem
a; # 0 . Es sei also zum Beispiel a; # 0. Dann gilt

k k
OZZaiwi: Z a;w; + ajw; 9)
i=1 i=1,i#j
Also folgt
k
ajw; = — Z a;w; (10)
i=1,i#j
und damit
k k
Z - Y (ajtay)w; (11)
i=1,i i=L,i#j

Also ist w; eine Linearkombination der w; fiir ¢ = 1, sk miti# g, m}
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Orthonormalitat und lineare Unabhangigkeit in R™)

qy, -, q,, seien orthonormale Vektoren in R™, es gelte also
1 i=yj .
qiTq]»: . J‘ﬁ]rlgz,]gm. (12)
0 i#j
Dann sind die ¢4, ..., q,, linear unabhangig.
Beweis
Firi=1,...,m gilt, dass
a1q1 +agqy + -+ amm = Oy
& (a1q1 +agqe + -+ amam)” =07,
© (a1q1 + agqy + -+ amam) " a; = 0 q; (13)
- T
© > ajqlq;=0
=1
< a; =0.
Die einzige Reprasentation des Nullelements 0,,, durch eine Linearkombination der gy, ..., g, ist also die triviale

Reprasentation und die gy, ..., g, sind linear unabhangig.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Basis)
V sei ein Vektorraum und es sei B C V. Dann heiBt B eine Basis von V, wenn
® die Vektoren in B den Vektorraum V aufspannen und

® die Vektoren in B linear unabhangig sind.

Bemerkung
® Vektorraume haben in der Regel unendlich viele Basen.

® Wir zeigen unten, dass die Forderung der linearen Unabhangigkeit der Vektoren einer Basis impliziert, dass die
Darstellung eines Vektors in V' durch die Linearkombination der Vektoren in B eindeutig ist.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Eigenschaften von Basen)

V sei ein Vektorraum. Dann gelten folgende Eigenschaften fiir Basen von V.
® Alle Basen von V' haben die gleiche Kardinalitdt und diese wird die Dimension von V' genannt.

® Jede Menge von m linear unabhangigen Vektoren ist Basis eines m-dimensionalen Vektorraums.

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis des sehr tiefen Theorems.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Basisdarstellung und Koordinaten)

B := {by,...,b,,} sei eine Basis eines m-dimensionalen Vektorraumes V und es sei v € V. Dann

heiBt die Linearkombination

m

v= Z c;b; (14)
i=1

die Darstellung von v beziiglich der Basis B und die Koeffizienten ¢, ..., c,, heiBen die Koordinaten

von v beziiglich der Basis B.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Eindeutigkeit der Basisdarstellung)

Die Basisdarstellung eines v € V' beziiglich einer Basis B ist eindeutig.

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Vektorraum von Dimension m ist. Nehmen wir an,
dass zwei Darstellungen von v beziiglich der Basis B existieren, also dass

v=ab; +-+ a,b,,

(15)
v=c1by 4 ey
Subtraktion der unteren von der oberen Gleichung ergibt
0=(a; —c1)by + -+ (am — cm)bm (16)
Weil die by, ..., by, linear unabhingig sind, gilt aber, dass (a; — c¢;) = 0O fiir alle ¢ = 1, ..., m und somit sind die
beiden Darstellungen von v beziiglich der Basis B identisch.
[m]

Bemerkung

® Die lineare Unabhangigkeit von Basisvektoren garantiert also, dass ein Vektor zu einer gegebenen Basis nur

eine Darstellung, also insbesondere nur ein einziges Set an Koordinaten ¢y, ..., ¢,;, hat und nicht etwa mehrere.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Orthonormalbasis von R™)
Eine Basis B := {q, ..., ¢, } von R™ heiBt Orthonormalbasis von R™, wenn B eine Menge orthonor-

maler Vektoren ist, wenn also gilt, dass

. 1 i=j
oFq; = T far1<ij<m. (17)
0 i#j

Bemerkungen

® Bei einer Orthonormalbasis von R™ sind die Basisvektoren orthonormal.

® Man beachte, dass eine Basis von R™ nicht aus orthonormalen Vektoren bestehen muss.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Beispiel (Orthonormalbasis von R?)

Es ist

- {0.0)

eine Orthonormalbasis von [RQ, denn Bj ist eine Basis und besteht aus orthonormalen Vektoren. Dabei erkennt man

die Orthonormalitat der Elemente von Bj zunichst an

(1 o) ((1)) =1-140.0=1+4+0=1
(0 1)(?):0-0+1-1:0+1:1 (19)

(1 o ((1]) =1.040-1=0+0=0

Da die Orthonormalitst zweier Vektoren in R ihre lineare Unabhangkeit impliziert, sind die Elemente von By
auch linear unabhangig. Wir wollen schlieBlich noch nachweisen, dass die Elemente von By den Vektorraum R2
aufspannen, dass also jedes v € R? durch eine Linearkombination der Elemente von B geschrieben werden kann.

Dazu sei v = (v1,v5)T € R™ beliebig. Dann aber gilt

1 0
v={"1) = cy +co fiir ¢ := vy und ¢y := vy (20)
vy 0 1

und damit ist By eine Orthonormalbasis von R2.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Kanonische Basis von R™)

Es sei
B := {61, €y

Dann ist B eine Orthonormalbasis von R und wird die kanonische Basis von R™ genannt.

:1ﬂ]ri:jundei7_:Ofﬂri#j}Cme. (21)

Beweis

Im Sinne der Definition einer Basis miissen wir zeigen, dass die Elemente von B linear unabhingig sind. Dies folgt
aber direkt aus der Orthonormalitat der Elemente von B. Weiterhin miissen wir zeigen, dass die Elemente von B den

Vektorraum R aufspannen, dass also jeder Vektor v € R™ als Linearkombination der Elemente von B geschrieben

werden kann. Sei also v € R beliebig. Dann kann v := (v, ..., v, )T geschrieben werden als
m
v= Z c;e; mit ¢; = v;. (22)
i=1
=]
Bemerkungen
0
® Die kanonische Basis von R3 ist zum Beispiel B := of,[11,
0
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Beispiel (Eine nichtkanonische Orthonormalbasis von R?)

1 _ 1
{2
V2 V2

eine Orthonormalbasis von [Rz, denn By ist ebenfalls eine Basis von R2 und besteht ebenfalls aus orthonormalen
Vektoren. Dabei erkennt man die Orthonormalitat der Elemente von By zunachst an

Neben By ist auch

(5 %) GByoL 1,11 11
2 vN\L)" R TR T

o B (F)-CE (R a i e

% ) Ey_ L 11111
V2 V2 % V2 V2 V2 vz 22 T
Da die Orthonormalitit zweier Vektoren in R? ihre lineare Unabhangkeit impliziert, sind die Elemente von By auch

linear unabhingig. Es bleibt also nachzuweisen, dass die Elemente von B den Vektorraum R? aufspannen, dass also
jedes v € R? durch eine Linearkombination der Elemente von By geschrieben werden kann.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Beispiel (Eine nichtkanonische Orthonormalbasis von R? fortgefiihrt)

Sei also v € R™ beliebig. Dann gilt, dass

L _ 1
v= <vl) = (\/15) +eg ( 15) fiir ¢y := g(vl +vg) und ¢y = g(vz —v1), (25)

Vg 7z

1 1 1

72 ~ 2 7 2 -
cy (f)Jcm( E) :g('nlJrvz) (f)#»g(vzfvl)(

V2 V2 2

1 1 —1
,(u1+v2 <1>+§ vzful)( 1)
)
)

vy +vy) — %(v2 —vq)
vy +vg) + %('szvl)

N

2

denn dann ist

H
S-St

I
/N

L~ LN T

(26)

(31t 3 vzf%szr U1
- 1 1 1
7v1+7v1+7v2—2 1

Damit ist By eine Orthonormalbasis von R2.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Kanonische und nichtkanonische Orthonormalbasen B; und B, von R?

B>

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Im Rahmen der Hauptkomponentenanalyse sind wir daran interessiert, basierend auf den Koordina-
ten eines Vektors beziiglich einer Basis die Koordinaten desselben Vektors beziiglich einer anderen
Basis zu berechnen. Dazu fithren wir im Folgenden die Begriffe der Orthogonalprojektion, der Vek-
torkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis und der Vektorkoordinatentransformation ein.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition (Orthogonalprojektion)

2 und ¢ seien Vektoren im Euklidischen Vektorraum R™. Dann ist die Orthogonalprojektion von x
auf q definiert als der Vektor

T
~ 5 z
T =aq mit a := qT, (27)
9 q
wobei der Skalar a Projektionsfaktor genannt wird.
Bemerkungen
® Per definition ist £ = ag mit a € R der Punkt in Richtung von ¢ der  am nahesten ist.
® Diese minimierte Distanzeigenschaft impliziert die Orthogonalitit von ¢ und = — Z.
® Die Formel von a folgt direkt aus der Orthogonalitit von  — Z und ¢, da gilt
‘'z
qT(:tfzi):OéqT(zfa,q):O(i)qT;L*faqTq:O@u:T. (28)
q°q

T,
® Wenn g die Lange ||q|| = v/¢7T ¢ = 1 hat, dann gilt a = “‘1 Hg =qT .
q
® Die Orthogonalprojektion von = auf ¢ wird manchmal auch einfach als Projektion von x auf q bezeichnet
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Orthogonalprojektion
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis)

Es sei z € R™ und es sei B := {qq,...,q,,} eine Orthonormalbasis von R”*. Dann ergeben sich fiir i = 1,...,m

die Koordinaten c; in der Basisdarstellung von x beziiglich B als die Projektionsfaktoren
ci=alq; (29)

in der Orthogonalprojektion von z auf g;. Aquivalent ist die Basisdarstellung von z beziiglich B gegeben durch

z=> («Tq;)q;. (30)
i=1
Beweis
Firi=1,...,m gilt
m m m
T = Z cjq; & q?z =q7 Z cjqj < q?z = chq?q]- & qsz =c, ¢ = IT‘H' (31)
Jj=1 j=1 =1
Bemerkung
® Hinsichtlich der kanonischen Basis von R ergibt sich offenbar ¢; = mTci =x; firi=1,...,m.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Theorem (Vektorkoordinatentransformation)

B, = {vy,...,v,,} und By, = {wy,...,w,,} seien zwei Orthonormalbasen eines Vektorraums. A € R™*™ sei

die Matrix, die durch die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B,, in der Basisdarstellung

beziiglich der Basis B,, ergibt. Dann konnen die Koordinaten x;,% = 1, ..., m eines Vektors x beziiglich der Basis
B, in die Koordinaten Z1, ..., &, des Vektors beziiglich der Basis B,, durch

z=ATx (32)
transformiert werden. Analog kénnen die Koordinaten &y, ...,&,, des Vektors hinsichtlich der Basis B,, in die

Koordinaten 1, ..., x,, des Vektors hinsichtlich B,, durch
z = AZ. (33)

transformiert werden.

Bemerkungen

® Das Theorem erlaubt die Berechnung von Vektorkoordinaten beziiglich einer anderen Orthonormalbasis.
® Fiir die Berechnung muss zunichst die Matrix A gebildet und dann (nur) entsprechend multipliziert werden.
® Wir verzichten auf einen Beweis und demonstrieren das Theorem an einem Beispiel.

Ein Vektor wird hier als fester Punkt in R™ betrachtet; die Komponenten (Zahlen) des Vektors
werden dagegen nur als Koordinaten beziiglich einer spezifischen Basis interpretiert.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Beispiel

—1 1
) 1.00 -;((1)) _ (0.33) 5
*= 0,66
1, 1
ﬁ< ()
1.00 0.66 -----n-s A 1.00
0.70
-1 :
o) 0.23 @ | 6]
, 0.00 w |
T T
0.00 033 1.00

Man beachte, dass x und & am selben Ort in R? liegen.
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Beispiel

Wir nehmen an, dass wir die Koordinaten von z = (1/3,2/3)T € R? hinsichtlich der kanonischen Orthonormalbasis
B, :={eq, ey} in die Koordinaten beziiglich der Basis

1 _ 1
{3 (£)
V2 V2

transformieren wollen. Die Basisdarstellungen der in Vektoren B,, beziiglich der Basisvektoren in B,, sind

1 1
(%) =aj (é) +ag (?) und ( %f) =ajy (é) + agg (?) . (35)

Die Projektionsfaktoren der Orthogonalprojektionen der Vektoren in B,, auf die Vektoren in B,, sind
1 1 1 1

aj] = —F=,09] = —=,A19 = ——=, 099 = —=.

11 \/5 21 \/5 12 \/5 22 \/5

Die Transformationsmatrix A € R”"*™ in obigem Theorem ergibt sich also zu

1 _ 1
A- (Z“ Z}z) - (f f) 4 (37)
21 22 V2 V2

Die Vektorkoordinatentransformation von @ € R? ergibt sich also zu

(36)

FIEE
AT V3 é ~(270), (38)
L L)\2 0.23
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition und Eigenschaften

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Definition und Eigenschaften

Definition (Hauptkomponentenanalyse)
C(&) sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors £. Dann heiBt die Orthonormalzerlegung
() = QAQT, (39)

wobei

® Q€ R™*™ die Matrix der spaltenweisen Konkatenation der Eigenvektoren von C(£) und
® A € R™X™ die Diagonalmatrix der zugehdrigen Eigenwerte bezeichnen,
die Hauptkomponentenanalyse von C(€) und die Spalten von Q heiBen die Hauptkomponenten von C(&). Der m-
dimensionale Zufallsvektor
£=QT¢ (40)
heiBt Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Zufallsvektor.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten von &.
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Definition und Eigenschaften

Theorem (Basiseigenschaften der Hauptkomponentenanalyse)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(£) = 0,,, und es sei
C(¢) = QAQT, (a1)

die Hauptkomponentenanalyse von C(). Dann gelten:

(1) Die Spalten von @, also die Hauptkomponenten von C(€), bilden eine Orthonormalbasis von R".

(2) Multiplikation mit Q7" transformiert die Koordinaten von ¢ beziiglich der kanonischen Basis von R™ in Koor-
dinaten beziiglich der Hauptkomponenten von C(&).

Bemerkungen

® Werte von & werden iiblicherweise zunachst hinsichtlich der kanonischen Basis von R" verstanden.
® Die Hauptkomponentenanalyse resultiert in einer alternativen Orthonormalbasis fiir méglichen Werte von &.

. E entspricht den Koordinaten von § beziiglich dieser alternativen Orthonormalbasis.
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Definition und Eigenschaften

Beweis

(1) Mit dem Theorem zu den Eigenschaften von Basen gilt, dass jede Menge von m linear unabhéngigen Vektoren
Basis eines m-dimensionalen Vektorraums ist. Weiterhin gilt mit dem Theorem zu Orthonormalitat und linearer
Unabhingigkeit, dass m orthonormale Vektoren in R auch m linear unabhangige Vektoren in R" sind. Damit sind

die Spalten von @ m linear unabhéngige Vektoren in R”" und folglich eine Basis von R™.

(2) Wir betrachten das Theorem zur Vektorkoordinatentransformation und setzen B, := {eq,...,e,,} und By, =
{q1,..-» @y, } mit den Spalten q,...,q,, € R™ von Q. Dann gilt, dass Q € R™*" die Matrix ist, die sich durch
die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B, in der Basisdarstellung beziiglich der Basis B,,
ergibt, denn fiir i = 1, ..., m gilt, dass die Basisdarstellung von ¢q; beziiglich der kanonischen Basis B,, gegeben ist
durch
m m
ai=> (aFeje;=>" 4ije; = - (42)
j=1 Jj=1
Aquivalent ist natiirlich jeder Vektor ¢ € R™ schon immer identisch mit der Basisdarstellung von g beziiglich
der kanonischen Basis. Damit folgt aber mit dem Theorem zur Vektorkoordinatentransformation direkt, dass der
Hauptkomponenten-projizierte Zufallsvektor
£=QT¢ (43)

aus den Koordinaten des Vektors beziiglich der Hauptkomponenten von C(§) besteht.
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Definition und Eigenschaften

Theorem (Kovarianzeigenschaften der Hauptkomponentenanalyse)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(£) = 0,,, und es sei
C() = QAQT, (44)
die Hauptkomponentenanalyse von C(§). Dann gelten
(1) Die Kovarianzmatrixﬂdes Hauptkomponenten—transforTieiten Zufallsvektors ist die Diagonalmatrix A, es gilt
also insbesondere V(&;) = A; fir i =1,...,m und C(&;,&;) =0 fir i # j,1 <4,5 <m.

(2) Die Summen der Varianzen der Komponenten von £ und der Komponenten von E sind identisch,

m

DVE) =Y V(). (45)
=1

i=1

Bemerkungen
® Bei Annahme von A; > Ay > .- > X,;; mit zugehdrigen Eigenvektoren ¢y, ..., q,, gilt
V(&) > V(&) > > V(&) + V(a] §) > V(a5 &) > > V(gh8). (46)

und qTﬁ maximiert die Varianz der unkorrelierten Linearkombinationen der Komponenten von & mit orthonor-
malen Koeffizientenvektoren.

Die paarweise nicht-identischen Kovarianzen der Komponenten von £ sind Null, die Komponenten von £ sind
also unkorreliert und repréasentieren keine redundante Information.

Die Gesamtvarianz der Komponenten von £ und & sind identisch, wobei Gesamtvarianz hier im Sinne der
Summe der Varianzen der jeweiligen Komponenten zu verstehen ist.
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Definition und Eigenschaften

Beweis

(1) Wir erinnern zunichst daran, dass die inverse Matrix einer orthogonalen Matrix Q durch QT gegeben ist. Mit
QQT = QTQ = I, gilt dann, dass

€©)=QAQ" » QTC()Q=QTQAQTQ # QTC(OQ = A. (47)
Weiterhin gilt, dass mit E(§) = 0,,, die Kovarianzmatrix von £ gegeben ist durch
(&) =E((¢—E@©) ¢ —EE)") = E(€T). (48)
Damit ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix des PCA-transformierte Vektors E = QT§ aber, dass
o) =t ((E-£@) (E-e®)")
F Te _gof Te _goTen’
((QT¢-£@9) (@T¢-E@Q70)") o)
~£((Q"e-Q"Ee) (Q"e-Q"E) )
=E((QTQTHT) = QTE (¢67) @ = QTC()Q = A.

(2) Wir erinnern daran, dass schon fiir jede symmetrische Matrix mit verschiedenen Eigenwerten, also auch fiir
positiv-semidefinite Matrizen mit verschiedenen Eigenwerten die Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist. Also gilt

hier insbesondere fiir die Eigenwerte Ay, ..., \,,, von C(§)
m m m -
SVE) =tr(CE) =D A =D V(&) (50)
i=1 i=1 i=1
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Definition und Eigenschaften

Theorem (Projektionseigenschaften der ersten Hauptkomponente)
C(&) € R™*™ sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors &, es sei E(£) = 0,,, und es sei
C(§) = QAQT, (51)

die Hauptkomponentenanalyse von C(£). ¢; € R™ sei die erste Spalte von Q, also der erste Eigenvektor von C(§),
mit zugehérigen Diagonalelementen Ay von A, also dem gréBten Eigenwert von C(&). Dann gelten

(1) Unter allen Orthogonalprojektion von & auf Vektoren v € R™ der Lange |v| = 1 hat der Projektionsfaktor
a=ql¢ (52)
der Orthogonalprojektion von & auf gq; die groBte Varianz.

(2) Unter allen Orthogonalprojektionen év == (vT€)v von & auf Vektoren v € R™ der Linge [v] = 1 mit
erwartetem quadratischem Fehler
B(&,) =E(lE-&[?) (53)
hat die Orthogonalprojektion von & auf die erste Hauptkomponente g1, El 8= (qT{)q den geringsten erwarteten
quadratischen Fehler.

Bemerkungen

® Man sagt auch oft etwas ungenau, dass die erste Hauptkomponente/der erste Eigenvektor “die Varianz maxi-

miert und den (Rekonstruktions)fehler minimiert”.
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Definition und Eigenschaften

Beweis
(1) Die erste Aussage entspricht der Lésung des restringierten Optimierungsproblems

max V (UT§) unter der Nebenbedingung v7v = 1. (54)
veR™

Zu seiner Lésung geben wir zunachst eine Reprasentation der Varianz des Projektionsfaktors UT£ durch die Kovari-

anzmatrix von £ an und l8sen das Problem dann analytisch mithilfe seiner Lagrangefunktion.

Es gilt zunachst aufgrund von § = 0,,, und damit C(§) = E (,f{T), dass

~r(07e) (55)

|
<
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Definition und Eigenschaften

Beweis (fortgefiihrt)
Das restringierte Optimierungsproblem hat also die Form
max vT C (&) v unter der Nebenbedingung vTv = 1. (56)
veR™
Die Lagrangefunktion dieses Problems hat entsprechend die Formel
L:R™ xR, (v,1) = L(v,1) == vTC (&) v — L(vTv—1) (57)
wobei wir mit I € R den Lagrangemultiplikator fiir die Nebenbedingung vTv —1 = 0 bezeichnen. Pragmatisches

Ableiten der Lagrangefunktion hinsichtlich v und Nullsetzen ergibt dann

o
aL(U,l) =0

9 (T T _
4@%(17 C(&v—1(v 1771))70 (58)
©2C)v—2lv=0
< C(&)v=1lv.
Also ist an der Stelle der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum von L, dass v ein Eigenvektor von C(&) mit
Eigenwert [ ist. Weiterhin gilt an der Stelle der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum aufgrund der Nebenbedin-

gung, dass
Cv=lwasrTCEv=vllveV (va) =iwlvev (UT6> =1 (59)

Der gréBte Eigenwert von C (&) ist aber Ay und der entsprechende Eigenvektor, der das Optimierungsproblem I6st
damit q; .
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Definition und Eigenschaften

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Die zweite Aussage entspricht der Lésung des restringierten Optimierungsproblems

min E (&,) unter der Nebenbedingung v7'v = 1. (60)
veR™

Zu seiner Lésung geben wir zunichst eine Reprasentation der erwarteten quadratischen Fehlers mithilfe der Kova-
rianzmatrix von £ an fiihren die Lésung dann auf die Ldsung des unter (1) betrachteten Problems zuriick. Es gilt
aufgrund von £ = 0,,, und damit C(§) =E (£§T> dass

B(g,) =E(l¢—&ul?)
=E(€-&,)T(€-¢&)
=E(7e—26T¢, + L Ev)
=E(T¢— 26T (0T &+ (T &) T (0T ¢)w)
=E(eTe—200T9)(ETv) + (T (eTv) (T )
=E (T —2(0T)(ETv) + (W7 &) (€T ) (vT ) (61)
=E(Te—20T¢)(Tv) + (vT8)(eTv))
=E(7e - o)
=E(eT¢—oT(geT))
=E(67¢) —oTE(&7) v
=E(eT¢) —vTC(Ov
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Definition und Eigenschaften

Beweis (fortgefiihrt)
Mit ({15) > 0 wird das Minimum von
E(&,) =L <§T§> —vTC(&)v unter der Nebenbedingung vTv =1 (62)
dann aber fiir das Maximum von
A% (ng) unter der Nebenbedingung vTv = 1. (63)

angenommen und ist durch Wahl von v = ¢q; gegeben.
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Definition und Eigenschaften

Visualisierung der Projektionseigenschaften der ersten Hauptkomponente fiir

m =2, &~ N(u,X), o Realisierungen von £, — Erste Hauptkomponente ¢;

1.5

0.5

0.0 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 20
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition und Eigenschaften

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Datenkompression

Uberblick

® Datenkompression entspricht der Reduktion der Dimensionalitat m eines Datensatzes.

® Ziel der Datenkompression im Rahmen der Datenpraprozessierung bei pradiktiver Modellierung
ist es, dem Undersampling hochdimensionaler Datenrdume entgegenzuwirken.

® |Inspiriert von den Eigenschaften der Hauptkomponentenanalyse méchte man mit dem unten
skizzierten Verfahren den Fehler zwischen einem Datensatz und einem dimensionsreduziertem

Datensatz bei gleichzeitiger Retention maximal variabler Datenaspekte minimieren.

® Prinzipiell gibt es viele weitere Moglichkeiten der Datenkompression.
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Datenkompression

Definition (Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes)

C € R™*™ sei die Stichprobenkovarianzmatrix eines Datensatzes X € R""*™ bestehend aus unabhingigen Reali-

sierungen x; € R™ mit j =1, ..., n eines m-dimensionalen Zufallsvektors £. Dann heiBt die Orthonormalzerlegung
C=QAQT (64)
wobei
® Q€ R™M*™ die spaltenweise Konkatenation der Eigenvektoren von C' und
® A € R™*™ die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigenwerten bezeichnen,

die Hauptkomponentenanalyse von C' und die Spalten von Q heiBen die Hauptkomponenten von C. Fiur j =1,...,n

heiBt der m-dimensionale Vektor
=QTx; (65)

Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Datenvektor und der m X n-dimensionale

Datensatz
X:=qQTx (66)

heiBt Hauptkomponenten-transformierter oder Hauptkomponenten-projizierter Datensatz.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten des Datensatzes X.
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Datenkompression

Theorem (Basiseigenschaften der HKA eines Datensatzes)
C € R™*™ sei die Stichprobenkovarianzmatrix eines Datensatzes X € R™*™, es sei X = 0,,, und es sei
C=QAQT, (67)

die Hauptkomponentenanalyse von C. Dann gelten:
(1) Die Spalten von @, also die Hauptkomponenten von C', bilden eine Orthonormalbasis von R™.

(2) Multiplikation mit QT transformiert die Koordinaten der Datenvektoren zj,j =1, ..., n beziiglich der kano-

nischen Basis von R" in Koordinaten beziiglich der Hauptkomponenten von C.

Bemerkung

® Ein Beweis ergibt sich analog zum Beweis des Theorems zu den Basiseigenschaften der HKA.
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Datenkompression

Theorem (Stichprobenkovarianzeigenschaften der HKA)
C € R™*™ sej die Kovarianzmatrix eines Datensatzes X € R™*", es sei X = 0,,, und es sei
C=QAQT, (68)

die Hauptkomponentenanalyse von C. Dann gelten

(1) Die Kovarianzmatrix des Hauptkomponenten-transformierten Datensatzes ist die Diagonalmatrix A. Es gilt also
insbesondere, dass die Stichprobenvarianz der iten Komponente der 57]- gegeben ist durch \; firi=1,...m

und dass die Stichprobenkovarianz der iten und kten Komponenten der ij gleich 0 ist.

2) Die Summen der Stichprobenvarianzen der Komponenten der x; und der Komponenten der Z; sind identisch.
P! P 7 P! g

Bemerkung

® Ein Beweis ergibt sich analog zum Beweis des Theorems zu den Kovarianzeigenschaften der HKA.
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Datenkompression

Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes mit m = 5 und n = 20

o or @ N e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

oo @ N e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Datenkompression

Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes mit m = 5 und n = 20

Die Summe der Diagonalemente von C' und C ist hier 19.2.
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Datenkompression

Definition (Dimensionsreduzierter transformierte Datensatz)
X € R™*™ sej ein Datensatz, C' sei seine Stichprobenkovarianzmatrix,
C=QAQT (69)

sei die Hauptkomponentenanalyse von C und es gelte Ay > Ay > .- > X, fiir die Diagonalelemente von A.
SchlieBlich sei fiir k < m Q. die Matrix, die aus Q durch Streichen der Spalten k + 1, ..., m entsteht. Dann nennt
man

X;, = Qf X e X (70)

einen dimensionsreduzierten transformierten Datensatz.

Bemerkung

® Die Definition ist durch das Theorem zu den Projektionseigenschaften der HKA motiviert.
® Man kann ein analoges Theorem fiir die HKA eines Datensatzes formulieren und beweisen.
. )?k = Q{X entspricht einer (k X n) = (k x m) - (m x n) Matrixmultiplikation.

® X, ist der Datensatz, der aus X durch Streichen der (k + 1)-ten bis m-ten Zeile ensteht.
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Datenkompression

PCA-dimensionsreduzierte Datensatze

Q2 Q1
1 1
2 2
B 3
i .
= || 5 {ua
Xs
s
H
H 2
i 2
sz s 4 s s 7 s s o u = m w1 1w w om m  m
X3
H .
H
i =
H
Sz s 4 s s 1 s s o u ow m w1 s w om m m
Xz
'
B
H 2
i 2
H N
iz a4 s s 7 s s w® u w2 m w15 1w ©w om m m
Xy
: | L D
.
H
H 2
i =
i
Tz a4 s e 1 s s o u m m w1 18w om m m
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Datenkompression

Definition (Rekonstruierter Datensatz, Datenrekonstruktionsfehler)
X € R™*™ sei ein Datensatz und fiir k < m sei

Xy =QF X eRbxn (71)
ein dimensionsreduzierter Datensatz. Dann heiBt

Xj, = QpX) € Rmxn (72)

rekonstruierter Datensatz und
e = |vec(X — X3)|> >0 (73)

heiBt Datenrekonstruktionsfehler.
Bemerkungen
* Xy = Qk)?k entspricht einer (m x n) = (m X k) - (k x n) Matrixmultiplikation
® Fiir M € R™*™ ist vec(M) € R™" der Vektor, der durch Stapeln der Spalten von M entsteht.

® Fir k=m gilt QX;, = QQT X = X und damit e = 0.
® Der Datenrekonstruktionsfehler ist das Stichprobenanalogon zum erwarteten quadratischen Fehler.
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Eigenwerte (“Scree-Plot”) und Rekonstruktionsfehler

10
@12 1 o o
8- © 510 \
- &
a-;" 6 g 8 o
g £ 6 \
> | o] x
w 4 \o % 4 — o
. \O\ § 2 \
o] [}
x g o
0 \ T T T T \ T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Index Rekonstruierter Datensatz (k)
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Rekonstruierte Datensatze

siimre

: E A
: I :
s s

|
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und Daterekonstruktionsfehler

Rekonstruktionsfehler
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Vektorraumbasen und Vektorkoordinatentransformationen

Definition und Eigenschaften

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Linearen Unabhangigkeit von Vektoren wieder.

2. Geben Sie das Theorem zur Linearen Abhéngigkeit von zwei Vektoren wieder.

3. Geben Sie die Definition der Basis eines Vektorraums wieder.

4. Geben Sie die Definition von Basisdarstellung und Koordinaten wieder.

5. Geben Sie das Theorem zur kanonischen Basis von R wieder.

6. Geben Sie die Definition des Begriffs der Orthogonalprojektion wieder.

7. Geben Sie das Theorem zu Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis wieder.

8. Geben Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem wieder.

9. Erlautern Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem.
10. Geben Sie die Definition der Hauptkomponentenanalyse wieder.
11. Geben Sie das Theorem zu den Basiseigenschaften der Hauptkomponentenanalyse wieder.
12. Geben Sie das Theorem zu den Kovarianzeigenschaften der Hauptkomponentenanalyse wieder.
13. Geben Sie das Theorem zu den Projektionseigenschaften der ersten Hauptkomponente wieder.

14. Erlautern Sie das Prinzip der Datenkompression durch Hauptkomponentenanalyse.
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(10) Lineare Diskriminanzanalyse



Anwendungsszenario
Modellformulierung
Inferenz und Klassifikation
Lernen
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Inferenz und Klassifikation

Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Psychotherapie Non-Response-Rate wird auf etwa 20 - 30% geschatzt
Vorhersage von Behandlungserfolg basierend auf klinischen Markern ware hilfreich

® Therapieauswahloptimierung
® |ebensqualitidtverbesserung

® Ressourcensensitivitat
Digitale Datenbank von Psychotherapieverldufen als Trainingsdatensatz
Pradiktive Modellierung zur Etablierung eines pradiktiven klinischen Markerprofils
Treatmentsuccessvorhersage fiir neue Patient:innen
Anwendungsbeispiele

® BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

® Lineare Diskriminanzanalyse, Logistische Regression, Neuronale Netze
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Anwendungsszenario

Beispieldatensatz

® BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

3.0 4 °
® Non-Responder
® Responder
25 ®
e o .
20 o ® '. °
..
L]
215 ° o e
o ° L] ° ° °
e ° o ° °
[ d (1]
1.0 . e e
e © ° °
0.5 °
L]
0.0 T | — T T ]
00 05 10 15 20 25 30
BDI
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Anwendungsszenario
Modellformulierung
Inferenz und Klassifikation
Lernen
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung

Definition (Bernoulli-Zufallsvariable)
Es sei ¢ eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := {0,1} und WMF
P X = [0,1],z = p(z) = p (1 — p)'=" mit p € [0,1]. 6y

Dann sagen wir, dass £ einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter ;1 € [0, 1] unterliegt und nennen
¢ eine Bernoulli-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit £ ~ Bern(p) ab. Die WMF einer Bernoulli-
Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bern(z; 1) = (1 — u) . 6

Bemerkungen

® Eine Bernoulli-Zufallsvariable kann als Modell eines Miinzwurfs dienen.

® 4 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass £ den Wert 1 annimmt,

PE=1)=p'1—p) " =p 3
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Modellformulierung

Bernoulli-Zufallsvariable

Bern(x;0.1) Bern(x;0.5) Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 08
0.6 0.6 06
0.4 0.4 04
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
00 05 10 00 05 10 00 05 10
X X X
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Modellformulierung

Definition (Modell der Linearen Diskriminanzanalyse)

¢ sei ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R und v sei eine Zufallsvariable mit Ergeb-

nisraum {0, 1}. Dann ist das Modell der Linearen Diskriminanzanalyse die gemeinsame Verteilung
P(§,v) = P(v)P(§lv), 4)
wobei die diskrete marginale Verteilung P(v) durch die WMF
p(y) = Bern(y; 1) ®)
mit 4 €]0,1[ und die kontinuierliche bedingte Verteilung P(¢|v) durch die WDF
p(aly) = N(2; po, B) YN (25 1y, 2)Y (6)

mit pg, ¢y € R™ und ¥ € R™*™ pd definiert ist. Wir bezeichnen die gemischte WMF und WDF
(WMDF) des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse mit

p(z,y) == p(y)p(xly) = Bern(y; u) N (x; g, T) YN (; 1y, T)Y )
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Modellformulierung

Bemerkung
Aus generativer Sicht wird ein Trainingsdatensatz

{(x("),y(“)}::l mit ¥ € R™ und y¥ € {0,1} (8)
eines Modells zur Linearen Diskriminanzanalyse wie folgt erzeugt:

(1) y'» wird zunichst durch Ziehen aus einer Bernoulliverteilung mit Parameter 14 erzeugt.

(2) In Abhingigkeit vom Wert von y(*) wird 2 dann durch Ziehen aus einer multivariaten Nor-
malverteilung mit Kovarianzmatrixparameter ¥ und Erwartungswertparameter p, fiir y =0

oder p, fir y" =1 erzeugt.
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Modellformulierung

Datengeneration

# Modellformulierung

library(mvtnorm) # Multivariate Normalverteilung
set.seed(0) # Zufallszahlengenerator
m E 2 # Featurevektordimension
n 2e2 # Anzahl Trainingsdatenpunkte
mu 0.5 # wahrer, aber unbekannter, Bernoulliparameter \mu
mu_0 c(1,1) # wahrer, aber unbekannter, Normalverteilungsparameter \mu_O
mu_1 = c(2,2) # wahrer, aber unbekannter, Normalverteilungsparameter \mu_1
Sigma = matrix(c( 0.50, -0.25, # Kovarianzmatrixparameter
-0.25, 0.50),

byrow = TRUE,

nrow = m)
# Modellsampling
y = matrix(rep(NaN,n) , nrow = 1) Labeldatenarray
x = matrix(rep(NaN,n*m), nrow = m) Featurevektorarray

for(i in 1:n){ Iteration iiber Datenpunkte
y[il = rbinom(1,1,mu) y {1} \sim Bern(\mu)
x[,i] = ((zmvnorm(1, mu_0, Sigma)**(1-y[il))  # x"{i} \sim N(\mu_0,\Sigma) {1-y}N(\mu_1,\Sigma)"y
*(rmvnorm(1, mu_1, Sigma)*x(y[il)))

* 3% W

¥

# Datensatzkonkatenation
D = rbind(x,y)
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Modellformulierung

Datengeneration

1 2 0.50 —0.10
m:2,n:200,#:0.5,;¢0:(1),u1:(2)72:(7010 050)

+ pg @ z@ mit y@ =0, + py e 2@ mity =1,i=1,....,n

00 05 10 15 20 25 30
X1
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Anwendungsszenario
Modellformulierung

Inferenz und Kilassifikation
Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Inferenz und Klassifikation

Theorem (Inferenz bei Linearer Diskriminanzanalyse)
p(z,y) sei die WMDF des Modells einer Linearen Diskriminanzanalyse. Dann gilt

P =1e) = s und p(y = 0l) = 1= ply = L) ©

1
5 ( ) e pret (10)
x
der erweiterten Featurevektor und

1, Ty—1 Ty—1
Be= (5 (u T g — i N1)+ln(1ﬁ,,,)> c R, (11)

wobei

=5 (kg — 1)

der Inferenzparametervektor sind.

Bemerkungen

® p(y|z) kann zur Pridiktion der Klasse eines z € R" genutzt werden.

® Diese Pradiktion hangt von den Parameter p, 1, 11, 2 des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse ab.
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Inferenz und Klassifikation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

p(z,y=1)
p(z,y=0)+p(z,y=1)
plz,y=1)

p(y =1lz) =

= (12)
Mit der Definition des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse gilt dann
plz,y=1)=p(ly=1)p(y=1) = N(z; 41, Z)p (13)
und
p(@,y =0) =p(xly = 0)p(y = 0) = N(x; po, T)(1 — ) (14)
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Inferenz und Klassifikation

Beweis (fortgefiihrt)

Wir erhalten also
_ plz,y=1)
=t (p(r,y:(l))

—In ( N(z;pp,2)u )
N(z; pg, 2)(1—p)

= In (N(w; py, D)) — In (N (a: g, 5)(1 — )

=In(p) +1In N(z; pq, ) — In(1 — ) — In N(z; pg, 2)
1
—Inp—In(l—p)— g In27 —1In S| — 5(17;L1>T271(1‘7;11)
1
+ % In27+1n|3| + §(z—u0)T271(z—uU)

1 _ 1 _
=—5@—u)TS Mo —pu)+ 5@ —u) "5 @ —pg) + Inp—1n(1 - )

1
:—ngZflz+zTZ lul——ulﬂ 1u1+ 2Ts 1y Ty~ 1u0+ “02 1;L0+ln(1:ﬂ>
_ “02 1,1077,1 51y —aTs 1m0—u,1)+1n(1%“)
1 T 1 T 1
AU —py 2T +1n
- z’T‘)(Z(’O HO — By 1) (1 u))
X7 (uoful)
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Inferenz und Klassifikation

Definition (Klassifikationsregel der linearen Diskriminanzanalyse)

p(x,y) sei die WMDF des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse. Dann ist die Klassifikationregel

definiert als
0 fu =0|z) > =1
§:R™ = {0,1},z > 8(z) := fr p(y = Olz) > ply = 1lo) (15)
1 fir p(y = Olz) < p(y = 1|z)
Bemerkung
® Esgilt
() = 1< ply =1|z) > p(y = Olz) © p(y = 1|z) > 0.5. (16)
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Inferenz und Klassifikation

Inferenz und Klassifikation bei bekannten Modellparametern

1 2 050  —0.10
= 0.5, g = g = S =
H=50 o (1) m <2) <70A10 050)

# Inferenz und Klassifikation fiir die ersten k Datenpunkte

k =10 # Anzahl Datenpunkte
x_tilde = rbind(rep(1,k), x[,1:k]) # erveiterte Featurevektoren
beta = matrix( # Inferenzparametervektor
c((1/2)*( t(mu_0) %% solve(Sigma) %*% mu_0
- t(mu_1) %) solve(Sigma) %*% mu_1)
+ log(mu/(1-mu)),
-solve(Sigma) %*% (mu_O-mu_1)), nrow = 3)
P_y_giv.x = 1/(1+exp(-t(x_tilde) %+ beta)) # ply = 11x)
delta = as.numeric(p_y_giv_x >= 0.5) # Klassifikationsregel
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x_1 1.14 1.80 2.38 0.87 2.48 2.15 0.08 0.82 2.61 1.47
x_2 3.24 2.05 1.50 0.77 2.37 2.65 0.94 0.64 2.32 0.59
p(y = 1|x) 1.00 0.97 0.97 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.02
delta(x) 1.00 1.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
y 1.00 1.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
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Anwendungsszenario
Modellformulierung
Inferenz und Klassifikation
Lernen
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Lernen

Theorem (ML-Schatzer der Linearen Diskriminanzanalyse)

p(z,y) sei die WMDF des Modells einer Linearen Diskriminanzanalyse mit Parametern {pu,pq, 1,2},

{(zm,y@)}?,l sei ein LDA Trainingsdatensatz, und 1(g) sei die Indikatorfunktion der Aussage A, d.h. 1( 4} =1,
wenn A WAHR ist uns I{A} =0, wenn A FALSCH ist. Dann sind die Maximum-Likelihood-Schatzer fiir 1, p1q, 111

und X gegeben durch

Bemerkungen

17

® 4 wird als die relative Haufigkeit der len im Trainingsdatensatz geschatzt.

® g und pq werden als Stichprobenmittel aller 2 mit y(” =0 bzw. y[:i) = 1 geschatzt.

® 3 wird durch die empirische Kovarianzmatrix aller z(i)ﬁi =1,...,n geschatzt.

® Substitution ergibt den Schatzer [§
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Lernen

Beweis

(1) Formulierung der Log Likelihood Funktion

n
g, p1,5) =1n [ » (zm,y(”)
i=1

Il
=
5
=
—
N
<
)
=

I
!

Inp (E(’i) ‘y(i)> P <y(’i))

Il
-

T

Il
—

Inp (m<i)‘y<¢)) +lnp (y(i))

I
vM:

10 ) (i) . (1)
ln(N(w(’);/t()-,E)) ! (N(l’(”);m‘z))y +1n(uy(”(1—m1*lﬂ )

I
“M:

I
A

(1 —y(i)) InN (z(i);uo,E) +y(i) InN (z(i);ul,):) +y(i) Inp+ (1 —y@)) In(l—p)

o) (<2 mon- Finiz— 1 (o0 o) = (a® ~1o)

I
=
—
=
I

!

s

¥ 21}“ (72 In2m— % In|S|— % (=) ,ul)Tg—l (o) *#1))

3

£ 3y n g4 zn: (1 y@)ln(l w.
1 i=1
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Gradient der Log Likelihood Funktion

Der Gradient der Log Likelihood Funktion des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse besteht aus den partiellen

Ableitungen von £ hinsichtlich von p, p1, 11 und X. Wie unten gezeigt ergibt er sich als

1 n 1 n
n Yic 1{y<'iil,1} T T Yic 1{Ty<i),o}
~§ T g, ((zm . z—1>
— T
1y . (i) _ -1
gy £ (1 10, 11, ) 2 i1 Lyl ((z ) > )

T
9 0( ) n 1y (i) (i)
ot (s o5 15 24) 5E—5>. '\ — . x\ — i
= 2 2 Zz:l l‘l{y<“71} Hl{yu>71}

Atk 1oy 11, D)
0
g L (1 ko, 1, 2)
0,
Ve (s pros 1, %) = ;0
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir die partielle Ableitung hinsichtlich 11 und ahnlich fiir puq ergibt sich
n

o o - 1 1 . T
G 2py pos 11, 3) = Bro S (1-y®) (—g In2r— o In |8 - 5 (29— o) =71 (z® —Mo))

i=1

n . , . .
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir die partielle Ableitung hinsichtlich X ergibt sich

a o D)= ge > (1-y0) (=5 inze = S (0 ) " (0 o))

i=1
2§ 1 (i) 1 (0)
+52y(1) (*711’127‘(**11’1‘2‘**(1l 7#1) = (z” 7;1,1>)
i=1
= i (1 1/<”) (7%% In|X|— %% (’I‘<I’) 7/10) w1 (T”) 7/10))
i=1
o~ (i) 19 1 (400
+Zy (_76721‘“‘2‘_5672(T —;41> z (z —Ml)) (18)
i=1
S 1, 4 T
= 30 (3 L) (500
i=1
S (5E g ) (0 )')
i=1
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir die partielle Ableitung hinsichtlich p ergibt sich

a%au,m,uo,m: (Zy lnu+2(1— )lnl—u>>
=350 2 s 30 (1- ) 2 -
=)y o Iz 2 Y Em Iz

=1

-
—M1 — 1, () -
Z = 1#2; V=0

(4) Auflésen der Maximum Likelihood Gleichungen

Nullsetzen der partiellen Ableitungen des Gradienten der Log Likelihood Funktion und Auflésen der resultierenden Log
Likelihood Gleichungen ergibt dann die Maximum-Likelihood-Schatzer des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse.
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Nullsetzen der ersten Gradientenkomponente ergibt

n

1
Z Wi=1y " 1-4 Z (w-0p =°
o Ly
ks
n

S LR 0 NY (1) =0

n R
(1-y) =0

i=1

[ i=1
1A~ ) (i)
= Z y'—n+ Z y'=0
L i=1 i=1
n n
s1-mY vV —an+id yD =0
i=1 i=1
n n
1=y ¥V —in+id y =0
i=1 i=1

1 n
=
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Nullsetzen der zweiten Gradientenkomponente ergibt

Nullsetzen der dritten Gradientenkomponente ergibt dann in dhnlicher Weise den Maximum-Likelihood-Schitzer fiy.
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Lernen

Beweis (fortgefiihrt)

Nullsetzen der vierten Gradientenkomponente ergibt dann schlieBlich
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Lernen

Anwendung

—0.26
0.49

# Parameterlernen

n = ncol(x) #n
m = nrow(x) #m
mu_hat = mean(y) # \hat{\mu}
mu_0_hat = rowMeans(x[,y == 0]) # \hat{\mu}_0
mu_1_hat = rowMeans (x[,y 11) # \hat{\mu}_1
Sigma_hat = matrix(rep(0,m~2), nrow = m) # \hat{\Sigma}
for(i in 1:n){
Sigma_hat = (Sigma_hat + (1/n)*

((y[il 0)*(x[,i]l-mu_0_hat) %*% t((x[,il-mu_0_hat))

+(y[i] == D#*(x[,i]-mu_1_hat) %*% t((x[,il-mu_1_hat))))
¥
beta_hat = matrix(c((1/2)*( t(mu_O_hat) %*J solve(Sigma_hat) %} mu_O_hat # \hat{beta}

- t(mu_1_hat) %xJ), solve(Sigma_hat) %%’ mu_1_hat)
+ log(mu_hat/(1-mu_hat)),
-solve(Sigma_hat) %x% (mu_O_hat-mu_1_hat)),
nrow = m+1)
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Lernen

Anwendung

_ _ 0.04) 1.04) - 053  —0.26
m=2,n=200,4=052 o = (1 01) M= (209) 2= (—026 049)

+ pgs 0 2 mit y =0, Afg,  + pq, 0 2@ mit y@ =1, A iy

3.0 1

00 05 10 15 20 25 30
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Anwendungsszenario
Modellformulierung
Inferenz und Klassifikation
Lernen
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Beispieldatensatz

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

3.0 4 °
® Non-Responder
® Responder
25 ®
e o .
20 o ® '. °
..
L]
215 ° o e
o ° L] ° ° °
e ° o ° °
[ d (1]
1.0 . e e
e © ° °
0.5 °
L]
0.0 T | — T T ]
00 05 10 15 20 25 30
BDI
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Anwendungsbeispiel

Beispieldatensatz

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg RES

BDI

0.74
0.22
0.82
2.07
1.71
1.77
1.95
218
0.93
1.34
2.35
1.43
1.66
0.28
2.13
1.37
0.89
0.88
0.98
1.93

GLU

1.40
0.72
2.29
1.15
1.53
1.07
2.70
2.53
1.20
1.07
1.64
0.91
111
1.59
0.52
1.22
2.14
1.40
2.04
0.90

RES

HHOOHOFROFROOROORKROREHRKEHR
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Anwendungsbeispiel

LOOCV zur Bestimmung der Featurepradiktivitat

D = read.csv("./10_Daten/10_Lineare_Diskriminanzanalyse.csv") # Datensatz
K = nrow(D) # Anzahl Cross Folds
Py = matrix(rep(NaN, K) , nrow = 1) # p(y = 1lx
y_pred = matrix(rep(NaN, Kx2), nrow = K) # Pradiktionsperformancearray
for(k in 1:K){ # K-fold LOOCV
x_train (D[-k,1:2]) # Trainingsdatensatzfeatures
y_train O[-k,3 1) # Trainingsdatensatzlabels
X_test [ k,1:2]) # Testdatensatzfeaturevektor
y_pred[k,1] o[ k,31) # Testdatensatzfeaturevektorlabel
n = ncol(x_train) #n
nrov (x_train) #m
mean (y_train) # \hat{\mu}
= rowMeans(x_train[,y_train == 0]) # \hat{\mu}_0

rowMeans (x_train[,y_train 11) # \hat{\mu}_1
Sigma_hat = matrix(rep(0,m"2), nrow = m) # \hat{\Sigma}
for(i in 1:n){
Sigma_hat = (Sigma_hat + (1/m)*
((y_train[i] 0)*(x_train[,i]-mu_O_hat) %
+(y_train[i] 1)*(x_train[,il-mu_1_hat) 7%
beta_hat = matrix(c((1/2)*( t(mu_0_hat) %*J solve(Sigma_hat)
solve(Sigma_hat)
+ log(mu_hat/(1-mu_hat)),
-solve(Sigma_hat) %*% (mu_O_hat-mu_i_hat)), nrow = m+1)

t((x_train[,i]-mu_0_hat))

b t((x_train[,i]l-mu_1_hat))))}

% mu_O_hat # \hat{beta}
% mu_1_hat)

x_test_tilde = rbind(1, x_test) # \tilde{x}
p_ylkl 1/(1+exp(-t(x_test_tilde) %*% beta_hat)) # p(y=1lx
y_pred[k,2] = as.numeric(p_y[k] >= 0.5)} # Pradiktion
p = sum(y_pred[y_pred[,1] # 11,01
rn = sum(y_pred[y_pred[,1] # 1(0,0)1
£p = sum(y_pred[y_pred[,1] # 100,11
fn = sum(y_pred[y_pred[,1] # 1(1,0)1
Acc = (rp+rn)/(rp+fp+rn+fn) # Accuracy
SEN = rp/(rp+fn) # Sensitivity
SPE = rn/(rn+fp) # Specificity
cat ("Accuracy : " , ACC, ", Semsitivity: " , SEN, ", Specificity: " , SPE) # Ergebnisausgabe
Accuracy : 0.7166667 , Sensitivity: 0.8235294 , Specificity: 0.5769231
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Anwendungsbeispiel

Evaluation der Non-Response Wahrscheinlichkeit

D = read.csv("./10_Daten/10_Lineare_Diskriminanzanalyse.csv") # Datensatz

x = t(D[,1:2]) # Featurevektoren
y = t(L[,3D # Label

n = ncol(x) #n

m = nrow(x) #m

mu_hat = mean(y) # \hat{\mu}
mu_0_hat = rowMeans(x[,y == 0]) # \hat{\mu}_0
mu_1_hat = rowMeans(x[,y == 1]) # \hat{\mu}_1
Sigma_hat = matrix(rep(0,m"2), nrow = m) # \hat{\Sigma}

for(i in 1:m){

Sigma_hat = (Sigma_hat + (1/m)*
((ylil
+(y[i] D*(x[,i]-mu_

beta_hat = matrix(c((1/2)*( t(mu_0_hat) %*%

0)*(x[,il-mu_0_hat) %x% t((x[,il-mu_O_hat))
_hat) %*% t((x[,il-mu_1_hat))))}
solve(Sigma_hat) %*% mu_O_hat # \hat{beta}

- t(mu_1_hat) %% solve(Sigma_hat) %*’% mu_1_hat)

+ log(mu_hat/(1-mu_hat)),

-solve(Sigma_hat) %+/ (mu_0_hat-mu_1_hat)),

nrow = m+1)

x_min =0
x_max =3

x_res = 5e2

bdi seq(x_min, x_max, length.out = x_res)

glu seq(x_min, x_max, length.out = x_res)
Py matrix(rep(NalN, x_res*x_res), nrow = x_res)
for(i in 1:x_res){
for(j in 1:x_res){
x_tilde = rbind(1, bdilil, gluljl)
p_yli,jl = 1/(1+exp(-t(x_tilde) %*% beta_hat))}}

GLU/BDI Minimum
GLU/BDI Maximum
GLU/BDI Auflésung
BDI

GLU

p(y=11(BDI, GLU))
BDI Iterationen
GLU Iterationen
\tilde{x}
p(y=11(BDI, GLU))

oMWW WKW W W W
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Anwendungsbeispiel

Evaluation der Non-Response Wahrscheinlichkeit

P(Nonresponse|BDI,GLU)

o000
ol

00 05 10 15 20 25 30
BDI
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Anwendungsszenario
Modellformulierung
Inferenz und Klassifikation
Lernen
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer Bernoullizufallsvariable wieder.

2. Geben Sie die Definition des Modells der Linearen Diskriminanzanalyse wieder.

3. Erlautern Sie die Generation von Daten unter dem Modell der Linearen Diskriminanzanalyse.

4. Geben Sie das Theorem zur Inferenz der Linearen Diskriminanzanalyse wieder.

5. Geben Sie die Definition der Klassifikationsregel der Linearen Diskriminanzanalyse wieder.

6. Geben Sie das Theorem zur Maximum-Likelihood-Schatzung der Linearen Diskriminanzanalyse wieder.

7. Erlautern Sie wie, mithilfe einer Linearen Diskriminanzanalyse die psychotherapeutische Nonresponse-

wahrscheinlichkeit geschatzt werden kann.
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(11) Nichtlineare Optimierung



Motivation

® Viele Verfahren der Pradiktiven Modellierung oder, wie heutzutage auch oft gesagt wird, der “Kiinstlichen
Intelligenz”, z.B. Neuronale Netze als generalisierte logistische Regression oder Support-Vektor-Maschinen,
basieren auf mathematisch recht iiberschaubaren Modellen.

lhre momentane breite Verwendung verdanken diese Verfahren im Wesentlichen den verbesserten Computer-
Hardware-Komponenten der letzten 15 Jahre, die zum Lernen ihrer Parameter (“Trainieren”) genutzt werden,
weniger wesentlichen neuen theoretischen Einsichten. Fiir einen aktuellen Uberblick, siehe zum Beispiel Prince
(2023) und Murphy (2023).

Das Lernen von Parametern von Modellen der Pradiktiven Modellierung enstpricht der Optimierung von Funk-
tionen, wie wir in (12) Logistische Regression und (13) Neuronale Netze sehen werden, insbesondere der

Minimierung sogenannter Loss Functions.

Zur Optimierung von Funktionen werden in diesem Bereich insbesondere und im einfachsten Fall sogenannten
Gradientenverfahren eingesetzt. In diesem Abschnitt wollen wir deshalb zunichst ein Grundverstandnis von

Gradientenverfahren erarbeiten.
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Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Gradientenverfahren

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Gradientenverfahren

Selbstkontrollfragen
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Multivariate reellwertige Funktion)

Eine Funktion der Form

[iRY = R f(z) = f(@1,.3,) (1)

heiBt multivariate reellwertige Funktion.

Beispiel fir n :=2

[ R =R f()=af +a3 @)

f(x): =32 +x2

56U,
\

\\
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Partielle Ableitung)
Es sei D C R" eine Menge und

f:D>Rap f@) 3)
eine multivariate reellwertige Funktion. f heiBt in @ € D nach x; partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert

9 iy J @+ Pey) — f(z)
ox; fl@) = }1135 h

(4)

existiert. 3%f(x) heiBt dann die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x. Wenn f fiir alle x € D, nach
i
x; partiell differenzierbar ist, dann heiBt f nach x; partiell differenzierbar und die Funktion

2] ]
—f D=>Rx— — 5
=7 @ 5o (@) (5)
heiBt partielle Ableitung von f nach x;.
f heiBt partiell differenzierbar in x € D, wenn f fiir alle ¢ = 1,...,n in x € D nach x; partiell differenzierbar ist,
und f heiBt partiell differenzierbar, wenn f fiir alle ¢ = 1,...,n in allen x € D nach x; partiell differenzierbar ist.
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Multivariate Differentialrechnung

Bemerkungen

® ¢, € R™ bezeichnet den iten Einheitsvektor.
. w misst die Anderung f(x + he;) — f(x) von f pro Strecke h in Richtung e;.
® Fiir h — 0 misst der Differenzquotient die Anderungsrate von f in z in Richtung e;.

4 ai%f(r) ist eine Zahl, a—‘zzf ist eine Funktion.

® Praktisch berechnet man %f als die (einfache) Ableitung

d -~
Ele,...zz,l,ziﬂ ..... o (@) (6)

i

der univariaten reellwertigen Funktion

fiR=R ;- .le,,..zi,l,zi“,,..,x" () = f(@1, e s T)- (7

® Man betrachtet alle z; mit j # i also als Konstanten.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1)
Wir betrachten die Funktion
fiR2 SR,z f(z) =22 + 3. (8)
Weil die Definitionsmenge dieser Funktion zweidimensional ist, kann man zwei partielle Ableitungen berechnen
] 17} o ]
—f:R2 SRz ——f(z)und =— f:R2 5> R,z —— f(z).
pap ! Rw s (@) und S f R S Row e () ©)

Um die erste dieser partiellen Ableitungen zu berechnen, betrachtet man die Funktion
foy 1R Rz HfIQ(zl)::z:{+w§v (10)

wobei x5 hier die Rolle einer Konstanten einnimmt. Um explizit zu machen, dass x5 kein Argument der Funktion
ist, die Funktion aber weiterhin von x5 abhangt haben wir die Subskriptnotation j",;2 (1) verwendet. Um nun die

partielle Ableitung zu berechnen, berechnen wir die (einfache) Ableitung von fIZ'

Fhy (@) = 20y, (11)
Es ergibt sich also
I} 2 o 0 5 2 ,
alefi[R - Rz alef(f):Txl(%Jr-Tz):fw(z):QIr (12)
Analog gilt mit der entsprechenden Formulierung von ff”l' dass
2] 2] 2]
Ef:ﬂ?zaﬂ?,z}—) Ef(z):E(mr‘erwg):f;l(z):ng (13)
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Zweite partielle Ableitungen)

f: R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion und a%%f sei die partielle Ableitung von f
nach x;. Dann ist die zweite partielle Ableitung von f nach z; und x; definiert als

o0 = () (14)

Oz ;0x; - de] dx;

Bemerkungen

® Wie die zweite Ableitung ist auch die zweite partielle Ableitung rekursiv definiert.

P 92
® Zu jeder partiellen Ableitung %f gibt es n zweite partiellen Ableitungen OTF)Wf] =1,...,n.
i 1z Ox;
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Satz von Schwarz)

f:R™ — R sei eine partiell differenzierbare multivariate reellwertige Funktion. Dann gilt

0? 02

= f(x) = ——— f(a) fi <ij<n.
B, flx) P03 f(z) furalle1 <4,5<n (15)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Das Theorem von Schwarz besagt, dass die Reihenfolge des partiellen Ableitens irrelevant ist
® Das Theorem erleichtert die Berechnung von zweiten partiellen Ableitungen.

® Das Theorem hilft, Fehler bei der Berechnung zweiter partieller Ableitungen aufzudecken.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)
Wir wollen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion
f:R? =R,z f(z) ::merz%. (16)

berechnen. Mit den Ergebnissen fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Funktion ergibt sich

02 2 2 b3
Wﬂ@): Bz, (7f(95)> = 87351(211) =2

%ﬁ;mlf@ = % (%f(m)) = %ml) -0
s 1) = 5 (5 S0)) = o 20 =2
Offenbar gilt , ,
89619312 = ﬁf (). (18)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2)
Wir wollen die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion
[R5 Rz f(z) =22 + xy2g + 29,/T3. (19)

berechnen.

Mit den Rechenregeln fiir Ableitungen ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

2 %

Ef(a:):a—ml(w?+zlx2+z21/x3):211+x2,

a % 5

D—sz(z):%(11+zlz2+zz‘/z3):11+‘/m‘, (20)
O iy O (2 ey T2

8—2:3f(1)— Das (.Ll +xiTo +.E2\/.L3>— oWk
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x| ergibt sich

92 i) i) 2
50) = g (o f(@) = g (201 +) =2,

Oz 0z Oz

92 2 2 )
By, f(z) = D7y (qu(x)) = Boy (221 +22) =1,

i o (o o
Wﬂz) = e (ﬁf@)) = B3 (2x1 +x9) = 0.

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x5 ergibt sich

82 a ) 9
F2,0057 " By (@f(@) = By (z1 + Vag) =1,

92 ) E) 9
5220731 ) = By (072“1)) = gy (#1+ V) =0,

92 ) F) P )
Gaams @ = a5y (503 ) = 5y (71 + V79 =

(21)

(22)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x5 ergibt sich
8?2 3 3 8 [xy
F2,025 @) = Bay (aTgf“”)) e (Fvms) =0,

52 N a ., \_ @ zy \ 1
7awaz3ﬂl)—%(%ﬂl>)—%( )—zm (23)

92 o (@ 2 1 -3 1 3
mﬂ”*@(%“”)*@(%% TTamm

Weiterhin erkennt man, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen irrelevant ist, denn es gilt

92 52
5210051 @) = By 1@ =1
82 92
8210wy T Bayon T T 24
Oy Oz fla) Ox30x flz) =0, (24)
9 92 1

dxodxy fla) = Ox30xy fa) = 2,/T3 "
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Gradient)

f+ R™ = R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann ist der Gradient V f(z:) von f an der

Stelle € R™ definiert als

Vf(z) =

Bemerkung

(25)

® V f(z) fasst die partiellen Ableitungen von f an der Stelle z € R™ in einem Vektor zusammen.
® Gradienten sind multivariate vektorwertige Abbildungen der Form V f : R — R™, z i V f(x).
® Wir zeigen spéter, dass —V f(z) die Richtung des steilsten Abstiegs von f in R anzeigt.

® Firn=1gilt Vf(z)= f'(z).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiele

Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f : R?> — R gilt
9
e At 2z
V(z) = (”;1 A )> = ( 1) € R (26)
9;2 () 2z,

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f : R® — R gilt

3(?1 f(z) 2z, + w9
Vi@) = | g2 f(a) | = | 1 + 75 | €R% (27)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)

Gradienten von f:R? = R,z > f(x) == z% + acg bei

o (74 I ) B ) I 1Y
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Hesse-Matrix)

f:R™ = R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann ist die Hesse-Matrix V2 f(z) von f an

der Stelle € R™ definiert als

67:(1?;11 f('T> Bx?ga:g f(T> 87:??)171 f(g‘)
2 2
V2f(1:) = é)zgi)z'l f(x> 01.2012 f(1‘> 615&)17L f(x> c R>n (28)

Bemerkung

® V2 f(x) fasst die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in einer Matrix zusammen.

® Hesse-Matrizen sind multivariate matrixwertige Abbildungen der Form V2 f : R — R™*" 1+ V2 f(z).
® Firn=1gilt V2f(z) = f"(z).

2 ; 52 " - T
* Mit 01(37111%“ = O:I_dBa f(z) fir 1 <4, < n folgt, dass (VQf(z')) =V2f(x).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel

Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f:R? — R gilt

9?2 9?2
02 ) (angml o) i f(@) _ (2 0) e
2

;ngiazlf(x) mf(ﬂ”) 0

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f:R3 — R gilt

o2 92 o2
9z dxq f(@) 9z dxy f(@) 9z dx3 flz)
2p(p) = | 02 02 02
vV f(x) = 512211 f(z) 312§Z2 f(z) 3,2513 f(=)
I} e} ¢}
dxgdxy f(z) dxzdxg flz) dxzdxy f(z)
2 1 0
— 1
=10 3
1 1 —3/2
0 3v3 T d%aT

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 20



Multivariate Differentialrechnung

Definition (Glatte multivariate reellwertige Funktion)
Eine multivariate reellwertige Funktion

R =Rz f(z) (29)
heiBt glatt, wenn ihr Gradient und ihre Hesse-Matrix existieren und fiir alle x € R™ stetig sind.
Bemerkungen

® Der Gradient und die Hesse-Matrix einer glatten Funktion kénnten iiberall in R™ berechnet werden.
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz erster Ordnung)

f: R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein ¢ €]0, 1], so dass gilt

fl@+p) = f@)+V(x+tp)Tp. (30)

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz zweiter Ordnung)

f: R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein ¢ €]0, 1], so dass gilt

Hz+p) = £(@) + V(@) Tp+ 2"V f(w + D). (31)

Bemerkung

® Wir verzichten auf Beweise.
® Nocedal and Wright (2006) bezeichnen die Theoreme als “Taylor's Theorem”, das ist ein wenig misleading.
® Vfund V2f werden an einer Stelle zwischen = und z + p evaluiert.
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Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Gradientenverfahren

Selbstkontrollfragen
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Definition (Optimierungsproblem)
Ein Optimierungsproblem hat die allgemeine Form
min f(x), (32)
x

wobei € R™ und f : R™ — R eine glatte multivariate reellwertige Funktion ist. Die Lésung z* eines

Optimierungsproblems wird bezeichnet mit

& = argfnin f=). (33)

Bemerkungen
® Weil gilt, dass max, f(x) = min, —f(x) geniigt es, sich mit Minimierungsproblemen zu befassen.

® Im Allgemeinen ist die Lésung x* eines Optimierungsproblems eine Menge.

® Man denkt bei argmin f(x) alllerdings auch einfach an Elemente dieser Menge.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Definition (Globale und lokale Minimalstellen/Minima)

f:R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion.

® z* € R™ heiBt globale Minimalstelle von f, wenn f(z*) < f(x) fir alle z € R™ gilt. f(z*) € R
heiBt dann das globale Minimum von f.

® z* € R™ heiBt lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung N von z* gibt, so dass
f(x*) < f(x) fir alle x € N C R™. f(z*) € R wird dann ein lokales Minimum von f genannt.

® ¥ € R™ heiBt strikte lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung N von z* gibt, so

dass f(z*) < f(z) fiir alle z € N C R". f(2*) € R wird dann ein striktes lokales Minimum von
f genannt.

Bemerkung

® Eine Umgebung von = € R ist eine offene Menge, die = enthilt.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung erster Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion. Wenn z* eine lokale Minimalstelle von f ist, dann gilt

Vi) =0, (34)

Beweis

Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Dazu nehmen wir an, dass z* zwar eine lokale
Minimalstelle von f ist, aber V f(x*) # 0y, ist. Dazu definieren wir zunichst p := —V f(x*). Dann gilt, dass

PV i) = =V )TV @) = |V )l < 0. ()
Weil Vf in einer Umgebung von o* stetig ist, existiert ein Skalar 7' > 0, so dass auch
pL V f(z* + tp) < 0 fiir alle ¢ € [0, T). (36)
gilt. Nun gilt fiir £ €]0, T aber mit dem Mittelwertssatz erster Ordnung, dass
Fa* +1p) = f(a*) + V f(a* + tp)Tip = f(a*) + ipT V f(a* + tp) fiir ein t €]0, . (37)
Also folgt f(z* + &p) < f(z*) fiir alle ¥ €]0, T]. Wir haben also eine Richtung von z* weg gefunden, in der f abnimmt. Also kann z*

keine Minimalstelle sein, wenn V f(z*) # 0,, gilt. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es méglich ist, dass * eine lokale

Minimalstelle von £ ist und V f(x*) # 0y, gilt. Also muss V f(z*) = 0,, gelten, wenn z* eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion. Wenn z* eine lokale Minimalstelle von f ist, dann ist V f(z*) =
0,, und V2 f(z*) ist positiv semidefinit.

n

Beweis
Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Wir haben schon gesehen, dass V f(z*) = 0,,
ist, wenn z* eine lokale Minimalstelle von f. ist. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir nun an, dass * zwar eine lokale Minimalstelle
von f ist, aber dass sz(z*) nicht positiv semidefinit ist. Dann ist es méglichen einen Vektor p zu finden, so dass gilt
pT' V2 fa*)p < 0. (38)
Weil V2 f(z*) in einer Umgebung von z* stetig ist, existiert ein Skalar T' > 0, so dass
pL'V2 f(a* + tp)p < 0 fiir alle t € [0, T]. (39)
gilt. Mithilfe des Mittelwertsatzes zweiter Ordnung gilt dann fiir alle £ €]0, T und ein ¢ €]0, [, dass
f(z* +tp) = f(*) + tpL V F(*) + %Z%Tv%(z* b tp)p < f(z*). (40)
Wir haben also wieder eine Richtung von z* weg gefunden, in der f abnimmt. Also kann 2* keine Minimalstelle sein, wenn V2 f(z*)

nicht positiv semidefinit ist. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es moglich ist, dass z* eine lokale Minimalstelle von f ist
und V2 f(2*) nicht positiv semidefinit ist. Also muss V2 f(2*) positiv semidefinit sein, wenn * eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung)

f:R™ = R sei eine glatte Funktion und es seien Vf(2*) = 0,, und V2f(x*) positiv definit. Dann
ist 2* eine strikte Minimalstelle von f.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil die Hesse-Matrix stetig und positiv definit in 2* ist, wir ein 7 > 0 wahlen kénnen, so dass sz(x)
positiv definit fiir alle = in
D = {allle —a*| < r} (41)

ist. Fiir einen Vektor p mit ||p|| > 0 und ||p|| < r gilt * + p € D. Fiir ein t €]0, 1[ gilt dann mit dem Mittelwertssatz zweiter Ordnung,

dass

Ja* +p) = f@) + VT + 2TV + tp)p
()
= @) + 3T V2 [+ tplp.

Weil aber z* + tp € D ist, gilt, dass pL V2 f(z* + tp)p > 0 ist und somit f(z* +p) > f(z*). In jeder Richtung p von z* weg erhoht

sich also der Wert von f und damit ist z* eine strikte Minimalstelle.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Zusammenfassung

Optimierungsproblem
min f(z) = max —f(x) fir f: R* = R

Lokale Minimalstelle
Tt = argfnin f(x),2* € R" < f(z*) < f(z) fir allex € N C R"
Notwendige Bedingung erster Ordnung
z* = argmin f(z) = Vf(z*) =0,
z
Notwendige Bedingung zweiter Ordnung
2* = argmin f(z) = Vf(z*) = 0,, und V2f(z*) positiv semidefinit
x

Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

Vf(z*) =0, und V2f(z*) positiv definit = 2* = argmin f(z)
T
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Multivariate Differentialrechnung

Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Gradientenverfahren

Selbstkontrollfragen

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 30



Gradientenverfahren

Allgemeine Form von Optimierungsalgorithmen
Initialisierung

0. Wahl eines Startpunktes z, € R™.

Iterationen

Firk=0,1,2,...

1. Berechnung von x;,; basierend auf Information iiber f an der Stelle x;.

2. STOP, wenn Minimalstelle gefunden ist oder kein Fortschritt mehr erzielt wird.
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Gradientenverfahren

Definition (Gradientenverfahren)

Es sei f: R™ — R eine multivariate reellwertige Funktion. Dann hat das Gradientenverfahren zur

Minimierung von f folgende allgemeine Form:

Initialisierung

0. Wahle einen Startpunkt x, € R™, eine Lernrate o > 0 und ein Konvergenzkriterium ¢ > 0.

Iterationen
Firk=0,1,2,...
1. Setze z, ., =z, — aVf(z).

2. STOP, wenn ||V f(z,.1)|| <, ansonsten gehe zu 1.

Bemerkungen

® Die Lernrate o bestimmt, wie weit ein Schritt in Richtung des Gradienten erfolgt.

® Das Konvergenzkriterium bestimmt, wie klein der Gradient sein muss, damit das Verfahren endet.
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Gradientenverfahren

Theorem (Gradientenverfahren)
f+R™ = R sei eine glatte Funktion und es sei ;, € R". Dann ist die Gradientenrichtung
==V () (43)
P STy

die Richtung des steilsten Abstiegs von f in z;.

Bemerkungen

® Es gibt unendliche viele mégliche Richtungen p in x.
® Vf(x) € R™ ist eine Richtung in der Definitionsmenge von f (Parameterraum).
® Die Gradientenrichtung ist davon die Richtung, in der die Zielfunktion f am schnellsten abnimmt.

® Zum Vergleich von Richtungen geniigt es, Richtungen der Lange ||p|| = 1 zu vergleichen.
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Gradientenverfahren

Beweis
Mit dem Mittelwertsatz zweiter Ordnung gilt fiir jede Richtung p und Schrittlangenparameter o, dass
T 1 2 1792 —_—
flzg +ap) = f(zg) + ap’ V f(xg) + P V2 f(xy, + tp)p fiir ein t €]0, af. (44)

Die Anderungsrate von f in Richtung p in 2, ist also der Koeffizient von a, also pT V f(x,) (man denke an = = tv
fiir einen Ort , eine Geschwindigkeit v und eine Zeit t). Also gilt, dass die Richtung des steilsten Abstiegs p in xj,

mit Lange 1 die Lésung des Optimierungsproblems
min pT V f(z},) mit der Nebenbedingung ||p|| = 1. (45)
P

ist. Wir erinnern nun zunichst daran, dass fiir z, y € R™ gilt der Kosinus des Winkel zwischen z und y durch

T
cosa = 7<z,y) = Ty (46)
[yl Tyl
gegeben ist. Damit aber gilt, dass
pTV f(ar) = Ipll - [V f(zp)l| cos @ = 1-[|V f(zp,)|| cos 6 = ||V f(wp,)|| cos (47)
und somit liegt hier bei cos § = —1 eine Minimalstelle vor. Dies bedeutet aber, dass die minimierende Lange p exakt
antiparallel zu V f(z.) und von Lange 1 sein muss. Also ist die Minimalstelle des Optimierungsproblems
—Vf(zg)
p= ookl (48)
[IV f(p)l|
Damit ist pg := —V f(x},) aber der Richtungsvektor beliebiger Lange in der die Abnahme von f maximal ist.
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f: R? — R,z i f(

Funktionsdefinitionen

Zielfunktion
= function(x) {
return(x[1]"2 + x[2]°2) # £(x) 1= x_1°2 + x_2°2

#
#
#
£

*

Gradient der Zielfunktion
nabla_f = function(x) {

return(matrix(c(2*x[1],2*x[2]), # \nabla £(x) := (2x_1, 2x_2)°T

nrow = 2))

&
# Gradientenverfahren
#
# Parameter

n # Dimension

alpha # Lernrate

delta = le-2 # Konvergenzkriterium

# Initialisierung

x_k = matrix(c(.61,.85), nrow = 2) # Zufalliger Startpunkt in [0,1]°2
X x_k # Initialisierung Iteranden

fx £ (x_k) # Initialisierung Funktionswerte
crt = norm(nabla_f(x_k)) # Initialisierung Kriterium

# Iterationen
while(norm(nabla_f (x_k)) > delta){

# Atgumentupdate
x_k - alpha*nabla_f (x_k)

# Dokumentation

X = cbind(x,x_k)
fx = c(fx,f(x_k))
crt = c(crt, norm(nabla_f(x_k)))
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f: R? = R,z > f(x)

1(x9) [mes]]

1.0 20

0.8 15

0.6
1.0

0.4

0.2 05

0.0 0.0

-1.0 00 05 10 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
x 1 k k
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Gradientenverfahren

Liniensuchverfahren als generalisierte Gradientenverfahren
Initialisierung
0. Wahl eines Startpunktes z, € R".
Iterationen
Firk=0,1,2, ...
1. Wahl einer Abstiegsrichtung p;,

. Wahl eines Lernparameters o, ~ min,, f(z;, + apy,).

. Setze 131 = Ty + QD

A WN

. Konvergenztest.

= Die Wabhl sinnvoller Lernraten «, ist fiir eine gute Performanz entscheidend!

(vgl. Ostwald and Starke (2016))
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.

2. Geben Sie die Definition der partiellen Ableitung wieder.

3. Geben Sie die Definition der zweiten partiellen Ableitung wieder.

4. Geben Sie den Satz von Schwarz wieder.

5. Geben Sie die Definition eines Gradienten einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
6. Geben Sie die Definition der Hesse-Matrix einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
7. Geben Sie die allgemeine Form eines Optimierungsproblems wieder.

8. Geben Sie die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir ein Minimum von f: R™ — R an.
9. Geben Sie die notwendige Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f: R™ — R an.
10. Geben Sie die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f: R — R an.

11. Geben Sie die Definition des Gradientverfahrens wieder.
12. Erlautern Sie die Bedeutung der Lernrate und des Konvergenzkriteriums im Gradientenverfahren.

13. Geben Sie das Theorem zum Gradientenverfahren wieder.
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(12) Logistische Regression



Anwendungsszenario

Modellformulierung

Klassifikation

Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Klassifikation

Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Psychotherapie Non-Response-Rate wird auf etwa 20 - 30% geschatzt
Vorhersage von Behandlungserfolg basierend auf klinischen Markern ware hilfreich

® Therapieauswahloptimierung
® |ebensqualitidtverbesserung

® Ressourcensensitivitat
Digitale Datenbank von Psychotherapieverldufen als Trainingsdatensatz
Pradiktive Modellierung zur Etablierung eines pradiktiven klinischen Markerprofils
Treatmentsuccessvorhersage fiir neue Patient:innen
Anwendungsbeispiele

® BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

® Lineare Diskriminanzanalyse, Logistische Regression, Neuronale Netze
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Anwendungsszenario

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Klassifikation

Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung

Definition (Generalisiertes Lineares Modell)

z € R™! sei ein erweiterter Featurevektor und v das assoziierte Label. Weiterhin sei fiir einen
Parametervektor 3 € R™*!
n:=zTg (1)

ein linearer Pradiktor. Dann ist ein generalisierte lineares Modell definiert mithilfe einer zweimal

differenzierbaren und invertierbaren Link-Funktion

9:R—=R,E(v) — g(E(v)) =: 7. 2)
definiert. Die Inverse der Link-Funktion,

g iR Ry g7 (n) =E(v) @)
heiBt Mean-Funktion und wird mit f bezeichnet, so dass

f:R= Ry f(n) = E@v). )
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Modellformulierung

Definition (ALM als Generalisiertes Lineares Modell)

Das Allgemeine Lineare Modell mit u.i.v. Stérvariablen ist das Generalisierte Lineare Model, bei dem

1. die Labelvariable eine univariat normalverteilte Zufallsvariable

v~ N(p,0?), (5)
ist und

2. die Link-Funktion durch die Identitat

g:R=>Rp=glp) =p=:n. (6)
gegeben ist.

Weil die Inverse der Identitat wiederrum die Identitat ist, folgt, dass die Mean-Funktion des ALM
durch

fiR=Rne f(n)=n=p. (7)

gegeben ist. Die Parameter des Allgemeinen Linearen Modells sind die Komponenten des Vektors
B € R™ des linearen Pradiktors n = 2”3 und der Parameter o > 0.
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Modellformulierung

Definition (Logistische Regression als Generalisiertes Lineares Modell)

Das Modell der Logistischen Regression (LR) ist das Generalisierte Lineare Modell, bei dem

1. die Labelvariable eine Bernoulli-Zufallsvariable

v~ B(p) (8)
ist und

2. die Link-Funktion durch die standard logit function

9:00.1] > Rour o) = 1n (£ ) = ©

gegeben ist.

Die Parameter des Logistischen Regressionsmodels sind die Komponenten des Vektors 3 € R™ des
linearen Pradiktors i = z7 .
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Modellformulierung

Theorem (Mean-Funktion der Logistischen Regression)

Die Inverse der Link-Funktion des Modells der Logistischen Regression und somit seine Mean-
Funktion ist die Logistische Standardfunktion

1
f'D?H[O-,l]qlef(’l)fHTp(_n)- (10)
Beweis
Umformen der logit function ergibt
n=In(p/(1—p))
& —n=—In(u/(1—p))
< —n=In((1—-p)/p)
< exp(—n) = (1—p)/p
< pexp(—n)=1—p
“exp(-n)=p"1 -1
p=1/(exp(-n)+1)
m}
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Modellformulierung

Link und Mean Funktionen

g(): =In(u/1-p) f(n): = 1/(1+exp(-n))
"] wl
/ 0.6 —

= 0 — 3
0.4 —

0.2
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Modellformulierung

Definition (Modell der Logistischen Regression)

v sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum {0, 1}. Dann ist das Modell der Logistischen Regressions

definiert als die WMF von v
1
ply) =Blyy —————— |, 11
p(y) (y, 7 +exp(7ﬂﬁ)) (11)

wobei 2 € R™*! einen erweiterten Featurevektor und € R™*! den Parametervektor bezeichnen

Bemerkung
® Aus generativer Sicht wird ein Trainingsdatensatz
{(ac(”,y(“)}izl mit (¥ € R™*1 und y¥) € {0, 1} (12)

eines LR Modells wie folgt erzeugt:

(1) Definition von z(¥),

(2) Ziehen von y'*) aus p(y) = B(y; i) mit Erwartungswertparameter 1 = L

Lrexp(—z®WT g)’
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Modellformulierung

Datengeneration bei einfacher Logistischer Regression fiir m =1, 8 = (-2, 2)T,n = 30.

# Modellparameter

m =1 # Featurevektoredimensionalitat
n =30 # Anzahl Datenpunkte
x = matrix(c(rep(1,n), # Definition des erweiterten Featurevektors
seq(-5,5, len = n)),
nrow = 2,

byrow = TRUE)
beta = matrix(c(-2,2), nrow = 2)
eta = t(x) %*) beta
mu = 1/(1+exp(-eta))

*

wahrer, aber unbekannter, Parametervektor
wahrer, aber unbekannter linearer Pradiktor
wahrer, aber unbekannter, Bernoulliparametervektor

#* 3

# Dategeneration

set.seed(2) # Zufallsgeneratorzustand
y = rep(NaN,2) # Datenarray
for(i in 1:n){
y[il = rbinom(1,1,mu[i]) # Bernoullivariablenrealisierung

¥
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Modellformulierung

Datengeneration bei einfacher Logistischer Regression fiirr m = 1, 8 = (—2,2)7,n = 30.

n=xB u=1/(1+exp(-n)) undy
.‘. 1.0 4°Y 00 0oOCOQEeoeee
5 -~ u
o* 0.8 -
.
.
.

0 . 06 4

.

.
o* 0.4 -

-5 - .° ’
.
o 0.2
..
-10 4 e
o* 0.0 | ooeceoe0ee08800 O
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Klassifikation

Definition (Klassifikationsregel der Logistischen Regression)

p(y) sei die WMF eines Logistischen Regressionsmodells. Dann ist die Klassifikationregel definiert

als
0 fo =0)> =1

irp(y=0) 2py=1) (13)
7 _

0:R™ — {0,1},z — 0(x) := {1 fir p{
ur pl1

Bemerkung

® Esgilt
z)=1«ply=1)>ply=0)<ply=1)>0.5 (14)
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Lernen

Theorem (Log-Likelihood-Funktion der Logistischen Regression)

{(m(i),y(i))}?zl sei ein Trainingsdatensatz aus erweiterten Featurevektoren und assoziierten Labelvariablenreal-
isierungen und f sei die Logistische Standardfunktion. Dann hat die Log-Likelihood-Funktion der Logistischen Re-

gression die Form

CR™ SR, B £(B) - Zy“> In(f@®" 8)) + (1 -y n(1 - f=" ).

Beweis

Wir halten zundichst fest, dass firr u.i.v. Labelvariablen gilt, dass
. n . n .
«B) =1mpuV, .y = [[ pe?) = Y np¥) (15)
=1 =

Mit der WMF der Bernoulliverteilung folgt dann

n N 7yt
o) = 1; In (f (;,,»W e) (1 - (N) @)) )
- S (1 (7)) - (- (7))

i)

(16)
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Lernen

Log-Likelihood-Funktion des generierten Datensatzes fiir m = 1,3 = (—2,2)%,n = 30.

# Funktionsdefinitionen
#
# Standard Logistic Function
£ = function(eta){
return(1/(1 + exp(-eta)))

¥

# Log Likelihood Function
11h = function(x,y,beta){
n = ncol(x)
ell = 0
for(i in 1:n){
ell = ell + y[il*log(f(t(x[,il) %*% beta)) + (1-y[il)*log(1-f(t(x[,il) %*% beta))

return(ell)
¥
# Log-Likelihood-Funktion Auswertung
#
beta_min = -5 # beta Minimum
beta_max = 5 # beta Maximum
beta_res = 5Sel # beta Aufldsung
beta_1 seq(beta_min, beta_max, length.out = beta_res) # beta_1 Raum
beta_2 = seq(beta_min, beta_max, length.out = beta_res) # beta_2 Raum
ell = matrix(rep(NaN, beta_res*beta_res), nrow = beta_res) # Log-Likelihood-Funktion Array

for(i in 1:beta_res){
for(j in 1:beta_res){
betal2 = matrix(c(beta_1[il], beta_2[jl), nrow = 2)
ell[i,j] = 1lh(x,y,betal2)
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Lernen

Log-Likelihood-Funktion des generierten Datensatzes fir m =1, 8 = (—2,2)7,n = 30.

Log-Likelihood—Funktion

-10
-20
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Lernen

Theorem (Gradientverfahren der Logistischen Regression)

Gegeben sei das Modell einer Logistischen Regression und {(z(i) s y(“)}szl sei ein entsprechender Trainingsdatensatz.
Dann kann ein Maximum-Likelihood-Schéatzer B fiir den Parametervektor 3 des Logistischen Regressionsmodell durch

folgendes Gradientenverfahren gewonnen werden:
(0) Wihle 8% € R,a > 0,6 >0
(1) Fir k=0,1,2,... bis zur Konvergenz setze

B .= 0) 1 ave(p®)). n

wobei V£ (Bk) den Gradienten der Log-Likelihood-Funktion der Logistischen Regression bezeichnet und die Form

) S — .Muj.i 5)”9
540 | _ | S — s sl (19

vep) = | %z

o t®) AL, - 10" pal

Bemerkungen

® Das reine Gradientenverfahren zum Lernen der Parameter eines LR Modells ist recht instabil.
® |teratively Weighted Least Squares Verfahren werden zur ML Schitzung in GLMs bevorzugt (Green (1984)).
® IWLS Verfahren nutzen Gradienten und Hesse-Matrix dhnlich wie Gauss-Newton Verfahren.

® R implementiert in der glm() ein IWLS Verfahren.
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Lernen

Beweis

Um die jte partielle Ableitung der Log-Likelihood-Funktion zu bestimmen, halten wir zunichst fest, dass sich die

Ableitung der logistic function f hinsichtlich n zu
LR R ) = fn)(1~ fn) (19)
an’’ 51 dn n) =71 \

ergibt. Dies kann wie folgt eingesehen werden:

d d _
a0 = g, A expl=n) !

= —(1+exp(-n) * - exp(—n) - (~1)
exp(—n)

(1 + exp(—n))?

_ 1+exp(—n)—1
(1+ exp(—n))?

_ 1+ exp(—n) 1
(1+exp(=m)?  (1+exp(-—n))?
1 1

1+exp(—n)  (1+exp(-n))?

1 1
T 1+exp(—n) ( - 1+exp(*n))
= f(m)(L— f(n)

Damit ergibt sich dann fiir B%Z,j =1,...,m:
J
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Lernen

Praktisches Parameterschatzung mit dem IWLS Verfahren in R

1r
beta_hat

glm(y ~ x[2,], family = 'binomial') # generalized linear model fit

1lr$coefficients

# Parametervektorschétzer

Parametervektorschatzer
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Anwendungsbeispiel

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

3.0 °
® Non-Responder
® Responder
2.5 ®
° 0 .
2.0 * @ :. °
L]
0. (1) ° .. Ce
=115 * ¢
° LX) . . ° °
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Anwendungsbeispiel

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg RES

BDI

0.74
0.22
0.82
2.07
1.71
1.77
1.95
2.18
0.93
1.34
2.35
1.43
1.66
0.28
213
1.37
0.89
0.88
0.98
1.93

GLU

1.40
0.72
2.29
1.15
1.53
1.07
2.70
2.53
1.20
1.07
1.64
0.91
1.11
1.59
0.52
1.22
2.14
1.40
2.04
0.90

RES

HHOOFROFROFROOROOKRKOHRERKHR
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Anwendungsbeispiel

LOOCV zur Bestimmung der Featurepradiktivitat

D = read.csv("./12_Daten/12_Logistische_Regression.csv") # Datensatz

K = nrow(D) # Anzahl Cross Folds

Py = matrix(rep(NaN, K) , nrow = 1) #ply = 1)

y_pred = matrix(rep(NaN, Kx2), nrow = K) # Pradiktionsperformancearray

for(k in 1:K){ # K-fold LOOCV
x_train = t(D[-k,1:2]) # Trainingsdatensatzfeatures
y_train = t(D[-k,3 1) # Trainingsdatensatzlabels
x_test = t(I[ k,1:2]) # Testdatensatzfeaturevektor
y_pred[k,1] = t(D[ k,3]) # Testdatensatzfeaturevektorlabel
n = ncol(x_train) #n
m = nrow(x_train) #m
1r = glm(t(y_train) ~ t(x_train), family = 'binomial') # IWLS Parameterlernen
beta_hat = as.matrix(lr$coefficients, nrow = m + 1) # Parameterschitzer
x_test_tilde = rbind(1, x_test) # erweiteter Featurevektor
p_ylk] = 1/(1+exp(-t(x_test_tilde) beta_hat)) # p(y)
y_pred[k,2] = as.numeric(p_y[k] >= 0.5) # Klassifikationsregel \delta

¥

p = sum(y_pred[y_pred[,1] # 11,01

rn = sum(y_pred[y_pred[,1] # 1€0,0)1|

£p = sum(y_pred[y_pred[,1] # 100,11

fn = sum(y_pred[y_pred[,1] == 1,2] #1(1,0)1

Acc = (rp+rn)/(rp+fp+rn+fn) # Accuracy

SEN = rp/(xp+fn) # Sensitivity

SPE = rn/(rn+fp) # Specificity

cat("Accuracy : " , ACC, ", Semnsitivity: " , SEN, ", Specificity: " , SPE) # Ergebnisausgabe

Accuracy 0.7166667 , Sensitivity: 0.8235294 , Specificity: 0.5769231
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Anwendungsbeispiel

Evaluation der Non-Response Wahrscheinlichkeit

D = read.csv("./12_Daten/12_Logistische_Regression.csv") # Datensatz

x = t(D[,1:2]) # Featurevektoren

y = t(D[,3]) # Label

n = ncol(x) #n

m = nrow(x) #m

1r = glm(t(y_train) ~ t(x_train), family = 'binomial') # IWLS Parameterlernen

beta_hat = as.matrix(lr$coefficients, nrow = m + 1) # Parameterschitzer

x_min =0 # GLU/BDI Minimum

x_max =3 # GLU/BDI Maximum

x_res = be2 # GLU/BDI Auflésung

bdi = seq(x_min, x_max, length.out = x_res) # BDI

glu = seq(x_min, x_max, length.out = x_res) # GLU

Py = matrix(rep(Nal, x_res*x_res), nrow = x_res) # p_{(BDI, GLU}(y=1)

for(i in 1:x_res){ # BDI Iterationen

for(j in 1:x_res){ # GLU Iterationen

x_tilde = rbind(1, bdilil, gluljl) # \tilde{x}
p_yli,jl = 1/(1+exp(-t(x_tilde) %) beta_hat))}} # p_{(BDI, GLU}(y=1)
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Anwendungsbeispiel

Evaluation der Non-Response Wahrscheinlichkeit

P(Nonresponse)

oo
[N N

00 05 10 15 20 25 30
BDI
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Anwendungsszenario

Modellformulierung

Klassifikation

Lernen

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Generalisierten Linearen Modells wieder.

2. Geben Sie die Definition der Logistischen Regression als Generalisiertes Lineares Modells wieder.

3. Geben Sie das Theorem zur Mean-Funktion der Logistischen Regression wieder.

4. Geben Sie die Definition des Modells der Logistischen Regression wieder.

5. Erlautern Sie die Generation von Daten unter dem Modell der Logistischen Regression.

6. Geben Sie die Definition der Klassifikationsregel der Logistischen Regression wieder.

7. Erlautern Sie wie mithilfe einer Logistischen Regression die psychotherapeutische Nonresponsewahrschein-

lichkeit geschatzt werden kann.
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Anwendungsszenario

Psychotherapie Non-Response-Rate wird auf etwa 20 - 30% geschatzt
Vorhersage von Behandlungserfolg basierend auf klinischen Markern ware hilfreich

® Therapieauswahloptimierung
® |ebensqualitidtverbesserung

® Ressourcensensitivitat
Digitale Datenbank von Psychotherapieverldufen als Trainingsdatensatz
Pradiktive Modellierung zur Etablierung eines pradiktiven klinischen Markerprofils
Treatmentsuccessvorhersage fiir neue Patient:innen
Anwendungsbeispiel

® BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

® Lineare Diskriminanzanalyse, Logistische Regression, Neuronale Netze
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Anwendungsszenario

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg
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Anwendungsszenario

Neuronale Netze (Neural Networks)

® AKA Kiinstliche Neuronale Netze (Artificial Neural Networks).
® Keine Modelle fiir biologische neuronale Netze.
® Mathematische Modelle zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen.

Typische Visualisierungen

Gewichtungen

Eingabe a!

alt
Aktivierungsfunktion

Neteingabe Aktivierung

Schwellenwert

-1
q
e Wini_ye1
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Anwendungsszenario

Zur Geschichte neuronaler Netze

Anfange

® McCulloch and Pitts (1943) | Analyse der mit biologischen Neuronen méglichen logischen Operationen.
® Rosenblatt (1958) | Implementation eines Mustererkennungsalgorithmus in einem friihen Computer.
® Minsky and Papert (1969) | Mathematische Analyse der logischen Stirken und Schwichen eines Perzeptrons.

= Erster Winter Neuronaler Netze

Erste Renaissance

® Hopfield (1982) | Mehrschichtige neuronale Netze beleben das Interesse an neuronalen Netzen erneut.
® Rumelhart, Hinton, and Williams (1986) | Popularisierung des Backpropagation Algorithmus.
® Hauptinteresse in den 1990er und 2000er Jahren im Machine Learning gilt aber SVMs und Bayesian Inference.

= Zweiter Winter Neuronaler Netze

Zweite Renaissance

® 2009 - 2012 | Schmidhuber (2015) gewinnen Klassifikationswettbewerbe mit neuronalen Netzen.

® LeCun, Bengio, and Hinton (2015) | Neuronale Netze unter dem Label “Deep Learning” wieder sehr in Mode.
® 2015 - 2025 | Viele Menschen verwechseln die Begriffe “Kiinstliche Intelligenz” und “Neuronales Netz".

® Ostwald and Usée (2021) | Beweis der Validitit des Backpropagation Algorithmus in Matrixform.
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Anwendungsszenario

Neuronale Netze und Pradiktive Modellierung

Explanatorische Modellierung & Grundlagenforschung

Bestimmung von ¢ := argmin||¢ — ¢|

Beobachtbare Unbeobachtbare Beobachtbare
$ ) — v
unabhangige Variablen wahre Funktion abhangige Variablen

Bestimmung von f = argminger|lv — f(§)II, F beliebig

Pradiktive Modellierung & Anwendungsorientierte Forschung

= Neuronale Netze zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen im pradiktiven Sinn.
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Anwendungsszenario

Universelle Approximationstheoreme
Topologische Aussagen tiber die Dichten von Funktionenrdumen (vgl. Friedman (1970)).

Neuronale Netze kdnnen eine Vielzahl von Funktionen sehr genau approximieren, wenn

® die Anzahl der Neurone gegen Unendlich geht (arbitrary width case) bzw.

® die Anzahl der Neuronenschichten gegen Unendlich geht (arbitrary depth case).

Arbitrary width case = Cybenko (1989), Hornik (1991), Leshno et al. (1993), Pinkus (1999)
Arbitrary depth case = Lu et al. (2017), Hanin and Sellke (2018), Kidger and Lyons (2020)
Universelle Approximationstheoreme sind Existenzaussagen, keine Konstruktionsaussagen.

= Parameter neuronaler Netze miissen durch Gradientenverfahren gelernt werden.
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Anwendungsszenario

Beispiel eines Universellen Approximationstheorems

Theorem (Universelles Approximationstheorem nach Kidger (2020))

X sei eine kompakte Teilmenge von R, o : R — R sei eine nicht-affine stetige und zumindest in einem Punkt
stetig differenzierbare Funktion mit einer von Null verschiedenen Ableitung in diesem Punkt. F' sei die Menge der
neuronalen Netze f mit Inputdimension m, Outputdimension nj, und einer beliebigen Anzahl verdeckter Schichten
mit jeweils m +mny, + 2 Neuronen und Aktivierungsfunktion o, sowie der Identitatsabbildung als Aktivierungsfunktion
der Outputschicht. Dann existiert zu jeder stetigen multivariaten vektorwertigen Funktion

9: X =R,z g(z) @
ein neuronales Netz f € F', so dass fir ein beliebig kleines € > 0 gilt, dass

sup | f(z) — g(x)]| <e. @
TeX

Bemerkungen
® Das Supremum sup kann intuitiv als Maximum verstanden werden.
| - | bezeichnet eine Metrik (Abstandsfunktion) auf R™k.

Fiir jedes z € X wird der Abstand zwischen dem Wert von g und dem Wert von f also beliebig klein.

L]
L
® Man sagt dazu auch, dass F' im Raum der stetigen multivariaten vektorwertigen Funktionen dicht ist.
® Man kann das Theorem sicherlich noch praziser formulieren und sollte es beweisen.

L]

Wir verzichten hier darauf und fiihren das Theorem nur als “intuitives Beispiel” auf.
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Anwendungsszenario

Funktionale Architektur

Lernen

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Funktionale Architektur

Definition (Potentialfunktionen)

W e Rmx(n+1) gej eine Matrix, die wir Wichtungsmatrix nennen und a € R™ sei ein Vektor, den wir Aktivierungsvek-
tor nennen. Dann nennen wir eine Funktion der Form

& : RmX(nHl) x RM 4 R™ (W, a) s (W, a) == W - (‘1’) ®3)
eine bivariate Potentialfunktion. Fiir ein festes a € R™ nennen wir eine Funktion der Form
G, R L RMOW s @, (W) = B(W, a) (4)
eine Wichtungsmatrix-variate Potentialfunktion. Weiterhin nennen wir fiir eine feste Matrix W e R™*("+1) ¢ine
Funktion der Form
Py :R" 5 R™, a Py (a) = P2(W,a) (5)
eine Potentialfunktion. SchlieBlich nennen wir z := ®y,(a) einen Potentialvektor.
Definition (Aktivierungsfunktion)
Wir nennen eine multivariate vektorwertige Funktion der Form
T:R® 5 R, 2 2(2) = (0(21), ..y 0(25)) T, (6)
mit
0:R=> R,z 0(z) =i q;firallei=1,...,n, 7)

eine komponentenweise Aktivierungsfunktion und die univariate reellwertige Funktion o eine Aktivierungsfunktion.
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen

Name Definition Ableitung
Standard logistic o(z) = ——t— o' (z) = _oxplz)
i T+exp(—z;) 4 (1+exp(z;))?
Hyperbolic tangent  o(z;) := tanh(z;) o’ (z;) = 1 —tanh?(z;)
0, 2 <0
ReLU o(z;) == max(0, z;) o’ (%) 0, 2 =0
1, z,>0
0.1z, 2 <0 0.01, 2z <0
Leaky ReLU o(z;) == o'(z) =
Ziy 2; >0 1, z; >0
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen

0.8

0.6

0.4

Standard logistic 1 Hyperbolic tangent 3 RelLU 3 Leaky ReLU
—0 —c —0 —0
o o' o o
0.5 2
2
0 1
1
0.5 / 0
- 1 ol— 1
-2 0 2 -2 0 2 2 0 2 -2 0 2
Zi Zi Zi Zi
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Funktionale Architektur

Definition (k-schichtiges neuronales Netz)
Eine multivariate vektorwertige Funktion
FiR" 5 R,z f(z) = y ®)

heiBt k-schichtiges neuronales Netz, wenn f von der Form

o1 32 3
1 2 3
- W ng = @ w > - w
f:R"0 —— R"1 — R"1 —— R"2 — R"2 ——
k—1 k
Piyk-1 sh—-1 Povk sk
———— R"~1 —— R"~1 —— Rk — Rk, (9)
ist, wobei furl =1,..., k
! -1 [ | 1 (a! i
: R™M-1 ny gl 1) .= wt. =
(I)Wl R —R", 0" <I>Wl (a"= ) =W 1 2z (10)
Potentialfunktionen und
SERM - R™, 2D — 2l = al (11)

komponentenweise Aktvierungsfunktionen sind. Fiir ein = € R0 nimmt ein k-schichtiges neuronales Netz den Wert
fla) = sH(@F | (SFH(@F | (SR 2 (B (g1 (@) ) € R (12)

an.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

® Die Vektoren al = (allw Ll)T €R™,1=0,1,..., k heiBen Aktivierungsvektoren der lten Schicht.

® Die Komponenten aé €R,i=1,...,n;,l=0,1,..., k heiBen Aktivierungen der lten Schicht.

Die Schicht mit Index I = 0 und Dimension n heiBt Inputschicht.

Der Aktivierungsvektor mit Index I = 0 heiBt /nput und wird mit  := a¥ bezeichnet.

Die Schicht mit Index [ = k und Dimension n heiBt Outputschicht

Der Aktivierungsvektor mit Index | = k heiBt Output und wird mit y := a¥ bezeichnet.

Die Schichten mit den Indizes [ =1, ..., k — 1 heiBen verdeckte Schichten (hidden layers).

. wf/ € R sei der ijte Eintrag der lten Wichtungsmatrix, d.h.

W = ()1 iz 1<jen,_g 41 € RTI-UHD fiar 1 =1, k. (13)
. wéj heiBt (synaptisches) Gewicht der Verbindung von Neuron j in Schicht [ — 1 und Neuron 4 in Schicht [.
® Firi=1,...,n; heiBt Winy_q+1 Bias von Neuron i in Schicht [.
.

Die letzte Spalte von W enkodiert also die Biases fiir die Neuronen in Schicht 1.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

Auf der Ebene einzelner Neurone ergibt sich damit folgende Nomenklatur:

® Das Potential von Neuron i in Schicht [ fir i =1,...,n; und [ =1, ..., k ist gegeben durch
g

— Lo l-1
z; = Z Wi+ Wiy 41 € R.
J=1

® Die Aktivierung von Neuron ¢ in Schicht [ fiir i = 1,...,n; und l =1, ..., k ist gegeben durch

-1
I wh g1 .
a; =0 ( Z w;;a; +w1‘,,,171+1) eR,

J=1

(14)

(15)

® Die Aktivierung ag kann als die mittlere Feuerungsrate des iten Neuron in der [ten Schicht verstanden werden.
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Funktionale Architektur

Gewichtungen

Eingabe a'

Aktivierungsfunktion

Neteingabe Aktivierung

o(z) a;

Schwellenwert

L
Wi,nl,l +1

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 19



Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,ny=2,n; =3, ny =3,n3 = 2, Standard logistic function o

- &8

TN

- 8

~—
Il

1 1
2 2 2
Wiz Wiz Wig 3 3 3 3
2 2 2 73 wip Wiz Wiz Wig
W22 W2z Waq w = 3 3 3 3
Wy Wiy Wiz Wiy

a2 2 2
W32 W3z Wiy

21 21 23
2! =z 22 =23 22 = ( é)
P 3 =
o(21) (=) 3
(! _ 1 52(,2 _ 2 $3(53)  — o(z1)
@) = (ot @ = oG @) (U(Z§>

3
Il
T i e T2
G N S g
s &8 &
;
=
©
|
s E/g? —
L N =t

Es gilt 2 = a°

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 20



Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,ny=2,n; =3, ny = 3,n3 = 2, Standard logistic function o
() ()
1

1 1
2 2
2 2
3 3
B RO e o Y PRI
1 1 1

wt w? w?
1 1 |
2 2
3 32 2.
12 3 T234 1234
2 2 2
1 1 |
2 2
1 1 1
P ED) 2(2%) 73(2%)

Es gilt z = a® und a® = 3.
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Funktionale Architektur

Beispiel

k=3,nyg=2n; =3, ny,=3n3 =2

ng =2 n; =3 ny, =3 ny =2

® Die Biases sind hier nicht visualiert.
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Anwendungsszenario

Funktionale Architektur

Lernen

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Lernen

Uberblick

Anhand eines Trainingsdatensatzes werden die Parameter eines neuronalen Netzes wie folgt gelernt:

® Zunéichst wird eine Funktion definiert, die misst, inwiefern sich bei einem gegebenen Inputvektor
und Zielvektor der Output des neuronalen Netzes basierend auf einem Wert der Parameter
unterscheidet. Diese Funktion nennt man eine Kostenfunktion oder Zielfunktion.

® Der summierte Wert der Kostenfunktion iiber alle Trainingsdatenpunkte wird dann durch Verén-
derung der Parameter minimiert, so dass Parameterwerte gefunden werden, fiir die die Abwe-
ichung zwischen Zielvektor und Output des neuronalen Netzes bei gegebenemen Inputvektor
moglichst gering ist.

® Zur Minimierung der Kostenfunktion wird tblicherweise ein Gradientenverfahren benutzt.

® Zur Berechnung der in diesem Verfahren auftretenden Zielfunktionsgradienten wird ein kompu-
tational effizienter Algorithmus eingesetzt, der die spezielle Struktur neuronaler Netze ausnutzt

und unter dem Namen Backpropagation Algorithmus bekannt ist.

In der Folge wollen wir die Aspekte dieses Lernprozesses genauer betrachten.
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Lernen

Definition (Trainingsdatensatz)
Ein Trainingsdatensatz fiir ein neuronales Netz ist eine Menge
D= {(a®,y ), (16)

wobei (Y € R"0 Featurevektor und y¥) € R™ Zielvektor genannt werden.

Bemerkungen
® Im Kontext der zuvor betrachteten multivariaten Verfahren gilt hier ng = m.

® Typische Zielvektorformate beim Training neuronaler Netze sind
y'» € {0, 1} fiir binare Klassifikationsprobleme,
vy € {0,1}" mit Z:l:kl y; = 1,ny > 1 fir ny-fache Klassifikationsprobleme,

y(’i) € R™k, ny, > 1 fiir Regressionsprobleme.
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Lernen

Definition (Trainieren eine neuronalen Netzes)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und D sei ein Trainingsdatensatz. Dann bezeichnet der Begriff
des Trainierens den Prozess der Adaptation der Wichtungsmatrizen W', ... W* des neuronalen
Netzes mit dem Ziel, ein Abweichungskriterium zwischen der Ouptutaktivierung f(x“)) und dem
assoziierten Wert des Zielvektors y(*) iiber alle Trainingsdatenpunkte (I(i),y“’)),i = 1,...,n des

Trainingsdatensatzes 2 hinweg zu minimieren.

Bemerkungen

® Wir erinnern an das Ziel f:= argminJ;EFHv — F(©)| der pradiktiven Modellierung.
® Das erwahnte Abweichungskriterium wird in Form von Kostenfunktionen definiert.

® Wir benétigen noch den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion.
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Lernen

Definition (Wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und z sei ein Input von f. Dann ist Wichtungsmatrix-variate neuronale
Netzfunktion f, von f definiert als die Funktion

fp t RXM0HD) s R X (g1 D) Rk (WL L WR) o £ (WL L R
= 2R (@F(Wk, 2L (@k L (wh L (w2, 2l(@! (W, 2))) ),  (17)
wobei firl =1, ..., k, &! die bivariate Potentialfunktion bezeichnet, die der Potentialfunktion (I)lWl in der Definition

des neuronalen Netzes entspricht. Weiterhin definieren wir fir | = 1, ..., k, die Wichtungsmatrix-variate neuronale
Netzfunktion der lten Schicht fL fiir festes fixed W* € R™*("—1tVm mit £=1,....k und £+ als

FL RXOu_1t) s R Wi fL(WE = LWL, L, WE). (18)

Bemerkungen

® Die Definition von f in der Definition eines k-schichtiges neuronales Netzes ist eine Funktion des Inputs « bei
festen Wichtungsmatrizen W1, ..., W, Zum Trainieren eines neuronalen Netzes ist es aber entscheidend, bei
festem Input den Output des neuronalen Netzes bei Variation der Parameter Wl, ey W' zu monitoren. Dies
motiviert den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion: Die Definition von f,. in (17) ist

eine Funktion der Wichtungsmatrizen wi Yoy W' bei festem Input .
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Lernen

Definition (Output-spezifische Kostenfunktionen)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und y sei ein Zielvektor von f. Dann wird eine multivariate reelwertige

Funktion der Form

cy Rk — R, a* > cy(ak) (19)

Output-spezifische Kostenfunktion genannt.

Bemerkung

® Eine Output-spezifische Kostenfunktion c,, misst die Abweichung des Outputs a¥ eines neuronalen Netzes von

Y

einem Zielvektor y. Untenstehende Tabelle fiihrt zwei typische Beispiele fiir Output-spezifische Kostenfunktio-

nen und ihre Gradienten, die in der Folge wichtig werden, auf.

Quadratische Kostenfunktion

Definition
. 1"k [,k .
Cy(ak> =g E]‘il (a]’i - yj)z

Cross-entropy Kostenfunktion

Definition

o n
ey(ak) = =320 yiinak + (1 —y;) In(1 - ak)

Gradient

Vey(ak) = (ak — y_j)j:Lm

Gradient

ch(ak) =
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Lernen

Output-spezifische Kostenfunktionswerte fiir y = (0,1)7 bei logistischer Aktivierungsfunktion

Quadratische Kostenfunktion Cross entropy Kostenfunktion

az az

® Beide Funktionen haben ihr Minimum bei a = y.
® Die Pfeile bilden die skalierten Gradientenwerte der jeweiligen Funktion ab.
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Lernen

Definition (Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktionen)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, f,. sei die zugehdrige wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion, = und
y seien Inputs und Outputs des neuronalen Netzes, 2 sei ein Trainingsdatensatz und ¢, sei eine Output-spezifische
Kostenfunktion. Dann heiBt eine multimatrixvariate reellwertige Funktion der Form

Cuy R x(no+1) .. x RPEX(P—1+D) R,
W, WE) 5y (W, WE) i= ey (£, (W, WF)) (20)

Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion.

Bemerkung
® Eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion c;, misst die Abweichung des Outputs aF eines neu-

ronalen Netzes von einem Zielvektor y mithilfe einer Output-spezifischen Kostenfunktion Cy fiir einen festen

Input z als Funktion der (also bei variablen) Wichtungsmatrizen.
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Lernen

Definition (Gewichtsvektor)

f sei ein k-schichtige neuronales Netz mit n; x n;_1 + 1-dimensionalen Gewichtsmatrizen whi= 1,..,k und es

sei
Nk
pi=Y mn_1+1). (21)
=1
die Anzahl der Gewichtsparameter des neuronalen Netzes. Dann heiBt
= L P
W = (vec (W ))lglgk eR (22)

der Gewichtsvektor des neuronalen Netzes.

Bemerkung
® Die Vektorisierung und Konkatenation der Wichtungsmatrizen im Sinne des Gewichtsvektors erlaubt es, dass

Trainieren eines neuronalen Netzes als ein Standardoptimierungsproblem einer multivariaten (nicht multima-

trixvariaten) reellwertigen zu formulieren.
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Lernen

Definition (Additive Kostenfunktion)

D sei ein Trainingsdatensatz und Cyy sei eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion. Dann nennt man eine

multivariate reellwertige Funktion der Form

, Wk) (23)

1 ¢ 1
cp i RP 5 R,W i cp(W) = =~ Zlcm(l)ym(w ,
eine additive Kostenfunktion.

Bemerkung

® Die additive Kostenfunktion ist die zentrale Zielfunktion beim Trainieren eines neuronalen Netzes.
® ¢y ist eine multivariate reellwertige Funktion, es liegt also ein Standardoptimierungsproblem vor.
® Wir nehmen dabei stillschweigend an, dass die sinnvolle Aufteilung des Gewichtsvektors W auf die Wichtungs-

matrizen Wl, Wk in der Auswertung der Funktion ¢y, geschieht.
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Lernen

Definition (Batch Gradientenverfahren fiir neuronale Netze)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz mit Gewichtsvektor W, D sei ein Trainingsdatensatz bestehend aus n Train-
ingsdatenpunkten, und cy sei eine additive Kostenfunktion mit assoziierter Trainingsexemplar-spezifischer Kosten-
funktion c,,. Dann ist ein Gradientenverfahren zur Minimierung der additiven Kostenfunktion ¢y (und damit zum
Lernen der Parameter von f) definiert durch

Initialisierung

Wahl eines Startpunktes W) und einer Lernrate o > 0.

Iterationen
Fir j=1,2,... setze
n
o«
W) = wl-1) — - > Ve (i), (0) (W, ..., wk), (24)
i=1
wobei L n
. 1 ky— (v “W..A.W)
chu)y(z)(W yeeey WHF) ( wil C:I;(’)y(l)( yeeey ) AT (25)
fir ¢ =1, ..., n den Gradienten der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktion bezeichnet
Bemerkungen

o WU wird in (22) in die negative Richtung des Gradientenmittelwerts iiber Trainingsdatenpunkte adaptiert.
Wird der Gradientenmittelwert dagegen nur iiber eine zuféllig gewahlte Teilmenge der Trainingsdatenpunkte
berechnet, so spricht man von einem stochastischen Gradientenverfahren.
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Anwendungsszenario

Funktionale Architektur

Training

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus
Der Backpropagation (BP) Algorithmus dient der numerischen Bestimmung der Komponenten

%)

&Tcw(Wl, o WE) firallei =1,...,n,5=1,...,n 1 +1, und I = 1, ... k. (26)
ol

des Gradienten vc,_mu(i)(w'l, ..., W¥) der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktion.

Prinzipiell kénnen diese partiellen Ableitungen numerisch durch

1 77l k 71 l k
ic,, W, W) ~ czy(W s, WH LW )a;zy(w e W LW )7 @7)
aul, ¢

mit
o Tirl . il !
Wh=W"+ 1€,
® einer Matrix 1£j € Rm*(Mi-171) aus Oen mit einer 1 an der wéj Stelle in W' und

® cinem Schrittweitenparameter ¢ > 0

approximiert werden (vgl. Definition der partiellen Ableitung).
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus

Dieses Vorgehen wiirde fiir jede Iteration des Gradientenverfahren und fiir jeden Trainingsdatenpunkt

k
Ke=14Y mn_4+1) (28)
(=}

Auswertungen der Trainingsdatenpunkt-spezifischen Kostenfunktion ¢, und somit von f erfordern.

Ty

Man nennt die Auswertung von f fiir einen Trainingsdatenpunkt = einen Forward Pass.

Die zentrale Eigenschaft des Backpropagation Algorithmus ist es, fiir die Auswertung von Ve, die

Anzahl der notwendigen Forward Passes pro Gradientenverfahrensiteration von K auf 1 zu reduzieren.
Um dies zu erreichen, nutzt der Backpropagation Algorithmus einen sogenannten Backward Pass, der
die gleiche komputationale Komplexitat wie der Forward Pass hat und auf einer multivariate Version
der Kettenregel der Differentialrechnung sowie der repetitiven funktionalen Architektur neuronaler
Netze beruht.

Der Backpropagation Algorithmus reduziert die Anzahl ndtiger Passes zur Auswertung von Ve,
also von K Forward Passes auf 1 Forward Pass und 1 Backward Pass.
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Backpropagation

Theorem (Backpropagation Algorithmus)

f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, W} € R™*™~1 seien fiir [ = 1, ...,k Matrizen, die durch das Entfer-
nen der letzten Spalte der Wichtungsmatrizen Wt e RM*™-111 entstehen, Cqy sei eine Trainingsdatenpunkt-

spezifische Kostenfunktion, ch(ak) sei der Gradient der Output-spezifischen Kostenfunktion, il(zl) =

(U’(zll), s cr'(zlnl )T sei der Vektor der Aktivierungsfunktionenableitungen ausgewertet an der Stelle z! und 3¢ ()

die komponentenweise Aktivierungsfunktion evaluiert an der Stelle 2. Dann kénnen die partiellen Gradienten von
Cry hinsichtlich der Wichtungsmatrizen W fir | = k,k—1,...,1 mit folgendem Algorithmus berechnet werden:
Initialisierung
Setze WKt .= (1 0) und §FF1 := ch(al").
Iterationen
Firl=k,k—1,k—2,...,1, setze

5l ((W.I+I)T ] 5z+1) oSl (29)

und

Vit Caoy (W, WE) = vec (ot - (sH1(:EDT 1)), (30)

mit Rekursionstermination durch E(](z(]) := 2T und dem Hadamard-Produkt o.

Fiir weitere Details und einen Beweis verweisen wir auf Ostwald and Usée (2021).
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Backpropagation

Simulation und Analyse mit Matlab Implementation (Ostwald and Usée (2021))

® Neuronales Netz mit k = 3,ng =2,n) =3, ng = 3,n3 = 2.
® Trainingsdatensatz anhand eines LDA Modells simuliert.

60 o i)’
e (W)
S —I¥en (W) |10

3 D= {2y} 50F
10 o
2 0 20 10 60 0 100
1
2 0 N
2 e Vep (W)
1 .
) 40 60 80
-y =(0,1) 0 Trainingsdatensatzpradiktionsakkuratheit
(@) =
¥ =(1,0)
-3 ’ % 80
-3 -2 -1 0 1 2 3
o 60
0 20 40 60 80 100
Iteration j
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Anwendungsszenario

Funktionale Architektur

Training

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg

3.0 °
® Non-Responder
® Responder
2.5 ®
° 0 .
2.0 * @ :. °
L]
0. (1) ° .. Ce
=115 * ¢
° LX) . . ° °
e® ©® o o °
[ (1]
1.0 : . e e
o © °
0.5 °
L]
0.0 T | — T T ]
00 05 10 15 20 25 3.0
BDI
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Anwendungsbeispiel

BDI und GLU Werte bei Depressionsdiagnose als Pradiktoren von CBT Erfolg RES

BDI

0.74
0.22
0.82
2.07
1.71
1.77
1.95
2.18
0.93
1.34
2.35
1.43
1.66
0.28
213
1.37
0.89
0.88
0.98
1.93

GLU

1.40
0.72
2.29
1.15
1.53
1.07
2.70
2.53
1.20
1.07
1.64
0.91
1.11
1.59
0.52
1.22
2.14
1.40
2.04
0.90

RES

HHOOFROFROFROOROOKRKOHRERKHR
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther and Fritsch (2010))

® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

library(neuralnet) # R Paket
set.seed (1) # random number seed
D = read.csv("./13_Daten/13_Neuronale_Netze.csv") # Datensatz
mn = neuralnet (RES ~ BDI + GLU, # y~{(@i)}, x{(i)} Definitionen
data = W), # Datensatz
hidden =2, # 2 Neurone in 1 verdeckte Schicht
err.fct = "ce", # Cross-Entropie Kostenfunktion
linear.output = FALSE) # Sigmoide Aktivierungsfunktion
R = data.frame(BDI = nn$covariate[,1], # BDI
GLU = nn$covariatel,2], # GLU
RES = nn$response, # RES
PRE = as.numeric(nn$net.result[[1]] > 0.5)) # Trainingsdatenklassifikation
#

print(sprintf ("Pradiktionsakkuratheit = %0.2f", mean(R$PRE == R$RES))) Trainingsdatenklassifikationsaccuracy

[1] "Pradiktionsakkuratheit = 0.72"
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther and Fritsch (2010))
® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

@
e,
‘%\3
S
BDI

—-3.72756

[eav0®”

RES
GLU

—2.55389

Error: 23.421166 Steps: 5771
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Anwendungsbeispiel

Pradiktive Modellierung mit neuralnet () (Giinther and Fritsch (2010))

® Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

# Leave-one-out cross-validation

set.seed (1) # random number generator seed
D = read.csv("./13_Daten/13_Neuronale_Netze.csv") # Datensatz
K = nrow(D) # Anzahl Cross Folds
y_pred = matrix(rep(NaN, K*2), nrow = K) # Pradiktionsperformancearray
for(k in 1:K){ # K-fold LOOCV
D_train = D[-k,] # Trainingsdatensatz
D_test =D[ k,] # Testdatensatz
y_pred[k,1] = t(D[k,3]) # Testdatensatzfeaturevektorlabel
nn = neuralnet (RES~BDI+GLU, # y"{(1)}, x~{(i)} Definitionen
D_train, # Trainingsdatensatz
hidden = 2, # 1 verdeckte Schicht, 2 Neurone
err.fct = "ce", # Cross-Entropie Kostenfunktion
linear.output = FALSE) # Sigmoide Aktivierungsfunktion
pred = predict(nn, D_test) # Testdatenpunktpradiktion
y_pred[k,2] = as.numeric(pred[, 1] > 0.5)} # Klassifikationsregel
p = sun(y_pred[y_pred[,1] == 1,2] == 1) # 101,01
™ = sum(y_pred[y_pred[,1] == 0,2] #10,0)1
fp = sum(y_pred[y_pred[,1] 0,2] #1(0,1)
fn = sum(y_pred[y_pred[,1] == 1,2] # 1(1,0)1
Acc = (rp+rn)/(rp+fp+rn+fn) # Accuracy
SEN = rp/(rp+fn) # Sensitivity
SPE = rn/(rn+fp) # Specificity
cat ("Accuracy ", ACC, ", Semsitivity: " , SEN, ", Specificity: " , SPE) # Ergebnisausgabe

Accuracy 0.65 , Semsitivity: 0.7647059 , Specificity: 0.5
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Anwendungsszenario

Funktionale Architektur

Lernen

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die zentralen Ideen Universeller Approximationstheoreme im Kontext neuronaler Netze.

2. Geben Sie die Formel fiir das Potential zg-’ eines Neurons ¢ in einer Schicht [ eines neuronalen Netzes wieder
und erldutern Sie die verschiedenen Komponenten dieser Formel und ihre intuitive Bedeutung.

3. Geben Sie die Formel fiir die Aktivierung a% eines Neurons i in einer Schicht [ eines neuronalen Netzes wieder

und erldutern Sie ihre Bestandteile und deren intuitive Bedeutung.

Erldutern Sie das prinzipielle Vorgehen zum Trainieren eines neuronalen Netzes.

Geben Sie die Definition der Quadratischen Kostenfunktion wieder und erldutern Sie ihre Bestandteile.

Geben Sie das Batch Gradientenverfahren zum Trainieren neuronaler Netze wieder.

Differenzieren Sie die Begriffe Batch und Stochastischen Gradientenverfahren zum Trainieren neuronaler Netze.

© N o o &

Erldutern Sie Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus.
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