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(5) Einstichproben-T> Tests



Wie im univariaten Fall unterscheidet man im multivariaten Fall

® 7Z-Tests
® Einstichproben-T2-Tests
® Zweistichproben-T2-Tests bei unabhingigen Stichproben

® Zweistichproben-T2-Tests bei abhingigen Stichproben

Wir betrachten hier exemplarisch Einstichproben-T2-Tests.
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Anwendungsszenario

Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese Hy) : 1 = p, Einfache Alternativhypothese Hy : 1 = iy

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)
® Praktische Relevanz eher gering

Einfache Nullhypothese Hy) : 1t = p(, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hq : pu # g

® Zweiseitiger Einstichproben»Tz-Test mit ungerichteter Hypothese
® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied

Zusammengesetzte Nullhypothese Hyy : 1 < g, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : > pg

® Einseitiger Einstichproben-TQ-Test mit gerichteter Hypothese
® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied

Zusammengesetzte Nullhypothese Hyy : 1 > g, Zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : p < pg

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied
® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall

Wir betrachten hier exemplarisch Einstichproben-T?2-Tests

mit einfacher Nullhypothese und zusammengesetzter Alternativhypothese.
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsszenario

Anwendungsszenario

® Eine Stichprobe/Gruppe n experimenteller Einheiten mit Datendimension m > 1.
® Annahme unabhingiger und identisch multivariat normalverteilter Daten.
® Erwartungswertparameter p und Kovarianzmatrixparameter ¥ unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim Inferenzvergleich von ;1 mit 1, beabsichtigt.
Anwendungsbeispiel
® Gruppenanalyse von BDI und Glukokortikoid Daten

o it # pg als Evidenz fiir eine multivariate Abweichung von einem Normwert 1.
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Anwendungsszenario

Abweichung des wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameters

vom Therapieerfolgsnormwert 1, == (30,3.5)7?

dBDI dGLU
35 6.1
25 4.0
20 1.7
29 2.6
29 19
17 0.9
33 2.0
28 4.1
26 3.9
31 3.8
14 21
18 2.0
19 5.0
28 2.6
20 21
35 4.4
28 4.0
32 3.9
32 1.0
25 1.9
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Anwendungsszenario

Abweichung des wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameters

vom Therapieerfolgsnormwert 4, := (30,3.5)7?

dGLU

Datenpunkte

Stichprobenmittel

Stichprobenkovarianz
A Normwert

10

15

20 25 30 35 40
dBDI
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellformulierung und Modellschatzung

Definition (Einstichproben-T2-Test-Modell)

Fiiri = 1, ..., n seien v; m-dimensionale Zufallsvektoren, die die n Datenpunkte eines Einstichproben-

T2-Test Szenarios modellieren. Dann hat das Einstichproben-T?-Test-Modell die strukturelle Form
v; = p+e; mite; ~N(0,,3) uiv. firi=1,..,n mit p € R™, X € R™*™ pd (1)
und die Datenverteilungsform

v; ~ N1, %) wiv. fiiri =1,..,n mit g € R™ 5 € R™*M pd. )

Bemerkungen

® Die Aquivalenz von struktureller Form und Datenverteilungsform des Einstichproben-TQ-Test—ModeIIs folgt

direkt aus dem Theorem zu linear-affiner Transformation multivariat normalverteilter Zufallsvektoren.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 10



Modellformulierung und Modellschatzung

MODELLSCHATZUNG THEOREM OHNE BEWEIS
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Modellevaluation

Zu Gliederung und Wiederholung des univariaten Falls, siehe (12) Hypothesentests

(1) Teststatistik und Test

(2) Analyse der Testgiitefunktion
(3) Testumfangkontrolle

(4) p-Werte

(5) Analyse der Powerfunktion

(6) Bestimmung einer optimalen StichprobengréBe
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https://youtu.be/032XhT7qsxI?si=DEWGgr_ZuvVaEEB_

Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Einstichproben-T?2-Teststatistik)

Gegeben seien das Einstichproben-T2-Test-Modell und ein Nullhypothesenparameter i, € R™. Dann
ist die Einstichproben-T2-Teststatistik definiert als

T2 = n(0— 11g)TCO™H (0 — prg), (3)

wobei v und C das Stichprobenmittel und die Stichprobenkovarianzmatrix der vy, ...,v,, bezeichnen.

Bemerkungen

® T2 ist die Stichprobenumfang-skalierte Mahalanobis Distanz von © und i hinsichtlich C'.
® T2 1 fiir ||o — po|| 1, C | und n 1.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Theorem (Verteilung der skalierten Einstichproben-T2-Teststatistik)
Es seien vy, ..., v, ~ N(p, X) mit u € R™ und £ € R™*™pd,

V= (n—1)m )

und fiir u € R™ sei die Einstichproben-T2-Teststatistik wie oben definiert. Dann gilt
vT? ~ f(8,m,n —m) (5)

wobei f(8, m,n —m) die nichtzentrale f-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter
8= n(p — o) T (1 — pg) (6)

sowie mit Freiheitsgradparametern m und n — m bezeichnet.

Bemerkungen

® Fiir einen Beweis von (5) verweisen wir auf Hotelling (1931) und Anderson (2003).
® Fiir oo = pg und damit § = 0 entspricht f(m,n —m, §) der f-Verteilung f(m,n —m)
® Firm:=1istv=(n—1)/(n—1)-1=1 und mit der Stichprobenvarianz S gilt
- 2 - 2
o (-m)? (v
72 =t - (Vi) ®
® Das Quadrat der univariaten Einstichproben-T-Teststatistik 7" := \/ﬁ%@ ist also f(4,1,n — 1) verteilt.
® Wir erinnern nachfolgend an die Begriffe der f-Verteilung und der nichtzentralen f-Verteilung.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (f-Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

+ vy
v vy T (V1 2 ) 1
o 2 z2

sz[Rﬁ[R>Ovz’—>P§(m) = V22 F(H)F(m) ZEZI (8)
2 2 ) (nx+vy) 2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern v
und v unterliegt und nennen £ eine f-Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern v und vy. Wir kiirzen dies
mit £ ~ f(vq,v9) ab. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit
f(z;v1,v9), die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F(z;vy,v5),

und die inverse kumulative Verteilungsfunktion einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit Ffl(z; vy,vg).

Bemerkungen

® Im univariaten Fall ist die F-Statistik der Varianzanalyse bei Zutreffen der Nullhypothese f-verteilt
® Im multivariaten Fall ist z.B. die T2-Statistik bei Zutreffen der Nullhypothese f-verteilt.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von f-Verteilungen

f(x;vl, v2)
1.0
—_— Vv1=2,v,=13
0.8 — --- V1 =2,v,=26
— v;=3,v,=13
0.6 - V1=3,v,=26
v1=4,v,=13
0.4 vy =4,v,=26
0.2 H
0.0 T T T T T \
0 1 2 3 4 5 6
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Nichtzentrale f-Zufallsvariable)

£ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R- und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

oo —0/2 5/2)k v vy /2+k v (v +vo)/2+k
R . e 70/ (v 2 v1/2-1+k
pg R = Rso, 2 pe(2) Z Mkl (Vz) (V2+V11) * &

= T(vg/2+v) /2+K)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass £ einer nichtzentralen f-Verteilung mit Nichtzentral-
itatsparameter ¢ und Freiheitsgradparametern vy und vy unterliegt und nennen £ eine nichtzentrale f-Zufallsvariable
mit Nichtzentralititsparameter § und Freiheitsgradparametern vy und vy. Wir kiirzen dies mit £ ~ f(8,vq,v9) ab.
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit f(x; 4, vq,v5), die kumu-
lative Verteilungsfunktion (KVF) einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F(x;d, vy, v5), und die
inverse kumulative Verteilungsfunktion einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit F’l(:t; 8,v1,v9).

Bemerkungen

® Esgilt f(0,v1,vp) = f(r,v2).
® Im univariaten Fall ist die F-Statistik bei Nichtzutreffen der Nullhypothese nichtzentral f-verteilt
® Im multivariaten Fall ist z.B. die T2-Statistik bei Nichtzutreffen der Nullhypothese nichtzentral f-verteilt.
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von nichtzentralen f-Verteilungen

f(x;6, V1, v2)

— 0=0,v;=2,v,=1
--- 8=0,v1=2,v,=2
— 0=4,v;=2,v,=1
o= 3=4,v1=2,v,=2
3=8,v1=2,v,=1
3=8,v1=2,v,=2

0.0 T T T T \ \
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Theorem (WDF und KDF der Einstichproben-T?-Teststatistik)

Im Einstichproben—T2—Testszenario sei
pi= T (10)
(n—1)m
Dann ist eine WDF der Einstichproben-TZ-Teststatistik gegeben durch
Pp2 Rg = R 62 1 ppa(t2) = v f (1428, m, n —m) (1)
und eine KDF der Einstichproben-T2-Teststatistik ist gegeben durch

Pro i Ryg —[0,1], 2 Pro (t2) == F(vt?;8,m,n —m) (12)

Bemerkungen

® T2 hat die WDF f(0,m,n—m), T? dagegen hat die WDF l/f(l/tZ; d,m,n—m).
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass das Theorem zur univariate WDF Transformation bei linear-affinen Abbildungen besagt,
dass fiir eine Zufallsvariable & mit WDF pg¢ und der Definition v = f(&) mit f(§) := a&+b fiir a # 0 eine WDF von
v definiert ist durch p,,(y) := (1/|a|)pe((y — b)/a). Im vorliegenden Fall ist £ = vT? mit WDF f(8,m,n —m)
und vi=T2 = %VTQ, also a = 1/v und b = 0. Mit v > 0 ergibt sich (11) also aus

1 2
pr2(t?) = —p, 12 (%) = vf(Wt2;m,n —m) (13)

(12) folgt dann mit der Tatsache, dass WDFen bei kontinuierlichen Zufallsvariablen die Ableitungen der entsprechen-

den KVF sind, sowie der Kettenregel der Differentiation

d o d )
WPT’_) (i > =2 (F(Vt ;Wn,nf'm,(;))
_d 2. d (42
= WF(ut ,m,nfm,é)ﬁ (ut ) (14)
= vf(vt2;m,n—m,d)
= ppa (t2).
[m]
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

U Simulationen

3.0
25
152.0

15

1.0
10 15 20 25 3.0
0y

p(t?): = vi(vt%;8, m, n—m)

0.030
0.025
0.020
0.015
0.010
0.005
0.000
0 50 1[020 150 200

VT2~ (5, m, n—m)

0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.00

0 10 20 30 40 50
v

P(t%): = F(vt%5, m, n—m)

0 50 1‘20 150 200
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Modellevaluation | (1) Teststatistik und Test

Definition (Einstichproben-T?-Test)

Gegeben seien das Einstichproben-T2-Test-Modell und die Einstichproben-T?2-Teststatistik. Dann ist
fir T = (”1 ’Un) und einen kritischen Wert k > 0 der Einstichproben-T?-Test definiert als

der kritische Wert-basierte Test

1 T?2>k

O(Y) =170, = . (15)
{T%>k} {0 T2§k‘

Bemerkung

® Wie iiblich reprasentiert ¢(Y) =1 das Ablehnen von H,.
® Wie iiblich reprisentiert ¢(T) = 0 das Nichtablehnen von Hj,.
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Definition (Testgiitefunktion)
Fiir einen Test ¢ ist die Testgiitefunktion definiert als
G510 = [0,1],6 > ¢, (6) = Py(¢ = 1). (16)

Fiir € ©, heiBt g4 auch Powerfunktion oder Trennschérfefunktion.

Bemerkung

® Der Wert der Testgiitefunktion ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Test die Nullhypothese ablehnt.
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion)

¢ sei der im obigen Testszenario definiert Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch

4« R™ = [0,1], p = qg(p) :=1 = F(vk; 6, m,n —m) an
wobei F'(+; Ju,m, n—m) die KVF der nichtzentralen f-Verteilung mit Freiheitsgradparameternm und n —m sowie
mit Nichtzentralitatsparameter

Sy =l —po) "= (- po) (18)
bezeichnet.
Bemerkungen

® gy kann zur Bestimmung kritischer Werte fiir einen erwiinschten Testumfang genutzt werden.
® gy kann zur Bestimmung der Testpower genutzt werden.
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Tests im vorliegenden Testszenario ist definiert als
g4 R™ = [0,1], p = gy (p) =P (¢ =1) (19)
Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehdrige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt, gleich sind, ben&tigen wir also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben aber bereits gesehen,
dass
n—m

m(n—1)

gilt. Der Ablehnungsbereich des betrachteten Tests ist A :=|k, co[. Also ergibt sich

T2 ~ £(8,,,m,n—m) mit Oy =mnlp— o)== pg) (20)

o

q4(p) =P, (¢p=1)
=P, (T? € ]k, o)
=P, (T2 > k) (21)
=1-P, (T2 <k)

=1-F(vk;d,,m,m—n).
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beispiele

1. X 1.
m:=2,n:=15%:= 000 s Mg = 0
0.0 1.0 1.0

(). k=4 (). k=6
2.0
15
S1.0
05
0.0 o
00 05 1.0 15 20 00 05 10 15 20 00 05 1.0 15 20
M1 Hi H
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Modellevaluation | (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beispiele

0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20
Hy M1 Ha
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Definition (Level-ay-Test, Signifikanzlevel oy, Testumfang )
qg sei die Testgiitefunktion eines Tests ¢ und es sei g € [0, 1]. Dann heiBt ein Test ¢, fiir den gilt, dass

q4(0) < a fiir alle 0 € ©g (22)
ein Level-ay-Test und man sagt, dass der Test das Signifikanzlevel oy hat. Die Zahl

o= ;2%}5 q4(0) €10,1] (23)

heiBt der Testumfang von ¢.
Bemerkungen

® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.
® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-ay-Test, wenn o < o gilt.
® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass a = g, (6p) = [PGO (p=1).
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-cy-Test mit Testumfang o,

wenn der kritische Wert definiert ist durch

ko‘o =v P (11— Qg;m,n—m) (24)

wobei v := (n —m)/((n — 1)m) und F~1(-;m,n —m) die inverse KVF der f-Verteilung mit Frei-
heitsgradparametern m und n —m ist.
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cvp-Test ist, muss bekanntlich gy (p) < o fir alle p € {ug}, also hier
Q¢WO) < ag gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch a = max,e(ug} qg (), also hier
durch a = (]¢(/L0) gegeben. Wir missen also zeigen, dass die Wahl von kao garantiert, dass ¢ ein Level-a-Test

mit Testumfang o ist. Dazu merken wird zunachst an, dass fiir u = pq gilt, dass
qg(po) =1~ F(Vk;&MOA,mA,n —m)=1—F(vk;0,m,n—m)=1— F(vk;ym,n—m) (25)

wobei F'(vk; 6, m,n —m) und F(vk; m,n —m) die KVF der nichtzentralen f-Verteilung mit Nichtzentralititspa-
rameter § und Freiheitsgradparametern m und n — m sowie der f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern m und

n — m, respektive, bezeichnen. Sei nun also k := kD‘O' Dann gilt
4 (o) =1 = F(vkqy;m,n—m)
=1—-F (uu’lF’l (1-ag;m,n—m);m,n— m)
(26)
= lfF(F"1 (lfao;m,nfm);m,nfm)
=1-—(1—ag) =ag.

Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von k = kao , 46 (o) < g ist der betrachtete Test somit ein Level-crg-Test
ist. Weiterhin folgt direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = k"‘O gleich o ist.
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Wahl von k= vUFH (1 — agym,n —m) mit m = 2,n = 15 und q = 0.05

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

P(?) =F(v&m,n-m)

1-0ag S

o

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
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Modellevaluation | (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz T = (’Ul ’Un) eine Realisation von
V1, ..y Uy ~ N(p, X) mit unbekannten Parametern 1 € R™ und ¥ € R™ ™ pd ist.
® Man méchte entscheiden ob fiir ein i, € R™ eher H : = pg oder Hy : pu # pug zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzlevel o, und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhéangigen kritischen Wert kao' Zum Beispiel gilt bei Wahl von a4 = 0.05,m = 2 und
n = 15, also Freiheitsgradparametern 2 und 13, dass kg o5 = v ' F~1(1 —0.05;2,13) ~ 8.2.

® Anhand von m,n,uy,v und C berechnet man die Realisierung der Einstichproben-T2-
Teststatistik
T2 := (0 — pig)TC (0 — pg) (27
® Wenn T2 groBer als k“o ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in hochstens «j - 100 von 100 Fallen
die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Modellevaluation | (4) p-Wert

Theorem (p-Wert)
Fiir den p-Wert den Einstichproben-T2-Test gilt

p-Wert =P (T?% > t?) =1— F(vt?;m,n —m). (28)

Bemerkungen

Wir erinnern daran, dass per Definition der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel « ist, bei welchem man die Nullhy-
pothese basierend auf einem vorliegenden Wert der Teststatistik ablehnen wiirde. Zum Beispiel ergeben sich

® Bei m =2 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 7.00 zu 0.071
® Bei m =2 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 9.00 zu 0.040
® Bei m =2 und n = 99 der p-Wert fiir t2 =7.00 zu 0.035
® Bei m =4 und n = 15 der p-Wert fiir t2 = 7.00 zu 0.304
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Modellevaluation | (4) p-Wert

Beweis

Bei einem beobachteten Wert t2 der Einstichproben-T2-Teststatistik T2 wiirde H fiir jedes g mit
t2 > 1 F’l(l — ag;m,n —m) abgelehnt werden. Fiir diese o gilt, wie unten gezeigt

ag > P (T2 > t2) (29)
Das kleinste g € [0, 1] mit ag > P (T2 > tz) ist dann oy = IP(T2 > tz), also folgt
p-Wert :[F‘<T2 2t2) =1—Fwt*;m,n—m). (30)
Es bleibt zu zeigen, dass gilt
t2 > v F N1 —ag;m,n—m)
s vt > F 11— ayg;m,n—m) (31)
s ag >P (T2 >1¢2).
Dies aber folgt aus
t2> v F (1 —ag;m,n—m)
vt? > F71(1 - ag;m,n —m)
Fwt?;m,n—m)>F (F’l (1—ag;m,n—m);m,n— 'm)
Fwt?;myn—m)>1—ag 42
P(T2<t?)>1—-q

ag>1-P (T2 <),
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion
gy R™ = [0,1], = g4 (p) := 1 — F(vk; 3, myn —m) (33)
bei kontrolliertem Testumfang, also fiir
ko o= v P (1 — ag;myn —m) (34)
mit festem ¢ als Funktion des Nichtzentralitatsparameters und des Stichprobenumfangs. Na-

mentlich hangt hier k, = auch von n ab.
Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
i RxN=0,1],(6,,n) = m(6,,n) :== 1 — F(vkyy;0,,m,n—m) (35)

Bei festgelegtem o hingt die Powerfunktion des Einstichproben-T2-Tests also vom unbekannten
Wert 6/,, von der Datendimensionalitdt m und von der StichprobengroBe n ab. Wir evaluieren und
visualisieren diese Abhéngigkeiten untenstehend.
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

alpha_0=0.05, m=4

alpha_0 =0.05, m=2
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen
Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhéhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.

Die Powerfunktion hingt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert 6, = n(u — ,uO)TE’l(u — f1g) ab.

= Wenn man 6# schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzlevel o fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert &}, den man mit m(J,,,n) = B detektieren mochte.
® Ein konventioneller Wert ist 3 = 0.8.

® Man liest die fiir w(5,, = d},,n) = B nétige StichprobengroBe n ab.
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Modellevaluation | (5) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

(8, =12, n) fiir 6 =0.05, po=0
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Praktisches Vorgehen

D = read.csv("./5_Daten/5_Einstichproben_T2_Tests.csv")
Y rbind(D$y_1i, D$y_2i)

m nrow(Y)

n ncol(Y)

nu (n-m)/ (m*(n-1))

mu_0 matrix(c(30,3.5) , nrow = 2)

alpha 0 = 0.05

(1/nu) *qf (1-alpha_0,m,n-m)
matrix(rep(1,n), nrow = n)
diag(n)

= matrix(rep(1,n°2), nrow = n)
(1/n)*(Y %*% j_n)

a
u

(1/(@-1))*(Y %% (I_n-(1/n)*J_n) %*% t(¥))
T2 = n*t(y_bar - mu_0) %*% solve(C) %*% (y_bar - mu_0)
if (T2 > k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0}

P =1 - pf(nu*T2,m,n-m)
cat ("Y_bar y_bar,
"\nC B
"\nT"2 T2,
"\nalpha_0 alpha_0,
"\nk k_alpha_0,
"\nphi phi,
"\np =", p)
Y_bar = 26.25615 2.991039
C = 38.8981 3.549813 3.549813 1.972143
T2 = 7.546368
alpha_ 0 = 0.05
k = 7.504065
phi =1
P = 0.04928746

Datensatzeinlesen

Datenmatrix

Dimensionalitét der Zufallsvektoren/Daten
Anzahl der Datenpunkte

Parameter

HO Hypothesenparameter ("Normwert")
Signifikanzlevel

kritischer Wert

in

I_n

1_{on}

Stichprobenmittel
Stichprobenkovarianzmatrix
Einstichproben-T"2-Statistik

Test 1_{T"2 >= k_alpha_0}

p-Wert

Ausgabe

I
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Anwendungsbeispiel

Black-Box-Verfahren

library (MVTests)
D = read.csv("./5_Daten/5_Einstichproben_T2_Tests.csv")
Y = rbind(D$y_1i, D$y_2i)
mu_0 = matrix(c(30,3.5) , nrow = 2)
alpha 0 = 0.05
phi = OneSampleHT2(t(Y), mu_0, alpha_0)
cat("Y_bar =" , phi$Descriptivel2,],
"\nT"2 Phi$HT2,
"\nalpha_0 = ", phi$alpha,
"\np = ", phi$p.value)
Y_bar = 26.25615 2.991039
T2 = 7.546368
alpha 0 = 0.05
P = 0.04928746

R Paket

Datensatzeinlesen

Datenmatrix

HO Hypothesenparameter ("Normwert")
Signifikanzlevel

Einstichproben-T"2-Test

# % % # o H o

Ausgabe
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Anwendungsszenario

Modellformulierung und Modellschatzung

Modellevaluation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Beschreiben Sie das Anwendungsszenario fiir einen Einstichproben—Tz—Test.

2. Geben Sie die Definition des Einstichproben-Tz-Test Modells wieder

3. Geben Sie die Definition der Einstichproben-TZ-Teststatistik wieder.

4. Erlautern Sie, wann die Einstichproben—Tz—Teststatistik hohe Werte annimmt.

5. Geben Sie das Theorem zu WDF und KDF der Einstichproben-T2-Teststatistik wieder.
6. Geben Sie das Theorem zur Testumfangkontrolle eins Einstichproben-T2-Tests wieder.

7. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei der Durchfiihrung eines EinstichprobenfTZ—Tests.
8. Geben Sie das Theorem zum p-Wert eines Einstichproben—Tszest an und erlautern Sie die Komponenten des

entsprechenden Ausdrucks.
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