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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition (Eigenvektor, Eigenwert)
A € R™*™ sei eine quadratische Matrix. Dann heiBt jeder Vektor v € R™, v # 0,,,, fiir den gilt, dass
Av = v (1)
mit A € R ein Eigenvektor von A. A heiBt zugehdriger Eigenwert von A.
Bemerkungen
® Ein Eigenvektor v von A wird durch A mit einem Faktor \ verlangert.

® Jeder Eigenvektor hat einen zugehérigen Eigenwert.

® Die Eigenwerte verschiedener Eigenvektoren kénnen identisch sein.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Multiplikativitit von Eigenvektoren)

A € R™*™ sej eine quadratische Matrix. Wenn v € R™ Eigenvektor von A mit Eigenwert A € R ist,
dann ist fiir ¢ € R auch cv € R™ Eigenvektor von A und zwar wiederum mit Eigenwert A € R.

Beweis

Es gilt
Av =X v & cAv=clv e A(cv) = A(ew) (2)

Also ist cv ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A.

Konvention

Wir betrachten im Folgenden nur Eigenvektoren mit v = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Visualisierung eines Eigenvektors

2 1 1 1
Fir A := ist vi= = Eigenvektor zum Eigenwert A = 3, w := ist kein Eigenvektor.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren)

A € R™*™ sej eine quadratische Matrix. Dann ergeben sich die Eigenwerte von A als die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

Xa(A) == [A=AL,| (3
von A. Weiterhin seien A;,i = 1,2,... die auf diese Weise bestimmten Eigenwerte von A. Die

entsprechenden Eigenvektoren v;,7 = 1,2,... von A kénnen dann durch Lésen der linearen Gle-
ichungssysteme

(A= XL, )v; =0, firi=1,2,... (4)
bestimmt werden.
Bemerkungen
® Fiir kleine Matrizen mit m < 3 koénnen Eigenwerte und Eigenvektoren manuell bestimmt werden.

® Bei groBen Matrizen werden Eigenwerte und Eigenvektor im Allgemeinen numerisch bestimmt.
® R's eigen(), Scipy’s linalg.eig(), Matlab’s eig().
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beweis
(1) Bestimmen von Eigenwerten
Wir halten zunichst fest, dass mit der Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten gilt, dass
Av= v Av—Av=0,, & (A—A,,)v=0,,. (5)

Fiir den Eigenwert X\ wird der Eigenvektor v also durch (A — A1,,,) auf den Nullvektor 0,,, abgebildet. Weil aber per
Definition v # 0,,, gilt, ist die Matrix (A — AI,,,) somit nicht invertierbar: sowohl der Nullvektor als auch v werden
durch A auf 0,,, abgebildet, die lineare Abbildung

FiR™ S R™ 25 (A— A)w (6)

ist also nicht bijektiv, und (A — )\Im)71 kann nicht existieren. Die Tatsache, dass (A — AI,,,) nicht invertierbar ist,
ist aber dquivalent dazu, dass die Determinante von (A — AI,,,) Null ist. Also ist

Xa\) = A=A, [=0 ™
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass A ein Eigenwert von A ist.
(2) Bestimmen von Eigenvektoren
Es sei A\ ein Eigenwert von A. Dann gilt mit den obigen Uberlegungen, dass Auflésen von
(A= N L,)v) =0, ®)

nach 'u;f einen Eigenvektor zum Eigenwert A* ergibt.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel
Es sei
2 1
A= 9)
1 2
Wir wollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A bestimmen.

(1) Berechnen von Eigenwerten
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A.

Das charakteristische Polynom von A ergibt als

2 1 A0 22 1 .
xa(A) = ( )*( ) = ( ) =(2-M)?-1 (10)
1 2 0 A 12—

Nullsetzen und Auflésen nach X ergibt mit der pg-Formel
(2=A)2—1=0=X; =3, A =1. (11)

Die Eigenwerte von A sind also Ay =3 und Ay = 1.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische_Gleichung

Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel (fortgefiihrt)
(2) Berechnen von Eigenvektoren

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay = 3 und Ay = 1 ergeben sich durch Lésen der linearen Gleichungssysteme
(A—X;Ip)v; =0y fiir i =1,2. (12)

Fiir A\ = 3 ergibt sich

-1 1 vy 0 1 1
(A—=3I)vy =05 & Ll = Sv; = — ist eine Lésung. (13)
1 -1) \uy, 0 v2 \1

Fpr Ay = 1 ergibt sich

1 1 1 0 -1
(A—1I3)vg =0g & e = vy = =N ist eine Losung. (14)
1 1) \vy, 0 V2

Weiterhin gilt vTvz =0 und [|v1]| = ||Jva]| = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Eigenwerte positiv semidefiniter und positiv definiter Matrizen)

(1) C € R™*™ sei eine positiv semidefinite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' nicht-negativ.

(2) C € R™*™ seij eine positiv definite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' positiv.

Beweis

(1) Mit der Definition von Eigenvektor und Eigenwert einer quadratischen Matrix gilt fiir jeden Eigenwert A und

zugehérigen Eigenvektor € R, # 0,,
Cz=Xx o 2TCe=aT(\x)=raTa. (15)
Mit der positiven Semidefinitheit von C und =Tz > 0 fiir alle z € R™ mit x # 0,,, gilt dann aber
zZ'Ccz>0e aTz>0=A>0. (16)
Also ist jeder Eigenwert von C' nichtnegativ.

(2) Der Beweis erfolgt analog zu (1) unter Ersetzung von > durch >.

Bemerkungen

® Die Eigenwertnichtnegativitdt wird manchmal auch zur Definition der positiven Semidefinitheit genutzt.
® Die Eigenwertpositivitat wird manchmal auch zur Definition der positiven Definitheit genutzt.
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen)
S € R™M*™ sej eine symmetrische Matrix. Dann gelten
(1) Die Eigenwerte von S sind reell.

(2) Die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten von S sind orthogonal.

Bemerkung

® In nachfolgendem Beweis setzen wir die Tatsache dass eine symmetrische m reelle Eigenwerte hat als gegeben
voraus und zeigen lediglich, dass die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen
Matrix orthogonal sind. Ein vollstandiger Beweis des Theorems findet sich in Strang (2009), Kapitel 6.4.

® Da wir als Eigenvektoren nur Eigenvektoren der Lange 1 betrachten, sind die hier angesprochenen orthogonalen
Eigenvektoren insbesondere auch orthonormal.
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Orthonormalzerlegung

Beweis

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit seien A; und A; mit 1 <4, j < mund A; + Aj zwei verschiedenen Eigenwerte
von S mit zugehérigen Eigenvektoren g; und qj, respektive. Dann ergibt sich wie unten gezeigt, dass

Nalqy =il q;. (17)

Mit gq; # 0,,, q; # 0,, und \; # )‘j folgt damit qiTq]- = 0, weil weil es keine andere Zahl c als die Null gibt, fiir
die bei a,b € R und a # b gilt, dass

ac = bc. (18)
Um
Aidl a5 = Aja] qj- (19)
zu zeigen, halten wir zunichst fest, dass
Sq; = Nq; = (Sq)T = (Na)T & qF' ST =gl AT & q7'S = qI'x;  q'Sq; = Nql'q; (20)
und
Sqj = Ajaj = qf Sq; = A4} g @1

gelten. Sowohl )\iqquj als auch )\jq;rqj sind also mit q;quj und damit auch miteinander identisch.
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Orthonormale Zerlegung einer symmetrischen Matrix)

S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix mit m verschiedenen Eigenwerten. Dann kannn S geschrieben werden als
S =QAQ", (22)

wobei @@ € R™*™ eine orthogonale Matrix ist und A € R"*™ eine Diagonalmatrix ist.

Beweis

Es seien A\| > Ay > .- > A, die der GroBe nach geordneten Eigenwerte von S und gy, qs, -.., g, seien die jeweils
zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren. Mit

Q= (ql qp q,m> € R™*™ ynd A := diag (/\1, Agyny )\m) € Rmxm (23)
folgt dann mit den Definitionen von Eigenwerten und Eigenvektoren zunichst, dass
Sq; =XNg; firi=1,...,m & SQ = QA. (24)
Rechtseitige Multiplikation mit QT ergibt dann mit QQT = I,,, dass

SQQT = QAQT & SI,, = QAQT = S = QAQT. (25)

Bemerkungen
* S= QAQT heiBt auch Diagonalisierung von S.

® Man wahlt man als Diagonalelemente von A die der GréBe nach geordneten Eigenwerte von S.
® Man wahlt man als Spalten von Q die zugehérigen orthonormalen Eigenvektoren von S.
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Orthonormalzerlegung

Beispiel (fortgefiihrt)

Fiir die symmetrische Matrix

A= (f ;) (26)
mit den oben bestimmten Eigenwerten A; = 3, Ay = 1 und zugehérigen orthonormalen Eigenvektoren
w5 ()0
seien
Q:=(v; wy) und A =diag(Aq, Ag). (28)
Dann ergibt sich

QAQT = (v wp)diag(Ar, Ag) (v wa)
A0 )6 DGO )
G &G )

Il
e L
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Spur und Determinante einer symmetrischen Matrix)

S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix mit verschiedenden Eigenwerten A1, ..., A,,,. Dann gelten
m m
S| =] X und tr(S) =" N, (29)
=1 i=1
Beweis

Mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigenwerten gilt, dass
S| = 1QAQT| (30)

wobei Q € R™*"™ eine orthogonale Matrix und A € R”**™ die Diagonalmatrix der m verschiedenen Eigenwerte
von S ist. Mit dem Determinantenmultiplikationssatz, der Determinanteneigenschaft von orthogonalen Matrizen und
der Tatsache, dass die Determinante einer Diagonalmatrix dem Produkt ihrer Diagonalelemente entspricht, gilt dann
weiterhin

m
1] = 1QAQT | = QIAIQT| = Al = [T M- (1)
i=1
Wiederrum mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigenwerten gilt, dass
tr(S) =tr (QAQT). (32)

Mit der zyklischen Permutationsinvarianz der Spur, der Inversionseigenschaft orthogonaler Matrizen und der Definition
der Spur gilt dann weiterhin

() =tr (QAQT) =tr (QTQA) =tr(A) =D A, (33)

i=1
O
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Singuldrwertzerlegung

Definition (Singularwertzerlegung)

Y € R™*" sei eine Matrix. Dann heiBt die Zerlegung
Y =USVT, (34)

wobei U € R™*™ eine orthogonale Matrix ist, S € R™*" eine Diagonalmatrix ist und V € R™*™
eine orthogonale Matrix ist, Singuldrwertzerlegung (Singular Value Decomposition (SVD)) von Y.
Die Diagonalelemente von S heiBen die Singuldrwerte von Y.

Bemerkungen

® Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Singulirwertzerlegung siehe z.B. Strang (2009), Kapitel 7.
® Singularwertzerlegungen kénnen in R mit svd() berechnet werden.
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Singuldrwertzerlegung

Theorem (Singularwertzerlegung und Eigenanalyse)

Y € R"™*" sei eine Matrix und
Yy =UsvT (35)

sei ihre Singulirwertzerlegung. Dann gilt:
® Die Spalten von U sind die Eigenvektoren von YY7,
® die Spalten von V sind die Eigenvektoren von Y7Y und

® die entsprechenden Singularwerte sind die Quadratwurzeln der zugehérigen Eigenwerte.

Bemerkung

® Singuldrwertzerlegung und Eigenanalyse sind eng verwandt.
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Singuldrwertzerlegung

Beweis
Wir halten zunichst fest, dass mit
T T
(vyT)" =yyTund (YTy) =vTy (36)

YYT und YTY symmetrische Matrizen sind und somit Orthornomalzerlegungen haben. Wir halten weiterhin fest,
dass mit VIV =1, UTU = I, gilt, dass

T
vyT =usvT (usvT) =vusvTvsTuT =ussTuT = UAyUT, (37)
wobei wir Ay := SST definiert haben und
vTy = (usvT) vsvT =vsTuTusvT = vAyvT, (38)

wobei wir Ay = ST S definiert haben. Weil das Produkt von Diagonalmatrizen wieder eine Diagonalmatrix ist, sind
Ay und Ay Diagonalmatrizen und per Definition sind U und V orthogonale Matrizen. Wir haben also Y'Y und
YTY also in Form der Orthonormalzerlegungen

YYT =UAyUT und YTY = VA, VT (39)

geschrieben, wobei fiir die Diagonalelemente von Ay und Ay, gilt, dass sie die quadrierten Werte der Diagonalemente

von S sind. Damit folgen die Aussagen des Theorems direkt. m}
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition eines Eigenvektors und eines Eigenwertes einer quadratischen Matrix wieder.

2. Geben Sie das Theorem zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren wieder.

3. Geben Sie das Theorem zu den Eigenwerten und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen wieder.

4. Geben Sie das Theorem zur orthonormalen Zerlegung einer symmetrischen Matrix wieder.

5. Geben Sie die Definition einer Singularwertzerlegung wieder.

6. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von Singuladrwertzerlegung und Eigenanalyse wieder.
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