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(1) Matrizen



Motivation

Matrizen sind die Worte der Sprache der multivariaten Datenanalyse.
Vektoren sind spezielle Matrizen.

Matrizen kénnen als Tabellen der Datenreprasentation dienen.
Matrizen kénnen lineare Abbildungen reprasentieren.

Matrizen kénnen Vektorrdume reprasentieren.

Ein sicherer Umgang mit Matrizen ist fir

das Verstandnis multivariater Verfahren unverzichtbar.
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Definition

Definition (Matrix)

Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, die wie folgt bezeichnet wird

Bemerkungen

a1

(7]

An2

A1m

Aom
= (a, . .
: ( ’J)lgigw,, 1<j=m

Apm

® Matrizen bestehen aus Zeilen (rows) und Spalten (columns).

® Die Matrixeintrage a;j werden mit einem Zeilenindex i und einem Spaltenindex j indiziert.

® Zum Beispiel gilt fir A :=

© O 00 N

NN

= O wt wm

, dass azg = 4.

N O O N
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Definition

Bemerkungen (fortgefiihrt)

3

3

Die GréBe oder Dimension einer Matrix ergibt sich aus der Anzahl ihrer Zeilen n € N und Spalten m € N.
Matrizen mit n = m heiBen quadratische Matrizen.

In der Folge bendtigen wir nur Matrizen mit reellen Eintragen, also a;j € RVi=1,...,n,j=1,...,m.
Wir nennen die Matrizen mit reellen Eintrage reelle Matrizen.

Die Menge der reellen Matrizen mit m Zeilen und m Spalten bezeichnen wir mit R"*"

Aus dem Ausdruck A € R2*3 lesen wir ab, dass A eine reelle Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten ist.
Wir identifizieren die Menge RYXL mit der Menge R.

Wir identifizieren die Menge R”*1 mit der Menge R”™.

Reelle Matrizen mit einer Spalte und n Zeilen sind also dasselbe wie n-dimensionale reelle Vektoren.
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Operationen

Matrixoperationen

Man kann mit Matrizen rechnen.

In der Folge betrachten wir folgende grundlegende Matrixoperationen

® Addition und Subtraktion von Matrizen gleicher GréBe (Matrixaddition und Matrixsubtraktion)
® Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (Skalarmultiplikation)

® Vertauschen der Zeilen- und Spaltenanordnung (Matrixtransposition)

® Multiplikation einer Matrix mit einer passenden zweiten Matrix (Matrixmultiplikation)

® “Teilen” durch eine Matrix (Matrixinversion)
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Operationen

Definition (Matrixaddition)

Es seien A, B € R™"*™. Dann ist die Addition von A und B definiert als die Abbildung

4 : RMXM  RrXm _y RnXm (4 B) s +(A, B):= A+ B )
mit
ain aip v Ay bin bz o by
A+B— |t o2 v e | |ba b o b
anl an2 Anm bn1 b2 bpm
(3)
aj; +byy ajp+bia v iy, +biy
_ | @21 +bar aga by o agm +boy
any +bpy ap2 +bpa “t o Gpm t b,
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen miteinander addiert werden.

® Die Addition zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Definition (Matrixsubtraktion)

Es seien A, B € R™"*". Dann ist die Subtraktion von A und B definiert als die Abbildung

— : RnXM  RrXmM _ RnXm (4 B) —(A,B):=A—B (4)
mit
ain aip v Ay bin bz o by
A_p- |1 a2 v aym | by by o by
anl an2 Anm bn1 b2 bpm
(5)
aj; —byy ajp—bia - ayy, —bipy
_ | @21 —ba1r  aza—byy o agm —bapy
apy —bpy ap2 —bpa P
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kdnnen voneinander subtrahiert werden.

® Die Subktration zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel

Es seien A, B € R2*3 definiert als

2 -3 0 4 1 0
A= und B := . (6)
1 6 5 -4 2 0

Da A und B gleich groB sind, kdnnen wir sie addieren

C—A4+B= 2 -3 0 i 4 1 0
1 6 5 -4 2 0

2+4 —-3+1 0+0 @
6+2 540
und voneinander subtrahieren
DeA_B< 2 B 4 1 0
1 —4 2 0
2— —-3-1 0-0
(®)
1+4 6-2 5-0
0
5]
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Operationen

Definition (Skalarmultiplikation)

Es sei ¢ € R ein Skalar und A € R™*™ . Dann ist die Skalarmultiplikation von ¢ und A definiert als die Abbildung

iR X R 5 R (¢, A) b (¢, A) i=cA 9)
mit
ary a2 vt A1 Caih @@y vt Cam
eAmc|® 2 am|_em cem e (10
anl [e2%%)) Apm Cany CQpo CQypym,
Bemerkungen

® Die Skalarmultiplikation ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel
Es seiein ¢ := —3 und A € R**3 definiert als
3 1 1
5 2 5
A= (11)
2 7 1
3 4 2
Dann ergibt sich
3 1 1 -3-3 =31 —3-1 -9 -3 -3
5 2 5 —-3-5 —3-2 -3-5 —15 —6 —15
B:i=cA=-3 = = . (12)
2 7 1 —-3-2 —3-7 -3-1 —6 —21 -3
3 4 2 -3-3 -3-4 -3-2 -9 12 —6
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Operationen

Theorem (Vektorraum R™™)

Das Tripel (R™*™ +,-) mit der oben definierten Matrixaddition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum. Ins-
besondere gelten also fiir A, B,C € R"*™ und r, s,t € R folgende Rechenregeln:

(1) Kommutativitat der Addition A+B=B+A

(2) Assoziativitit der Addition (A+B)+C=A+(B+0C)

(3) Existenz eines neutralen Elements der Addition JOER™ ™ mit A+0=0+A=A.

(4) Existenz inverser Elemente der Addition VA3 —Amit A+ (—A)=0.

(5) Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation J1eRmitl-A=A.

(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation ro(s-t)=(r-s)-t.

(7) Distributivitit hinsichtlich der Matrixaddition r-(A+B)=r-A+7r-B.

(8) Distributivitit hinsichtlich der Skalaraddition (r+s)-A=r-A+s-A.
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Der Beweis ergibt sich mit dem elementweisen Charakter von +, —, - und den Rechenregeln in (R, +, ).
Das neutrale Element der Addition heiBt Nullmatrix; wir schreiben 0,,,, := (0)1<j<p,1<j<m Mit 0 € R.

Die inversen Elemente der Addition sind durch —A := (—a;;)1<ij<n,1<j<m gegeben.

® Das neutrale Element der Skalarmultiplikation ist 1 € R.
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Operationen

Definition (Matrixtransposition)

Es sei A € R"*™ . Dann ist die Transposition von A definiert als die Abbildung

T grxm y gmxn Ay T(4) = AT (13)
mit
T
a11 ai2 a1m a1l a1 anl
AT — ﬂ?l a.22 fl2lm ,: (1?2 ﬂ'22 ar'ﬂ (14)
Apl  Gp2 v Gnp A1m  32m " Amp
Bemerkungen

® Die Matrixtransposition “vertauscht” Zeilen und Spalten.
® Fiir A € R™™ gilt immer AT € R™*™,

® Fir A e R1! gilt immer AT = A.

® Es gilt (AT)T =A.

. 9 T
. - . = (a;; .
Es gilt (a’”)lgzgmln(n,m) (a’“)lgigmln(n,m)
® Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen einer Matrix bleiben bei Transposition also unberiihrt.
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Operationen

Beispiel

Es sei A € R2*3 definiert durch

2 3 0
A= (1 . 5)7 (15)

Dann gilt AT € R**? und speziell

2 1
AT =13 ¢6]. (16)
0 5

Weiterhin gilt offenbar min(m,n) = 2 und folglich

(ay) = (ay)” und (agy) = (a5)" - (17)
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Operationen

Definition (Matrixmultiplikation)

Es seien A € R ™ und B € R"*K_Dann ist die Matrixmultiplikation von A und B definiert als die Abbildung

S RPXT x RXE  RPXE (A, B) 5 (A, B) == AB (18)
mit
a;; ap v Gy by b o by
AB_ | %2 - am by b by
anl An2 Apm b1 b2 bk
m m m
Yisiatibin  Xi_qaibie o X1 abik (19)
m m m
| Zicga2iba Xl azibie 0 X agibik
m m m
21:1 anibi1 Zizl anibin Eizl Apibig

m
= | 2 ajiba
=i 1<j<n,1<I<k
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Operationen

Bemerkungen

® Das Matrixprodukt AB ist nur dann definiert, wenn A genau so viele Spalten hat wie B Zeilen.
® Informell gilt fiir die beteiligten MatrixgréBen immer (n x m)(m x k) = (n x k).

® In AB ist (AB)U die Summe der multiplizierten iten Zeilen von A und jten Spalten von B.

® Zum Berechnen von (AB),; fir 1 <i <n,1<j <k geht man also wie folgt vor:

1. Man legt in Gedanken die Tranposition der iten Zeile von A {iber die jte Spalte von B.

2. Weil A genau m Spalten hat und B genau m Zeilen hat, gibt es zu jedem Element der

Zeile aus A ein korrespondierendes Element in der Spalte von B.

3. Man multipliziert die korrespondierenden Elemente miteinander.
4. Die Summe dieser Produkte ist dann der Eintrag mit Index ij in AB.

® Die Multiplikation von Matrizen ist im Allgemeinen nicht kommutativ (also meist AB # BA).
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Operationen

Beispiel

A € R?*3 und B € R3*? seien definiert als

2 3 0 42
A= und B:=] -1 0]. (20)
1 6 5

Wir wollen C := AB und D := BA berechnen.
Mit n = 2,m = 3 und k = 2 wissen wir schon, dass C' € R?*? und D € R3>*3, weil
(2x3)(3x2)=(2x2) (21)

und
(3x2)(2x3)=(3x3) (22)
Es gilt hier also sicher AB #+ BA.
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum einen

C=AB

(-1)+0-1

1- 4+6 (-1)+5-1

8+3+0 44040

4—6+5 2+0+15
11
3

(23)

2:24(=3)-040-3
1-246-04+5-3
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum anderen

D =BA

4-242-1 4-(=3)+2-6 4.042-5
=|(=1)-240-1 (=1)-(=3)+0-6 (—=1)-0+40-5
1-243-1 1-(=3)+3-6 1-0+3-5 (24)
8+2 —12412 045
=|-2+0 340 040
243  —3+18 0+15
10 0 10
=l-2 3 o0
5 15 15
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Skalarprodukt)
Es seien z,y € R™. Dann gilt
(z,y) = 2Ty, (25)
Weiterhin seien fiir A € R"*™ firi =1,...,n
a; = (aj;)1<j<m € R™ (26)

die Spalten von AT und fiir B e R™*F fiiri=1,...,k

bj = (bij)1<j<m € R™ @7
die Spalten von B, also
AT =(a; ay  @,)€R™Mund B=(by by - by)eR™k (28)
Dann gilt
AB = ((a;,b;)) P (29)
Bemerkungen

® Der Eintrag (AB)U enstpricht dem Skalarprodukt von iter Spalte von AT und jter Spalte von B.
® Die erste Aussage folgt mit der Identifikation von R” = R™*1

® Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis.
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Transposition)
Es seien A € R™*" und B € R"**_ Dann gilt

(AB)T = BT AT, (30)

Beweis

T
m
(Z a;‘ibil> )
=1 1<j<n,1<i<k

i=1 ) 1<i<k,1<j<n (31)

=1 1<j<k,1<l<n
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Operationen

Motivation fiir Begriff der Inversen einer quadratischen Matrix

3

Es seien A € R™*" z € R™ und b € R, A und b seien als bekannt vorausgesetzt, = sei unbekannt.

1 2 5
Zum Beispiel sei A := und b :=
3 4 11

1 2 T 5 1z +2x9 =5
In diesem Fall gilt Az =b < = <
3 4) \zy 11 3y +4zy =11

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

Wir stellen uns vor, dass wissen méchten, fiir welche(s) = das LGS erfiillt ist.

Wiren A =a € R, z € Rund b € R, also ax = b gegeben so wiirden mit dem multiplikativem Inversen von a

multiplizieren, also dem Wert, der mit a multipliziert 1 ergibt und durch a1l = % gegeben ist.

1 b

a

Dann wiirde nimlich gelten az =b < a laz=a lbsl.-2=a bz =

Konkret etwa 2z = 6 < 2 120 = 2716 & %2:1: —l6sz=3

Analog méchte mit dem multiplikativen Inversen A1 von A multiplizieren kénnen, sodass “A~1A4 = 1"

Dann hitte man namlich Az =be A Az =A"lbsaz=A"1p

Die Idee des multiplikativen Inversen wird im folgenden als Inverse eine quadratischen Matrix formalisiert.
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Operationen

Definition (Einheitsmatrix)

Die Matrix
1 0 — 0
I, = (aij)1<i<n,1<j<n ERP M= 0 (32)

mit a;; =1 fiir i = j und a;; = 0 fiir ¢ + j heiBt n-dimensionale Einheitsmatrix.

® [, wird in R mit dem Befehl diag(n) erzeugt.

Theorem (Neutrales Element der Matrixmultiplikation)
I,, ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation, d.h. es gilt fir A € R"*", dass

I,A=Aund AL, = A. (33)

Beweis
Essei B=(b;;) =I,A€R" ™ Danngiltfirallel<i<nundallel<j<n

dij=0-a1;+0-ag;++0-a; 1 ;+1-a;;+++0 a;11;+0 a,;=a; (34)

und analog fiir AL, . m}
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Operationen

Definition (Invertierbare Matrix und inverse Matrix)

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heiBt invertierbar, wenn es eine quadratische Matrix A~ € R"*"
gibt, so dass
ATA=AAT =1, (35)

ist. Die Matrix A~! heiBt die inverse Matrix von A.

Bemerkungen

Invertierbarkeit und inverse Matrizen beziehen sich nur auf quadratische Matrizen.
® Inverse Matrizen heiBen auch einfach Inverse.

® Quadratische Matrizen kénnen, miissen aber nicht invertierbar sein.

® Nicht invertierbare Matrizen nennt man singuldre Matrizen

® FirA=acR> gt A=l =1,

® Die Definition sagt nur aus, was eine inverse Matrix ist, nicht wie man sie berechnet.
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Operationen

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2.0 1.0
3.0 4.0

2.0 1.0 08 -02) (1 o0\ [ 08 -02)(20 10 (36)
3.0 4.0) \-0.6 04) \o 1) \-o06 04)\3.0 4.0)’

wovon man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.

Die Matrix A =
—0.6 0.4

0.8 —0.2
) ist invertierbar mit inverser Matrix A~! = < ), denn

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

1

Die Matrix B =
0

0 b
0) ist nicht invertierbar, denn wiare B invertierbar, dann gébe es (a d> mit
c

boo) a6 o)) @

Das wiirde aber bedeuten, dass 0 = 1 in R und das ist ein Widerspruch. Also kann B nicht invertierbar sein.
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Operationen

Berechnen inverser Matrizen

2 x 2 bis etwa 5 x 5 Matrizen kann man prinzipiell per Hand invertieren.
Dazu lernt man im BSc Mathematik verschiedene Verfahren.

Wir verzichten auf eine Einfiihrung in die Matrizeninvertierung per Hand.
Ein kurzes (30 min) Erklarvideo findet sich hier.

In der Anwendung werden Matrizen standardmaBig numerisch invertiert.
Matrixinversion ist ein weites Feld in der numerischen Mathematik.

Es gibt sehr viele Algorithmen zur Invertierung invertierbarer Matrizen.

In R berechnet man inverse Matrizen fiir gewdhnlich mit solve.
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Determinanten

Definition (Determinante)

Fir A = (aj;)1<i jon € R™™ mit n > 1 sei A;; € R™~1X7—1 die Matrix, die aus A durch Entfernen der iten
Zeile und der jten Spalte entsteht. Dann heiBt die Zahl

|A]:=a firn=1 (38)
n )
[A] =" ag;(—1)I|Aqy] fir n > 1 (39)
Jj=1
die Determinante von A.
Bemerkungen
® Fir
1 2 3
A=[4 5 6 (40)
7 8 9

ergeben sich zum Beispiel

5 6 4 6 2 3 1 3
Ay = Apy = JAg = JAgy = 41
11 (8 9) A2 (7 9> s Agy <8 9) s Agg (7 9> (41)

® Determinanten sind nichtlineare Abbildungen der Form | - | : R™"*"™ — R, A+ |A|
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Determinanten

Theorem (Determinanten von 2 X 2 und 3 x 3 Matrizen)

(1) Es sei A = (a;5)1< j<o € R¥*2. Dann gilt

[Al = a11a22 — a2 (42)
(2) Es sei A = (a5)1<;j<3 € R3*3. Dann gilt
[A] = ajyagzas3 + aja3a31 + a13a21a32 — a12a21a33 — 1123033 — A1302203] - (43)
Bemerkungen
® Fiir 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen (und nur fiir diese) gilt die Sarrusche Merkregel
“Summe der Produkte auf den Diagonalen minus Summe der Produkte auf den Gegendiagonalen”
® Bei 3 x 3 Matrizen bezieht sich die Merkregel auf das Schema
ayp a1z ayz | oapn app
as;  agy  agy | ap  ax (44)
az1  azxx azgz | az; azp
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Determinanten

Beweis
Fiir A € R2X2 gilt nach Definition

n )
|4l = )" aqj(-1iHa|ay )

i
=an (DA arg (-1 A 9
=aqyql(age)|—aqsl(agy)]
=ajjagy —ajgag;
Fiir A € R3*3 gilt nach Definition und mit der Formel fiir Determinanten von 2 x 2 Matrizen
S 1
[Al= 3 ay (-1t ]Ay
Jj=1
= a1 (-1 A+ aga ()12 A g+ aq3(-1) 1345
=ay1lA11]—ag2lAia]+ag3|A;3]
(46)

a a9y
(@2 0o

(azl a23)‘+a13 ‘(“21 u22)|

agl  asy az)  ag

=a11 (ag2a33 —aggagy) — a1z (ag1a33 —aggzagy) +ag (ag1a32 —azza31)

= aj1agagy —a1]agzagy —a12a21a33 +a12a93a31 +aj3ag) agy — a13a2203]

=ajlaggagg +a12a23a3] +a13a31a32 — 12021433 — 11023032 — 413422431 -
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Determinanten

Beispiel 1

Es seien

A= (2 1) und B := (1 0) (47)
3 4 0 0

Dann ergeben sich

|A|=2-4-1.3=8-3=5. (48)
und
|Bl|=1-0-0-0=0-—0=0. (49)
Beispiel 2
Es sei
2 0 0
C=|0 1 0 (50)
o 0 3
Dann ergibt sich
|C|=2-1-340-0-0+0-0-0-0-0-3—0-0-0-0-1-0=2-1-3=6 (51)
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Determinanten

Theorem (Rechenregeln fiir Determinanten)
(Determinantenmultiplikationssatz.) Fiir A, B € R"*" gilt
|AB| =[A||BI. (52)

(Transposition.) Fiir A € R™*™ gilt
4] = |AT]. (53)

(Inversion.) Fiir eine invertierbare Matrix A € R™*™ gilt

A1) = (54)

1
[A]
(Dreiecksmatrizen.) Fiir Matrizen A = (a;;)1<;, j<n € R"*™ mit a;; = 0 fir i > j oder a;; =0 fir j> i gilt

n
[Al =TT @i (55)
i=1

Bemerkungen
® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente unterhalb (¢ > j) oder oberhalb (j > ¢) der Diagonalen 0
® Bei I, sind alle nicht-diagonalen Elemente 0 und alle diagonalen Elemente 1, also folgt |I,,| = 1.
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Determinanten

Theorem (Invertierbarkeit und Determinante)

A € R™ " ist dann und nur dann invertierbar, wenn gilt, dass |A| # 0. Es gilt also

A ist invertierbar < |A] # 0 und A ist nicht invertierbar < |A| = 0. (56)

Beweisandeutung

Wir zeigen lediglich, dass aus der Invertierbarkeit von A folgt, dass |A| nicht null sein kann. Nehmen wir also an,

dass A invertierbar ist. Dann gibt es eine Matrix B mit AB = I,, und mit dem Determinantenmultiplikationssatz

folgt
|[AB| =|A||B| = [In| =1. (57)

Also kann |A| = 0 nicht gelten, denn sonst wére 0 = 1.
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Determinanten

Visuelle Intuition
ay,...,a, € R" seien die Spalten von A € R™*".

= | A| enstpricht dem signierten Volumen des von ay, ...,a,, € R" aufgespannten Parallelotops.

301 20 2 2
Ay = Ay = Ay =

IS

B B

s s

| |

< <2 4 <24

|

1 1

|

[ e e ™ 0

0o 1 2 3 4 0o 1 2 3 4 0 2 3 4

X1 X1 X1
|[A)]=3-2-1-1=5 |[Ay]=2-2-0-0=4 |[Az]=2-2-2-2=0
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Spur

Definition (Spur)

csei eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur von A definiert als die Zahl

tr(A) = i Do (58)
=1

Bemerkungen

® Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

® trist die Abkiirzung fiir trace.

Beispiel
Es sei
3 2 1
A=18 1 7 (59)
4 5 2
Dann gilt
tr(A)=3+1+2=6. (60)
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Spur

Theorem (Eigenschaften der Spur)

(1) (Invarianz bei Transposition) Es sei A € R™*™. Dann gilt

tr (AT) =tr(A) (61)
(2) (Linearitat) Es seien A, B € R™*"™ ¢, d € R. Dann gilt

tr(cA+dB) = ctr(A) + dtr(B) (62)

(3) (Reihenfolgeninvarianz) Es sei A € R™*™ und B € R™*". Dann gilt

tr(AB) = tr(BA). (63)
(4) (Zyklische Permutationsinvarianz) Es seien A, B, C' € R™*"™. Dann gilt

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). (64)

Bemerkung

® Eigenschaft (4) kann auf beliebig viele und multiplikationskonforme Matrizen erweitert werden.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 40



Spur

Beweis
(1) Da die Diagonalelemente von AT und A identisch sind, sind auch ihre Summen identisch.
(2) Es gilt
r(cA +dB) Z caj; + dby; = cz a; + dz b;; = ctr(A) + dtr(B). (65)

(3) Wir halten zunichst fest, dass nach Definition der Matrixmultiplikation, die Diagonalelemente von AB € R™*"

gegeben sind durch
(AB);; Zaw i firi=1,...,n. (66)

Rmxm

und die Diagonalelemente von BA € gegeben sind durch

(BA);; Zbﬂa” firj=1, (67)
i=1

Dann aber gilt mit den Eigenschaften von Summen und der Kommutativitat der Skalarmultiplikation

tr(AB) = Zi% bj; = Zzbﬂau = tr(BA). (68)

i=1j= Jj=li=

(4) Mit der Assoziativitat der Matrixmultiplikation und Eigenschaft (4) gelten

tr(ABC) = tr((AB)C) = tr(C(AB)) = tr((CAB) = tr((CA)B) = tr(B(CA)) = tr(BCA). (69)
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Spezielle Matrizen

Definition (Einheitsmatrizen und Einheitsvektoren)

® Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit

I, = (i )1<i<ni<jon € R mit iy, =1 fir j =k und ij, =0 fir j # k (70)
® Wir bezeichnen die Einheitsvektoren e;,i = 1,...,n mit
e; = (eij)lg_ygn € R™ mit ei; = 1 fir i = j und ei; = 0 fiir 4 # j (71)

Bemerkungen

® I, besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins.
® e;,i=1,....,n besteht nur aus Nullen und einer Eins in der iten Komponente.
® Esgilt
I, = (el en,) (72)

® Es gelten weiterhin zum Beispiel fir 1 <¢,j<n

elTej =0firi+#j,e;e;=1und elr'u = vTci =w; firveR™. (73)
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Spezielle Matrizen

Definition (Nullmatrizen, Einsmatrizen)
® Wir bezeichnen Nullmatrizen mit
Opm = (0)1<i<n,1<j<m € R™™ und 0, == (0)1<ij<p ER™ (74)
® Wir bezeichnen den Einsmatrizen mit

1nm = (D1<i<n,1<jsm € R™™ und 1, == (1)1<j<n € R® (75)

Bemerkungen

® 0y, und 0,, bestehen nur aus Nullen.
® 1, und 1, bestehen nur aus Nullen.
® Es gelten zum Beispiel
0,08 =0,, und 1,11 =1,,,. (76)
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Spezielle Matrizen

Definition (Diagonalmatrix)

Eine Matrix D € R™*™ heiBt Diagonalmatrix, wenn dij =0firl<i<n,1<j<mmiti#j.

Bemerkungen
® Eine Diagonalmatrix D € R™*™ mit Diagonalelementen d1, ..., d,, schreibt man auch als
D = diag(dy, ..., dy). (77)
L]

Diagonalmatrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Zum Beispiel iiberzeugt man sich leicht davon, dass Multiplikation einer Matrix A von links mit einer Diag-
onalmatrix D der Multiplikation der Zeilen der Matrix A mit den entsprechenden Diagonaleintrigen von D
entspricht. Die entsprechende Multiplikation von rechts entspricht der Multiplikation der Spalten von A mit

entsprechenden Diagonaleintragen von D.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

D :=diag(dy, ..., d,,) = |D| = Hd (78)

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982) verwiesen.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 45



Spezielle Matrizen

Definition (Symmetrische Matrix)

Eine Matrix S € R"*" heiBt symmetrisch, wenn gilt dass ST = S.

Bemerkungen

® Symmetrische Matrizen sind spezielle quadratische Matrizen.
® Symmetrische Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Beispielweise gilt fiir die Summe zweier symmetrischer Matrizen, dass auch diese wieder symmetrisch ist
A=ATund B=BT = A+B=(A+B)T (79)
und das die Inverse einer symmetrischen Matrix, sofern sie existiert, auch symmetrisch ist,
ST—5=(s71) =51, (80)

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Positiv-definite Matrizen und positiv-semidefinite Matrizen)
Eine quadratische Matrix C' € R"™*™ heiBt positiv-definit, wenn C' symmetrisch ist und gilt, dass
2T Cz > 0 fiir alle z € R™ mit = # 0,,. (81)

Wenn C € R™*™ positiv-definit ist, so schreiben wir C' € R"*" pd.

Eine quadratische Matrix C' € R™*" heiBt positiv-semidefinit, wenn C symmetrisch ist und gilt, dass
zT Cz > 0 fiir alle z € R” mit z # 0,,. (82)

Wenn C € R™*™ positiv-definit ist, so schreiben wir C' € R™"*™ psd.

Bemerkungen
® Positive-definite und positiv-semidefinite Matrizen sind spezielle symmetrische Matrizen.
® Kovarianzmatrixparameter von multivariaten Normalverteilungen sind positiv definite Matrizen grundlegend.
® Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren sind positiv-semidefinite Matrizen.
® Positiv-definite Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.
® Beispielsweise existiert die Inverse C1 einer positiv-definiten Matrix und ist selbst positiv-definit,

fiir einen Beweis dieser Eigenschaft verweisen wir auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982).
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Spezielle Matrizen

Definition (Orthogonale Matrix)
Eine Matrix Q € R™*" heiBt orthogonal, wenn

@ @)= Iy (83)

Bemerkung

® Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind also paarweise orthogonal, es gilt fiir
Q=(q1 ~ qy) mtgeRMfirl<i<n, (84)

dass
qlq;=0firi# jund qf'q; =1 firi=jmit1<i,j<n. (85)
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Spezielle Matrizen

Theorem (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)

Q € R ™ sei eine orthogonale Matrix. Dann gelten:

(1) (Inverse) Die Inverse von Q ist QT, es gilt

Q=0T (86)
(2) (Transposition) Die Zeilen von Q sind orthonormal, es gilt
QQT =1,. (87)
(3) (Determinante) Es gilt
|Q| =1 oder |Q] =—1. (88)
Beweis
(1) Unter der Annahme, dass Q™! existiert, gilt
QTQ=1,+Q"QQ ' =1, '+ Q '=Q". (89)
(2) Es gilt
RTQ=1,+QQ"Q=QI, = QRTQQRT = QQT < QT =1,. (90)

(3) Mit dem Multiplikationssatz und Transpositionseigenschaft von Determinanten gilt
QI = lQllel=1QlIRTI=1QQT| =1,/ =1. (91)
Aus |Q|2 = 1 folgt dann aber, dass |Q| = 1 oder |Q| = —1 sein muss.
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer Matrix wieder.

2. Nennen Sie sechs Matrixoperationen.

3. Geben Sie die Definitionen der Matrixaddition und -subtraktion wieder.
4. Geben Sie die Definition der Skalarmultiplikation fiir Matrizen wieder.

5. Geben Sie die Definition der Matrixtransposition wieder.

A= L2 ,B:= 3.0 und ¢ :=2 (92)
2 1 1 2

Di=c(A-B") und B:=(cA)T + B. (93)

6. Es seien

Berechnen Sie

7. Geben Sie die Definition der Matrixmultiplikation wieder.

8. Es seien A € R3%2 B € R2*4 und C € R3*4. Priifen Sie, ob folgende Matrixprodukte definiert sind, und
wenn ja, geben Sie die GroBe der resultierenden Matrix an:

ABC, ABCT, ,ATcBT ,BAC. (94)
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Selbstkontrollfragen

9. Es seien

3 2 1
A=|4 5 6|B:= 3 1| udC:=|3 (95)
3 2 0 0 2
Berechnen Sie die Matrixprodukte
T
AB, BT AT, (BTAT) ,  AcC. (96)
10. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<; j<2 € R? wieder.
11. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<; j<3 € R3 wieder.
12. Berechnen Sie die Determinanten von
9 1 3 2 1
A= (1 2) B:=|2 3 2| und C:=diag(1,2,3). (97)
1 2 3
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Selbstkontrollfragen

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Geben Sie den Determinantenmultiplikationssatz wieder.

Geben Sie das Theorem zur Invertierbarkeit und Determinante von Matrizen wieder.

Geben Sie die Definition einer Diagonalmatrix wieder.

Geben Sie die Definition einer symmetrischen Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer positiv-definiten und einer positiv-semidefiniten Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer orthogonalen Matrix wieder.
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