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Uberblick

Modellformulierung

Modellschatzung

Modellevaluation

y=XB+4e,cen~N(On,oI,) (1)

2 _ (y—XxB"(y— XB)

B=(XTx)""'XTy 6% = L 2 T (2)
n—p
T "B —cTBo F= (EA%:?A* €Te)/p2 3)
62cT(XTX)1c éTé/(n —p)
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Uberblick

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz
(1) Parameterschiatzung

Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fiir die wahren, aber unbekannten,
Parameterwerte (oder eine Funktion derer) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung

einer Datenrealisierung.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschatzwerte eine quantitative Aussage lber die mit dem Schatzwert assoziierte Unsicherheit

zu treffen.

(3) Hypothesentests

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung der
Daten in einer moglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob ein wahrer, aber unbekannter Parame-
terwert, sich in einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des Parameterraumes,
welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Uberblick

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

Welt Datenwissenschaft

Parameterschatzung 0~06

9O
/ A ’

Wahrer, aber unbekannter, N . ~

Parameterwert Py Datensatz Konfidenzintervall Py([0+¢]306)

® = y=0ny) — —1— 00O}
9 ) 6+¢ )
Hypothesentest 6 €Oy vs. 0 €O,

L J1i®;
eO @1 0
(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Uberblick

Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

Gegeben sei ein statistisches Modell mit. Es wird angenommen, dass ein vorliegender Datensatz eine der méglichen
Realisierungen der Daten des Modells ist. Aus Frequentistischer Sicht kann man unendlich oft Datensatze basierend auf
einem Modell generieren und zu jedem Datensatz Schatzer oder Statistiken auswerten, z.B. den Betaparameterschatzer

Datensatz (1) : y(l) = (2 ) él), 511) r mit (1) = (XTX)fley(l)

mit 33) = (xTx)=1xTy3)

( )

Datensatz (2) : y(2) = (yf), yéQ), . yn2))T mit 332) = (xT x)=1xTy(2)
Datensatz (3) : y( ( )
( )

Datensatz (4) : y@) = mit 3(4) = (XTX)leTy(4>

Datensatz (5) : y(®) =

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Statistik die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von Schatzern und Statistiken unter Annahme der Datenverteilung. Was zum Beispiel ist die Verteilung
von g1, 3(2) 3(3) 3(4) o die Verteilung der Zufallsvariable 8 := (X7 X)~1 X7 y? Wenn eine
statistische Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also, dass sie bei
haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann

sie auch “schlecht” sein.
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Allgemeine Theorie

Theorem (Betaparameterschatzer)

Es sei
y:XB+5mits~N(On,o'2In) (4)
das ALM in generativer Form und es sei
Bi=(xTx)"1xTy. ()
der Betaparameterschétzer. Dann gilt, dass
8= a8 min(y XA (v - XB) ©)

und dass B ein unverzerrter Maximum Likelihood Schitzer von 8 € RP ist.

Bemerkungen

Das Theorem gibt ein Formel an, um B anhand von Designmatrix und Daten zu schatzen.

Als ML Schéatzer ist B konsistent, asymptotisch normalverteilt und asymptotisch effizient.

Wir sehen spéter, dass B sogar normalverteilt ist.

AuBerdem hat ,@ die “kleinste Varianz" in der Klasse der linearen unverzerrten Schatzer von 3.

Letztere Eigenschaft ist Kernaussage des Gauss-Markov Theorems, auf das wir hier nicht naher eingehen wollen.

Fiir eine Diskussion und einen Beweis des Gauss-Markov Theorems siehe z.B. Searle (1971), Kapitel 3.
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Allgemeine Theorie

Beweis
(1) Wir zeigen in einem ersten Schritt, dass 3 die Summe der Abweichungsquadrate
- xBT (- X8 ™
minimiert. Dazu halten wir zunichst fest, dass
B=xTx) " 'xTy e xTxp=xTye xTy-xTxg=0, & xT(y—XB)=0,. (8)
Weiterhin gilt dann auch, dass
xT(y-xp) =0, & (XT(y*XﬁA))T:02©(y7XB)TX:O;I; (9)
Weiterhin halten wir ohne Beweis fest, dass fiir jede Matrix X € R™*P gilt, dass
2T XxT Xz > 0firalle z € RP, (10)
Wir betrachten nun fiir festes y und ein beliebiges 3 die Summe der Abweichungsquadrate

(v —xB7T (y — XB). (1)

Allgemeines Lineares Modell | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 11



Allgemeine Theorie

Beweis (fortgefiihrt)
Es ergibt sich
w-XB)T (- Xp)=@w-Xp+xp- x5 (y -~ Xp+Xp—Xp)
=((w-XB+XB-8T(w—XB)+X(B-5)
= w-xATw-xP+w-xBHTXB-B
+B-B"xTy-x8)+B-BHTXTxB-B) (12)
= w-xBTw-Xp +0 -7
+B=-5HTo,+B-AH"XxTx(B-5)
=w-x3)Tw-x8+B-HTxTx(B -5
Auf der rechten Seite obiger Gleichung ist nur der zweite Term von 3 abhingig. Da fiir diesen Term gilt, dass
B-BHTxTxB-p =0 (13)
nimmt dieser Term genau dann seinen Minimalwert 0 an, wenn
(B-B) =0, B=4 (14)

Also gilt

B = argmin(y — X" (y - XB). (15)
B
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Allgemeine Theorie

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Um zu zeigen, dass B ein Maximum Likelihood Schitzer ist, betrachten wir fiir festes y € R™ und festes 62 >0
die Log-Likelihood Funktion

£:RP 5 R, B Inps(y) =1n N(y; X3, 0%1,) (16)

wobei gilt, dass

- o —_n o 1 1 T ~
InN(y; XB,0"In) =In ((QTF) 2 0% In|" 2 exp (7*(y7XB) (nyB))>
202
17
= Zinzn - S nlo?L) - — (- XA (v~ XB)
=3 n2m 5 n|o I 352 Yy y .
Dabei hangt allein der Term 7%%(y — XB)T(y — X 3) von B ab. Weil aber (y — XB)T(y — XB) >0, gilt

wird dieser Term aufgrund des negativen Vorzeichen maximal, wenn (y — X 3)7 (y — X 3) minimal wird. Dies ist

aber wie oben gezeigt genau fiir § = B der Fall.

(3) Die Unverzerrtheit von A3 schlieBlich ergibt sich aus

56 = (XXX y) = (") XTEw) = (XTx) X X =6 (19)
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Allgemeine Theorie

Theorem (Varianzparameterschatzer)

Es sei
y=XB+emite~ N(0,,0°I,) (19)

das ALM in generativer Form. Dann ist

52, W= XB)T(y—XB)

=— (20)
n—p
ein unverzerrter Schitzer von o > 0.
Bemerkungen
® Es handelt sich bei 62 nicht um einen ML Schitzer von o2.
® Fiir einen Beweis siehe z.B. Searle (1971), Kapitel 3 oder Rencher and Schaalje (2008), Kapitel 7.
® Mit Definition des Residuenvektors und der Residuen
ei=y—XBund é; i=y; — (XB)i,i=1,...,n, (21)

2

respektive, bieten sich fiir & auch folgende Schreibweisen an:

n

= —Tem N = N - (xe? (22)
n—p n—p n-—p

i=1 i=1

® 52 wird also durch die summierten quadrierten Residuen geschitzt.

Allgemeines Lineares Modell | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 14



Allgemeine Theorie

Unabhiangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Einfache lineare Regression

Selbstkontrollfragen
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Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Wir betrachten das Szenario von n unabhingigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert-
parameter 1 € R und Varianzparameter o2,

yi ~ N(u,02) firi=1,...,n. (23)

Dann gilt, wie unten gezeigt,

n
1
A = ~2 —\2 2
B = E y; =:gund 6~ = E (yi — )" =: sy (24)
n—1
K i=1
In diesem Fall ist also der Betaparameterschitzer mit dem Stichprobenmittel § der y1, ..., yn, und der Varianzpara-
meterschatzer mit der Stichprobenvarianz si der y1, ..., yn identisch.
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Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Far B ergibt sich
=(xTx)"txTy

T -1 7
= (lnln) 1,y

o

-1

Il
3
|
=
S

i=1
n
1
== Yi
n
=1
=: 7.
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Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Fiir 62 ergibt sich

62— 2 (nyB)T(nyB)

n—1

1 T _
= (y —1n9)" (¥ — 1ny)
n—1
T
Y1 1 Y1 1
1 — . -
= — g : - ]
n—1 .
Yn 1 Yn 1
Y1 —y
1 _ _
= (yl*y yn*y>
n—1
Yn — Y
n
1 2
= Yi — Y
DI
i=1
—. g2
=t sy
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Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Parameterschatzung

# Libraries
library (MASS) # Multivariate Normalverteilung

# Modellformulierung

n =12 # Anzahl Datenpunkte

P s i # Anzahl Betaparameter

X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatriz

In = diag(n) # n z n Einheitsmatriz

beta =2 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

# Datenrealisierung

y = mvrnorm(1, X beta, sigsqrxI_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs

# Parameterschitzung

beta_hat = solve(t(X) %x% X) %% t(X) %*% y # Betaparameterschitzer
eps_hat =y - X %*) beta_hat # Residuenvektor
sigsqr_hat = (t(eps_hat) %% eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschatzer
# Ausgabe
cat("beta : ", beta,

"\nhat{beta} beta_hat,

"\nsigsqr , sigsqr,

"\nhat{sigsqr}: ", sigsqr_hat)

> beta :o2
> hat{beta} : 1.64
> sigsqr s

> hat{sigsqr}: 1.12

Allgemeines Lineares Modell | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 19



Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Simulation der Schatzerunverzerrtheit

# Libraries
library (MASS)

*

Multivariate Normalvertedilung

# Modellformulierung

n =12 # Anzahl Datenpunkte

P = il # Anzahl Betaparameter

X = matrix(rep(1,n), nro # Designmatriz

In = diag(n) # n z n Einheitsmatriz

beta =2 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

# Frequentistische Simulation
nsim = led

beta_hat = rep(NaN,nsim)
sigsqr_hat = rep(NalN,nsim)
for(i in 1:nsim){

Anzahl Datenrealisierungen
\hat{\beta} Realisierungsarray
\hat{sigsqr} Realisierungsarray
Simulationsiterationen

vy = mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr*I_n) Datenrealisierung
beta_hat[i] = solve(t(X) %x% X) %x% t(X) %*% y Betaparameterschitzer
eps_hat =y - X %) beta_hat[i] Residuenvektor

IR R

sigsqr_hat[i] = (t(eps_hat) eps_hat) /(n-p) Varianzparameterschitzer

# Ausgabe

cat("Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter : ", beta,
"\nGeschéitzter Erwartungswert des Betaparameterschitzers : ", mean(beta_hat),
"\nWahrer, aber unbekannter, Varianzparameter ", sigsqr,
"\nGeschitzter Erwartungswert des Varianzparameterschitzers : ", mean(sigsqr_hat))

> Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter 2
> Geschitzter Erwar t des Betaparameterschitzers 2
> Wahrer, aber unbekam:\ter Varianzparameter 1
> Geschitzter Erwartungswert des Varianzparameterschitzers : 0.998
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Allgemeine Theorie

Unabhangige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Einfache lineare Regression

Selbstkontrollfragen
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Einfache lineare Regression

Wir betrachten das generative Modell der einfachen linearen Regression

yi = Po + Brzi +eiei ~ N(0,0°) firi=1,...,n, (25)
Dann gilt
. g coy - n
A Bo 52 .2 1 P P 2
B=1\% = Cay® and 6% = (yi — (Bo + B1z:)) (26)
B1 w2 n-—2
B i=1
wobei Z und g die Stichprobenmittel der x1, ..., 5 und y1, ..., Yn, respektive, bezeichnen, c,, die Stichproben-
kovarianz der 1, ..., T, und 5?: die Stichprobenvarianz der 1, ..., z,, bezeichnen, wie unten gezeigt.

Wir halten fest, dass fiir eine parametrische Designmatrixspalte sich der entsprechende Betaparameterschatzer aus der
Stichprobenkovarianz der respektiven Spalte mit den Daten geteilt durch die Stichprobenvarianz der entsprechenden
Spalte ergibt und somit einer “standardisierten” Stichprobenkovarianz entspricht. Wie in (1) Regression sind die
Bezeichnungen “Stichproben"kovarianz und “Stichproben"varianz beziiglich der 1, ..., zy, hier lediglich formal
gemeint, da keine Annahme zugrundeliegt, dass die 1, ..., z,, Realisierungen von Zufallsvariablen sind. Die
1, ..., Tp, sind vorgegebene Werte. Ein Vergleich mit den Parametern der Ausgleichsgerade in (1) Regression zeigt
weiterhin die Identitit der Betaparameterschitzerkomponenten B¢ und ﬁl mit den dort unter dem Kriterium der
Minimierung der quadrierten vertikalen Abweichungen hergeleiteten Parametern. Dies iiberrascht nicht, da sowohl B
als auch die Parameter der Ausgleichsgerade den Wert

a(B) = Z(yi — (o +Bre)? = (- XA (y - XB) (27)
i=1

hinsichtlich 5 minimieren.
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Einfache lineare Regression

Um die Form des Betaparameterschiatzers herzuleiten, halten wir zunachst fest, dass

n n
E (z; —2)(y; —9) = E (xiy; — ;9 — Ty; + TY)
i=1 i=1

n n n n
= ,E wm—g 'iyq',+§ 2y
i=1 i= i=1
n n n
= g Ty — T g z; — & E y; + nEy
=1 i=1 i=1
(28)
n
= E T;Y; — YnT — TnyY + nry
=
n
= g z;y; — nEY — nEY + niy
i=1
n
= E @iy — nEy,
i=1
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Einfache lineare Regression

Weiterhin halten wir fest, dass

n n
- «? — 2z @; 4 na?
=1 i=1
(29)
n
= E x? —21‘nz+n52
i=1
n
= 22 — 2nz? 4 nz?
i=1
n
_ L2 22
= zy ne
i=1
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Einfache lineare Regression

Aus der Definition von 3 ergibt sich

p=xTx)"1xTy

—1
1z Y1
1 e 1 . 1 A 1
- ] -  @p : ® - @p
1z, Yn
) (30)
n - n
_ n 21—1 Ti 21:1 vi
S S0e) S
i=1"" i=1"1 1o
-1
n nT ny
= n 2 n
(nz i=1 1) (Zi:1 Ily")
Die Inverse von X T X ist gegeben durch
2
1 s _2 .
S (=t —=), (31)
Sz —T 1
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Einfache lineare Regression

weil

@
Hw‘ Ll

@
Hm"—‘

(32)

3 3
HN‘ Ll HI\:‘ [

Il
~~
S
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Einfache lineare Regression

Es ergibt sich also

_2
1 x

. wtez

b= @
_ =z

(33)
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Einfache lineare Regression

Parameterschatzung

# Libraries
library (MASS)
library(matlib)

# Modellformulierung

n =10

P =2

X = 1l:n

X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n)
In = diag(n)

beta = matrix(c(0,1), nrow = p)
sigsqr =1

# Datenrealisierung
y = mvrnorm(1, X

beta, sigsqr*I_n)

# Parameterschatzung

beta_hat = inv(t(X) %*% X) %% t(X) %*% y
eps_hat =y - X %*% beta_hat
sigsqr_hat = (t(eps_hat) %*% eps_hat) /(n-p)
# Ausgabe
cat("beta ", beta,
"\nhat{beta} ", beta_hat,
"\nsigsqr : ', sigsqr,
"\nhat{sigsqr}: ", sigsqr_hat)
> beta 01
> hat{beta} -1.04 1.07
> sigsqr 1
> hat{sigsqr}: 0.337

* %

LR R R

#

3 3

Multivariate Normalverteilung
Matrizenrechnung

Anzahl Datenpunkte

Anzahl Betaparameter

Pradiktorwerte

Designmatriz

n = n Einheitsmatriz

wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs

Betaparameterschitzer
Residuenvektor
Varianzparameterschitzer
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Einfache lineare Regression

Simulation der Schatzerunverzerrtheit

# Libraries

library (MASS) # Multivariate Normalverteilung
library(matlib) # Matrizenrechnung

# Modellformulierung

n =10 # Anzahl Datenpunkte

P =9 # Anzahl Betaparameter

X = 1l:n # Prdadiktorwerte

X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatriz

In = diag(n) # n  n Einheitsmatrizc

beta = matrix(c(0,1), nrow = p) # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

# Frequentistische Simulation

nsim = led # Anzahl Realisierungen des n-dimensionalen ZVs
beta_hat = matrix(rep(NaN,p*nsim), nrow = p) # \hat{\beta} Realisierungsarray
sigsqr_hat = rep(Nal,nsim) # \hat{sigsqr} Realisierungsarray
for(i in 1:nsim){ # Simulationsiterationen

y = mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr*I_n) # Datenrealisierung

beta_hat[,i] = inv(t(X) %*% X) %% t(X) %*% y # Betaparameterschitzer

eps_hat =y - X %*% beta_hat[,i] # Residuenvektor

#

sigsqr_hat[i] = (t(eps_hat) 7 eps_hat) /(n-p) Varianzparameterschitzer

# Ausgabe

cat("Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter : ", beta,
"\nGeschétzter Erwartungswert des Betaparameterschitzers ", rowMeans(beta_hat),
"\nWahrer, aber unbekannter, Varianzparameter , sigsqr,
"\nGeschdtzter Erwartungswert des Varianzparameterschitzers , mean(sigsqr_hat))

> Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter : 01

> Geschétzter Erwartungswert des Betaparameterschétzers ¢ =0.00191 1
> Wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter i1

> Geschdtzter Erwartungswert des Varianzparameterschitzers : 1.01
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie das Betaparameterschitzer Theorem wieder.

2. Geben Sie das Varianzparameterschatzer Theorem wieder.

3. Geben Sie die Beta- und Varianzparameterschatzer des ALM Szenarios von n unabhingigen und identisch
normalverteilten Zufallsvariablen wieder.

4. Geben Sie die Beta- und Varianzparameterschitzer des ALM Szenarios der einfachen linearen Regression
wieder.

5. Wie unterscheiden sich die Betaparameterschitzer des ALM Szenarios der einfachen linearen Regression und
die Parameter der Ausgleichsgerade aus Einheit (1) Regression?

6. Simulieren Sie die Unverzerrtheit des Varianzparameterschatzers im ALM Szenario von n unabhangigen und
identisch normalverteilten Zufallsvariablen in einem R Skript.

7. Simulieren Sie die Unverzerrtheit des Varianzparameterschatzers im ALM Szenario der einfachen linearen

Regression in einem R Skript.
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